&
.....
o
-

BERRRRRRRRENRRANANEY YA,
£ i
5 g
£ ]
% L
[+
A I T OO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO CARIRI
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

BRUNO SERAFIM DE SOUZA

APLICACOES DA DERIVADA: UMA ABORDAGEM PARA
PARTICIPANTES DAS OLIMPIADAS DE MATEMATICA

JUAZEIRO DO NORTE
2017



BRUNO SERAFIM DE SOUZA

APLICACOES DA DERIVADA: UMA ABORDAGEM PARA PARTICIPANTES DAS
OLIMPIADAS DE MATEMATICA

Dissertacao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-Graduacao em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT do Centro
e Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Federal do Cariri, como requisito parcial
para obtencao do Titulo de Mestre em
Matemética. Area de concentracio: Ensino
de Matematica.

Orientador:
Prof. Dr. Juscelino Pereira Silva.

JUAZEIRO DO NORTE
2017



Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicagdo
Universidade Federal do Cariri
Sistema de Bibliotecas

S729a Souza, Bruno Serafim de.
Aplicagdes da derivada: uma abordagem para participantes das olimpiadas de matematica/ Bruno
Serafim de Souza — 2017.
77 f.:il.; enc. ; 30 cm.

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal do Cariri, Mestrado Profissional em Matematica

em Rede Nacional, Juazeiro do Norte, 2017.
Orientagdo: Prof . Dr. Juscelino Pereira Silva.

1.Limites. 2. Derivadas. 3. Aplicacdes. 4. Olimpiadas de Matematica. 1. Silva, Juscelino Pereira.
I1. Titulo.

CDD 515.3




MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CARIRI
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT

Aplicagdes da Derivada: Uma Abordagem Para
Participantes das Olimpiadas de Matematica

Bruno Serafim de Souza

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa
de Pos-Graduagdo em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Federal do Carin,
como requisito parcial para obtengdo do Titulo de
Mestre em Matematica. Area de concentragdo:
Ensino de Matematica

Aprovada em 30 de junho de 2017.

Bancxaminadora

Orientador

Moo Suloonn, Ao Gt Woesdp vl

R Prof. Dr. Placido Francisco de Assis
Prof. Dra. Maria Silvana Alcantara Costa - Andrade -UFCA

UFCA




Dedico este traballho

a Cristo meu Mestre e meu Senhor.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente a Deus, pelas béngaos e maravilhas sem medidas que tens me
concebido nessa baixa terra e pelas promessas cumpridas em minha vida.

A minha mae, Maroli Vitalina Serafim por me ajudar a compreender que somente
através dos estudos poder superar limites e barreiras.

A minha esposa Fabiana Rodrigues dos Santos pela forca que me destes nos
momentos mais dificeis em toda trajetéria da minha vida. Também por acreditar no
meu potencial e sobretudo, pela compreensao da minha auséncia em prol a dedicacao
incansavel para concluir este curso.

Ao meu filho Pedro Arthur Rodrigues Serafim por sua simples existéncia.

Aos professores Luiz Eduardo Landim Silva e Mario de Assis Oliveira por todo
incentivo durante & graduacao e mais ainda, por nunca duvidarem da minha capacidade
para conquistar este espaco.

Aos meus colegas de trabalho da escola Professor José Teles de Carvalho: Osmar
Freire do Nascimento Filho, pelo seu companheirismo em todo curso e também por ajudar-
me na correcao e inclusao dos recursos graficos presentes no texto; Edjan Fernandes dos
Santos, pela concessao de referéncias que me possibilitou a aprovagao em véarias disciplinas;
Jardel Pereira da Silva, pela sua disposicao incomparavel na correcao e normatizagao desse
trabalho; e por fim, ao professor Dalvan José de Sousa, pela traducao dos textos em inglés
encontrados nesse trabalho.

A todos os colegas do mestrado desta instituicdo pelo companheirismo de uns
para com os outros em todas as lutas que enfrentamos juntos, e principalmente pelas
conquistas ao longo de todo o curso.

A coordenadora académica institucional do PROFMAT, campus UFCA, Juazeiro
do Norte-CE, Maria Silvana Alcantara Costa pelo seu testemunho enquanto profissional
e principalmente como pessoa e exemplo a ser seguido.

Aos professores do programa: Placido Francisco de Assis Andrade de Oliveira e
Clarice Dias de Albuquerque por se mostrarem excelentes profissionais, e consequente-
mente, fazerem o curso ter alto nivel.

Em especial, ao professor Juscelino Pereira Silva nao somente pela brilhante ori-
entacao desse trabalho, mas também pela sua presenca como pesquisador a contribuir
significativamente para o desenvolvimento da pesquisa em Matematica.

Por fim, & Coordenagao de Aperfeicoamento Pessoal de Ensino Superior (CAPES)

pelo apoio financeiro.



“A gravidade explica os movimentos
dos planetas, mas nao pode explicar
quem colocou os planetas em mouvi-
mento. Deus governa todas as coisas e
sabe tudo que € ou que pode ser feito.”
(Isaac Newton)



RESUMO

O Calculo Diferencial ¢ uma disciplina basica da Analise Matemaética, a qual versa sobre
Derivadas. O conceito de Derivada esta associado as ideias de retas tangentes & uma
curva e & taxas de variacdo. Matematicos como Issac Newton (1643 — 1727) e Pierre
de Fermat (1601 — 1665) contribuiram para o desenvolvimento do Célculo, porém deve-
se principalmente a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) a relagdo entre derivada
e integral. O Célculo Diferencial contribui com a construgao de conceitos e resultados
das ciéncias em geral, em especial, a Engenharia; Medicina; Economia; Administragao;
Fisica; Quimica; Biologia e etc. Desta forma, este trabalho apresentaréd resultados sobre
limites e derivadas, entre eles um estudo sobre maximos e minimos de funcgoes, de forma
a construir uma base soélida de conhecimentos basicos, pois 0s mesmos serao necessarios
na resolucao das aplicagoes propostas no capitulo 04. Tais aplicacoes estao distribuidas
em dois grupos, algumas ligadas a pratica, outras um pouco mais tedricas, e tem como
propoésito despertar o interesses de alunos, participantes de olimpiadas de matemaética,

pela disciplina de Calculo.

Palavras-chave: Limites. Derivadas. Aplica¢oes. Olimpiadas de Matematica.



ABSTRACT

The Differential Calculationis a basic discipline of Mathematics Analysis, which deals
with Derivatives. The concept of Derivative is associated with ideas of tangent line to
a curve and to rate of variation. Mathematicians like Issac Newton (1643 — 1727) and
Pierre de Fermat (1601 — 1665) contributed for the development of Calculation, but the
main responsible for the relationship between Derivate and Integral was Gottfried Wi-
lhelm Leibniz (1646 — 1716). The Differential Calculation applications contribute with
the construction of concepts and results of science in general, including Engineering; Me-
dicine; Economy; Management; Physical; Chemistry; Biology and etc. There fore, this
work will present the results about limits and derivatives, among them a study about
Maximums and minimums of functions in order to build a solid base of basic knowledge,
because they will be necessary to resolutions of applications given in chapter 04. These
applications are distributed in two groups, some linked to practice, others to theory, and
they aims to arouse the interests of students, participants in the Olympic Mathematics,

through Calculation Discipline.

Key-words: Differential Calculation. Limits. Derivative. Appications. Math Olympics.
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1 INTRODUCAO

Segundo Geraldo Avila (2006), "Descartar o Cdlculo no ensino médio é grave,
porque deixa de lado uma componente significativa e certamente a mais relevante da Ma-
temdatica para a formagao do aluno num contexto de ensino moderno e atual” [2]. Para
Avila, a exclusdo do Ensino de Calculo torna-se um fator predominante no desenvolvi-
mento educacional dos alunos, e consequentemente, na integracdo ao convivio com as
intmeras situagoes presentes em nosso meio. Portanto, faz-se necessario a aprendizagem
dos principais fundamentos oferecidos por essa disciplina, pois sem 0s mesmos 0s uUsuarios
certamente terao dificuldades em disciplinas que necessitam deste conhecimento como
aluno de Graduacao.

Precisou-se de pouco tempo dedicado ao projeto OBMEP na ESCOLA do Insti-
tuto de Matematica Pura e Aplicada - IMPA para que pudesse perceber o alto nivel dos
alunos participantes do projeto. Portanto, acredita-se ser acessivel uma abordagem sobre
aplicagoes da derivada para participantes das olimpiadas de matemaética, pois assegurado
o conhecimento das principais ferramentas do Célculo Diferencial muitos dos problemas
de Matematica podem ser solucionados naturalmente.

O ano 2005, foi historico, para o desenvolvimento da Mateméatica na Educacao
Publica, pois a partir deste ano, as regioes mais carentes, norte e nordeste, passam a ter
uma politica publica de valorizacao da disciplina com a oferta de material didatico. O
Ministério da Educacao - MEC através do Fundo Nacional de Desenvolvimento - FNDE
distribuiram livros didaticos de Matemaéatica nas escolas piiblicas, nos quais pode-se des-
tacar uma abordagem bastante peculiar sobre o Célculo Diferencial na terceira série do
Ensino Médio.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais - PCN’S, 2002 "o curriculo
do Ensino Médio deve ser estruturado de modo a assequrar ao aluno a possibilidade de
ampliar e aprofundar os conhecimentos matemdticos adquiridos no Ensino Fundamen-
tal de forma integrada com outras dreas do conhecimento” [16]. E sabido que existem
diversas areas tais como Medicina, Engenharia, Fisica, Quimica, Biologia, Economia, Ad-
ministragao entre outras que necessitam quase sempre de conceitos e resultados advindos
diretamente das aplicagoes de Derivadas.

Exemplificando, na Medicina se necessita do Calculo Diferencial para determinar
o angulo 6timo na ramificagao dos vasos sanguineos para maximizar a circulacao. Ja na
Engenharia Civil utiliza-se a derivada na teoria da elasticidade para dimensionar colunas,
vigas e lajes. O desenvolvimento da cinematica, dos gases perfeitos e das previsoes do
crescimento ou decrescimento populacional requerem o uso de Derivada, ou seja, em
Fisica, Quimica e Biologia, respectivamente, precisa-se do Calculo Diferencial. Por fim,

na Economia se emprega a analise marginal que depende exclusivamente de Derivada, e
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na Administragao se utiliza as chamadas receitas marginais.

Este trabalho é composto por cinco capitulos com o objetivo de ampliar o conhe-
cimento dos alunos participantes das olimpiadas de matemética. No primeiro capitulo,
foi apresentado o objeto desse trabalho para garantir o entendimento central da tematica.
No segundo capitulo seréd abordado o assunto de Limite que podera ser omitido em uma
primeira leitura por aqueles que ja possuem certa experiéncia sobre o tema. Porém, o
mesmo faz-se importante para a garantia dos principais conceitos da derivada.

O terceiro capitulo versara sobre Derivada, onde serao apresentados os principais
conceitos e resultados para garantir suas aplicagoes em problemas de Matematica. No
quarto capitulo seré alcangado o objetivo do trabalho, pois serao exibidas as aplicacoes
da derivada ao nivel dos alunos mencionados acima.

Por fim, conclui-se este trabalho com as consideracoes finais, que explanam as

aplicagoes do Célculo Diferencial.



2 LIMITE

“Se as etapas da evolucao do homem estivessem embutidas num livro, com cer-
teza o método dos limites seria uma das pdginas mais belas, onde a inteligéncia humana
deixou marcas significativas. Mas nem por isso deve ser entendido como fruto de uma
cabeca privilegiada, e sim como resultado de muitas incertezas, tentativas, discorddncias

e contribuicoes convincentes.”
Revista Ciéncias Hoje (n. 79, p. 33)

Neste capitulo abordaremos os conceitos de limite e continuidade de fungoes de
uma varidvel real. Entende-se por func¢oes f de uma variavel real aquelas cujo dominio
D¢ é um intervalo ou uniao de subintervalos. Portanto, sempre que for mencionado sobre
o dominio de tais func¢oes f e nada seja dito ao contrario, ficara implicito que seu dominio
Dy sera um intervalo ou uma uniao de subintervalos reais neste trabalho.

A Derivada de uma funcao real é um limite. Portanto, para alcancar o objetivo
proposto neste trabalho, julga-se necessario estudar os principais conceitos e resultados

do limite.

2.1 Limite de uma funcao real

Nesta se¢ao, abordaremos o limite de fungoes de uma variavel real através da sua
definicao, seguida de uma interpretagao geométrica e finalizaremos com a apresentagao

de dois teoremas comum ao assunto.

Definicao 2.1.1 Sejam f : Dy — R uma funcao real e a um elemento de Dy ou uma
extremidade de algum dos intervalos de Dy. Diz-se que o limite de f quando x tende para
a é o numero real L, e escreve-se lim f(x) = L, se para todo € > 0 existir algum 6 > 0

T—a

tal que
reDr0<|r—al<d=|f(z)—L|<e (2.1)

Conceitua-se “o limite de f(x) quando = tende para a é igual a L,” significando
que é sempre possivel tornar f(z) arbitrariamente proximo ao L quanto se queira, desde
que z € Dy seja tomado suficientemente préximo ao a, mas nao necessariamente igual a
a. Para uma melhor compreensao da definicao do limite de uma funcgao real considera-se

a Figura 1, p. 14.
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Figura 1: Grafico da definicao de limite.
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Fonte: Construida pelo autor.

Uma vez que se deseja calcular o valor da inclinacao ou coeficiente angular de
uma reta tangente ¢t a curva y = f(z) em um ponto a pertencente ao dominio de f, se
deve primeiramente fazer o incremento na variavel x, simbolizado por Az = z — a tender
a zero e, consequentemente, o incremento na variavel y, simbolizado por Ay = f(x)— f(a)
também tendera a zero. Por outro lado, a razao incremental % é a inclinacao de cada
reta secante determinada pelos pontos P = (a, f(a)) e Q = (x, f(x)) ver Figura 1. Dessa
forma se percebe que tais retas secantes aproximam-se de uma posicao limite, e a essa reta
limite ¢ dar-se o nome de reta tangente a curva f no ponto P = (a, f(a)). A inclinagao
dessa reta tangente no ponto a é o limite das inclinacoes das retas secantes determinadas
pelos pontos P e (). Portanto, a inclinagao da reta tangente ¢ no ponto a é o limite
da razao incremental i—g quando Az tende a zero ou equivalente quando x tende a a.
Contudo, define-se a razao incremental ou quociente de Newton de y em relacao a x como
sendo

Ay f@) - f(a)
Az r—a

Uma vez que m é o limite de % quando z tende para a, diz-se que o valor desse
limite caso exista ¢ a Derivada da fungao f(x) no ponto a, fato este que sera tratado com
mais rigor no Capitulo 3, especificamente na secao 3.1.

Simbolicamente escreve-se,

m= f'(a) = lim —. (2.2)



CAPITULO 2. LIMITE 15

Defini¢ao 2.1.2 Seja f uma fungao representada pela curva de equagio y = f(x).

Chama-se reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)), a reta cuja equagio €

y=fla)+ f(a)- (z —a),

onde f'(a) € a inclina¢ao da reta tangente & curva y = f(x) no ponto P.

Figura 2: Grafico da reta tangente ¢t a curva f no ponto a.

VA Vi

fla)

=¥

Fonte: STEWART (2014. p. 131).

Contudo, faz-se necessario uma ilustracao do célculo do limite de uma funcao
por meio de uma conjectura para que o mesmo nos permita refletir sobre a necessidade
existente tanto de uma defini¢ao precisa de limite de uma fun¢ao quanto para o conjunto
de suas propriedades em prol da resolucao de variados problemas relacionados a limite de
uma funcao real qualquer.

x? =1

Exemplo 2.1.1 Conjecture o valor para limite de fun¢ao f(z) = quando x — 1.

Solucgao. Perceba que f nao esta definida para x = 1. Porém, sabemos pela Definicao
2.1.1, p. 13 que isso nao afeta no célculo do limite, pois x tende para 1, mas nao é
necessariamente deva ser igual a 1.

Logo, existe
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Tabela 1: Conjectura do limite da funcao f.
x <1 f(x):% r>1  flr)=2=1

1 rz—1
0,5 1,5 1,5 2,5
0,9 1,9 1,1 2,1
0,99 1,99 1,01 2,01

0,999 1,999 1,001 2,001

0,9999 1,9999 1,0001 2,0001
Fonte: Construida pelo autor.

Portanto, de acordo os valores da funcao f conforme Tabela 1, conjetura-se o

valor do limite em questao como sendo

2 _
lim (5”' 1) _ 9.
z—1 r—1

Por fim, percebe-se que além da dificuldade encontrada em aproximar as imagens

f(z) ao valor conjecturado 2 quando os valores de x se aproximam de 1, esse método nao
nos permite afirmar com absoluta certeza sobre o tal valor conjecturado, pois para esse
fato basta ver [21]. Porém, uma vez que se dispde de propriedades dos limites na segao
2.2, se poderé afirmar com convicgao sobre o resultado alcangado.

Vale ainda apresentar a definicao de limite através de intervalos reais, pois a
mesma € usada em varias demonstragoes e ajudara na interpretacao geométrica do limite

conforme Figura 1. Isto é,

O<|z—a|<d = |z—a|<0d
—I<r—a<d, x#a

a—d<zxr<a+d, xFa

L

re€(d—a,d+a), x#a
|f(x) — L] <e —e< flz)—L<e¢
L—e< f(x)<L+e
flx)e (L—¢ L+e).

il

Percebe-se pela Definigao 2.1.1, p. 13 que se existir tal limite é sempre possivel
tornar os valores de f(z) tao proximos de L quanto se queira, desde que os valores de x
sejam tomados suficientemente préoximos de a, conforme Figura 1.

A seguir se apresentara o Teorema da Unicidade do Limite de uma funcao,

o qual é um importante resultado para o desenvolvimento da teoria.
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Teorema 2.1.1 (Unicidade do Limite). Se lim f(z) = L e lim f(x) = M, entdo
Tr—a

T—a

L=M.

Demonstragao. Supondo, por absurdo, que L # M.

Considere € = ‘¥| > 0. Entao, existem d1,d5 > 0 tais que

2
L—-M
5 .

L—-M
O<|:v—a|<(517:1:€Df:>|f(:c)—L]<‘ ‘;

O<\x—a\<§2,xEDf:>|f(x)—M\<‘

Pela propriedade da desigualdade triangular vale que

|M — L] |(f(x) = L) + (M — f(x)|
|[f(x) = L[+ [M — f(z)]
(z) -

|f(x) = L+ [f () — M,

IA

ou seja,
M = L| < [f(z) = L] + | f(x) — M].

Tomando-se § = min{dy,d2} tem-se pelas relagoes 2.3 e 2.4 que, dado € = '

arbitrario, existe o > 0 tal que

M=1] < [f@)— Ll +]f@) - M
L—-—M L—M
e

L-M
2

— 2-‘ — |L - M|,

Logo,
|M = L| < |M - LJ,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, L = M.

L—-M
2

’>0

O teorema supracitado garante que, se existir o limite de uma funcao, entao

necessariamente ele é Ginico.

Antes de se apresentar as propriedades operatorias dos limites, julga-se necesséario

enunciar e demonstrar dois lemas que serao importantes para a obtencao dos resultados

desejados como veremos a seguir.

Lema 2.1.1 lim f(z) = L < lim [f(z) — L] = 0.

Tr—a r—a

Demonstracgao. De fato,

lim f(z) =L < Ve>0,30 >0,z € Dy, 0< |z —a|] <d=|f(x) - L| <e.

T—a
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Dado € > 0 arbitrariamente, tem-se que existe ¢ > 0 tal que

[f(z) =Ll <e & |(f(x) - L) -0 <e
< lim[f(z)— L] =0.

r—ra

Fato que demonstra o resultado. [ ]

Lema 2.1.2 Sejam f: Dy — R e g : Dy — R duas funcgoes reais, com Dy, D, C R e
DN D, #0. Selim f(z) =0 e lim g(z) = L, entao lim[f(z) - g(z)] = 0.
T—a T—a T—a

Demonstragao. Pela hipotese temos,
limg(z) =L < Ve> 0,36 > 0,2 € Dy, 0 < |z —al <0 = |g(z)— L] <e (2.5)
r—a

Dai, percebe-se pela expressao 2.5 que se pode escrever
l9(x)| = [(9(x) — L) + L| < |g(x) — L| + |L| < e+|[L]. (2.6)

Por outro lado, tem-se pela hipétese que dado € > 0 qualquer existe d; > 0 tal que

glclg}zf(x) =0 Ve>0,30 >0;2€ Dy, 0< |z —a| <= |f(z)| < T (2.7)
Tomando-se 6 = min{dy,d2} teremos pelas relagoes 2.6 e 2.7 que
e(e+|L])
|f(z)-g(x) =0 < — v =€
(e +[L1)
Demonstrando assim, o resultado. [ ]

2.2 Propriedades dos limites

A seguir apresentaremos algumas propriedades dos limites de fungoes reais, as
quais serao bastante tteis em demonstragoes de teoremas, proposicoes, lemas e em va-
rias solugoes de problemas de Matematica e sobretudo, nas propriedades e aplicagoes da

Derivada.

Proposicao 2.2.1 (Propriedades dos limites). Sejam a, C, L e M nimeros reais
ef:Dfy —>Reg: Dy, = R, onde DyyD, CR e Dy N D, # 0, fungées reais tais que

lim f(x) = L e lim g(x) = M. Nestas condi¢oes temos que:
r—a T—a

1. lim[f(z) + g(x)] = };ﬂf(x) —l—:lclgillg(x) =L+ M.

r—a

2. im[f(x) — g(z)] = lim f(x) — lim g(z) = L — M.

r—a T—a T—a
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3. glﬁi_r)rtllC’:C.

4 I ()] = € Jim f@) = C - L.

5. lm(f(2) - (o)) = (lim f(@) - (tim gla) = L- .
. f(@} =

o 5|~ g 37 A0

Demonstragao.
1. Pela hipotese temos, dado € > 0 arbitrario, existem 1,5 > 0 tais que

Y

reDp0<|r—al <& =|f(x)-L|l<

DN

€D, 0<|z—al<d=|gx)— M| <

DO | ™

Tomando-se 6 = min{dy, d2} segue que ambas as rela¢oes acima sao satisfeitas, e portanto,

teremos que

[(f(x) +g(x)) = (L+M)| = |[(f(z)— L)+ (9(z) — M)
< [(f(z) = L)| +[(g(x) — M)
€ € 2€
S gty Tg e

Provando-se assim, o resultado do item 1.

2. Pela hipotese temos que dado € > 0 arbitrario, existem 4y, d9 > 0 tais que

xEDf,O<|x—a\<51:>\f(x)—L\<§;

xEDg,O<\x—a\<52:>]g($)—M|<§.

Tomando-se 6 = min{dy, d2} segue que ambas as rela¢oes acima sao satisfeitas, e portanto,

teremos que

|(f(2) = g(2)) = (L= M)[ = [(f(z) = L) + (M — g(x))|

< [f(@) = LI+ |M — g(z)]

= |f(z) = L[ + |g(z) — M|
€ € 2

< §+§:§:E.

Demonstrando-se assim, o resultado do item 2.
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3. Seja f(x) = C para todo x € Dy. Entdo, dado € > 0 arbitrario ¢ trivial

perceber que sempre existira § > 0 qualquer tal que

re€Dp0<|z—al<di=0=||f(x)-C| <e
~——

=C

Concluindo-se assim, o resultado do item 3.

4. Se C' =0, entao C'f(x) = C = 0. Logo, se prova o resultado pelo item 3.
Supondo-se que C' # 0. Entao, dado € > 0 arbitrério, segue-se pela hipdtese que,

existe um 6 > 0 tal que

xeDf,0<|x—a|<5:»yf<x)—m<@:»;Cf(x)—cm<e.

Provando assim, o resultado do item 4.

5. Para provar o resultado desejado, basta mostrar utilizando o Lema 2.1.1, p. 17 que

lim [f(z)g(z) — LM] = 0.

T—a

Somando e subtraindo Lg(z) a f(z)g(x) — LM se obtém

f(@)g(x) — LM = g(x)(f(z) — L) + L(g(x) — M).

Como por hipotese lim f(x) = L e lim g(z) = M. Entdo, segue imediatamente pelo
r—a Tr—a

lema citado que
lim [f(z) — L] =0 elim [g(z) — M] = 0.

r—a T—a

Logo, pelas relagoes obtidas acima obtém-se que

lim [f(z)g(x) — LM] = g(x) lim [(f(z) — L)] + lim L[(g(x) — M)] = 0.

r—a Tr—ra r—a

Demonstrando com isso, o resultado do item 5.

f()
g9()

6. A principio se propoe o quociente da seguinte forma:

Como M # 0, existe § > 0 tal que g(z) # 0 para todo = € D, obedecendo |x — a| < .
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Perceba que, pelo resultado do item 5 bastara provar que:

1 1
lim —— =

T—a g(a}) M

Para isso, faz-se

1 1 M — g(x) 1
- | = = “lg(x) — M]|. 2.8)
7 = | = T o~ (
Uma vez que lim g(x) = M, teremos que dado 0 < € < |—]\24| existe 0; > 0 tal que

Tr—a

M
xGDg,O<\x—a\<61:>]g(x)—M]<e<|T|.

Por outro lado, nota-se que

M| =lg(x) + (M —g(z))| < |g(z)|+ |g(x) — M|

M
< Jo) + 1
5 2 (2.9)
lg(=)] M| '
Desta forma, segue-se pelas relagoes 2.8 e 2.9 que
11| 20g() = M|
D, 0< — <h=|l— < = 2.10
v D0 <o —al <hi= | 2 (2.10)
Utilizando mais uma vez o fato de lim g(x) = M tem-se que dado € > 0 qualquer, existira
Tr—a
09 > 0 tal que
eM?
r €D, 0<|z—al<d=|gx)— M| < 5 (2.11)

Tomando-se 6 = min{dy,d2} teremos pelas relagoes 2.10 e 2.11 que

1 <2 6M2_
M| S T2 T ©

1
r€e€D,,0<|r—al<é :>’—
o0 <le—al <o g(z)

Logo, utilizando o resultado do item 5 segue-se que

e e R e M g s

Com isso, conclui-se a demonstracao. [ ]
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2.3 Aplicacoes das propriedades do limite

Nesta secao se exibira algumas aplicacoes das propriedades do limite visto ante-
riormente, com o objetivo de aperfeicoar essas ferramentas, pois julga-se necessério para
a compreensao dos fundamentos do Calculo. Para isso, foram selecionados alguns proble-
mas elementares que muitas das vezes sao considerados como exercicios, propriedades e
até mesmo como teoremas, os quais virao acompanhados de suas respectivas solugoes ou
demonstragoes.

A principio apresentaremos a solucao do Exemplo 2.1.1, p. 15 através do uso das
propriedades do limite. Resultado este que apenas se tinha conjecturado um valor para o

limite da funcao f e agora comprovaremos que tal conjectura é verdadeira.

21
Exemplo 2.3.2 Determine o valor do lim (ZB )
rx—1 €T — ]_

~ : x®—1 - - :
Solugao. Seja f(z) = T Perceba que a funcao f nao esta definida para r = 1,
x _
porém pela defini¢ao de limite isso nao importa, pois devemos tomar valores de z préoximos

a 1, mas nao necessariamente iguais a 1. Portanto, reescrevendo a funcao f teremos:

r? -1 (x+1)-(z—1)
f(x)—x—l B (x —1)
= x+1lLx#1
Logo,
. (2P -1 .
i (oy) = I
= limx+Ilim1=2.
r—1 z—1
=1 =1
Concluindo assim, o resultado. [ ]

Admitiu-se na ultima linha da solugdo acima que }CLH% x = 1. Porém, é trivial
perceber a veracidade dessa afirmacao pela Definicao 2.1.1, p. 13, bastando para isso
tomar 0 = € > 0 para todo € > 0 dado.

Salienta-se que o resultado descrito acima comprova a conjectura estabelecida no

Exemplo 2.1.1, p. 15.
Exemplo 2.3.3 Mostre que lim v/z = \/a, com a > 0.
Tr—a

Solucao. Devemos mostrar que

Ve>0,30>0;0 < |z —a| <d=|vVz—Va| <e
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Perceba que:
|z —a|
Vi-a
| - \/' +va
Assim, desejamos encontrar algum 6 > 0 tal que
O0<|z—al <d=|Vo—a|<e
Note que
VEAVasVais <
\/_ TVa  Va
Dado € > 0, tome § = € - \/a, entao
|z — al |x — al 1
0<|z—a|l<d=|Vr—+Va = <e&ya-— =e.
Vitva© Ja Va
Provando assim, o resultado. [ ]

Teorema 2.3.2 Prove que lim f(x) = L se, e somente se, }lbir% fla+h)=1L.
T—a —

Demonstracao. Se il_r)r(ll f(z) = L, entao dado € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que
reDp0<|z—al<d=|f(z)—L| <e.
Perceba que, tomando-se x = a + h, com h suficientemente pequeno teremos,
reDp0<|h|<d=0<|(a+h)—al<d=|fla+h)—L|<e
Logo, pela definicao de limite segue que

}llli%f(a%-h) = L.

Reciprocamente, se lim f(a + h) = L, entdo dado € > 0 arbitrario, existe § > 0 tal que

h—0

re€Dp0<|h<d=|fla+h)—L|<e.
Portanto, segue pela expressao acima que
reD0<|z—a|l<d=|f(la+2x)—a))—L|=|f(x) - L| <e.

Provando assim, o resultado.
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Teorema 2.3.3 Sejam f: Dy — R eg: D, — R fungoes reais, com Dy, Dy, C R tais

que lim f(z) = L e limg(z) = M. Se L < M, entao existe § > 0 tal que f(x) < g(x)
r—a T—a

para todo x € (a —6,a+ 90).

L+M M+M _

Demonstracgao. Considere a principio o niimero real A = 5 < 5 M.
Tomando-se
e=A—L=M-—A>0.
Como lim f(z) = L e lim g(x) = M, entdo existem 4y, d2 > 0 tais que
r—a r—a
O<|r—a|l<éd = 0<|f(x)—L|<e
= L-—
e< f(x)<e+ L
=A
= f(r)< A
e
O<|z—al<d = 0<|g(xr)—M|<e
= M—-e<g(r)<e+M
=A
= A<g(z).
Tomando-se 6 = min{dy, d2}, teremos pelas relagoes acima que
0<|z—al<d= f(z) < g(z).
Isso, prova o teorema. [

Exemplo 2.3.4 Se lim f(z) = L <0, entao existe § > 0 tal que

r—a
re Dy 0<|z—a|l<d= f(x) <0.
De fato, basta considerar g : D, — R; g(x) = 0 para todo z € D,. Dai, segue
que lim g(z) = 0, e portanto, pelo Teorema 2.3.3 segue o resultado.
Tr—a
Teorema 2.3.4 (Teorema do Confronto). Sejam f,g,h: D — R fungoes reais tais

que lim f(z) = lim h(z) = L. Se f(x) < g(z) < h(z) para todo x € D, entdio
T—a T—a

lim g(z) = L.

T—ra
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Figura 3: Teorema do Confronto.

Y\ ".
‘-.,\ h
-~ 2R g
L o ——y———
L |
|
L
0 a *

Demonstracao. Por hipotese, dado € > 0 qualquer, existem 91, d5 > 0 tais que

reD0<|r—al|<d=|flx)—Ll<e=L—-e< flx)<L+e

reD0<|r—al<d=|h(x)— L <e=L—-e<h(zr)<L+e.

Fonte: Construida pelo autor.

Tomando-se § = min{dy,d2} teremos que ambas as relagdes acima sao satisfeitas, e por-

tanto, segue que

reD0<|r—al<d = L—e<f(r)<g(x)<h(zr)<L+e

Logo, lim g(z) = L.
Tr—a

= L—e<g(z)<L+e

O Teorema do confronto também conhecido como Teorema do sanduiche sera

relevante em diversos resultados que se encontrara neste trabalho, em particular ele sera

aplicado na demonstracao do limite trigonométrico fundamental, resultado importante

para o Calculo Diferencial.

Exemplo 2.3.5 Seja f uma fungao real tal que |f(x)| < 2? para todo x € R.

(a) Calcule: glclir(l) f(z);

(b) Conclua que glcl_r{(l) f(z) = f(0).

Solucao.

Item (a). Temos,

1f(z)] < 2? = —2* < f(x) < 2°

Como lim (—2?) = lim 2 = 0
z—0 z—0

, segue pelo Teorema 2.3.4, p. 24 que lir% f(x)=0.
Tr—r
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Item (b). Pelo resultado do item (a), bastard mostrar que f(0) = 0. De fato, note
que

f(2)] <2, Vo eR.

Tomando-se x = 0 vale que |f(0)| < 0. Logo, conclui-se que f(0) = 0. n
A seguir, se enunciara e demonstrara um limite existente no Célculo chamado por
limite trigonométrico fundamental. Ressalta-se que o teorema do confronto supracitado

sera utilizado na demonstragao.

Exemplo 2.3.6 (Limite trigonométrico fundamental). Mostre que

senx

lim = 1.
z—0

Figura 4: Limite trigonométrico fundamental.

c
/ \

e

1

Fonte: Construida pelo autor.

~ . . . ™
Solugao. Considere primeiramente x € <0, 5)

Seja x a medida do arco BD conforme Figura 4, desta forma tem-se que

senx

senr = AB < 1 = < 1.

xT

. , X . . ., L .
Percebe-se que a area do setor circular BOD é dada > pois o raio do circulo é igual

_ CD ¢
a OD = 1. Além disso, a area do triAngulo OCD é igual a — = ﬂ, e portanto,

2 2
sen

xr < tgx, ou seja, cosx < . Dali, segue-se que

senx

cosx < < 1.

a

sen r

Uma vez que as fungoes f(z) = cosz e g(z) = sdo pares, garantird que todas as
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70
relacoes obtidas anteriormente ainda continuam validas para z € (—5, 0).

Como a funcao f é continua, entao segue que

limcosz =cos0=1eliml=1= limcosz =1lim1 = 1.

z—0 z—0 z—0 z—0
sen x
Portanto, pelo Teorema do Confronto teremos que lim =1.
z—0 I
Provando assim, o resultado. [ ]

Pode-se observar através da solucao do exemplo a seguir, o uso direto do limite

trigonométrico fundamental.

1—
Exemplo 2.3.7 Determine o lim ﬁ.
z—0 €T
Solucgao. Perceba que:
l—cosz  (1—cosx)-(1+cosx)
x? B 22 - (14 cosx)
B 1 —cos?x
22 (1+cosx)
sen? x

2 (1 4+ cosx)

_ ([sen’z 1
B ( x? ).<1+Cosx)
_/senx\? 1
N ( T ) ' (l—ircosx) '

Portanto,

. 1—cosx senx\ 2
lim —— =
z—0 T2 mao 1 + cosx
sen x . 1
= lim ( > hm _—
2—0 T z—0 \ 1 + cosx

sen x\ 2 1
= (hm > =
20 T lim (1 + cos z)

x—0
S B
N 1+cosO0 2

2.4 Limites laterais

Sao conhecidas varias fungoes reais definidas em uma uniao de intervalos que
muitas das vezes oferecem um grau maior de dificuldades ao tentar obter o valor de

um determinado limite de tais fun¢oes. Porém, existe o conceito de limites laterais que
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podera reduzir significativamente os obstaculos e dificuldades provocados no célculo de

tais limites.

Definigao 2.4.3 (Limite lateral a esquerda). Sejam f: Dy — R uma fungao real e
a um elemento de Dy ou uma extremidade de algum dos intervalos que formam Dy. Diz-
se que o limite de f quando x tende para a pela esquerda € o numero real L, e escreve-se

lim f(z) = L, se para todo € > 0 existir algum § > 0 tal que

Tr—a~

re€Dp0<a—x<d= f(r) e (L—¢L+e).
Simbolicamente pode-se ainda escrever o resultado supracitado da seguinte forma:

lim f(z) =L Ve>0,30>0;2€ DN (a—d,a)=|f(zr)—L| <e.

r—a~

Para uma melhor compreensao da definicao acima considera-se a Figura 5.

Figura 5: Limite lateral a esquerda.

V4

Fonte: Construida pelo autor.

Definigao 2.4.4 (Limite lateral a direita). Sejam f: Dy — R uma fungdo real e a
um elemento de Dy ou uma extremidade de algum dos intervalos que formam Dy. Diz-se
que o limite de f quando x tende para a pela direita é o nimero real L, e escreve-se

lim f(z) = L, se para todo € > 0 existir algum 6 > 0 tal que

r—at

reDp0<z—a<d= f(r) e (L—¢L+e).
Simbolicamente temos,

lim f(z) =L Ve>0,30>0;2€ DrN(a,a+6) = |f(z)— L| <e

r—a™t

Para uma melhor compreensao da definicao acima considera-se a Figura 6.
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Figura 6: Limite lateral a direita.

Va

Fonte: Construida pelo autor.

Portanto, é de facil percep¢ao que uma condigao necesséria e suficiente para que
exista lim f(x) e seja igual a L é que ambos os limites laterais também existam e sejam
Tr—a
iguais a L. Isto é,

lim f(z) = L se, e somente se, lim f(x) =L = lim f(z).

r—a T—a~ z—a™t

Veja através deste exemplo o uso da explanacao anterior.

Exemplo 2.4.8 Mostre que nao existe o limite da funcao f: R\ {0} — R, definida por

flz) = m quando x — 0.
x

Solugao. De fato, basta mostrar a nao igualdade dos limites laterais. Isto é,

T L
z—0— X z—0— T

lim — = lim — = 1.
z—0t T z—0+t X

Como

lim f(x) # lim f(z),

z—0~ z—0t
obtém-se o resultado.
Na secao a seguir sera apresentado a Continuidade de fungoes reais, fato essencial

para a compreensao dos principais teoremas do Capitulo 3.

2.5 Funcoes continuas

Nesta secao apresentamos uma classe de fungoes reais, chamadas fungoes conti-
nuas, esta muito comum no estudo do Célculo Diferencial, porém na maioria das vezes

nao se percebe que se faz uso.
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Cita-se também alguns tipos de fungoes continuas bastante comuns tais como
Polinomiais; Exponenciais; Logaritmicas; Trigonométricas. Apresenta-se a seguir, algu-
mas defini¢des, proposicoes e teoremas sobre func¢oes continuas para deduzir resultados

da Derivada.
Definigao 2.5.5 (Fungdo continua). Seja f : Dy — R uma fungdao, onde Dy C R.
Diz-se que a fungao f € continua em Dy se para todo a € Dy tivermos que

lim f(z) = f(a).

T—a

Diz-se simplesmente que é f é continua, se for continua em todos os pontos do seu
dominio Dy. Todavia, sabe-se que os fenomenos fisicos tais quais deslocamento, velocidade
e aceleracao variam continuamente com o tempo.

A seguir usaremos a definicao de fungao continua para demonstrar algumas pro-
posicoes, principalmente aquelas que se referem as propriedades da Derivada apresentada
no proximo capitulo. Além disso, as mesmas formarao um conjunto de fung¢ées continuas

que se apresentam com frequéncia em diversos problemas e teoremas relativos a Derivada.
Exemplo 2.5.9 Mostre que a funcao constante é continua.

Solugao. Seja f: R — R uma fungao constante. Entao, existe k € R tal que f(z) =k
para todo z € R.
Perceba que pela Proposicao 2.2.1, item 3, p. 18 vale que
lim f(x) = k = f(p) para todo p € R.

T—p

Concluindo assim, o resultado. [ ]

Exemplo 2.5.10 Mostre que a fun¢ao afim f : R — R; f(z) = ax + b, coma e b

constantes reais, € continua.

Solugao. Se a =0 entdo f(x) = b. Portanto, ndo ha o que provar.

Suponha que a # 0, entao temos que:

[f(x) = f(p)] = lax + b —ap =] = [a] - |& — pl.

Assim, dado € > 0 arbitrario teremos,

€

lal

[f(z) = fp)l < e=la] |z —p| <e= |z —p| <

€
Tomando-se § = — segue que

lal

lz —p|l <d=|f(x) - f(p)| <e
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Como p foi tomado de modo arbitrario, decorre que f é continua em todo p real.

Isso prova a continuidade de f. ]
Exemplo 2.5.11 Mostre que a fun¢ao modular é continua.

Solugao. Seja a fungdo modular f : R — R; f(x) = |z| para todo = € R.
Considere a € R qualquer. Assim, devemos mostrar que dado ¢ > 0 existe d > 0
tal que se 0 < |x — a| < 4, entao |f(z) — f(a)| <e.

Perceba que

|z —lal| < & —a| <0 e|f(x) = fla)] = [lz] = |al| <e.

Portanto, tomando-se ¢ < € teremos que

reDp0<|r—al<d=|lz]—|a|]| <d=|f(z) - fla)| <e

Logo,
lim /() = f(a)
Portanto, a fungao modular é continua. [ ]

Exemplo 2.5.12 Mostre que as fungoes seno e cosseno sao continuas.

Solugao. Seja f: R — R; f(z) = cosx para todo x € R.
Fixe inicialmente a € R. Assim, devemos mostrar que dado € > 0 existe 6 > 0
tal que se 0 < |x — a| <, entdo |f(z) — f(a)| < e.

T+ a a—x
sen| —— | -sen
2 2
sen ,
2

Sabe-se que a fung@o seno é impar, ou seja, senx = sen(—z) para todo z € R.

|cosx — cosa| = 2

< 2

pois [sena| < 1 para todo o € R.

Além disso, sabe-se que |seny| < |y| para todo y € R.

Portanto, segue-se pela expressao acima que

Tr —a

|cosz — cosal <2 = |z —al.

Tomando-se d < € teremos que dado € > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal que

r €D 0<|r—al <d=|cosz—cosal <d=|f(x)— fla)| <e.
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Logo, lim cosz = cosa, e por definicao segue que a fungao cosseno é continua. [
Tr—a
A demonstragao para a continuidade da funcao seno é analoga.
Conforme Exemplo 2.3.3, p. 22, a fungao raiz quadrada f(x) = v/z, com z > 0 é

continua, pois

lim /= = v/a.

r—a

Exemplo 2.5.13 Mostre que a funcao f: R — R;

:v-cos(l);sex%o

fz) = :

0;se x =0

€ continua no ponto x = 0.

Solucgao. Supondo-se inicialmente que x > 0.

Perceba que

1 1
cos(—)’ﬁl = :c~cos<—)‘§x
T T

1
= —x§x-cos(—) <ax,z>0.
x

Como lim (—z) = lim x = 0 segue imediatamente pelo teorema confronto que

z—0 x—0
limy () = 0= f(0).
O caso x < 0 é inteiramente anélogo. [

Diz-se que uma fungao f : Dy — R ¢é descontinua em a € Dy quando nao for

continua em a.

Proposicao 2.5.2 Sejam f : Dy — R e g: Dy — R sao fungoes continuas em a,

entao

(a) f+g € continua em a;

(b) f — g € continua em a

(c) f-g € continua em a;

(d) § é continua, se g(x) # 0 para todo x € D,.

Demonstragao.

Item (a). Pela hipotese temos,

lim f(z) = f(a) e lim g(z) = g(a).

r—ra r—a
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Dali, pela Proposicao 2.2.1, item 1, p. 18 segue-se que

lim /() + g(x)] = lm f(z) + lim g(x)
= f(a) + (o)
— (f+9)).

Provando assim, o resultado do item (a).

Item (b). Pela hipotese temos,

lim f(2) = f(a) e lim g(x) = g(a).

T—ra T—a

Dali, pela Proposicao 2.2.1, item 2, p. 18 segue-se que

lim [f(2) — g(x)] = lim f(2) ~ lim g(x)
~ f(a)—g(a)
= (/- 9)a).

Provando assim, o resultado do item (b).

Item (c). Pela hipotese temos,

lim f(2) = f(a) e lim g(x) = g(a).

Tr—a Tr—a

Dai, pela Proposigao 2.2.1, item 5, p. 18 segue que

lim[f(z)g(z)] = lim f(z) - lim g(z)
= f(a)-g(a)
= (fg)(a).

Provando com isso, o resultado do item (c).

Item (d). Pela hipotese temos,

lim f(2) = f(a) e lim g(x) = g(a).

r—a T—ra

Dai, pela Proposigao 2.2.1, item 6, p. 18 segue que

1mvquﬁﬁw_f@ f
g(@)] " Timg(e) ~ gla) g

T—ra

Demonstrando assim, a Proposicao 2.5.2. [ ]
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Proposicao 2.5.3 Se f : Dy — D, e g : D, — R sao fungoes continuas, com
D¢, D, € R, entao a fungio h = go f : D, — Ryh(x) = g(f(z)) também é conti-

nua.

Demonstracao. Considere x¢ € Dy tal que yo = f(zo) € D,.

Como pela hipotese a fungao g é continua segue que

lim g(y) = g(vo)-

Y—Yo

Portanto, dado € > 0 qualquer, existe § > 0 tal que

y € Dy, 0<|y—wo|l <0=|g(y) —g(w)| <e (2.12)

Se f também continua pela hipdtese, entao tem-se

lim f(z) = f(xo).

T—T0

Assim, dado ¢ > 0 arbitrario, existe um &; > 0 tal que
r € Dy, 0 < |x—x0| <0 = |f(z)— flzo)| <. (2.13)
Portanto, temos pelas relacoes 2.12 e 2.13 que
x € Dy, 0 < |z —zo| <= |f(z) = flzo)| <6 =|g(f(x)) — g(f(z0))| <e.
Demonstrando-se o resultado. [ ]
Exemplo 2.5.14 Mostre que a funcdio f: R — R; f(z) = \/W ¢ continua.

Solugao. A fungao f é a composta da fungao raiz quadrada (que é continua) com a
fungdo g : R — R; g(x) = 2? cos(2?) + 1. Portanto, pela Proposicao 2.5.2, p. 32 basta
mostrar a continuidade da funcao g.

Perceba que a funcao g ¢ a soma entre as fungoes h : R — R; h(z) = 2? cos(x?)
e a fungao constante w : R — R; w(z) = 1, onde as mesmas sao continuas.

Logo, g é continua, e portanto segue o resultado. [ ]

Por fim, apresenta-se alguns teoremas encontrados no estudo do Célculo Dife-
rencial que retratam a aplicabilidade de fungoes continuas. No decorrer deste trabalho
havera um aprofundamento da temética.

A seguir sera apresentado o Teorema de Bolzano conhecido como Teorema do

Anulamento e o Teorema do valor intermediario (TVI).
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Teorema 2.5.5 (Teorema de Bolzano). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua.
Se f(a)- f(b) <0, entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [6]. Ele estabelece que,
se uma fun¢ao continua f tem imagens com sinais contrarios em seus valores extremos,
entao ela possui pelo menos uma raiz real no interior desse intervalo.

Se utilizara esse resultado para demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.5.6 (Teorema do Valor Intermedidrio - TVI). Sejam f : [a,b] — R
e g: [a,b] — R fungdes continuas. Se f(a) < g(a) e f(b) > g(b) ou f(a) > g(a) e
f(b) < g(b) entao eziste c € (a,b) tal que f(c) = g(c). Em particular, se d € (f(a), f(D)),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Demonstragao. Seja h : [a,b] — R; h(x) = f(z) — g(x) continua. Pois, as fungoes f e
g sao continuas por hipotese.

Suponha que f(a) < g(a) e f(b) > g(b), o outro caso ¢ similar. Assim, note que

h(a) - h(b) = | fla) —g(a) | - | f(b) —g(b) | <O.

<0 >0

Dai, pelo Teorema de Bolzano existe ¢ € (a,b) tal que h(c) = 0.
Logo,
h(c) = 0= f(c) —g(c) = 0= f(e) = g(c).

Concluindo assim, o resultado. [ ]

Exemplo 2.5.15 Seja f : [0,1] — [0, 1] uma fun¢ao continua. Mostre que existe um

numero real 0 < ¢ <1 tal que f(c) = c.

Solugao. Se f(0) =0 ou f(1) =1, ndo ha o que demonstrar.

Supondo que f(0) > 0e f(1) < 1. Considere a fun¢do continua g : [0, 1] — [0, 1];
g(x) ==

Perceba que

Portanto, pelo TVI existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = g(c), o que faz f(c) = c.

Provando assim, o resultado. [ ]
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Exemplo 2.5.16 Mostre que a fungio f(x) = x> — 4x + 2, admite-se trés raizes reais e

distintas.

Solugao. Perceba que f é continua pela Proposicao 2.5.2, p. 32.

Por outro lado, é trivial notar que

f0)=2e f(1) ==1=f(0)- f(1) <O0.

Portanto, pelo Teorema de Bolzano existe ¢; € (0, 1) tal que f(¢;) = 0. Além disso, vale

que
f2)=2=f1)-f(2) <0.

E de modo analogo existe ¢; € (1,2), tal que f(cg) = 0.

Por fim, perceba que
f(=3)=—-13e f(-2)=2= f(-3)- f(—2) < 0.

e mais uma vez existe c3 € (—3, —2) tal que f(c3) = 0.

Provando assim, o resultado. [ ]



3 DERIVADA

“Seja o que for que tmaginemos, € finito. Portanto nao existe qualquer ideia, ou
concepgao, de algo que denominamos infinito. (...) Quando dizemos que alguma coisa é
infinita, queremos apenas dizer que nao somos capazes de conceber os limites e fronteiras

da coisa designada, nao tendo concep¢ao da coisa, mas de nossa propria incapacidade.”
Hobbes (1588 — 1679)

Neste capitulo, apresentar-se-a as Derivadas de fungoes de uma variavel real acom-
panhada por alguns teoremas que asseguram os resultados deste trabalho, e significativo
para o Calculo Diferencial. Deseja-se neste capitulo que se conheca verdadeiramente as
nocoes basicas de Derivada para aplica-las em problemas de Matemética do Ensino Médio,

fato abordado no Capitulo 4.

3.1 Definicao de derivada

Assegurado o entendimento dos principais conceitos de limite apresentados no Ca-
pitulo 2, a seguir se estabelecera a ferramenta oferecida pelo Calculo Diferencial conhecida

como Derivada.

Definicao 3.1.6 Sejam f : [a,b] — R uma funcao, p € (a,b) e h € R, com p+h € [a, b].

Define-se a derivada de f no ponto p como sendo:

f/(p) — lim f(p‘i‘h;)l_f(p)’ (3'14)

quando tal limite existe.

E trivial perceber que tomando-se h = z — p tem-se imediatamente que z — p

quando h — 0 e a Equagao 3.14 torna-se equivalente a

F(p) = tim L& =J). (3.15)
z—p T —p

Esta outra maneira de expressar a Derivada de uma fungao no ponto p se fara
bastante util na demonstracao da Derivada de algumas fungoes como veremos posterior-
mente na se¢ao 3.2 e também nas demonstragoes de algumas propriedades da Derivada

de fungoes reais apresentadas na se¢ao 3.3.
Uma vez que f'(p) existe diz-se que f ¢é diferenciavel ou derivavel em p. Sendo f
derivavel em todos os pontos do seu dominio diz-se simplesmente que f é diferenciavel ou

derivavel. Entretanto, ressalta-se que na segao 2.1, o resultado ja havia sido interpretado
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como o coeficiente angular de uma reta tangente ¢t passando por um ponto P pertencente
acurva y = f(z).

Além disso, é facil encontrar aplicagoes da Derivada, isto é:

(a) O coeficiente angular m de uma reta tangente ¢ a uma curva y = f(x) no ponto
P = (p, f(p)) é igual a Derivada f’(p), a qual representa a taxa de variacao das

retas secantes a curva y = f(x) em rela¢do a posi¢do = no ponto P;

(b) Na determinagao da velocidade instantanea v(t) de um determinado veiculo, tem-se
que v(t) = §'(t) representando a taxa de variacdo do espago s em relagdo ao tempo
t no ponto (¢, s(t));

c obtencao do instante t que certo objeto muda de sentido quando o mesmo esté em
A obtencao do instante t q to objet da d tido quand t4
movimento retilineo uniformemente variado. Nesse caso, tem-se que §'(t) indica que

a velocidade é nula em tal instante, ou seja, a velocidade v(t) = §(t) = 0;

(d) No célculo da vazao V(t) de uma certa torneira em um dado instante ¢, no qual temos
a Derivada v'(t), representando a varia¢ao do volume v(t) em relagdo ao tempo ¢, e
portanto, V(t) = v'(t);

(e) Na determinagao da corrente elétrica 4, tem-se que a Derivada ¢/(t) representa a

variagao da quantidade de carga elétrica ¢(t) em relagdo ao tempo ¢, dando assim,
i=dq(1).

Apresenta-se algumas aplica¢oes da Derivada com o objetivo de instigar o uso
dessa ferramenta que tanto nos ajudara na resolugao de varios problemas de Matematica
acessiveis a alunos participantes das Olimpiadas de Matematica.

Pelo fato da Derivada ser frequentemente utilizada em varios areas do conhe-
cimento como Fisica, Engenharia, Arquitetura e Economia, existem diversas maneiras
simbolicas para representa-las. Mostra-se a seguir, as notagoes mais usuais da Derivada
de uma fungao f. Isto é,

£®), L), DIw), f)

No texto se farda em maior frequéncia, o uso das duas primeiras notacoes para
representar a Derivada de uma funcao. Contudo, essas simbologias tém a sua particulari-
dade dependendo da area especifica estudada, como por exemplo, os fisicos tém preferéncia
pelas notacdes f (p) e ;1—f, porém a maioria dos livros didaticos de Matematica se depara
com as duas primeiras, ﬁstas também escolhidas aqui.

No que se refere a construgao da teoria, ressalta-se duas observagoes titeis para a

desenvolvimento e obtencao dos resultados da Derivada.
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A primeira chama-se Derivada lateral a direita em p. Se f : [a,b) — R, entao

caso o limite exista. A segunda podera ser definida de forma inteiramente anéloga a

primeira, a qual chama-se Derivada lateral & esquerda em p. Se f : (a,b] — R, entao

T—p~ r—b ’

caso tal limite exista.
Desta forma, uma vez afirmado que uma fungao f : [a,b] — R é derivavel, ficara
implicito que as Derivadas laterais existem e sdo iguais a f'(p) para todo p € [a, b].
Enfim, faz-se uma primeira abordagem sobre as principais propriedades da Deri-
vada de uma funcao real, através da apresentacao de um teorema comum ao estudo do
Calculo Diferencial e um exemplo classico referente a continuidade de fungoes, e sobretudo

garantir que a derivabilidade de uma funcao implica em sua continuidade.
Teorema 3.1.7 Se f : [a,b] — R € derivdvel em p € |a,b], entdo f é continua em p.
Demonstragao. Perceba que tomando-se x € [a,b] \ {p} teremos,

r—Pp

) =+

Por outro lado, pela hipotese f é derivavel em p € [a,b]. Dai, tem-se que

z—p T—p
Portanto,
tin (o) = tim £+ (DL o
= lim f(p)+ lim (_f(x) - f(p)) lim (z —p)
T—p T—p xr—0p T—p
= fo)+ f'(p)0=f(p).
Logo, pela Definicao 2.5.5, p. 29 garante-se a continuidade de f em p. [ ]

A seguir, faz-se convite ao leitor a demonstrar e com isso, se apropriar de um
problema classico sobre funcao continua. Serd perceptivel que nem sempre é valida a
reciproca do teorema anterior, ou seja, se uma funcao é continua, entao nem sempre é

derivavel em certos pontos do seu dominio.

Exemplo 3.1.17 Mostre que a funcio f : R — R; f(z) = |x| € continua em todo o seu

dominio mas nao € derivdvel em x = 0.
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3.2 Derivada de algumas funcoes

Nesta secao, serao enunciadas e demonstradas a Derivada de algumas funcoes.
Contudo, ressalta-se que tais fungoes sejam elas Polinomiais, Trigonométricas, Exponen-
ciais e Logaritmicas apresentam suas particularidades no desenvolvimento do Célculo

Diferencial e sobretudo, nas resolu¢oes de problemas de Matematica.

Proposigao 3.2.4 Se f: R — R é uma fungao constante, entao f € derivdvel em R e
f'(p) = 0 para todo p € R.

Demonstracao. Considere f(x) = ¢ para todo x € R. Entao, pela defini¢ao de derivada

temos,
o) — i L)1)
T—p Tr — p
. Cc—c¢
= lim
T=p T — P
0
= lim
z—=p T — P
= 0.
Portanto, fica demonstrado o resultado. [ ]

A proposi¢ao acima assegura que toda reta r paralela ao eixo das abscissas tem

inclinagao f'(x) = 0.

Proposicao 3.2.5 Sejam n um nimero natural e f(x) = z", entao
f'(x) = na" .

Demonstragao. Pela formula do bindmio de Newton tem-se que

(x+h)" —2" = (T)x”_lh + (Z) "R L+ (n ﬁ 1> ch™ '+ A"

Assim pela defini¢ao de derivada e pela expressao acima obtém-se o resultado:

f'(z) = lim =3

h—0

h)* — pn
(ZE‘ + ) _ (n) xnfl — nmnfl'

Provando assim, o resultado. [ ]
Existe uma generalizagao do resultado acima para n € R. Isto é, se f(x) = 2",
com x > 0 entao f'(x) = nz" ! para todo n € R.
A seguir, apresenta-se alguns exemplos e suas respectivas solugoes através do uso

da definicao de Derivada como limite de uma fungao.
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Exemplo 3.2.18 Se f(z) =senz, entio f'(x) = cosz para todo x € R.

Solugao. Pela formula trigonométrica do seno da soma de dois arcos temos,
sen(z + h) —senx = senx(cosh — 1) +senh - cos .

Dai, pela definicao de Derivada segue que

, L sen(z + h) —senx
flz) = Jim { h
. cosh—1 . senh
= senzx | lim ——— | +cosx | lim
h—0 h h—0 h
=1
-1
= senx <lim M) + cos . (3.16)
h—0 h
Perceba que, (cosh + 1) # 0 quando h — 0. Dai, temos
-1 -1 1
lim cos h — bm (cosh —1)(cosh + 1)
h—0 h h—0 h(cosh +1)
’ —sen?h
= lim ———
h—0 h(cosh + 1)
. senh _ sen h
= —(|lim — | -lim —
h=0 h—0 (cosh + 1)
0 —1).0
_ (-1 sen :( ) _o
(cos0+ 1) 2
Logo, pela Equagao 3.16 segue que f'(x) = cosz para todo x € R. [

Pela defini¢cao de derivada, pode-se demonstrar os seguintes resultados.

Tabela 2: Derivada de fungoes trigonométricas.

/
f(x) f'(z)
sen x CcoS X
COS T —senx
tgx sec? x
secx secx -tgx
2
cotgx — cossec” x
cossec’ x  — cossec T - cotgx

Fonte: Construida pelo autor.
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3.3 Propriedades da derivada

Existem varias propriedades da Derivada, as quais apresentam-se como a Derivada
da soma, produto e do quociente entre duas fungoes, pois as mesmas facilitam o calculo
algébrico e permitem obter resultados intrinsecos relativos ao trabalho.

Nessa perspectiva se demonstraram duas propriedades da Derivada, as quais sao
conhecidas respetivamente como a Derivada da soma e Derivada da diferenca entre duas

funcoes.

Proposicao 3.3.6 Sejam f,g : [a,b] — R fungdes reais e derivdveis no ponto p € (a,b).
Entao as fungoes (f £ g) sao derivdveis em p, com (f + g)'(p) = f'(p) £ ¢'(p).

Demonstragao. Se provara que (f + g) ¢ derivavel em p e (f + ¢)'(p) = f'(p) + ¢'(p),
pois a demonstragao do caso (f — g) é inteiramente anélogo.
Perceba que

F+9)@) - ([ +9)@) _ ()= f0) | 9(x) —9p)

A r—Pp r—=p

para qualquer = € (a,b) \ {p}.
Como, por hipotese, f e g sao derivaveis em p, segue imediatamente que

(f+9)(x) = (f+9)p)

(f+9)(p) = lim

T—p Tr—0p
— m (f(fc) —fp) , gl@) - g(p))
T—=p r—p xr—0p
— im @ S®) 9(@) — 9(0)
T—=p r—0p T—p r—7p

= flip)+4d ).

Demonstrando-se o resultado. [ ]
Se estabelece entao de acordo com a proposi¢ao acima, que a Derivada da soma
entre duas fungoes diferenciaveis em p é igual soma das Derivadas de cada uma dessas

funcoes em p. Veja um exemplo que configura o uso da propriedade acima.

Exemplo 3.3.19 Seja f: R — R a func¢ao polinomial
f(x) = an$n + an,lxnfl + ...+ a1 + ag,

com ag, @y, ..., a4, € R e a, # 0.

Utilizando-se repetidas vezes as Proposigao 3.3.6, p. 42 tem-se que f é derivavel

em R, com f': R — R também polinomial tal que

f(2) = na,z™ '+ (n — Dap_12™ % + ... + 2007 + ay,
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para todo z € R.
Apresenta-se outra propriedade da Derivada, conhecida como a Derivada do pro-

duto entre duas fungoes.

Proposicao 3.3.7 Se f, g : [a,b] — R sao fungoes reais e derivdveis no ponto p € (a,b),
entdao a fungao f - g € derivdvel em p e (f - g)'(p) = f'(p) - 9(p) + 9'(p) - f(p).

Demonstracao. Somando-se e subtraindo-se f(z) - g(p) ao numerador da expressao:

f(x)-g(x) — f(p) -g(p)7
T —p

obtém-se

o(p) (f(fﬂ) = f(p)) L) (g(fv) —g(p)) |

r—Pp r—Pp

para todo = € (a,b) \ {p}.
Pela hipotese as funcgoes f e g sao derivaveis em p. Assim, pela definicao de

Derivada segue que

(f-9)(x)—(f-9)p)

(f-9)(p) = lim

T—p r—p
_ i @) 9(@) — f(p) - 9(p)
z—p r—0p
L f(x) — f(p) g(z) — g(p)
= lim {g(p)- <—x_p ) + f(p) - (—x_p )}
~ 4fp)-lim f(a:;:;(p) + () im g(xi:i(p)
= f'(p)-9(p) +d' ) - f(p).
Logo, f - g é derivavel em p e (f - g)'(p) = f'(p) - g(p) + 9'(p) - f(p). -

Proposicao 3.3.8 Se f: R — R € derivavel, entao
[cf(2)] = cf'(z) para todo v € R.

Demonstragao. Pela Proposicao anterior temos,

cf (@) = _-f(a) + f'(x) - c = cf'(x),

para todo z € R. [ ]
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Exemplo 3.3.20 Sejam as fungées f : R — R; f(z) = 2> eg: R, — R; g(z) = sen .

Dai, seque-se que a Derivada do produto entre f e g pode ser obtida assim,

(f- g)l(l') = (:U2)/ -sen x + (sen x)’ 2
= 2z -senx + (cosz) - a?

= x(2senz + xcosw).

Proposicao 3.3.9 Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes reais e derivdveis no ponto

p € (a,b). Entao, se g(p) # 0 temos que f é derivdvel em p e;
g

f(p)
g()

Demonstragao. Note que ao somar e subtrair ao numerador da expressao:

=
=
=

g(x

9

obtém-se

(g(p)?g(w)) {g(p) <%z{(p)> - 1) (WCZ—:;;@)} ’

para todo = € (a,b) \ {p}.
Pela hipotese as fungoes f e g sao derivaveis em p. Dali, pela defini¢ao de Derivada

segue que

(f)’(p) - (5)(@“)—(5)@)

= = lim
9 T=p r—=p
f=) _ f(p)
— Jim @) @)
z—p T —Dp

- alcigzla{<g(p) ~1g(x)> . [g(p) <%§j(p>> I (Wﬂ}
= <g(p) -19(50)) ' {9101371) [g<p) <w) o <W>H
= () - ot i (P2 g (2200
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Portanto i é derivavel em p e

N ) -gp) = fp) - () .
g (g) #)= '

x
Exemplo 3.3.21 Seja a fungio f: R — R; f(z) = 21 Determine os pontos do
x
grifico de f em que as retas tangentes, nestes pontos, sejam paralelas ao eizo X .

Solugao. Pela Proposi¢ao 3.2.4, p. 40 deve-se primeiramente resolver f'(z) = 0. Isto é,

() - (2?2 +1)— (22 +1) -2

/
fx)=0 = (22 4 1)2 =0
1-(x*+1) =272 _0
(22 + 1)2
?+1—22% 0
(22 4+ 1)2
= 1-22=0= 2=+l
Portanto, os pontos procurados sao (il, i%) [

3.4 Regra da cadeia

Nesta se¢ao, serd apresentada uma regra para derivar fungoes compostas, conhe-
cida por regra da cadeia. E fato que muitos estudantes ao iniciar o estudo sobre a regra
da cadeia apresentam certas dificuldades, pois as regras de derivacao de fungoes mais
simples deixam comoda a busca por outras solu¢oes com o limite.

Supondo que necessita-se derivar a fungio f(z) = sen(x?). Certamente muitos
pensam como resposta f’(z) = cos(x?), entendimento incorreto. Assim, ¢ trivial perceber
que o conjunto das regras de derivagao existentes até o momento nao sao suficientes para
obter-se a Derivada da fun¢ao composta f. Portanto, para tal finalidade faz-se necessario
a abordagem de uma nova regra de derivagao conhecida como regra da cadeia.

Nota-se que f = go h, na qual u = h(z) = 2% e f(u) = g(u) = senu, é de fato
uma funcdo composta. Além disso, afirma-se que sua Derivada f’ é dada pelo produto
entre as Derivadas de g e h, fato que serd demonstrado pelo Teorema 3.4.8, p. 47.

Fazendo-se y = f(u) teremos que

dy _ dy du
de  du dx
= (senu) - (5172)/
= cosu- 2T
= 2z cos(x?).

Sendo y = fogoh tal que y = f(u), u = g(v) e v = h(z) sejam fungoes derivaveis.

Entao, para obter-se a Derivada de y em relagao a x deve-se utilizar a regra da cadeia
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duas vezes. Isto é, ; e d
u dv
= (3.17)
Uma vez que deseja-se calcular a Derivada da funcdo composta y = tg(sen(z?))
em relagao a x deve-se primeiramente tomar y = tgu, u = senv e v = 2. Por fim, usa-se

a Equagao 3.20 para determinar d—y como segue adiante,
x

dy
dz
= sec’(senv) - cos(z?) - 32

= 3% cos(z?) - sec®(sen(z?)).

= sec’u - cosv - 312

A seguir demonstra-se a regra da cadeia, esta que durante seu processo usaréa-se
em alguns artificios que podera fugir um pouco dos objetivos deste trabalho. Porém,
julga-se necessario saber manejar essa ferramenta por nos possibilitara obter resultados
fundamentais sobre Derivada, e sobretudo aumentar o entendimento sobre Calculo Di-
ferencial. Antes, fara-se algumas observagoes que certamente ajudarao na obtencao do

resultado crucial desta secao a regra da cadeia.

Observacao 1 Sejay = f(x). Ao variar x de p para p+ Ax, obtém-se uma varia¢io Ay

chamada incremento em y e

Ay = f(p+ Azx) — f(p).

Portanto,

Ay
/ I T =J
fip) = Jim .

Observacao 2 Considere o numero real € igual a diferenca entre o quociente de Newton

e a Deriwada de f em p. Isto €,

_Ay

~, [ @) (3.18)

€
Dai, tem-se que

. : Ay
Aim e = Jimg (@— <p>)

. Ay . /
= [dim) R g S(p)

= f'lp) = f'(p) =0. (3.19)
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Observacao 3 Se e =0 quando Ax = 0, entao € torna-se uma fun¢ao continua em Ax.

Portanto, sendo f diferencidvel seque-se pela Equagao 3.18 que
Ay = f'(p)Ax + eAx, (3.20)
no qual € — 0 quando Ax — 0, com € € uma funcao continua de Ax.

Enfim, demonstra-se adiante a regra da cadeia.

Teorema 3.4.8 (Regra da Cadeia). Se g for derivivel em x e f for derivdvel em g(x),
entio a fungao composta F' = f o g definida por F(z) = f(g(x)) € derivdvel em x e F', é
dada pelo produto

Na notagao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem fungoes derivdveis, entao

d_y_dy du

dr  du dz’
Demonstracao. Sejam u = g(x) derivavel em p, y = f(u) derivavel em a = g(p).

Considerando os incrementos Az, Au e Ay em relagao a x, u e y, respectivamente.

Entao, para o incremento em u tem-se pela Equagao 3.20 que
Au=¢'(p)Az + eiAr = (¢'(p) + &) A, (3.21)

no qual ¢, = 0 quando Ax — 0.

Analogamente para o incremente em y tem-se
Ay = f(a)Au+ eaAu = (f'(@) + &) Au, (3.22)

no qual e — 0 quando Au — 0.
Substituindo-se a Equacgao 3.21 em 3.22 obtém-se

Ay = (f'(a) + ) (¢'(p) + 1) Aw.

Logo,
Ay :
X, = f(a)+e)(gp) +ea). (3.23)
x
Se Az — 0, entao Au — 0 pela Equacao 3.21. Além disso, e — 0 e 3 — 0.

Portanto,
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dy ’ Ay
de Ars0 Ax
= lim (@) +e) (¢ () + )
z—0
= fa)g'(p)
= f'(9(p))g'(p)-
Demonstrando entao, a regra da cadeia. [ ]

3.5 Pontos criticos e valores extremos

Nesta secao serd apresentada a definicao de Derivadas em ordem superior, a
definicao de pontos criticos e como consequéncia calcular-se alguns valores extremos de
algumas fungoes reais. Salienta-se, que nesse momento serd abordado alguns teoremas

que sao responsaveis pelas mais variadas aplicacoes do Calculo Diferencial.

Defini¢ao 3.5.7 (Derivadas de ordem superior). Seja f uma func¢ao derivivel em

(a,b). Define-se a Derivada de f' como sendo a Derivada sequnda ou Derivada de seqgunda
ordem de f e a denotara-se por f" = (f')' = f@.

De modo inteiramente analogo a defini¢ao acima, tem-se que a Derivada de f” é
dita Derivada terceira ou Derivada de ordem trés de f e a indicamos por f” = (") = f©®.
Portanto, se a Derivada de ordem (n — 1) de f é uma fungao derivavel, entao sua Derivada
é chamara-se de Derivada n-ésima de f e seréd indicada por ( f ("_1)), = f),

Entretanto, pode-se perceber que a definicao da Derivada de segunda ordem de

uma fun¢ao real f, como sendo a funcao f” : [a,b] — R tal que

i @) = f'(p)

z—p r—0p

f(p) =

Na disciplina de fisica por exemplo, ao se estudar Movimento Retilineo Unifor-
memente Variado - MRUV, a velocidade instantanea em t é dada por v(t) = s'(t), no
qual s(t) representara a fungao posigdo de uma determinada particula. Portanto, a ob-
tengao da aceleragao nesse mesmo instante, isto ¢, a(t) é igual a varia¢do da velocidade
instantanea nesse mesmo instante ¢, e portanto a(t) = v'(t) = s"(t).

Por fim, seguira um exemplo classico de MRUV que serviréd de motivacao para o

leitor ao tentar resolver problemas de fisica ligados ao assunto exposto acima.

Exemplo 3.5.22 A altura (em metros) de um projétil langado verticalmente para cima

de um ponto a 2 m acima do nivel do solo com velocidade inicial de 24,5 m/s é dada por:

h(t) =2+ 24,5t — 4, 9%,
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apos t sequndos.

(a) Encontre a velocidade apds 2 s e 4 s.

(b) Quando o projétil alcangard sua altura mdzxima?
(c) Qual € a altura mdzima alcangada pelo projétil?
(d) Quando ele atinge o solo?

(e) Com qual velocidade ele atinge o solo?

Solugao.
Item (a). Devemos calcular as velocidades instantaneas v(t) parat =2 set =4 s.

Temos,
v(t) =h(t) = 24,5 -9, 8t.

Portanto, v(2) = 4,9 m/s e v(4) = —14,7 m/s.
Item (b). O projétil alcangara a altura maxima no instante ¢ tal que v(t) = 0.

Isto é,
245 -9 8t=0&t=2,5s.

Item (c). Pelo item (b) a altura é maxima no instante t = 2,5 s.
Portanto,
Pimaw = h(2,5) = 32,625 m.

Item (d). O projétil atingira o solo no instante ¢ > 0 tal que h(t) = 0.

Isto é,
h(t)=0 < 2+424,5t—4,9* =0
t_—2¢5iwﬂ¢5%—4(—¢w-2
B 2 (—4,9)
—24,5+ /24,52 — 4-(—4,9) - 2
<:> t — Y \/ ) ( Y 9)
9,8
- t__<—24,5:t\/639,45
B -9,8
& 12508 out=—0,08.
Logo,

225 08 s.
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Item (e). Pelo item (d) o projétil atingira o solo com velocidade adquirida em ¢ = 5,08 s.
Dai,
Vsolo = v(5,08) = —25,3 m/s.

Com isso, conclui-se a solucao. [ ]

A seguir, se conhecerda um conceito responsavel na determinagao dos pontos de
méximos e de minimos locais de uma funcao f diferenciavel, e consequentemente, continua
em Dy, tal conceito chamaremos pontos criticos de uma funcao. Além disso, afirmaremos
que os fundamentos expostos a seguir, justamente com o Teorema de Fermat fundam a

tese desta teoria por permitir encontrar os valores extremos de uma funcao derivavel.

Defini¢ao 3.5.8 (Pontos criticos). Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao derivdvel em
p € (a,b). Chama-se p um ponto critico para a fungao f se f'(p) = 0.

Em geral, na defini¢do de pontos criticos de uma funcdo f : [a,b] — R, séo
considerados também aqueles pontos p € (a,b) tais que f’(p) ndo existe. Porém, nesse

texto chamaremos de pontos criticos somente aqueles que obedecem a Definigao 3.5.8.

Definicao 3.5.9 Uma fungao f : Dy — R possui um valor de mdximo absoluto (respec-
tivamente minimo absoluto) emp € Dy se, f(p) > f(x) para todo x € Dy (respectivamente
se, f(p) < f(z) para todo x € Dy).

Conforme Figura 7, percebe-se que a func¢ao f : [a,e] — R assume valor de
méximo absoluto em d, enquanto seu minimo absoluto em a, ou seja, f(d) é o valor de
maximo absoluto, enquanto f(a) é o minimo absoluto de f em seu dominio. Além disso,
é notorio que o ponto (d, f(d)) é o ponto mais alto no grafico de f e o ponto (a, f(a)) é o
mais baixo.

Aos valores de maximo e de minimo absoluto da funcao f serao chamados valores

extremos de f.

Figura 7: Valores de maximos e minimos absolutos.
z

fla)

a 0| b c d g X

Fonte: STEWART (2014. p. 248).
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A seguir, enunciara-se as definigoes sobre valor de maximo e minimo local de uma

funcao f.

Defini¢ao 3.5.10 Seja f : [a,b] — R. Diz-se que p € (a,b) € um ponto de mdzimo local
(respectivamente minimo local) para f se existir algum 6 > 0 tal que f(p) > f(x) para

todo x € (p — 0,p + 9) (respectivamente f(p) < f(x) para todo x € (p — d,p+9)).

De acordo com a defini¢ao acima, percebe-se pela Figura 7 que f(b) e f(d) sao
valores de méximos locais para f e f(c) e f(e) sdo valores de minimos locais para f.
Prova-se um teorema ttil na obtengao dos pontos de maximo e minimo local para

uma funcao f, e por conseguinte seus respectivos valores de maximos e minimos locais
para f.
Teorema 3.5.9 (Teorema de Fermat). Seja f : [a,b] — R e p € (a,b) um mdzimo

ou minimo local para f. Se f'(p) existir, entao f'(p) = 0.

Demonstragao. Seja p € (a,b), um méaximo local para f. Dai, segue que existe algum
namero real § > 0, tal que f(p) > f(x) para todo z € (p—0,p+3). Se f'(p) existir, entao
fL(p) = fi(p), ou seja, vale que

o - g H10)
L @)
x—pT r—0p
= filp)

Por outro lado, f(z)— f(p) < 0 para todo x € (p—d,p+0). Portanto, temos que

F) =10 -
r—p
quando x — p~.
E,
fa) = 10)
r—Dp -

quando x — p*.
Dai, seguird imediatamente que f’(p) > 0 e fi(p) < 0, ou seja, f'(p) > 0 e

f'(p) <0. Logo, f'(p) = 0.
O caso p € (a,b), um minimo local para f é inteiramente anélogo. [
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Figura 8: Teorema de Fermat.
VoA

Fonte: STEWART (2014. p. 257).

Pelas defini¢oes aluzidas, conclui-se que teremos um valor de méaximo local quando
existe algum ¢ > 0, tal que I = (p — 6,p + 0) tem-se f(p) > f(x) para todo = € I. De
modo semelhante, teremos um valor minimo local quando existe algum § > 0, tal que
para J = (p—f3,p+ ) tem-se f(p) < f(z) para todo x € J. Porém, valera ainda observar
que, se p ¢ um ponto de maximo absoluto, entao p é também um ponto méximo local, ja
a reciproca nem sempre & verdadeira e, novamente essa informacao funcionara de forma
analoga para os pontos de minimos absolutos/locais.

A seguir, listaremos alguns casos que se aplicam os resultados dos teoremas acima
supracitados. Todavia, salienta-se que a existéncia de um ponto critico nem sempre
acarretara um ponto de méximo ou de minimo, e como definido anteriormente ser ponto

de maximo ou minimo nao implicara necessariamente ser o ponto critico.

1. A fungéo linear f : [-1,1] — R; f(z) = 2z tem minimo em x = —2 e maximo em
x = 2. Todavia, nenhum desses pontos sao criticos, pelo fato de ambos os pontos

serem extremidades do dominio de f.

2. A fungdo g = |z|, com = € R possui um minimo em x = 0, porém o mesmo nao é

critico uma vez que f’(0) nao existe.

3. A fungao h(x) = 23, com z € R admitira como primeira derivada a fungao I/'(z) = 3z2.
Dai, resolvendo-se a equacao h/(z) = 0 obtém-se x = 0 como ponto critico, porém
o tal ponto nem é de maximo, nem de minimo, mas sim de inflexdao, o qual sera

justamente nesse ponto que a concavidade do grafico da funcao muda de sinal.

3.6 Teorema de Rolle e teorema de Lagrange

A seguir, apresenta-se dois teoremas responsaveis por diversas aplicagoes do Cal-
culo Diferencial: o Teorema de Rolle, se apresentara de forma crucial na demonstracao do

Teorema de Lagrange, este ultimo é conhecido como Teorema do Valor Médio ou TVM.
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A seguir, o Teorema de Weierstrass, resultado crucial na demostracao do Teorema
de Rolle.

Teorema 3.6.10 (Teorema de Weierstrass). Se f : [a,b] — R € uma funcao conti-
nua, entao existem «, 8 € [a,b] tais que f(a) < f(x) < f(B) para todo x € [a,b].

O Teorema de Weierstrass garante que toda fung¢ao continua em um intervalo
admitird em seu dominio valores extremos. Além disso, nao apresentara-se uma demons-
tragao para o tal teorema, pois fugirda dos objetivos desse trabalho, porém para o leitor

interessado podera constatar tal fato em [13].

Teorema 3.6.11 (Teorema de Rolle). Se f : [a,b] — R € uma funcao continua em
[a,b] e derivdvel em (a,b). Se f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Se f for uma fungao constante, ou seja, f(x) = k, para todo x € R
teremos f(a) = f(b) = k. Portanto, f'(x) = 0 para todo z € R. Dai, existe ¢ € (a,b) tal
que f'(¢) = 0, provando o resultado.

Supondo-se que f nao seja constante. Entdo, como f é continua em [a, b] segue
pelo Teorema de Weierstrass, que existira «, 8 € [a,b] tais que f(a) < f(x) < f(B), para
todo = € [a,b]. Ou seja, a e § sao pontos de maximo e minimo, respectivamente. Perceba
que f(a) # f(B), pois f ndo é constante, e portanto, a ou 5 pertence ao intervalo (a,b).
Logo, f'(a) =0 ou f'(f) = 0 pelo Teorema de Fermat. u

Figura 9: Teorema de Rolle.

fa) =1(b)

a C b X

Fonte: Construida pelo autor.

Se demonstrara a seguir, o principal teorema deste capitulo, o qual é conhecido por
Teorema do valor médio - TVM. Além disso, se perceberd em sua demonstracao que
ele é de fato, uma consequéncia imediata do Teorema de Rolle, e ainda podera constatar-se

a equivaléncia existente entre os teoremas.
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Teorema 3.6.12 (Teorema do Valor Médio - TVM). Se f : [a,b] — R € uma

fungao continua em [a,b] e derivdvel em (a,b), entdo existird c € (a,b) tal que

£(b) ~ fla)

7o) =01

Demonstragao. Seja g(x) a funcdo cujo grafico é a reta determinada pelos pontos
A(a, f(a)) e B(b, f(b)), conforme Figura 10. Assim, g(z) possuird a seguinte expressao:

o) = fla)+ (P D) @

Defina h : [a,b] — R; h(z) = f(x) — g(x). E trivial perceber que

Por outro lado, sendo f, g : [a,b] — R, continuas em [a, b] e derivaveis em (a, b),
seguira imediatamente que h também é continua em [a, b] e derivavel (a,b). Entao, nessas
condigoes tem-se pelo Teorema de Rolle que existira ¢ € (a,b), tal que h'(¢) = 0. Além

disso, teremos h'(xz) = f'(x) — ¢'(x), e portanto, tomando-se z = ¢ segue que

F0) ~ f(@)

W(e)=0= f(e) =g(c) = fle) = = —

Obtendo-se assim, o resultado. [ ]

Figura 10: Gréafico da fungao g(x).
7}

Fonte: STEWART (2014. p. 258).

Como aplicacao do Teorema do valor médio, se mostrara que entre os extremos a
e b do dominio da funcao f sempre existira pelo menos um c real tal que a reta tangente

ao grafico de f no ponto (¢, f(c)), é paralela a reta secante ao grafico de f, determinada

pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).
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Figura 11: Teorema do Valor Médio - TVM.

b

- 1"

B
b+

fie) 1

Sflah -

Fonte: Construida pelo autor.

O teorema a seguir, serd essencial na resolucao dos problemas apresentados no

capitulo 4.

Teorema 3.6.13 (Teste da derivada segunda). Seja f : [a,b] — R wuma func¢do
continua em [a,b] e derivdvel em (a,b) até a sequnda ordem, com derivadas f' e f”
também continuas em (a,b). Seja p € (a,b) um ponto critico para f. Nessas condigoes

teremos

I Se f"(p) <0, entao p € um ponto de mdzrimo local para f;

II. Se f"(p) >0, entao p é um ponto de minimo local para f.

Demonstragao. Uma demonstracdo para o teorema acima pode ser obtido em [20]. =

Finalizara a secao através de exemplos importantes, que servirao como aplicacoes
do Teorema de Rolle e do TVM.

Exemplo 3.6.23 Seja f : [a,b] — R € uma funcao continua em [a,b] e derivdvel em

(a,b). Mostre que f é constante se, e somente se, f'(x) =0 para todo x € (a,b).

Solugao. Para mostrar que: se f é constante, entdo f'(x) = 0 para todo z € R, veja
Proposigao 3.2.4, p. 40. Suponha que f’(z) = 0 para todo x € R.
Se x € (a, b, entao pelo TVM existira ¢ € (a, x) tal que

Pela hipotese temos que f'(¢) = 0. Portanto, segue-se

fl(e)=0= f(z) = f(a) = k.

para todo x € [a,b], com k constante, provando o resultado. [
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Exemplo 3.6.24 Se f,g : [a,b] — R sdao func¢ées continuas em [a,b], derivdveis em

(a,b) e f'(z) = ¢'(x), para todo x € (a,b), entao f(x) = g(x)+ k, com k constante.

Solugao. Seja = € (a,b), entao pelo TVM existira ¢ € (a, z) tal que

f(x) = f(a)

Tr—a

f'(e) =

Tr—a

Pela hipotese ¢'(c) = f'(c), assim teremos f(x) — f(a) = g(z) — g(a), ou seja,

com k = f(a) — g(a). Concluindo assim, o resultado. u

Teorema 3.6.14 (Teorema de Cauchy). Se f,g : [a,b] — R sdao fungdes continuas

em la,b] e derivdveis em (a,b), entao eziste ¢ € (a,b) tal que

com g(b) # g(a) e g'(c) # 0.

Demonstragao. Defina h : [a,b] — R tal que

Dai, pela continuidade das fungoes f e g em [a, b e a derivabilidade delas em (a, b) seguira
que h também é continua em [a, b] e derivavel em (a,b).

Por outro lado, tem-se que
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Conclui-se que h(a) = h(b). Entao, pelo Teorema de Rolle, existira ¢ € (a,b) tal

que h'(c) = 0, e consequentemente, segue que

(f(0) = f(a) - g'(c) = (9(b) —g(a))- f'(c)

Provando o resultado. ]
Exemplo 3.6.25 Para z,y € (—2,%), mostre que |tgz — tgy| > |z — y|.

Solugao. Se x = y, entao nao ha o que provar.
Considere por sua vez x < y. Assim, segue pelo TVM que existe ¢ € (x,y) tal

que

tgx —tgy
r—y
tgr —tgy =tg'(c) (x —y)

=
= tgz —tgy = (sec’c) (z — )
=

tg'(c) =

tgr —tgy = (z—y).

cos? ¢

Como |cosc| < 1 implica em ‘L‘ > 1, ou ainda, —— > 1, e portanto, seguira
Ccos cC COs~“ C

ltgz —tgy| = |z —y| > |z —yl.

cos? ¢

Provando o resultado. [ |



4 PROBLEMAS DE MATEMATICA

“Nao basta ensinar ao homem uma especialidade. Porque se tornard assim uma
mdquina utilizdvel, mas ndo wma personalidade. E necessdrio que se adquira um senso
prdatico daquilo que vale a pena ser empreendido, daquilo que € belo, do que € moralmente
correto. A nao ser assim, ele se assemelhard, com seus conhecimentos profissionais, mais
a um cao ensinado do que uma criatura harmoniosamente desenvolvida. Deve aprender a
compreender as motivagoes dos homens, suas quimeras e suas angustias para determinar
com exatidao seu lugar exato em relagcio a seus prorimos e a comunidade. Os excessos
do sistema de competicao e de especializa¢ao prematura, sob o falacioso pretexto da eficd-
cia, assassinam o espirito, impossibilitam qualquer vida cultural e chegam a suprimir os
progressos nas ciéncias do futuro. E preciso, enfim, tendo em vista a realizagdao de uma

educagao perfeita, desenvolver o espirito critico na inteligéncia do jovem.”
Albert Einstein (1879 - 1955)

Neste capitulo, seré apresentado algumas aplicagoes da Derivada através de pro-
blemas de Matematica. Esses problemas forram subdivididos em dois grupos: o Grupo 1
sera formado por problemas robustos, porém entendiveis, mas s6 conseguiremos soluciona-
los através do uso de Derivada. O Grupo 2 sera formado por problemas cuja solucao de
cada um se dard em duas versoes, a primeira através de ferramentas de Matematica

Basica, enquanto a segunda pelo uso de Derivada.

4.1 Nocoes de geometria analitica

Nesta secao, serao abordados alguns conceitos e resultados de geometria analitica.

Defini¢ao 4.1.11 (Pardbola). Seja d uma reta e F um ponto fora dela. No plano
determinado por d e F, chama-se pardbola de foco F e diretriz d ao conjunto dos pontos

equidistantes de d e F.

Figura 12: Parabola de foco F' e diretriz d.
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Fonte: LIMA (2014, P. 115).
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Perceba que a distancia do ponto P a reta d é igual a distancia de P ao ponto
Py, pé da perpendicular baixada de P sobre d. Se F{ é o pé da perpendicular baixada de
F sobre d, a reta F'Fy é um eixo de simetria da parabola. Se P pertence a parabola e P’
é o seu simétrico em relagao a reta F'Fy, entao P’ também pertence a parabola.

Sejam p o comprimento e V' o ponto médio do segmento F'Fy. A distancia de V
a reta d ¢ igual a £, o mesmo que o comprimento de AF. Logo, V pertence & pardbola e

chama-se o seu vértice.

Exemplo 4.1.26 Mostre que a equagao da pardbola de foco F e diretriz d, com p > 0
2

representando a distincia de F' a d éy = 2"
p

Solucgao. Considere um sistema de eixos ortogonais XY cuja origem coincide com o
vértice V' da parabola e cujo eixo vertical coincida com eixo de simetria da parabola, ver

figura abaixo.

Figura 13: Equacao da parabola.

P =(x,y)

.
L

j X

Fo-(02) Po-(2) d

Fonte: LIMA (2014, p. 116).

Seja P = (x,y) um ponto qualquer da parabola. A distancia de P a diretriz d

2
¢é igual a (y + g) Além disso, a distancia de P ao foco F' ¢é igual a \/x2 + (y — g) :

Como P pertence a parabola tem-se que

R T S )
y+2 \/x+y2 @y—l—2 :zc-l—y2

2 2

< y2+py+%=fﬂ2+y2—py+z
1.2
& py=2tsy=—.
2p
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O leitor pode constatar esses resultados sobre geometria analitica em [14].

Ao girarmos uma parabola em torno do seu eixo, ela ird gerar uma superficie
chamada paraboloide de revolugdo, também conhecida como superficie parabdlica. Essa
superficie possui intimeras aplicacoes interessantes, todas decorrentes da seguinte propri-
edade geométrica da parabola: quando um raio incide sobre uma superficie refletora, o
angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexdo, tal resultado serd abordado primeiro
problema do Grupo 1. Nesse contexto, a superficie parabélica pode ser substituida pela
parabola que ¢ a interseccao dessa superficie com o plano que contém o raio incidente, o
raio refletido e o eixo de rotacao.

Um resultado recente sobre superficies parabolica advém das antenas parabolicas,
empregados na radio-astronomia, bem como em nosso dia-a-dia dos aparelhos de televisao,
refletindo os débeis sinais provenientes de um satélite sobre sua superficie, fazendo-os

convergir para um tnico ponto, o foco F'.

Figura 14: Antenas parabélicas captando sinais via satélite.

@ ‘ " Satélite
D

o B
’ ©

Antena parabélica

—

Fonte: Construida pelo autor.

Definicao 4.1.12 O dngulo entre uma reta e uma curva que se intersectam no ponto P

€ o dngulo entre essa reta e a tangente a curva tragada pelo ponto de intersecgao.

Figura 15: Angulos de incidéncia e de reflexdo.

Fonte: Construida pelo autor.
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Pela Figura 15 pode-se interpretar que « é o angulo de incidéncia e 5 é o angulo

de reflexao.

Teorema 4.1.15 Se P(xg,y0) € um ponto da pardbola dada pelo grdfico da fun¢do qua-
drdtica f(x) = ax® + bz + ¢, entio a reta tangente a pardbola no ponto P € a reta que

passa por P e tem inclinagao 2axg + b.

Demonstragao. Pela equagao 2.2, p. 14 temos que
m = f'(x9) = (&332 + bz + ¢) = 2axg + b.

Lema 4.1.3 Se P(x,y) é um ponto da pardbola dada pelo grifico da fun¢do quadrdtica

f(x) = az® + bx +c e Q o pé da perpendicular baivada de P sobre a diretriz d, entdo a

imclinagao da reta FD é — .
2ax + b

Demonstragao. Se o ponto P(z,y) coincidir com o vértice V = (z,,¥,) da parabola,
entdo a reta F'() serd vertical e a reta tangente horizontal (inclina¢ao zero) provando
assim, o Lema.

Suponhamos agora que o ponto P nao coincida com o vértice V = (x,,y,). Assim,

temos que
b
x#xyéxsé—Q—ian—f—b#O.
a
Por outro lado, para obtermos a inclinacao da reta F'() observe que

1 1
F vy Jv s vy Jv T ) -
(x Y +4a) eQ(:E Y 4@)

Logo,

T — Ty b
a:—|—2a
1
I B
20x+b  2axr+b 9T 2ar+b
2a

[ |

Por fim, percebe-se pelo Teorema 4.1.15 e pelo Lema 4.1.3 que a reta tangente a
parabola no ponto P é perpendicular a reta determinada pelo pé da perpendicular baixada
de P sobre a diretriz e o foco F', pois o produto das respectivas inclinagoes € igual a —1.

O leitor pode constatar esses resultados sobre Parébola em [15].
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4.2 Aplicacoes da derivada

Apresentaremos a seguir, algumas aplicagoes da Derivada através de problemas
de Matematica voltados a alunos participantes das Olimpiadas da Matematica. Tais
problemas se dividirao em dois grupos: o Grupo 1 serd composto por problemas a nivel
do Ensino Médio, nos quais mostraremos duas solugoes, a primeira através de ferramentas
da Matematica Bésica elementares e a segunda através do uso das de Derivadas. O Grupo
2 sera formado por problemas robustos, porém entendiveis, mas conseguimos soluciona-los

através do uso da Derivada.

Grupo 1

Problema 1 Mostre que a reta tangente a pardbola num ponto P faz dngulos iguais com

a paralela ao eixo e com a reta que une o foco F' a esse ponto.

Figura 16: Igualdade entre os dngulos de incidéncia e de reflexao.
|

F

1
0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| a
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Fonte: Construida pelo autor.

Solugao. Sejam r uma reta paralela ao eixo da parabola, t a reta tangente a parabola
no ponto P, () o pé da perpendicular baixada de P sobre a diretriz d e I =t N FQ. De
acordo com a Figura 16 devemos mostrar que o = 3.

Pela definicao da parabola tem-se que PF' = P(), logo o triangulo PF'(Q) é isésceles
de base FQ). Além disso, pelo Teorema 4.1.15, p. 61 e pelo Lema 4.1.3, p. 61 temos que
a reta QF é perpendicular a reta tangente ¢, logo P é altura do triangulo isésceles PF'Q)
relativa a sua base FQ e também ¢é bissetriz. Portanto, os angulos FPI = B e Qpl =4
sao iguais. Além disso, os angulos « e 6 sao Opostos Pelo Vértice (OPV), e portanto, sdo
iguais. Dai, segue que a = f3. [

O Prolema 1 pode ser encontrado em [15].
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Problema 2 (A calha de chuva ideal). Uma calha de chuva deve ser construida com

uma folha de metal e largura l metros, dobrando-se para cima % da folha de cada lado,

s

fazendo-se um dngulo 6 com a horizontal. Mostre que tomando-se 0 = ¢ obtém-se a calha

com maior capacidade de carregar a dgua.

Figura 17: Calha de chuva.

9, ;;';" A st _B_jf'_ __________________ - .NIB _____ .
(3 a B C D E

(a) Visao espacial (b) Seccao plana

Fonte: Silva (2012, p. 46).

Solugao. Temos que a area Aacpr da secao transversal ACDF é dada por

CD+ AF)-AB
Aacpr = ( 5 ) , (4.24)
e notando que AF = CD + 2 - BC' tem-se, substituindo em 4.24
Ascpr = (CD—l—BC) - AB, (425)
agora substituindo C'D = L cosfe AB = % -senf em 4.25, temos
72
Aacpr = A(0) = 9 (14 cosf) - senb.
E ainda podemos escrever A : [0, g] — R tal que
2 20
AB) =2 (seno + X277 (4.26)
9 2
Derivando 4.26 obtemos a seguinte expressao
72
A'(0) = — - (cos b + cos 20). (4.27)

9



CAPITULO 4. PROBLEMAS DE MATEMATICA 64

Fazendo A'(f) = 0, no intuito de encontrar os pontos criticos temos que
cos f + cos 260 = 0, (4.28)
e chegamos a equacao quadrética, na variavel cos dada por
2cos? 0 +cosf —1 =0 (4.29)
que possui solucoes

1
cosf = 5 ¢ cosf = —1. (4.30)
Dai, em virtude de 6 € [0, g], segue que

1
9 = —
cos >

2 (3V3
e portanto tem-se que 6 = g implicando que A (E) _— <%_> . Usando o fato de que

3/ 9
A"(0) = —A(0) — M <0,V0e (0 ﬁ) eque A(0)=0e A (z) = —2 concluimos
- 6 ! '2) 04 - 2) "9
™ .
que tal ponto # = — é de maximo absoluto. [ ]

O Prolema 2 pode ser encontrado em [20].

Problema 3 (O cano no corredor em “L”). Um cano de metal estd sendo carregado
através de uma passagem com 16 metros de largura. No fim da parede hd uma curva
em dngulo reto, passando-se para uma passagem de 2 metros de largura. Mostre que o
comprimento do cano mais longo que pode ser carregado horizontalmente em torno do
canto € de 10v/5 metros.

Figura 18: Visao superior.

16m 1 oa 2m
ro Corredor i

\J N/

Saida

Galpao

Fonte: Silva (2012. p. 47).
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Solugao. O cano mais longo devera fazer a seguinte configuragao com as paredes (veja a
Figura 18). O comprimento AB = AC + C'B e percebendo-se que

AC = 16cossecl e CB = 2secH,
e portanto, o comprimento AB em fungao do angulo 0 é C': (0, g) — R;
C(0) = 16 cossec § + 2 sec b,
cuja derivada é
C'(0) = —16 cossec § cotg § + 2secHtg b
e ainda,
C"(0) = 16 cossec” § + 16 cossec 6 cotg® O + 2sec” § + 2sec § tg? 0.
Fazendo C'(f) = 0, temos a equagao
sec 0 tg = 8 cossec d cotg b,

que é equivalente a

tg0 =8 = tgh = 2.

5
Dai, tem-se que secf = /5 e cossect = g Como C”(f) > 0, V 6, o comprimento

maximo do cano serd Cp,q, = C(arctg?2) = 10v/5 m. m

O Prolema 3 pode ser encontrado em [20]

Grupo 2

Problema 4 Dentre todos os cilindros circulares retos de drea total constante, mostre

que o de mazior volume € o equildtero.

Figura 19: Cilindro equilatero.

)

------

Fonte: Construida pelo autor.
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Solucao 1. Sejam r o raio da base e h a altura de um cilindro circular reto. Assim, o
volume do cilindro ¢ dado por V = 7r?h, e portanto, deve-se provar que h = 2r quando
sua area for constante, isto é:

2mr? 4 21rh = A,

comr >0, h>0eA>0.

Perceba que

V=mr’h <

- (5 ()2

Pela desigualdade entre as médias aritmética A e geométrica G teremos para a,b,c > 0

que
G<A & Sabcgw
b 3

valendo a igualdade se, e somente se, a = b = c.

Tomando-se a = 1%, b=c = %, teremos pela equacao acima que

3
K 2:7’2 @ @ < —T2+%+%
21 2 2 - 3 '

P 2, P s .
Dali, nota-se que (%) ¢ maximo, quando V for maximo, ocorrendo 7% = %, ou seja,

r= %, ou ainda, h = 2r.
Solucao 2. Temos,

k—r? A
A :>K:—r3+kr:f(r),k:—.

h =
T T 2T

Dali, seguira: f'(r) = —3r*+ke f’(r) = —6r < 0.

Resolvendo-se f'(r) = 0, se obtém: k = 3r%. Entao, hr = 2r%, ou seja, h = 2r.
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Problema 5 No casamento de Osmar e Naura, foi contratado um buffet para a realizacao
de uma festa para 200 convidados. O buffet cobrard R$ 36,00 por pessoa, se todos os con-
vidados comparecerem; caso contrdrio, para cada convidado que faltar serd acrescentada
a quantia de R$ 0,50 por convidado que comparecer.

Quantos convidados precisam comparecer para que a receita do buffet seja a maior

possivel?

Solucao 1. Seja x a quantidade de convidados que faltaram a festa. Assim, estao
presentes na festa (200 — x) convidados.
Considere y = f(x), o valor da receita adquirida pelo buffet com esta festa. En-

tao, para calculo da receita y devemos nos atentar as seguintes passagens de enunciado.

“caso contrario, para cada convidado que faltar sera acrescentada a quantia de R$ 0,50
por convidado que comparecer.”

Essa passagem do enunciado ¢ tida como ponto principal da questao. Pois, o
caso contrdrio nao ausentara os (200 — x) convidados presentes do pagamento inicial de
R$ 36,00, ou seja, R$ 36(200 — z) para a receita e além disso, no qual se tem “para
cada convidado que faltar serd acrescentada a quantia de R$ 0,50 por convidado que
comparecer” deve-se entender que o valor de R$ 0,50 se repetird em z vezes entre os
(200 — ) convidados presentes, e portanto, sera acrescentado R$ 0,50x(200 — x) para a

receita do buffet. Portanto, no fim das contas a refeita sera igual a:

f(z) = 0,502(200 — z) + 36(200 — z)
2

— —‘% + 64 + 7200.

Dai, sendo os coeficientes de f iguais a a = —%, b =64 e c=T200, tem-se que a = —% < 0,

e portanto f assumird um valor de méximo no ponto dado por:

Logo, precisam comparecer: 200 — 64 = 136, convidados para que a receita do buffet seja

a maxima possivel.

Solucao 2. Temos,

2

f(z) = —% + 642 + 7200 = f(z) = —zx+64 = f'(z) =—-1<0.

Logo, f assumira seu valor maximo no ponto z tal que f’(z) = 0, ou seja, x = 64, ficando

136 convidados como resposta.
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Problema 6 Determine os pariametros a,b e ¢ € R, com 3a — b — ¢ = 2 tais que a reta

y = 3z tangencia & pardbola y = ax® + bx + ¢ no ponto de abscissa 2 e passe pelo ponto

(_17 O) :
Solugao 1. Como o ponto (—1,0) deve pertencer a parabola de equagao
y = azx® + bz + c,

entao seguird que a — b+ c = 0.
Por outro lado, como a parabola deve tangenciar a reta de equacao y = 3z no
ponto de abcissa 1, entao conclui-se que x = 2 e y = 6, ou seja, o ponto (2,6) é comum a

reta e & parabola. Dai, conclui-se
4a + 20+ c = 6.
Portanto, temos o seguinte sistema a solucionar:

a—b+c=0
da+2b+c=6
3a—b—c=2

Usa-se a regra de Cramer para resolver tal sistema. Isto é, a matriz dos coeficientes é

dada por
1 -1 1
A=14 2 1
3 -1 -1

Dai, para o célculo do determinante da matriz A, usa-se o desenvolvimento de Laplace

Ccomo segue

1 -1 1
det(A)=|4 2 1 |=-2-3-4—6+1—4=—180.
3 -1 -1

Portanto, o sistema é possivel e determinado, ou seja, possuira solucao tnica.

Veja:

0 -1 1 0 -1 1
Al=16 2 1 |=det(Ad)=|6 2 1 |=0-2-6—-4+0—6=—18;
2 -1 -1 2 —1 -1
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10 1 10 1
Ay=14 6 1 =det(A2)=|4 6 1 |=—-6+0+8—-18—2+40=—18;
3 2 —1 3 2 —1
1 -1 0 1 -1 0
As=14 2 6| =det(A5)=|4 2 6|=4—184+0+0+6+8=0.
3 -1 2 3 -1 2
_ det(Ar) __ _ det(A2) _ det(A3) __
Logo,a = 5oy =1, b= 55y =lec= det(AS) =0.
Solucao 2. Tem-se que o coeficiente angular da reta y = 3z é m; = 3 e o coefici-

ente angular da reta tangente é my = /(1) = 2a +b. Como m; = my seguird que:
2a + b = 3. Portanto,

da+2b+c=6=22a+b)+c=6=2-3+c=6=c=0.
Dai, segue-se:

3a—b=2
=a=0b=1.
a—b=

Problema 7 Determine uma equacgao da reta tangente a circunferéncia
2, .2 _
"ty —4dr+6y—12=0,

no ponto A = (5,1).

Solucao 1. Usa-se o método de completar quadrados para determinar o centro e o raio

da circunferéncia. Isto é,

4yt —dr+6y—12=0 & (27 —4z)+ (y* + 6y) = 12
(2 —dz+4) + (P +6y+9) =12+4+9
& (-2 +@wy+3)7=25

(x—2)*+ (y+3)* =5

=

= (*r —

Dai, segue-se que a circunferéncia tem centro C' = (2, —3) e raio € R = 5. Desta forma
sabe-se que a reta determinada pelos pontos C' = (2, —3) e A = (5,1) é perpendicular &

reta tangente & circunferéncia no ponto A.
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Seja r a reta determinada pelos pontos A e C'. Assim, o coeficiente angular de r

é dado por
_1-(=3)

m, =
5—2

Portanto, como r possui coeficiente angular m,. = % e passa pelo ponto A teremos imedi-

4
=3

atamente que sua equagao é dada por

4 4 17
1= —(z—-5)=y=-2— —.
y 3(1’ )=y 38~ 3

Seja t a reta tangente a circunferéncia no ponto A. Entao, valera

1 1 3
m—=—— = —— = ——,
¢ m, % 4
Como a reta t possui coeficiente angular m; = —% e passa pelo ponto A = (5, 1), entao
uma equacao para t pode ser obtida como
3 3 19
—l=—(x—=5)=y=—- —.
y &8 =y=—qr+ -

Solugao 2. Derivando em ambos os lados a equagao da circunferéncia em relacao a x,

4 —2x
20 +2yy —4+6y =0= 2u+6)y =4—-20 =1y = .
vy y (2y +6)y T
Tomando-se x =5 e y = 1, teremos que mt:y’:—g. Dai, como A € t seguira
3 +19
=——x+ —.
YT

Problema 8 Prove que:
(a) Dentre todos os retdngulos de perimetro constante P, o de maior drea A é o quadrado.

(b) Dentre todos os retangulos de drea constante A, o de menor perimetro P é o quadrado.

Solucgao.
Item (a). Sejam z e y as dimensdes de um retangulo qualquer cujo perimetro é igual a
P. Entao, sua area A é dada por

A =uzy.
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Por outro lado, sendo P o perimetro do retangulo teremos
P =2(z+y).

Usando-se a desigualdade entre as médias geométricas G(x, y) e aritméticas A(zx, y)

teremos
r+y
Gla,y) < Alwy) & Vays——
2
o ay< (x+y)
2
P\ 2
A< —| .
o a<(3)

Portanto, a area de um retangulo de perimetro P, é menor do que ou igual a

(%)2, ou seja, sua area é maxima quando A = (%)2,

r+y 2
Ty = 5

Isto é,

.
I
/N
=]
—
¢

2 2 2
4
& dry = 2 4 2xy + o>
& 22 —2zy+1y =0
& (z—y)°=0
& |lr—yl=0
= T =Y.

Logo, conclui-se o resultado.

Item (b). Sejam x e y as dimensdes de um retangulo qualquer cuja area é igual a

A. Entao, seu perimetro P é dado por
P =2(z+y).
Por outro lado, sendo A & area do retangulo, teremos ainda
A= uy.

Usando-se a desigualdade entre as médias geométricas G(x, y) e aritméticas A(x, y)
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teremos

G@w)SA@w)¢>\ﬁ@Sx;y

& 4yry < 2(z+y)
& 4VA<P

Portanto, o perimetro de um retangulo de drea A, é maior do que ou igual a 4v/A,
ou seja, seu perimetro ¢ minimo quando 4/A=P.

Isto é,

WA=P & 4/zy=2x+y)
2y =x+vy
day = 2° + 2xy + y?

=
=
s 22 —2ey+12=0
=
54
=

(x—y)*=0

[z —y[=0

x=y.
Logo, conclui-se o resultado.
Item (a’). Temos,

P:2(m+y):>x+y:§:>y:§—x.
Substituindo esse ultimo resultado em A = xy, obtém-se
A:xy:x(g—x)zgx—x? (4.31)

Assim, A" = g —2x e A” = -2 <0, para todo x real, entao A é maxima no ponto z, tal

P

que A’ =0, ouseja,$:§. Comoyz;—xseguiréy:xzp

Z.
Concluindo-se o resultado.

Item (b’). Temos,
A=ay=y=

SRS

Substituindo esse ultimo resultado em: P = 2(x + y) obtém-se

P—%x+m—2(x+§).
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Assim, P =2 (1 — x%) e P = i—? > 0, para todo z € R*, entao P ¢ minimo no ponto z,
tal que P’ = 0, ou seja, z = v/A. Como y = %‘ seguird y = = = V/A.

Concluindo-se o resultado. n



5 CONSIDERACOES FINAIS

O Calculo Diferencial é uma das partes mais importante da Matematica, pois sua
utilidade torna-se um fator predominante no desenvolvimento educacional dos alunos,
e consequentemente, na integracao ao convivio com as intmeras situacoes presentes em
nosso meio. Além disso, ele é responsavel pelo desenvolvimento de varias areas como:
Medicina; Engenharia; Astronomia; Economia; Administracao e outras.

Foram abordados neste trabalho resultados referentes a limite e derivada de uma
funcao real, no qual se conheceu: notagoes, simbologias, propriedades, lemas e teoremas
oferecidas por estes conceitos. Ademais, demostrou-se quase todos os resultados expostos
no texto com a finalidade de garantir aos alunos participantes das olimpiadas de mate-
mética o conhecimento das principais ferramentas do Calculo Diferencial para facilitar a
resolucao de problemas de Matemética.

Portanto, deseja-se sucesso aos leitores do texto no alcance do objetivo desse
trabalho. Por fim, finaliza-se esta dissertacao ciente da contribuicao ofertada & Educacao
Basica do nosso pais ao disponibilizar este material didatico sobre aplicagoes da derivada

para o publico alvo supracitado.
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