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Resumo

MONTREZOR, C. L. Fungoes aritméticas. 2017. 68 p. Dissertacao (Mestre em
Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017

Neste estudo, apresentamos contetidos matematicos adaptaveis tanto para os anos
finais do ensino fundamental quanto para o ensino médio. Iniciamos com um conjunto
de ideias preliminares: inducao matematica, triangulo de Pascal, Binomio de Newton
e relacoes trigonométricas, para a obtencao de féormulas de somas finitas, em que os
valores das parcelas sao computados sobre ntimeros inteiros consecutivos, e da técnica
de transformacao de soma finita em telescopica. Enunciamos Progressoes Aritméticas
e Geométricas como sequéncias numéricas e suas propriedades, obtendo a soma de seus
n primeiros termos, associando com propriedades do triangulo de Pascal. Por fim,
descrevemos Fungoes Aritméticas, Fungoes Aritméticas Totalmente Multiplicativas e
Fortemente Multiplicativas, como sequéncias de niimeros naturais, com suas operagoes
e propriedades, direcionando ao objetivo de calcular o nimero de divisores naturais de
n, a soma de todos os divisores naturais de n, e assim por diante. Como consequéncia,
exibimos a féormula de contagem do nimero de polindomios monicos irredutiveis.

Palavras chaves: Triangulo de Pascal, binomio de Newton, progressoes aritméticas,
progressoes geométricas, funcoes aritméticas
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Abstract

MONTREZOR, C. L. Arithmetic functions. 2017. 68 p. Dissertagao (Mestre em
Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matemética) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacao, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2017

In this study, we present mathematical content that is adaptable to both of the
final years of elementary school and to high school. We start with a set of preliminary
ideas: mathematical induction, Pascal’s triangle, Newton’s binomial and trigonometric
relations, to obtain finite sum formulas, where the parts are computed on consecutive
integers, and the technique for transforming a finite sum in telescopic one. We state
the Arithmetic and Geometric Progressions as numerical sequences and study their
properties, obtaining the sum of their n first terms, associating with properties of
the Pascal’s triangle. Finally, we describe the Arithmetic, Totally Multiplicative and
Strongly Multiplicative Arithmetic Functions, as sequences of natural numbers, with
their operations and properties, as a way to calculating the number of natural divisors
of n, the sum of all natural divisors of n, and so on. As a consequence, we obtain the
counting formula of the number of irreducible mononical polynomials.

Key words: Pascal’s triangle, Newton’s binomial, arithmetic progressions, geome-
tric progressions, arithmetic functions
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Introducao

A dissertacao é composta por trés capitulos, cujos conteidos sao adaptaveis tanto
para os anos finais do Ensino Fundamental quanto para as séries do Ensino Médio.

O primeiro capitulo, denominado Preliminares, estabelece com os pré-requisitos ne-
cessarios para a abordagem do assunto. E enunciado o principio da inducao matematica,
um dos axiomas na construgao dos niimeros naturais, e é construido o triangulo de Pas-
cal, constituido pelos nimeros binomiais segundo a relacao de Stiefel, os quais estao
presentes tanto na formula do binomio de Newton quanto nas férmulas das fungoes
trigonométricas seno e cosseno para arcos duplos, triplos e assim por diante. Estes
assuntos, apresentados na segunda série do ensino médio, sao fortemente relacionados:
progressoes aritméticas de ordem n em que o nésimo termo ¢é calculado através de uma
funcao polinomial de grau n. A obtencao das formulas da soma finita dos n primeiros
nimeros naturais, da soma finita dos quadrados e dos cubos dos n primeiros nimeros
naturais sao consequéncias de um lado do teorema das colunas para nimeros binomi-
ais e, por outro lado, da técnica de transformacao de uma soma finita em uma soma
finita telescopica. O célculo de somas finitas para termos consecutivos de sequéncias
polinomiais de ordens arbitrarias é corolario do exposto.

O segundo capitulo trata de progressoes aritméticas e geométricas, cujos elementos
sao numeros reais (a extensao do conteido do capitulo para progressoes aritméticas e
geométricas complexas é imediata). Progressoes aritméticas reais de primeira, segunda
e terceira ordens sao sequéncias de niimeros reais em que o n-ésimo termo da sequéncia
¢ uma funcao polinomial de grau um, dois e trés respectivamente. No contexto de
progressoes aritméticas reais de ordem qualquer, o n-ésimo termo da sequéncia é deter-
minado pelos termos iniciais da progressao aritmética e por niimeros binomiais da linha
anterior a linha de nimero n do triangulo de Pascal. Este conjunto de ideias pode ser
aplicado para alunos do oitavo ano do ensino fundamental juntamente com o contetido
Problemas de Contagem. Progressoes geométricas reais, fundamentais em matematica
financeira, no calculo de juros compostos e no valor de prestacao em financiamentos
bancarios e progressoes aritmético-geométricas, encerram o capitulo juntamente com
a formula da somacao por partes valida para duas sequéncias arbitrarias de nimeros
reais ou complexos.

O capitulo final, fun¢oes aritméticas com valores inteiros (a extensado do conteido
do capitulo para valores reais ou complexos é inteiramente andloga), discorre sobre
sequencias de numeros inteiros relacionadas com a teoria de divisibilidade para niimeros
inteiros: as funcoes aritméticas classicas calculam o ntimero de divisores naturais de
um numero natural, a soma de todos os divisores naturais de um numero natural, a
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soma dos quadrados e dos cubos de todos os divisores de um ntimero natural e assim
por diante bem como o produto de todos os divisores naturais de um nimero natural.
Ao contrario da consideracao de somas finitas sobre termos consecutivos, realizada
nos capitulos iniciais, as somas consideradas sao restritas aos divisores naturais do
nimero natural e as formulas de inversao de Mobius estabelecem uma equivaléncia
entre funcoes aritméticas em que o valor de uma delas no niimero natural n é soma
finita dos valores da outra calculadas nos divisores naturais d do nimero natural n. Em
nivel avangado, uma consequéncia das férmulas de inversao é a férmula da contagem
do numero de polinémios irredutiveis de grau arbitrario com coeficientes em um corpo
finito, fortemente relacionadas com as progressoes aritméticas de ordem n.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

A compreensao do contetdo do capitulo das preliminares permite o calculo da soma
dos n primeiros nuimeros naturais, o calculo da soma dos quadrados dos n primeiros
nimeros naturais e a soma dos cubos dos n primeiros niimeros naturais, além do calculo
da soma dos n primeiros nimeros impares, da soma dos quadrados dos n primeiros
nimeros impares e da soma dos cubos dos n primeiros ntimeros impares.

1.2 Pré Requisitos

O principio da indugao matematica é um dos axiomas na constru¢ao do conjunto
N = {1,2,...} dos ntimeros naturais.

1.2.1 Principio da Inducao Matematica

Seja A um subconjunto nao vazio do conjunto N = {1,2, ...} dos nimeros naturais
com as propriedades:

ileA.
ii Sen€ A, entaon+1 € A.
Entao, A=N=1{1,2,...}.

1.2.2 O Triangulo de Pascal

O triangulo de Pascal é construido a partir dos nimeros binomiais: para nimeros
naturais n e k com k € {1,2,...,n}, os nimeros binomiais sao definidos como

(Z) :n(n—l)..l.g!(n—k%—l)’

em que k! é o produto dos k primeiros niimeros naturais, e com as convencoes de que,
para cada nuimero natural n, (8) =1 e, quando n < k, (Z) =0.

17



1.2.3 Propriedades Fundamentais dos Numeros Binomiais

i Para nimeros naturais n e k, com k € {1,2,...,n},

()= (")

ii Relagao de Stiefel: para ntimeros naturais n e k,

n+1\ n n n
k+1) \k+1 k)
Assim, o triangulo de Pascal, constituido dos nimeros binomiais, é construido a

partir da relacao de Stiefel.
1

=W N =

1
1 1
1 3 1
1 6 4 1
A segunda linha com os numeros 1,2, 1 indica que, para =z € R,
(14 2)> =1+ 2z + 22
e para as fungoes trigonométricas seno e cosseno: se x € R,

sin(2z) = 2sin(z) cos(x)

cos(2z) = cos?(z) — sin?(x)

na soma
sin(2z) + cos(2z) = — sin®(z) + 2sin(x) cos(x) + cos®(x).

A terceira linha com os nimeros 1, 3,3, 1 indica que, para x € R,
(1+2)°=1+3z+32>+2°
e para as fungoes trigonométricas seno e cosseno: se xr € R,

sin(3x) = sin(2z + x) = 3 cos®(z) sin(z) — sin®(z)

cos(3x) = cos(2z + x) = cos®(z) — 3 cos(z) sin®(z)

Ila soima

sin(3x) + cos(3z) = —sin®(x) — 3 cos(x) sin’(x) + 3 cos?(z) sin(z) + cos®(x).

18



A quarta linha com os numeros 1,4, 6,4, 1 indica que, para x € R,
(1+2)* =1+4z + 62 + 42° + 2*
e para as fungoes trigonométricas seno e cosseno: se x € R,
sin(4z) = 4 cos® () sin(z) — 4 cos(x) sin®(z)

cos(4x) = cos*(z) — 6 cos*(z) sin®(z) + sin*(x)

na soma
sin(42)+cos(4x) = sin®(2)—4 cos(x) sin®(x)—6 cos?(z) sin? ()44 cos® () sin(z) +cos* (z).

O principio da indugao matematica estabelece a validade da férmula do binémio de
Newton.

1.2.4 Binomio de Newton

Para cada nimero natural n e para ntimero real z,

(1+2)" = zn: (Z) z*,

k=0

Como consequéncia, no caso particular em que z = 1,

50)--

k=0

e, no caso particular em que r = —1,

= n
—1)* =0
So-1 (1) =0
resultados que sao conhecidos como o Teorema das Linhas do Triangulo de Pascal.

Corolario 1. Para cadan € N={1,2,...} e x € R, valem
ik " xk:nxi n-l zh !
k kE—1
k=0 k=1
=nz(l+2)" ",

w1 (1) =t (37 )t

k=2
=n(n—1)2*(1 + )" 2
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e - g2

=nz(l+2)" ' +nn—-D2*(1+2)"

O Teorema das Colunas do Triangulo de Pascal estabelece a férmula da soma finita
dos nimeros binomiais de uma coluna do triangulo.

(n) <n+1> (n+k> (n—i—k—i—l)
+ +...+ =
n n n n—+1
Como consequéncia do teorema das colunas tem-se o teorema das diagonais do Triangulo
de Pascal
A n+1 . n+2 T n+k\ (n+k+1
0 1 2 ko) k ’
n n+1 n+k n+k+1 n+k+1
+ + ..+ = = :
n n n n—+1 k

Outra consequéncia do teorema das colunas do Triangulo de Pascal é que, para cada
neN=/{1,2,..}, tem-se

pois

k=1

= B [k _(n+1)n(n—1)
k:(k:—l)_2!;<2)— 3 :

k=1

(k+ 1)k = 2! (
k=1

k:—i—l) _nn+1)(n+2)

k=1 2 3 ’
Kk—1)(k—2)=3Y (’;) _(n+ 1)n(n4— 1)(n — 2)7
Y k(k+1)(k+2) _3|i(k§2):n(n+1)(n4+2)(n+3)’

e assim por diante.
Das identidades validas para cada x € R,

?=x(rx—1)+z
?=x(r—-1)(r—-2)+3z(x—1)+2
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vt =x(r —1)(x—2)(z —3) +6x(x — 1)(x —2) + Tz(x — 1) + 2,

cujas provas sao deduzidas sem artificios do seguinte modo:
Admita que

2’ = 2(x—1)(2—2)(z—3)(z—4)+ax(z—1)(2—2)(x—3)+bx(x—1)(z—2) +cx(z—1)+dz,

entao, no caso particular em que x = 1, temos que d = 1; no caso particular em que
xr = 2, temos que ¢ = 15; no caso particular em que z = 3, temos que b = 25 e, no caso
particular em que x = 4, temos que a = 10.

Tem-se que: a soma dos quadrados de n termos

- . " 1)(2n + 1
12+22—|—...+n2:2k2:Zk(k_1)+ k:n(n+ )(2n +1)
k=1 k=1

k=1

a soma dos cubos de n termos
13+23+...+n3:2n:k3:zn:k(k—1)(k_2)+3zn:k(k_1)+zn:k: n(n+1) ?
k=1 k=1 k=1 k=1 2

e o mesmo resultado para 12 + 2% + ... +n? é obtido a partir do bindémio de Newton:
para x € R,
(z+ 1) -2 =42 + 62> + 4z + 1

para x = 1,
2 14 =4.14+6-12+4-1+1

para r = 2,
321 =4.2246-224+4-2+1

e assim por diante, para z = n.

(n+1)*—n*=4n® +6n* +4n + 1

e, assim, somando membro a membro,

4ik3:(n+1)4—1—6ik2—4ik—n.
k=1 k=1 k=1

A técnica de transformar uma somatéria em uma soma telescopica é dada a seguir:
Para x € R, da expressao

(x+ 1Dz —z(x—1) =2z

e, em consequéncia, para cadan € N={1,2, ...},

n

2§:k22[(k+1)k—k(k—1)] = (n+ 1)n.

k=1
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Para x € R, da expressao
(x+Dzx(x—1) —z(z —1)(z — 2) = 3z(x — 1)

e, em consequéncia, para cadan € N= {1,2, ...}

n

3§n:k(k —1) =) [(k+Dk(k - 1) — k(k — 1)(k = 2)] = (n+ L)n(n — 1),

k=1
Paraz e R, x #0, x # —1,
1 1 1

wz+1) z z+1

e, em consequéncia, para cadan € N={1,2, ...},

& 1 & [1 1 } 1
M R ] R
— k(k+1) ~lk k+1 n+1
Paraz e R, 2 # 0, x # —1, x # -2,
2 1 1

zx+1)(x+2) zz+1) (z+1)(z+2)

e, em consequéncia, para cadan € N = {1,2, ...},

n

a 1 1 1 1 1
2;k(k+1)(/€+2) =2 [k(kﬂ) Tkt D)(E+2)]| 2 m+Dmn+2)

k=1
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Capitulo 2

Progressoes Aritmeéticas Reais e
Progressoes (Geométricas Reais

2.1 Progressoes Aritméticas Reais

Uma progressao aritmética real f é uma sequéncia f de nimeros reais, isto é, uma
fungao f cujo dominio de defini¢do é o conjunto N = {1,2,...} dos nimeros naturais
e cujo conjunto de valores é um subconjunto nao vazio do corpo R dos nimeros reais
com a propriedade de que, para cadan € N={1,2,...},

fin+1) = fln) =r

para alguma constante real » denominada razdao da progressao aritmética real.
Segue de imediato da definigdo que, para cadan € N = {1,2,...},

fln+1) = fln) =r
vem, somando membro a membro,
fln+1) = f(1) +nr.

As progressoes aritméticas reais f de primeira ordem sao definidas para cada n €
N={1,2,..} por
f(n) =an+b,

em que a e b s@o nimeros reais com a # 0 e sao, de fato, progressoes aritméticas reais
com razao igual a a, pois, para cadan € N = {1,2,...},

fn+1) - f(n) = a.
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A soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética real f é

F)+FQ) + 4 fln) = gnlfQ) + ()]
pois
FQ)+ F0) = F(2)+ Fn—1) = f(3) + fln—2) = .. = () + F(1).

Uma observagao relevante é que, para uma progressao aritmética real f de primeira
ordem da forma f(n) = an+b, o valor de f no nimero natural n pode ser expressa em
termos de numeros binomiais

s = ("5 ) (M7 e

em que, para cadan € N = {1,2,...},

g(n) = f(n+1) - f(n) =a.

As progressoes aritméticas reais f de segunda ordem sao definidas para cada n €
N={1,2,..} por
f(n) =an®>+bn+c

em que a, b e ¢ sao numeros reais com a # 0. Definindo para cada n € N = {1,2,...}
as sequencias de nimeros reais

gn)=f(n+1)— f(n)=a@2n+1)+b=2an+a+b

h(n) =g(n+1) =g(n) = f(n+2) =2f(n+1) + f(n) = 2a,

o valor de f no nimero natural n é expressa em termos de niimeros binomiais

s = ("5 s+ ("] o+ (75 D

Paracadan € N = {1,2 ...}, asoma S(n) dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética real de segunda ordem ¢é uma progressao aritmética de terceira ordem.
As progressoes aritméticas reais f de terceira ordem sao definidas para cada n €
N={1,2,..} por
f(n) =an®+bn* +cen+d

em que a, b, ¢ e d s2o nimeros reais com a # 0. Definindo para cadan € N={1,2,...}
as sequéncias de niimeros reais

g(n) = f(n+1)=f(n) = a(3n*+3n+1)+b(2n+1)+c = 3an’+ (3a+2b)n+ (a+b+c),

h(n) = g(n+1)—g(n) = f(n+2)-2f(n+1)+f(n) = 3a(2n+1)+(3a+2b) = 6an+(6a+2b)
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k(n)=h(n+1)—h(n)=f(n+3)—3f(n+2)+3f(n+1) — f(n) = 6a,

o valor de f no ntmero natural n é expressa em termos de niimeros binomiais

o= ("5 Y ("7 aw+ (5 e (7

Paracadan € N={1,2, ...}, asoma S(n) dos n primeiros termos de uma progressao
aritmética real de terceira ordem é uma progressao aritmética de quarta ordem.

Exemplo 1 Para cada n € N = {1,2,...}, o nimero f(n) de regides planas deter-
minadas por n retas distintas do plano em posicao geral (duas retas quaisquer nao sao
paralelas entre si e trés retas quaisquer nao se interceptam em um mesmo ponto) tem
como primeiros termos

FO)=2.£(2) =4, f3) = 7. f(4) = 11

f@2)=f(1)=2,f(3) = f(2) =3, f(4) = f(3) =4,
0 que sugere a conjectura que f é uma progressao aritmética real de segunda ordem: o
valor de f no niimero natural n é

s = ("5 Y+ ("D e - s () re -2+ )

1
= §(n2—|—n+2).

Exemplo 2 Para cada n € N = {1,2,...}, o nimero f(n) de regides planas de-
terminadas por n circunferéncias distintas em um mesmo plano em posigao geral (a
interseccao de quaisquer duas circunferéncias distintas apresenta dois pontos diferen-
tes) tem como primeiros termos

) =2, £(2) =4, f(3) = 8, f(4) = 14

f2) = f(1)=2,f(3) = f(2) =4, f(4) = f(3) =6,
o que leva a conjectura que f é uma progressao aritmética real de segunda ordem: o
valor de f no nimero natural n é

s = ("5 e (" e - s (U] ) e -2 + s
=n®—n+2.

Exemplo 3 Para cadan € N={1,2,...}, seja S(n) a soma dos n primeiros termos
da sequéncia cujos primeiros termos sao

1-4,3-7,5-10,7-13,...,

25



entdo, para cadan € N= {1,2, ...},

n n n " 1

S(n) =3 (k- 1)Ek+1) =63 K-> k=Y 1 = alnt a1y "D,
1 k=1

2
e k=1 k=1

Como a soma dos elementos de uma progressao aritmética real de segunda ordem é
uma progressao aritmética real de terceira ordem,

S(n) = (” N 1) S(1)+ (” . 1) 5(2) — 5(1)] + (” ) 1) [5(3) — 25(2) + (1)
+ (” ) 1) 1S(4) — 35(3) +35(2) — S(1)],

com S(1) = 4, 8(2) = 25,5(3) = 75 e S(4) = 166.

2.2 Progressoes GGeométricas Reais

As progressoes geométricas reais de razao real ¢ # 0 s@o as sequéncias f de nimeros
reais com as propriedades:

e Paracadan e N={1,2,..}, f(n) #0

fn+1)
fmy — ¢

Em consequéncia,

f(n) =qf(n—1)=¢""'f(1).

Paracadan € N = {1,2,...}, asoma S(n) dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica real de razao real g # 1 é

Stn)=fU)[1+qg+...+¢" "] =f(1) F——qn_l} .

l—q
2.3 Progressoes Aritmético-Geométricas Reais

As progressoes aritmético-geométricas reais de razao aritmética real r, com r # 0,
e com razao geométrica ¢, com q¢ # 0 e ¢ # 1, sdo as sequéncias de nimeros reais r
definidas para cada n € N = {1,2 ...} por

fn)=la+(n—1)rlg"",
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em que a é um ndimero real igual a f(1) (se r =0, f é uma progressao geométrica real
de razao q e, se ¢ = 1, f é uma progressao aritmética real de razao ).

Para cadan € N ={1,2,...}, a soma S,, dos n primeiros termos de uma progressao
aritmético-geométrica real f é igual a

Sp=a+[a+rlg+a+2rlg® + ... +[a+(n—rlg™
¢Sn = ag +la+7r)¢* +[a+2r]g* + ...+ [a + (n = Dr]g’
e, entao, para q # 1,
1—q"] rq
+
l—q| (-9

Em consequéncia, para cada ¢ € R, com ¢ # 0 e g # 1,

Sn=a [ 51— ng"t + (n —1)q"].

D k" = (k=1 +ng"

k=1 k=1
_ q _ n n+1
e [1—(n+1)¢" +ng"™'].

n

Para o calculo de ZkQQk, em que ¢ é um numero real, com g # 0 e g # 1, é

k=1
utilizada a férmula de somatoéria por partes, dada a seguir:

Sejam F' e G sequéncias de nimeros reais definidas para cadan € N = {1,2,...} por

assim,
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Entao, pela férmula da somatdria por partes apresentada na sequéncia (Subsegao 2.4.1),

> kKq" =) F(k)G(k+1) - G(k)]

= F(n+1)G(n+1)— F1)G(1) — i Gk + 1)[F(k+1) — F(k)]

k=1

q 2 n RN k41
=——|1-(n+1)¢"|+— ¢ (2k+1
Pl D) S ek
= T = )P

2¢? "o oom
—l—W[l—(n—i-l)q +ng"]

2

q n
+(1_q)2[1—q].

2.4 Sequéncias de Numeros Reais

Em geral, sequéncias f de nimeros reais nao apresentam féormulas para o valor de
f no ntmero natural n: por exemplo, a sequéncia p de ntimeros naturais cujo valor
no nimero natural n é o n-ésimo numero natural primo e a sequéncia 7 de nimeros
naturais cujo valor no nimero natural n é a quantidade de niimeros naturais primos
menores ou iguais ao numero natural n nao tem férmulas conhecidas.

A sequéncia harmonica H de ntimeros racionais definida para cadan € N = {1,2,...}

por
1 1

Hn)=1+-+...+=

(n) =145+ +-

e, para cada r € N = {1,2,...}, a sequéncia harmoénica H, de ordem r definida para
cadan € N={1,2 ...} por
1 1
H”(n>:1+§+'”+ﬁ
também sao sequéncias de niimeros reais cujos valores no nimero natural n nao apre-
sentam formulas adequadas. Entretanto, com a férmula da somatoria por partes dada

a seguir, ¢ possivel calcular somatérias envolvendo as sequéncias harmonicas.

Exemplo 1 Para cadan € N = {1,2,...}, seja S a sequéncia de niimeros racionais
definida, para cadan € N = {1,2,...}, por

"L H(k)
S(n) = ; m

Para a obtencao do valor de S no nimero natural n, seja a sequéncia G de ntimeros
racionais com a propriedade de que, para cadan € N ={1,2,...},

1

Gn+1)—G(n)= m,
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o que implica que
1
G(n)=——
(n)=——

e, entao, pela férmula da somatdria por partes,

S(n) =Y H(k)[G(k+1) - G(k)]
G+ DH(m+ 1) — GAYH()
- znj Gk + D[H(k + 1) — H(k)]

Hn+1) < 1
-1 e

n 1 +;(k+1)2
H(n+1)

= {nt1) - n+1

Exemplo 2 Para cada m € N = {1,2,...} fixado, seja S,, a sequéncia de nimeros
racionais definida para cada n € N = {1,2,...} por

Spn(n) = Z (2)1{(@.

k=1

Para a obtencao do valor de S, no nimero natural n, seja a sequéncia G,, de niimeros
racionais com a propriedade de que, para cadan € N ={1,2,...},

G(n+1) — Gp(n) = (”)

Cm(n) = (mi 1>

pela Relacao de Stiefel para nimeros binomiais e, entao,

o que implica que

Sm(n) =Y H(k)[Gr(k + 1) = Gu(k)]
k=1
= Gnn+1)H(n+1) —G,(1)H(1)

- Z Gk + V[H(k + 1) — H(k)]

1 1 [k
(" Y EMm 1) - ——
m -+ 1 m+1k:1 m

_ (:1111) {H(m T1)— %ﬂ}
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pelo Teorema das Colunas do Triangulo de Pascal.

Exemplo 3 Para cada n € N = {1,2,...}, deseja-se obter a férmula da soma S(n)
dos n primeiros termos da sequéncia f de niimeros reais definida para cada n € N =

{1,2,...} por
(=) (2n —1)3

) =
entdo S(1) = £;5(2) = 32;5(3) = &;5(4) = 5 905) = -
Para cada n € N = {1,2,...}, a conjectura é a de que o numerador de S(n) é

(—=1)"*n, enquanto os denominadores dos cinco primeiros termos sio 5,17, 37,65, 101,
cujas diferencgas sao 12, 20, 28, 36, cujas diferengas sdo constantes (iguais a 8), que indica
que os denominadores sao termos de uma progressao aritmética natural de segunda
ordem e, para cada n € N = {1,2,...}, o valor do denominador de S(n) no nimero

natural n é . ) )
n— n— n —
12 —4n® + 1.
5( 0 >+ ( 1 )+8( 9 ) n° -+

Assim, para cadan € N= {1,2, ...},

(=)™

4n? +1

S(n) =

Y

e esta férmula pode ser provada pelo principio da induc¢ao matematica.

Exemplo 4 Para cada n € N = {1,2,...}, o objetivo é a obtencao do valor da
sequéncia S de nimeros naturais definida por S(1) =0 e, para cadan € N = {1,2,...},

n?-1

S(n) = VK],

k=1

em que, para cada x € R, [z] indica o maior inteiro menor ou igual a x.
Entdo, S(1) = 0, 5(2) = 3,5(3) = 13, S(4) = 34, S(5) = 70, S(6) = 125.

Definindo para cada n a sequéncia de niimeros naturais
T(n)=Sn+1)—S(n)
Un)=T(n+1)—T(n)
V(n) = Uln+ 1)~ U(n,)

tem-se que

T(1)=3,7(2) =10,7(3) =21,7T(4) = 36,7(5) = 55
U(l)=7,U(2) =11,U(3) = 15,U(4) = 21

V(1) =V(2)=V(3) =4.
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A conjectura a ser feita é que U é uma progressao aritmética natural de razao 4,
o que implica que T' é uma progressao aritmética natural de segunda ordem e que S é
uma progressao aritmética natural de terceira ordem.

Entao, para cadan € N={1,2,...},

S(n) = <” . 1> S(1) + <” . 1) (1) + (" ) 1) Q)+ <” ) 1> V()

(n—1)(n—2)(n—3)
6

:3(n—1)+;(n—1)(n—2)+4

n(n—1)(4n+1)
G :

2.4.1 A Formula de Somatoria por Partes

Sejam f e g duas sequéncias de nimeros reais. Entao,

FM[9(2) —9()] = [£(2)9(2) = FD)g(1)] — 9(2)[(2) — f(1)]

F@)[9(3) = 9(2)] = [f(3)9(3) — £(2)9(2)] —9(3)[f(3) — f(2)]

e assim por diante até

fn)[g(n+1) —g(n)] = [f(n+Dg(n+1) = f(n)g(n)] —g(n+1)[f(n+1) = f(n)],

dai resulta que
Zf g(k+1)—g(k)] = f(n+1)g(n+1)— Zg (k+1)[f(k+1)— f(k)],

que ¢é a férmula de somatoria por partes.

Aplicacao

Célculo de Z (g) (];)
k=1

Para cada n € N = {1,2,...}, sejam f e g duas sequéncias de nimeros inteiros
definidas por f(n) = (5) e g(n+1) — g(n) = (3); logo, g(n) = (}) e f(n+1) — f(n) =

(n;rl) - (g) =n. Assim,
:1 <§) (§> N i f(k)[g(k +1) — g(k)]

= /(

n +
n+1\ /n+1 _"kk+1
2 6 6 /)
k=1

Dg(n+1) = f(1)g(1) = >_g(k + D[f(k+1) - f(k)]



~ (k+1
Para o calculo de Zk( _6|_ ), sejam as sequencias F' e (G, definidas para cada
k=1

n€N={1,2,...}, por F(n) =n e G(n) deve ser tal que G(n + 1) — G(n) = ("¢,
logo G(n) = (") e F(n+1) — F(n) = 1.
Assim,

n

; k(k ‘g 1) _ ; F(K)[G(k+1) — G(k)]

=F(n+1)G(n+1) - F(1)G(1) = Y Gk +1)[F(k+1) - F(k)]
n+2 "k +2 !
—oen("1) -2 ()

:(n+1)(n47r2) B (n;—B)
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Capitulo 3

Funcoes Aritméticas com Valores
Inteiros

Uma fungao aritmética f com valores inteiros é uma sequéncia f de niimeros inteiros,
ou seja, f é uma funcao cujo dominio é o conjunto N dos nimeros naturais e cujo
conjunto de valores é um subconjunto nao vazio do conjunto Z dos nimeros inteiros.

As secoes 3.1, 3.2 e 3.3 apresentam e estudam trés importantes funcoes aritméticas
com valores inteiros.

3.1 Funcoes Caracteristicas

A funcao caracteristica xy de um subconjunto S do conjunto N dos ntimeros naturais
é a funcao aritmética com valores naturais que é igual a um quando o ntimero natural
n é um elemento de S e é igual a zero quando o nimero natural n nao pertence a S.

A funcao caracteristica xyp do subconjunto P dos numeros primos é a funcao arit-
mética definida para cadan € N= {1,2,...} por xp(n) =1 quandon € Pe xp(n) =0
quando n ¢ P.

As funcoes caracteristicas de subconjuntos do conjunto N dos ntiimeros naturais sao
fungoes aritméticas cujos valores pertencem ao subconjunto {0, 1} de Z. Por exemplo,
a funcao aritmética 6 constante igual a zero é a funcao caracteristica do subconjunto
vazio de N; a funcao aritmética I, constante igual a um é a fungao caracteristica de N
e a fungao aritmética E definida para cadan € N = {1,2,...} por E(n) = 1 quando
n=1eFE(n)=0quandon =2,3,... ¢ a fungao caracteristica do subconjunto unitario
{1} do conjunto dos ntimeros naturais.

3.2 A Funcao Aritmética de Mobius

A fungao aritmética pu de Mobius é a fungao aritmética cujos valores pertencem ao
subconjunto {—1,0,1} de Z e p é definida como

e u(l)=1
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E, para cada n € {2,3,...}

e u(n) = 0 quando n é um multiplo natural de um nimero natural quadrado perfeito
diferente de um (por exemplo, p(4) = u(8) = u(9) = u(16) = u(20) = 0).

e 1(n) = —1 quando n é produto de um nimero impar de niimeros naturais primos
distintos dois a dois (por exemplo, 1(2) = u(3) = u(7) = u(30) = p(105) = —1).

e 1(n) = 1 quando n é produto de um nimero par de nimeros naturais primos
distintos dois a dois (por exemplo, (6) = p(10) = p(14) = p(21) = 1).

3.2.1 Propriedades Fundamentais da Funcao de Mobius
1. Paracadan e N=1{1,2,...},
|1, quandon =1
dZu(d) o {0, quando n € {2,3,...}
em que a somatoria é considerada sobre todos os divisores naturais de n.

2. Paracadan e N={1,2,...},

1, quandon =1

SEP (- 1), e 25

em que a somatoria é considerada sobre todos os divisores naturais de n e p1, pa, ..., Ps

sao os divisores naturais primos de n distintos dois a dois.

3. Para cadan € N = {1,2,...}, Z lu(d)| = 2™ em que w(1) = 0 e, para cada
dln
n€42,3,...}, w(n) é o numero de divisores naturais primos distintos do nimero
natural n.

Demonstracao. seja a fatoragao canonica do niumero natural n distinto de um como
produto de poténcias naturais de todos os divisores naturais primos pq, pa,...,ps do
nimero natural n, ou seja,

___ai, a2 a
n=p; Py ...0s°

em que pi, pa,...,ps € P, subconjunto dos niimeros naturais primos de N e

P1<p2<...<PpDs

S,a1,a,...,as € N={1,2,...}.
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1. Z,u(d) = (1) =1 e, para cada n € {2,3,...}, utilizando a fatora¢do canonica
d1
do nimero natural n distinto de um Entao

S i) = 31y (5)=a-1r=0

dn §=0

pelo Teorema do Bindomio de Newton: para cada x € R e para cadan € N =

{1,2,3,...}, )
L+a)" =) (?)xﬂ

Jj=0

d
2. Z # = (1) =1 e, para cada n € {2,3,...}, utilizando a fatoragao canonica

dj1
do nimero natural n distinto de um, entao, para cada j = {1,2,...,s},
plpi) -1,
P pPj 7
para cada par de nimeros naturais distintos ¢, = {1,2,...,s},
plpip;) 1
pipj  Pipj
para cada terna de nimeros naturais distintos 4, j, k = {1,2,..., s},
w(pipipe)  —1

PiP;iPk B DPiDiPk

e assim por diante, o que resulta

3. Z |(d)| = p(1) =1 e, para cadan € {2,3,...}, utilizando a fatoragao canonica
dj1
do nimero natural n distinto de um, entao

S @] =3 -1 (7) =+ 1 =

dn

pelo Teorema do Bindomio de Newton: para cada x € R e para cadan € N =

1,2,...}, )
I+a)" =) (?)x]

Jj=0
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3.3 A Funcao Aritmética de Euler

A funcao aritmética ¢ de Euler é a funcao aritmética definida como
¢(1) =1

e, para cada n € {2,3,...}, ¢(n) é o nimero de elementos do seguinte subconjunto dos
ndmeros naturais:

{ke{1,2,...,n} : mdec(k,n) =1}

k
que é igual ao nimero de fragoes préprias irredutiveis da forma — com k € {1,2,...,n}
n

com denominador igual a n e numerador igual a k tal que o maximo divisor comum de
kemnél.
Por exemplo, paran € {2,3,...}, ¢(n) <n — 1 e, para cada niimero natural primo

p, ¢(p) =p—1.
Quando tomamos a fatoracao canonica do nimero natural n diferente de um o valor

de ¢ em n ¢ igual a

d
n):nz#

dln

()

devido ao principio da inclusao-exclusao no caso em que o conjunto universo U ¢ definido
como {1,2,...,n} e, para cada j € {1,2,...,s}, o subconjunto A; de U ¢ constituido

por todos os — multiplos naturais de p; e, em sendo assim, para nimeros naturais

dlstlntos 1,] € {1 2,...,s}, o numero de elementos da interseccao A; N A; de A; e A,

é e, para numeros naturais distintos dois a dois 7,7,k € {1,2,...,s}, o nimero de

pipj
elementos da interseccao A; N A; N Ay de A; e Aje Ay é

e assim por diante, o
PiDP;Pk
que resulta que, para cada n € {2,3,...}, o valor de ¢ em n é igual a
d(n) =](AUAU...UA,
= |U| —|A1uA2u U A

_"_Z + Y (_1)8%

pj 1<Z<]<spzp] Pip2 - .- DPs
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3.3.1 Propriedade Fundamental da Funcao de Euler
Para cadan € N={1,2,...}

>od) =Y ¢(5)=n

din din

Demonstracao.

> dld)=o(1) =1

dj1
e, paracadan € N={1,2,...},n# 1,se k € {1,2,...,n}, o maximo divisor comum d
de k e n é um divisor natural de n e a quantidade de nimeros naturais k € {1,2,...,n}
com mdc(k,n) = d, isto é, m = dmy e n = dny com mdc(my,ny) = 1 é, por definicao,
igual a ¢p(ny) = ¢ (%) 0 que mostra que Z ) <g) =n. O

dn

Para cada n € N = {1,2,...} e, para cada nimero natural & € {1,2,...,n}, [%}
indica a quantidade de ntimeros naturais multiplos de k& que sao menores ou iguais ao
nimero natural n, em que [z] para cada x € R é o maior inteiro menor ou igual a z.

Teorema 1. Seja f uma funcgao aritmética com valores inteiros e seja F' uma funcdo
aritmética com valores inteiros definida para cadan € N ={1,2,...} por

F(n) =) f(d).
din

Entao, para cadan € N={1,2,...},

3
3

Demonstracdao. De fato,

3
3

3
a3

I
~
~

S
N~—
—_

ﬁ”
—_
;‘T
—_

3

Il
I
| IS
~
~—
U
S~—

%
Il
—
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Em consequéncia, como, para cada n € N = {1,2,...}, o valor da fun¢do 7 no
nimero natural n que, por definicao, é igual ao niimero de divisores naturais de n, ou

seja,
T(n) = Zl
dn
e, entao,
2n 2n -
S =3 |2
k=1 k=1 L
_i 2n | N - [ 2n ]
k=1t k| putl K k
= - [ 2] +n
k=1t k|

Em consequéncia, como a fungao ¢ no nimero natural n é a soma de todos os
divisores naturais do niimero natural n, ou seja,

o(n)=> d,
dn
entao,
zn: o(k) = Zn: [”] k
k=1 k=1 k
Em consequéncia, pela propriedade fundamental da funcao de Euler,

> 6(d) =n,
d|n

entao,

3
3

k=1 k=

[y

3.4 As Formulas de Inversao de Mobius

e Sejam f e g fungoes aritméticas com valores inteiros de modo que, para cada
neN={1,2,...},

f(n) =2 g(d).

Entao, para cadan € N={1,2,...}, "
g(n) =D ud)f (5) = fldn (%)
djn djn

em que p é funcao aritmética de Mobius.
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e Sejam f e g funcoes aritméticas com valores inteiros de modo que, para cada
neN={1,2,...},

g(n) = D (@) f (%) =3 flan (%)

dln dn

em que p é funcao aritmética de Mobius. Entao, para cadan € N={1,2,...},

f(n) =2 g(d).

dln

Demonstracao. (a) Para cadan € N={1,2,...}, por hipdtese

Son(E) @) =3 |u(5) D gt | =D [gld) D u(dz)

din din dild diln d2|%

e a ultima somatoria apresenta uma unica parcela nao nula: a parcela correspon-
dente a d; = n devido as propriedades da funcao de Md6bius e, assim,

>ou(5) fd) = gn).

dn

(b) Para cadan € N = {1,2,...}, por hipdtese

NOEDS Zu(dﬁl) )| =3 £ S uldy)

dn dn | dild diln d2| g7

e a ultima somatoria apresenta uma tnica parcela nao nula: a parcela correspon-
dente a d; = n devido as propriedades da fun¢ao de Mobius e, assim,

> 9d) = f(n).

dln

Observagao: Para melhor entendimento da ultima somatdria da prova (a), consi-
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dere o caso em que n = 12 e a somatoria

+u(6)[g(1) + g(2)]

+u(4)[9(1) + g(3)]

+1(3)[9(1) + g(2) + g(4)]

+u(2)[9(1) + g(2) + g(3) + g(6)]

+ (1) [g(1) +9(2) + g(3) + g(4) + g(6) + g(12)]
= g(1) [p(1) + u(2) + p1(3) + pu(4) + p(6) + p(12)]
+9(2) (1) + u(2) + u(3) + 1(6)]

+9(3) [1(1) + p(2) + p(4)]

+g(4) [p(1) + p(3)]

+9(6) [1(1) + p(2)]

+9(12) [p(1)]

]

Trés operagoes binarias internas sao consideradas no conjunto A de todas as funcoes
aritméticas com valores inteiros.

A operagao bindria interna de adigao termo a termo de fungoes aritméticas é definida
como: dadas f e g fungoes aritméticas com valores inteiros, a soma f+gde fegéa
fungao aritmética de valores inteiros definida para cada n € N={1,2,...} como

(f +9)(n) = f(n)+ g(n).

Se —f indica a funcao aritmética de valores inteiros definida para cada n € N =
{1,2,...} por

vem que
fH=N=EN+1=10
em que # é a fungao aritmética identicamente nula.

Assim, devido a associatividade e a comutatividade da operacao binaria interna da
adicao, a propriedade de 0 ser o elemento neutro para a adicao, isto é, para cada fungao
aritmética f com valores inteiros f + 60 = 0 + f = f e a propriedade de que, para
cada funcao aritmética com valores inteiros, existe a fungao aritmética —f com valores
inteiros tal que

fH=N=0EhH+1=0
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tem-se que o conjunto das fungoes aritméticas com valores inteiros munido
da operacao binaria interna da adicao é um grupo comutativo.

A operacao binaria interna da multiplicacao termo a termo de funcoes aritméticas é
definida como: dadas duas funcoes aritméticas f e g com valores inteiros, o produto fg
é a fungao aritmética com valores inteiros definida para cada n € N={1,2,...} como

(fg)(n) = f(n)g(n).

Devido a associatividade, a comutatividade da operagao bindaria interna da mul-
tiplicacao e a propriedade de Iy, a fungao caracteristica dos nimeros naturais, ser o
elemento neutro para a multiplicacao, isto é, para cada funcao aritmética f com valores
inteiros

Jlo=1If=f

tem-se que o conjunto das fungoes aritméticas com valores inteiros munido
da operacao binaria interna da multiplicagao é um monéide comutativo e o
conjunto das funcgoes aritméticas f com valores inteiros com a propriedade de
que, para cadan € N={1,2,...}, f(n) € {—1,1} é um grupo comutativo cujo
elemento neutro é a fungao aritmética [, porque, para cada funcao aritmética f
com valores inteiros, ff = Iy.

A operacao binaria interna do produto de convolucao de Dirichlet de funcgoes arit-
méticas ¢é definida como: dadas duas fungoes aritméticas f e g com valores inteiros, o
produto de convolucao de Dirichlet f x g de f e g é a funcao aritmética com valores
inteiros definida para cadan € N = {1,2,...} por

(f *9)(n Zf 9 (%)
:Zf<3)9(d)

em que a somatoria é considerada sobre todos os divisores naturais do nimero natural
n.

Teorema 2. A operacao bindria interna do produto de convolucdo de Dirichlet ¢ asso-
ciativa e comutativa no conjunto de todas as funcgoes aritméticas com valores inteiros.

A funcdo aritmética 7 com valores naturais definida para cadan € N = {1,2,...}
como numero de divisores naturais de n, ou seja,

21_210 10< )

dn

Entao, a funcao aritmética 7 com valores naturais é o produto de convolucao de Dirichlet
Iy x Iy, em que [ é a fungao caracteristica do conjunto dos nimeros naturais, isto é,

T:I()*]().
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A fungao aritmética o com valores naturais definida para cadan € N = {1,2,...}
como a soma de todos os divisores naturais do nimero natural n, ou seja,

;d Z[l 10(>

Entao, a fungao aritmética o com valores naturais é o produto de convolucao de Dirichlet
I x Iy de I e Iy, em que I; é definido para cadan € N = {1,2,...} como I1(n) = n,
isto é,

g = Il*[() = [O*Il-

O produto de convolucao de Dirichlet o x Iy de o e de I é igual ao produto de
convolugao de Dirichlet I1 x 7 de I; e de 7. De fato,

O'*I(]: (]1*10)*10211*(10*10) :Il‘kT.

Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},

Za(d) :nzﬂ

djn djn
A funcao aritmética ¢ de Euler com valores naturais é o produto de convolucao de
Dirichlet I} * p1, em que p é a funcao aritmética de Mobius, isto é,
o=15*pu=pxlI.
De fato, para cadan € N ={1,2,...},

(e m) = Y (5) = S0 (5) nld) = - Zatd) = o(n)
dln din

dln

pela propriedade fundamental da fungao de Euler.

A fungdo caracteristica E do subconjunto unitario {1} do conjunto dos nimeros
naturais é o produto de convolucao de Dirichlet % Iy, em que p é a funcao aritmética
de Mobius, isto é,

E=puxIly=1Iy*pu.

De fato, para cadan € N ={1,2,...},

= nld) = Y"1 (5) = (ux Lo)(n)

dn din

pela propriedade fundamental (a) da fungao u de Mobius.

A funcao caracteristica I, do conjunto N dos nimeros naturais é o produto de
convolucao de Dirichlet yx 7 de u e de 7, em que p é a funcao aritmética de Mdbius.
De fato,

wxT = px(log*xIy) = (puxlo) %Iy = Ex Iy = I.
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Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},
>ould)r (5) =1
dln

A funcao aritmética o com valores naturais é o produto de convolucao de Dirichlet
¢+ T, em que ¢ é a funcao de Euler, isto é,

O=0*T =T*Q.
De fato,
¢*T: ([I*M)*(IO*[O) = ([1*]0)*(/1*[0) = ([1*[0)*E:[1*[0:O'.

A funcao produto I;7 de I1 e de 7 é o produto de convolucao de Dirichlet I x I7.
De fato, para cadan € N ={1,2,...},

Il*ll Z[l [1 (—)-nZl— [17'
dln din

A funcao produto I;7 de I; e de 7 é o produto de convolucao de Dirichlet ¢ x ¢ da
funcao ¢ de Euler e de . De fato,

qb*T:(Il*,u)*(Io*Il)
:Il*.ll

:[1T.

Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},

Zgb ( > = n7(n).

dln

O produto de convolucao de Dirichlet I1 x o de I; e de o é o produto de convolucao
de Dirichlet I17 % Iy de I;7 e de I. De fato,

11*0'211*<Il*]0) = (Il*fl)*lozllT*Io.

Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},

> So(d) =Y dr(d)
din

din

O produto de convolugao de Dirichlet Io x [; de Iy e de I} (em que, para cada
neN={1,2,...}, I(n) =n?) éigual a fungao produto I;o de I, e de . De fato, par
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cadane N ={1,2,...},

= (hLo)(n).

O produto de convolucao de Dirichlet I, x o de I e de o é o produto de convolucao
de Dirichlet (I10) x Iy de I;0 e de Iy. De fato,

IQ*O':IQ*(Il*[Q) = (12*11)*10 :[10*10.
Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},
2
;da(d) - ; (%) o(d).

O produto de convolugao de Dirichlet o x o é igual ao produto de convolucao de
Dirichlet I1y7 x 7 de I;7 e de 7. De fato,

g %0 = (11*10)*(11*[(])
= (11*11)*([0*[0)

=LT*T.

Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},

Za(d)a (g) = ZdT(d)T (%) :

dln dln

Para cadar € N = {1,2,...}, o produto de convolugao de Dirichlet I,. % I,. (em que,
para cadan € N ={1,2,...}, I,(n) =n") é igual a funcado produto I,7 de I, e de 7.
De fato, para cadan € N = {1,2,...},

(I 1)) = Y (D) (5)

din

:nT21

din
— (17)(n).

Para cadar € N = {1,2,...}, o produto de convolugao de Dirichlet o, x o, (em que
o, € a fungao sigma de ordem r) é igual ao produto de convolugao de Dirichlet (I;7) %7
de I)17 e de 7.
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De fato, para cadan € N = {1,2,...},

orx0p = (L. x Iy) * (I % Ip)
= (I, x I,) x (Iy x 1)

= (LT)*T.

Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},

dzjar(d)ar (%) = ZdrT(d)T (g) :

dn

Para niimeros naturais r e s, com r > s, o produto de convolugao de Dirichlet I, % I
é igual a fungao produto Iyo,_,. De fato, para cadan € N ={1,2,...},

(I 1)) = Y L)L ()

dln

Sxi0)

din

=n° Z dr=*

din

= (Iy0,_5)(n).

Para ntimeros naturais r e s, com r > s, o produto de convolucao de Dirichlet I, x o
é o produto de convolugao de Dirichlet (I30,_) * Iy. De fato,

I xos =1, % (Isx Iy)
= (I, x I) x Iy

= [sarfs * Io.

Em outros termos, para cadan € N = {1,2,...},

S o)=Y (%) auld).

din din

A fungao caracteristica E do subconjunto unitério {1} do conjunto N dos nimeros
naturais é o produto de convolugao de Dirichlet A\ x || da fun¢ao A de Liouville (que
estd definida na pégina 44)e da fun¢ao médulo |u| da fungao de Mobius.

De fato, para cada ntiimero natural primop e a € N = {1,2,...},

Ol () = M@ (1) + Al ()
= (1" + (1)
=0.
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Teorema 3 (Teorema da Existéncia e Unicidade da Fungao Inversa de uma Funcao
Aritmética com Valores Inteiros em Relagdo ao Produto de Convolugao de Dirichlet).
Seja f uma fungao aritmética com valores inteiros, tal que f(1) € {—1,1}. Entao existe
uma tnica funcdo aritmética =1 com wvalores inteiros com a propriedade:

frft=ftf=E

em que E € a fungao caracteristica do subconjunto unitdrio {1} do conjunto dos nimeros
naturais.

Demonstracao. A condicao

(f>fHA) =1 =£E1)=1

implica que

a condi¢ao

implica que

a condicao

implica que

a condicao

(ff @ =fOfT @+ QT+ A1) =E4)=0
implica que
FH ) = —fMFRF @)+ F@ )],

assim por diante para cada ntimero natural n € N = {1,2,...} computados os
valores (1), f71(2),..., f'(n); o valor de f~* em n+1 ¢

fi 1) = > fd)f ("“) ,
dln+1,
d#n+1

em que a somatoria é considerada sobre todos os divisores naturais de n + 1, exceto o
divisor natural igual a n + 1. O

No contexto das fungoes aritméticas com valores reais ou com valores complexos, a
Unica ressalva a ser feita é o teorema a seguir.
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Teorema 4 (Teorema da Existéncia e Unicidade da Fungao Inversa de uma Funcao
Aritmética com Valores Reais ou Complexos em Relacao ao Produto de Convolucao de
Dirichlet). Seja f uma fungdo aritmética com valores reais ou com valores complexos,
tal que f(1) # 0. Entdo existe uma tnica fun¢ao aritmética f~1 com valores inteiros
com a propriedade:

[rft= 1T =E

em que E € a fun¢ao caracteristica do subconjunto unitdrio {1} do conjunto dos nimeros
naturais.

Demonstragao. Computados os valores f~1(1), f71(2),..., f~1(n); o valor de f~! em
n+1é

i) =—— | 3 f@)f (”“),

dln+1,
d#n+1

em que a somatoria é considerada sobre todos os divisores naturais de n + 1, exceto o
divisor natural igual a n + 1. O

Corolario 2. Sejam f e g fungoes aritméticas com valores inteiros tais que f(1),g(1) €
{-=1,1}. Entao, a funcao inversa (g x f)~* do produto de convolugiao de Dirichlet de
gxféigualaglxft=f"1txgtemque f~!e g ! sao as funcoes inversas em relacao
ao produto de convolugao de Dirichlet de f e de g, respectivamente.

Outra demonstracao das Férmulas de Inversao de Mobius De fato, f = g«
é equivalente

frp= (g lo)xp=gx(loxp)=g*xE=g.

A funcao inversa 77! em relacdao ao produto de convolucao de Dirichlet da funcao

aritmética 7 com valores inteiros é o produto de convolucao de Dirichlet px u, em que
p é a funcao de Euler, ou seja, para cadan € N = {1,2,...},

= p(d)p (g)

d|n
e, para cada nimero natural primo p e para cada a € N ={1,2,...},

71 (p*) = p(W)up®) + plp)p(p*™)

que éigual a —2 quando a = 1, éigual a 1 quando a = 2 e é igual a 0 quando a = 3,4, . . ..
A funcao inversa ¢! em relacao ao produto de convolucao de Dirichlet da funcao
¢ de Euler é uma funcao artimética com valores inteiros definida para cada n € N =

{1,2,...} por
= u(d)d
din
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e, para cada nimero natural primop e a € N={1,2,...},
¢~ (p") =Y p(d)d
dlp®
= p(1) + plp)p
=1-p
Para cadan € N ={1,2,...},

De fato,
¢71 = (Il */.L)il = /.L[l *Io.
Para cada r € N = {1,2,...}, a funcao inversa o, ' em relagdo ao produto de
convolucao de Dirichlet da funcao aritmética o, com valores inteiros é igual a ul, * u,

em que p é funcao de Mobius e [, é funcao poténcia de ordem 7.
Para cadan € N={1,2,...},

1

Em particular,

o7 n) = > duld)n (%)

e, para cada nimero natural primopea € N={1,2/...},

o (p") = p(V)p(p®) + pr(p)u(*™),

que é igual a —(1 + p) quando a = 1, é igual a p quando a = 2 e é igual a 0 quando
a=3,4,....

Para cada r € N = {1,2,...}, a funcdo inversa I ! em relacio ao produto de
convolucao de Dirichlet ¢ igual a funcao produto ul,. de p e de I, pelo fato de I, ser
uma funcao aritmética totalmente multiplicativa com valores inteiros, dada na préxima
secao.

Para cada nimero natural primo p e para cada a € N = {1,2,...},

7' (p") = p(p) 1 (p%),

que ¢é igual a —p® quando a =1 e é igual a 0 quando a = 2,3, .. ..

O conjunto das funcoes aritméticas com valores inteiros com a operagao
binaria interna do produto de convolugao de Dirichlet é um mondide comu-
tativo, cujo elemento neutro para a operacao do produto de convolugao de Dirichlet é a
funcao caracteristica F do subconjunto unitério {1} do conjunto dos niimeros naturais.
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O conjunto das fungoes aritméticas f com valores inteiros com a proprie-
dade f(1) € {—1,1} com a operagao bindria interna do produto de convolugao
de Dirichlet é um grupo comutativo, cujo elemento neutro é a fungao caracteristica
E do subconjunto unitario {1} do conjunto dos niimeros naturais.

O conjunto das fungoes aritméticas f com valores inteiros com a propri-
edade {f(n) :n =1,2,...} C {—1,1} com a operacao de multiplicacao é um
grupo comutativo, cujo elemento neutro é a fungao aritmética I, constante igual a
um e, para cada f, a funcao inversa de f em relagao a operagao binaria de multiplicacao
é a prépria f.

Como sao validas as leis distributivas da multiplicacao e do produto de convolugao
de Dirichlet em relacao a operacao de adicao, isto é, para f, g, h funcoes aritméticas
com valores inteiros (f + g)h = fh+ghe (f+g)*h= fxh+ gxh, o conjunto das
funcgoes aritméticas com valores inteiros munido das operacoes de adicao e
de multiplicagao é um anel comutativo com elemento unidade e o conjunto das
funcgoes aritméticas com valores inteiros munido das operagoes de adicao e
do produto de convolugao de Dirichlet é um anel comutativo com elemento
unidade.

3.5 Funcoes Aritméticas Multiplicativas

Uma funcao aritmética multiplicativa f com valores inteiros é uma funcao aritmética
com valores inteiros com as propriedades

f)=1

e, para cada par de numeros naturais m e n relativamente primos, isto é, quando o
méximo divisor comum mdc(m,n) é igual a um,

f(mn) = f(m)f(n).

Se f é uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros nao identicamente
nula, existe um nimero natural n tal que f(n) # 0 e, como mde(1,n) = 1,

f(n) = f(n)f(1),

o que implica que f(1) =1 e a condigao f(1) = 1 é redundante na definicao.

Isto significa que, para cada m natural, n # 1, o valor de uma funcao aritmética
multiplicativa f com valores inteiros em n é univocamente determinado pelos valores
de f calculados em poténcias naturais de ntimeros primos.

Quando tomamos a fatoragao canonica do niimero natural n diferente de um, temos

f(n) = fi")fs?) ... f(p5).

A fungao caracteristica ys de um subconjunto S do conjunto N = {1,2,...} dos
ndmeros naturais com as propriedades:
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elcSe

e se a,be S emde (a,b) =1, entdo ab € S

¢ uma funcao aritmética multiplicativa com valores naturais.

Por exemplo, as fungoes caracteristicas F e [, respectivamente, do subconjuto
unitario {1} do conjunto dos nimeros naturais e do conjunto N = {1, 2, ...} dos niimeros
naturais sao fungoes aritméticas multiplicativas com valores naturais e as fungoes carac-
teristicas, respectivamente, dos subconjutos {1,2} e {1, 3,9} do conjunto N = {1,2,...}
dos ntimeros naturais também sao fungoes aritméticas multiplicativas com valores na-
turais. A funcdo caracteristica do subconjunto {1,2,5} do conjunto N = {1,2,...} dos
numeros naturais nao é uma funcao aritmética multiplicativa com valores naturais.

As seguintes funcoes aritméticas também sao funcoes aritméticas multiplicativas
com valores naturais:

1. A funcao aritmética ¢ de Euler cujo valor no niimero natural n, n # 1, é
1
on)=n]](1- 5]

em que o produtério é considerado sobre todos os divisores naturais primos p do
ndmero natural n, e

o(1) = 1.

2. As fungdes o e T cujos valores no nimero natural n sdo, respectivamente, a soma
de todos os divisores naturais e o nimero de todos os divisores naturais do niimero
natural n.

Quando tomamos a fatoracao canodnica do niimero natural n diferente de um

on)=0+pi+...+")A+pa+...+92) ... (1+ps+...+p%)

1 _p¢111+1 1 _pga-&-l 1 _pas+1
o l-p 1-p T 1—p
o(l)=1

(n) = (a1 +1)(ag+1)...(as+1)
=1

(1) =1

T
T

Em consequéncia, 7(n) é um numero natural impar se, e somente se, n é um
nimero natural quadrado perfeito.
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Dessa forma, para cadan € N={1,2,...},
2

[4) = (L) (T3] = I = o

din dln dn dln

e, como H d é um ntimero natural, n”™ é um nimero natural quadrado perfeito.
dln

Para cada r € N={1,2,...},

) ~TIoTI(3) T -

din din dln dln
e, como H d” é um nimero natural, n”™ é um nimero natural quadrado perfeito.
d|n

. As fungoes sigma de ordem superior: para cada r € N = {1,2,...}, a fungao
aritmética o, de ordem r é definida como: para cadan € N={1,2 ...}, n # 1,

:ZdT

dln
=(1+p+...+p1")A+ph+...+py2) ... (T4 pl+ ...+ pl)
gttt ety
1—p} 1—ph 1—pr

quando tomamos a fatoracao canonica do nimero natural n diferente de um
o-(1) = 1.

Em consequéncia, para cada n € N = {1,2,...}, a soma dos reciprocos de todos
os divisores naturais do nimero natural n e a soma dos reciprocos dos quadrados
de todos os divisores naturais do nimero natural n sao, respectivamente,

1 1
ZE nzd nzd__al naQ(n)’

d|n d|n
1
2 2
S = = s T = ) = )
dln dn d|n

e assim por diante sao determinados a soma de todas as poténcias r-ésimas de
todos os divisores naturais de n e a soma de todos os reciprocos das poténcias
r-ésimas de todos os divisores naturais de n.
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4. A fungao aritmética w cujo valor no nimero natural n, n # 1, é o nimero dos
divisores naturais primos p de n.

w(n) = Zl

pln
e
w(l)=0
assim como a funcao aritmética p cujo valor no nimero natural n é igual a
— gw(n)
p(n) =2¢,

5. A fungao aritmética p de Mdbius cujo valor no nimero natural n, n # 1, é

(n) = 0, quando n é um multiplo de um numero quadrado perfeito diferente de um
AR = ( 1)w("), caso contrario

p(l) =1
6. A funcao artimética A de Liouville cujo valor no ntimero natural n é
A(n) = (~1)20)
em que a fungao aritmética () calculada no nimero natural n, n # 1 é igual a

Q(n):a1+a2+...—|—as

Q(1) =0,
quando tomamos a fatoracao canonica do nimero natural n diferente de um.

7. A fungao aritmética v cujo valor no nimero natural n, n # 1, é
vn) =]»
pln

em que o produtério é considerado sobre todos os divisores naturais primos de n.

(1) = 1.

Teorema 5. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma fungao aritmética f
com valores inteiros tal que f(1) = 1 seja uma fungao aritmética multiplicativa com
valores inteiros € que, para niumeros naturais m e n,

f([m,n]) f((m,n)) = f(m)f(n),

em que [m,n] e (m,n) indicam, respectivamente, o minimo maltiplo comum e o mdximo
divisor comum de m e n.
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Demonstracao. Admitindo que f é uma funcao aritmética multiplicativa com valores
inteiros, sejam os nimeros naturais m e n e p1,pa,...,p; a lista de todos os divisores
naturais primos de m e de n; entao,

_ a1 ,,a2 at
m=pypPy.--P
_ b1, b be
n=p; Py Pt

emquet € N={1,2...} eay,as,...,a;,b1,bo,..., b s@o nimeros inteiros nao negati-
vos. Assim, o minimo miltiplo comum [m,n] de m e n é igual a

a1Vbi _a2Vba atVby

[m,n] = pi* "™ ps <Py
e 0 maximo divisor comum (m,n) de m e n é igual a

a1/A\b1 ,_as/A\bs a+ Aby

(m,n) = pi*"" > P,

em que, para numeros inteiros a e b, a V b e a A b sao, respectivamente, o0 maximo e o
minimo dos nimeros a e b.
Dessa forma,

F(lmon]) f((mon)) = FoP") 032 - Fo ) F @) f 5™ ™) . f (™)

Fm)f(n) = f1) ... F@f) FY) - f),
o que mostra que os dois nimeros inteiros acima sao iguais (por exemplo, se a < b,

entao f(p™*) = f(p*) e f(p™°) = f(p*)).

Admitindo a igualdade valida para nimeros naturais m e n
f(m,n]) f((m,n)) = f(m)f(n).
Se (m,n) = 1, entdo [m,n] = mn e, assim,
f(lm,n]) f((m,n)) = f(mn) f(1) = f(m)[(n),
o que prova que f é uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros. O

Teorema 6. Sejam f e g funcgoes aritméticas multiplicativas com valores inteiros.
Entao,

(a) O produto termo a termo fg de f e g € uma fungdo aritmética multiplicativa com
valores inteiros.

(b) O produto de convolugdo de Dirichlet f x g de f e g é uma fungdo aritmética
multiplicativa com valores inteiros.

Veja a prova de (b) abaixo.
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Demonstragao. Como g = (g% f)* f~! e, como g e f~! sao fungoes aritméticas mul-
tiplicativas com valores inteiros, segue, pelo teorema anterior, que g * f é uma funcao
aritmética multiplicativa com valores inteiros. O

Corolario 3. Seja f uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros. Entao,
a funcdo aritmética F' com valores inteiros definida para cadan € N = {1,2,...} por

F(n) =) f(d)
din
é uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros.

Demonstracao.
F = f * [0.

]

Corolario 4. Seja f uma funcao aritmética com valores inteiros e seja F' uma funcgao
aritmética multiplicativa com valores inteiros definida para cada n € N = {1,2,...}

por
F(n) =7 f(d).
dln

Entao f é uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros.

Demonstracao. De F' = f x Iy, pela associatividade do produto de convolucao de Diri-
chlet,

Fxp=(f*xIgy)*p=frx{oxp)=f*xE=Ff
O

Corolario 5. Se f ¢ uma funcao aritmética multiplicativa, entdao f~! é uma funcao
aritmética multiplicativa

Demonstracao. Temos que E = f* f~1 e f sdo funcoes ariméticas multiplicativas, o
que implica que f~! é uma funcao aritmética multiplicativa. O

Corolario 6. Sejam f e g fungoes aritméticas multiplicativas, entao f g é uma funcao
aritmética multiplicativa

Demonstragdo. Temos que f~! é multiplicatica, pelo Coroldrio anterior, e g = (g* f)*
f~1 é multiplicativa, o que implica que gx f é uma funcao aritmética multiplicativa [

Teorema 7. Sejam [ e g funcoes aritméticas com valores inteiros. Se g € uma fungdao
aritmética multiplicativa com valores inteiros e h = f x g € uma func¢ao aritmética
multiplicativa com wvalores inteiros. FEntao f é uma funcgao aritmética multiplicativa
com valores inteiros.
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Demonstracao. Admitindo que f nao é uma funcao aritmética multiplicativa com va-
lores inteiros, existem numeros naturais m e n, com (m,n) = 1, de tal maneira que
o produto mn é minimo tal que f(mn) # f(m)f(n), isto é, para nimeros naturais
my e ny cujo produto min; é menor do que o produto mn, f(miny) = f(mqy)f(ny),
porque o produto mn é maior do que um (se mn = 1, significa que f(1) # f(1)f(1),
o que implica que f(1) # 1 e, entdo, h(1) = f(1)g(1) = f(1) # 1, o que contraria a
hip6tese de que h é uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros). Entao,
h(mn) # h(m)h(n). De fato,

b = (5 < 9)mn) = 3 1) (")

dlmn

- |Z flablg (55) + Flmn)g(1)
b|n,7

= > r@f®g () g(3) + fomn)
alm,
bln,

m

= > f@g (Z)| |22 B9 ()| = Fm)fn) + fmn)
alm bn

e, como f(mn) # f(m)f(n), h(mn) # h(m)h(n), o que contraria a hipétese de que h é

uma func¢ao aritmética multiplicativa com valores inteiros.

]

Teorema 8 (Teorema da Funcao Inversa em Relagao ao Produto de Convolugao de
Dirichlet de Fungoes Aritméticas Multiplicativas com Valores Inteiros). Seja f uma
funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros. Entdo a funcao inversa f=! de
f, se existir, em relacdo ao produto de convolucao de Dirichlet € uma func¢ao aritmética
multiplicativa com valores inteiros.

Demonstracao. Como f~'xf = E e, como E e f sao funcoes aritméticas multiplicativas
com valores inteiros, pelo teorema anterior, a funcao f~! é uma funcao aritmética
multiplicativa com valores inteiros.

]

3.6 Funcoes Aritméticas Totalmente Multiplicati-
vas com Valores Inteiros

Uma funcao aritmética totalmente multiplicativa f, com valores inteiros, é uma
funcao aritmética com valores inteiros tal que f(1) = 1 e, quando m e n sdo nimeros

naturais, f(mn) = f(m)f(n).
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Isto significa que, para cada n natural, n # 1, o valor de uma funcao aritmética
totalmente multiplicativa f com valores inteiros é univocamente determinado pelos
valores de f calculados em nimeros naturais primos.

Quando a fatoragao canodnica do nimero natural n diferente de um como produto
de poténcias naturais de todos os divisores naturais primos pq,po,...,ps do nimero
natural n, ou seja,

n=pi'py’ ... p5°

em que pi, pa,...,ps € P, subconjunto dos niimeros naturais primos de N e

P <p2 <...<Dps

s,a1,0z,...,0, € N={1,2,.. .},
f(n) = f(p1)™ f(p2)™ ... f(ps)™.

A funcao caracteristica x(.5) de um subconjunto S do conjunto N = {1,2,...} dos
ntimeros naturais com as propriedades:

e 1esS.

eacSebeSsabe S.

é uma funcao aritmética totalmente multiplicativa com valores naturais.

A funcao caracteristica yo do subconjunto O dos ntimeros naturais impares é uma
funcao aritmética totalmente multiplicativa com valores naturais.

A funcao caracteristica xg do subconjunto E dos nimeros naturais pares nao é uma
funcao aritmética totalmente multiplicativa com valores naturais:

xe(6) # xe(2)xe(3)

assim como a funcao caracteristica x¢ do subconjunto ) dos niimeros naturais que sao
quadrados perfeitos:

xXQ(4) # xe(2)xq(2).

As seguintes fungoes aritméticas também sao fungoes aritméticas totalmente multi-
plicativas com valores naturais:

1. As fungoes caracteristicas E e Iy, respectivamente, do subconjunto unitario {1}
e do conjunto N = {1,2,...} dos nimeros naturais sao fungoes aritméticas total-
mente multiplicativas com valores naturais.

2. A funcao poténcia de ordem superior: para cada r € N = {1,2,...}, a fungao
poténcia de ordem 7 I, é definida como: para cadan € N ={1,2,...} e [.(n) =

n?‘
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Teorema 9. Seja f uma funcao aritmética com valores inteiros. Uma condi¢do ne-
cessdria e suficiente para que f seja uma funcdao aritmética totalmente multiplicativa
com valores inteiros € que a funcdo inversa f~* de f em relagdo ao produto de revolugdo
de Dirichlet € tal que, para cadan € N = {1,2,...}, f~1(n) = u(n)f(n), em que p € a
funcao aritmética de Mobius.

Demonstracao. Admitindo que f é uma funcao aritmética totalmente multiplicativa
com valores inteiros. Para cadan € N = {1,2,...},

(1f * f)(m) = S ud)f(@)f (%)

din
= f(n) Y uld)
din
= f(n)E(n)
= E(n).
Admitindo que a funcao inversa f~! em relacao ao produto de convolucao de Diri-

chlet é igual a funcao produto uf de p e de f.
Para cada nimero natural primo p,

(uf > f)(*) = E(p*) =0

e, assim,
que é equivalente a

de modo anélogo,
f@°) = (f(0)°

e assim por diante, o que prova que f ¢ uma fungao aritmética totalmente multiplicativa
com valores inteiros. O

A funcdo inversa I, ! em relagdo ao produto de convolucdo de Dirichlet da funcio
caracteristica [y do conjunto dos nimeros naturais ¢ igual a fungao produto uly de p e
de Iy e, para cada r € N = {1,2,...}, a fungdo inversa I.! em relagao ao produto de
convolucao de Dirichlet da funcao poténcia I, de ordem r é a funcao produto ul,.

Em consequéncia,

o It =pulyt =
e Paracadar e N={1,2,...}, 7' = ul,;

e A funcao inversa A\~! da funcao aritmética totalmente multiplicativa A de Liouville
éigual a A7 = p.
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3.7 Funcoes Fortemente Multiplicativas com Valo-
res Inteiros

Uma funcao aritmética fortemente multiplicativa f com valores inteiros é uma fungao
aritmética multiplicativa com valores inteiros com a propriedade: para cada numero
natural primo p e para cada nimero natural a € N = {1,2,...},

f(") = f(p)

As fungoes seguintes sao fungoes aritméticas fortemente multiplicativas com valores
inteiros:

1. A fungao v é uma fungao aritmética fortemente multiplicativa com valores natu-
rais, pois 7(1) = 1 e, para cada nimero natural n, n # 1,

vn)=1]p
pln

em que o produtoério é considerado sobre todos os divisores naturais primos do
nimero n.

2. A fungao p, definida para cadan € N = {1,2,...}, por

pn) =220 =% " |u(d)]

dln

em que p é a funcao de Mobius e w é a funcao aritmética com valores naturais
definida como w(1) = 0 e, para cadan € N ={2,3,...},

w(n) = E 1
pln
que é o numero de divisores naturais primos distintos do niimero natural n.

3. Se f é uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros, entao a fungao
g, definida para cadan € N ={1,2,...}, por

g(n) = p(d)p(d) f(d) = p(1)p(1) f(1) + p(p)(p) f ()

dlp®

= > u(d)u(d)f(d)

dlp

é uma funcao aritmética fortemente multiplicativa com valores inteiros.
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Seja f uma funcao aritmética multiplicativa com valores inteiros, entao, para cada
namero natural n,

S f(d)=1->fp)+ D> f@)fp)+. .+ (=) F)f(p2) .- fps)
d|n j=1

1<i<j<s

=[]0 - rw)

e, no caso particular,

> ude(d) =T[1-om) =]]@-p.

dn pln pln

3.8 Outras Propriedades da Funcao de Euler

Propriedade 1. Para cada n € {3,4,5,...}, ¢(n) é um nimero par.
Quando n =27 € {3,4,5,...}, ¢(n) = ¢(27) = 2771

Quando n tem pelo menos um fator primo impar

om) =n [ = 2 T[w-1)

pln

¢ um numero natural.

¢ o niimero par, pois H(p — 1) é um ntmero par e
pn p

pln
d
¢(d)

Propriedade 2. Para cada m,n € N = {1,2,...}, ¢(mn) = ¢(m)p(n)
d = (m,n)

em que




d
¢(d)
lembrando que os divisores primos do produto mn ou sao divisores primos de m e

nao de n ou sao divisores primos de n e nao de m ou sao divisores primos de m e n
simultaneamente.

= ¢(m)¢(n)

Propriedade 3. Para cada m,n € N={1,2,...} se m|n entdao ¢(m)|¢p(n)

Se m|n entao existe ¢ € N = {1,2,...,n} tal que n = gm. Se m = 1 entédo
o(m) = ¢(1) = 1 divide ¢(n). Se d = (¢, m) entdo
d

p(n) = ¢(gm) = ¢(Q)¢(m)m

O principio de indugao completa aplicado ao conjunto X = {n € N = {1,2,...} :
mln — ¢(m)|p(n)} prova o resultado pois a hipétese de inducao é que 1 € X,2 €
X,...,(n—=1) € X e, comoqge N={1,2,...,n—1}, ¢ € X o que significa que, por
hipétese, ¢(d) divide ¢(q) e, logo,

¢(d)

em que d——=¢(q) é um nimero natural.

¢(d)

Propriedade 4. Seja p um nimero natural primo impar com a propriedade de que
2p + 1 também é um ndmero primo. Entao ¢(4p + 2) = ¢(4p) + 2

Como p é um ndmero primo fmpar (p,4) = 1 e, como ¢ é uma fungao aritmética
multiplicativa,
¢(4p) = ¢(4)(p) = 2(p — 1)
Como 2p + 1 é um nimero primo fmpar (2p + 1,2) = 1
¢(4p+2) = 0(2)(2p + 1) =
=2p=2(p—1)+2=0¢(4p) +2
Propriedade 5. Sen € N={1,2,...,n} entdo ¢(8n +4) = 2¢(4n + 2)
Como (2,8n +4) =2

(80 +4) = $(2)p(dn + 2)% — 26(4n + 2)

Note que ¢(4) = 2¢(2)

Propriedade 6. Se a,b € N = {1,2,...} sdo tais que a divide b, entao ¢(a’n + ab) =
ap(an + b) e ¢p(abn + a*®) = agp(bn + a)
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De fato, ¢(a’n+ab) = ¢la(an+b)] = ¢(a)p(an+b)

¢?a) = a¢(an+b), pois a = (a, b).
E ainda, ¢(abn + a?) = ¢la(a+bn)] = ¢(a)¢p(a + bn)i = a¢p(a+bn), pois a = (a, b).

¢(a)
Propriedade 7. Se n € N = {1,2,...} é da foorma n = 2°F} - F5 - ... - F, em que
a € {0,1,2,...} e F,F,,..., F, sdao numeros primos de Fermat, entdao ¢(n) é uma

poténcia de 2.

Temos que, [} =22 +1, [, = 22° 4 1, ..., F, =22 +1 sao primos. Assim

o(Fy) = 2?
O(Fy) = 2%
o(F,) =2%

e ainda
1

$(2%) = 2* (1 — 5) =201

Propriedade 8. Se n € {2,3,...}, entdo 2*(™~! divide ¢(n) em que w(n) é o nimero
de fatores primos distintos de n

Sen € {2,3,...}, considerando a fatoracao canonica de n em fatores primos distintos

T el ()

- ]m(pl —Dp2—Dps—1)...(ps — 1)

Caso p; = 2, o produto (p; — 1)(p2 — 1)(p3 — 1)...(ps — 1) é multiplo de 257 o que
implica que ¢(n) é multiplo de 25~! = 2%(~1 Caso p; # 2, o produto (p; — 1)(pz —

1)(ps —1)...(ps — 1) é multiplo de 2°, o que ocorre implica que ¢(n) é multiplo de
9s—1 _ 2w(n)—1

3.9 Uma Generalizacao da Funcao de Euler

Seja P uma funcao polinomial cujos coeficientes sao niimeros inteiros e, para cada
neN=/{1,2,3,..}, seja

n

k=1
(n,P(k))=1

Como ¢p(1) = 1, para provar que ¢p é uma fungdo aritmética multiplicativa com
valores naturais, sejam m,n € {2,3,4,...}, com (m,n) = 1, e escrevam os primeiros mn
nimeros naturais na forma
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1 2 (m—1) m
m+1 m+ 2 m+ (m—1) m+n

(m—=1m+1 (n—1)m+2 :(n—l)m—l—(m—l) ;lm

e existem ¢p(mn) numeros naturais k € {1,2,...,mn} com (nm, P(k)) = 1.

Em cada uma das linhas da tabela, existem ¢p(m) niimeros naturais k € {1,2, ..., mn}
com (m, P(k)) = 1.

Em cada uma das colunas existem ¢p(n) nimeros naturais k& € {1,2,...,n} com
(n,P(k)) = 1.

Em consequéncia, entre os mn primeiros nimeros naturais existem ¢p(m)op(m)
nimeros naturais k € {1,2,...,mn} tal que (m, P(k)) = (n, P(k)) = 1, isto é, (nm, P(k)) =
1 o que permite a conclusao de que

pp(mn) = ¢p(m)pp(n)

quando m,n € N={1,2,3,...} com (m,n) = 1.

Como ¢p é uma funcao arirtmética multiplicativa com valores naturais, para o
célculo de ¢p(n) quando n € N = {1,23,...}, basta o cdlculo de ¢p(p®) em que p é um
nimero natural primo e a € N ={1,2,3,...}

(-3

em que b, ¢ o nimero de valores P(1), P(2), ..., P(p) que sao divisiveis pelo nimero
primo p. Em consequéncia, para cadan € N={1,2,3,...}

op(n) = ”g (1 - %p)

Como uma aplicagao do resultado acima, para cada n € N ={1,2,3,...}, o nimero
de termos da sequéncia
1-2,2-3,3-4,...,n-(n+1)

que sao relativamente primos com n é igual a

(-

p|n
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onde P(1)=1-2, P(2)=2-3,.., P(p—1)=(p—1)-p, P(p)=p-(p+1).
E, para cadan € N= {1,2/3,...}, o nimero de termos da sequéncia

1-2:3,2-3-4,....n-(n+1)- (n+2),

que sao relativamente primos com n, é igual a

(-

quando n é um nimero natural impar e é igual a zero quando n é um nimero natural
par.

3.10 A Foérmula de Contagem dos Polinémios Monicos
Irredutiveis de Grau N com Coeficientes em
um Corpo Finito

Uma das aplicagoes importantes das férmulas de inversao de Mobius ¢é a formula da
contagem do numero de polinomios irredutiveis (polinémios que nao sao produtos de
dois polinémios com graus maiores ou igual a um) monicos (polinémios com coeficientes
dominantes um) de grau n cujos coeficientes sao elementos de um corpo finito de p
elementos (p é um nimero natural primo).

Por exemplo, para cada nimero natural primo p, Z, = {0,1,...,p — 1} com as
operacoes usuais de adicao e de multiplicacao é um corpo finito com p elementos: a
soma de dois elementos em Z, é o resto da divisao por p da soma comum dos dois
numeros e o produto de dois elementos de Z, é o resto da divisao por p do produto
comum dos dois nimeros.

Para a obtengao da férmula da contagem do niimero N (n) de polinémios irredutiveis
monicos de grau n com coeficientes em um corpo finito com p elementos, considere a
enumeracao de todos os polindmios irredutiveis monicos cujos coeficientes pertencem
ao corpo finito:

p1(z), p2(x), p3(x), . ..

cujos graus sao respectivamente os nimeros naturais di, ds, ds, . . .. Para cada sequéncia
de numeros inteiros nao negativos ji, j2, J3, . . . de modo que, exceto para um nimero
finito de termos da sequéncia, os demais termos da sequéncia sao nulos é construido
um polindomio monico
p(x) = pr(x)" pa(x)ps(x)” ...
e, pelo teorema da fatoragao unica de um polindbmio em polinomios irredutiveis, fica
determinada uma correspondéncia biunivoca entre polindbmios monicos de grau n com
coeficientes no corpo finito e sequéncia de nimeros inteiros nao negativos ji, jo, js, . - -
sequencias estas em todos os termos sao nulos, exceto para um niumero finito deles, tal
que
n:d1j1+d2j2+d3j3—|—

63



O numero de polindomios monicos de grau n com coeficientes em um corpo finito de
p elementos € igual a p", que é o coeficiente de 2" na expansao formal

(1—px) ' =1+pr+p*a*+. .. +pa"+....

O numero de sequéncias de nimeros inteiros nao negativos ji, ja, j3,... com n =
dij1 + dojo + d3jsz + ... é o coeficiente de 2™ na expressao formal

(14+2% + 22 )1+ a2 2?2 ).

o que leva a conclusao de que

o0

(1 —px)—l _ H(l i xdj>—1 _ H<1 . xd)_N(d),

j=1 d=1

lembrando que N(d) é o numero de polindmios irredutiveis monicos de grau d com
coeficientes no corpo finito de p elementos.

Considerando o logaritmo em ambos os membros, sabendo a expansao forma do
logaritmo

1 1 1
log(l_ ):z+522+§z3—|—...,
obtem-se ’
LI DT) D
n=1 n d=1 7=1 ‘7

A comparacao dos coeficientes em x"
=2 N
n d
» /

ou

= dN(d)
din

e, pela formula da inversao de Mobius,

= % > u(%)pd,

din

0 que mostra que, para cada nimero natural n, hd um nimero N(n) nao nulo de
polindmios irredutiveis monicos de grau n com coeficientes em um corpo finito de p
elementos.

O nimero de polinomios irredutiveis monicos de grau n com coeficientes no corpo
finito Z, (p ¢ um nimero natural primo) é dado abaixo para alguns valores de n e p.
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e Casop=2

N(m) = 3 (2!

N(1) = u(ld)z1 =2

N() = 5 [1()2 + u(2)2'] =1

N(3) = %[N(l)f’ +u(3)2'] =2

N() = 3 [(1)2* + (22" + p(4)2"] =3
e Casop=3

Nemy == S ()3

N(1) = u(ld;él =3

N(2) = 3 [(1)8 + pu(2)3'] = 3

N(3) = 3 [n(1)3° + n(3)3] =8

N() = ()3 + p(2)3 + p(4)3'] = 18

O numero de polindomios irredutiveis monicos de grau um e de grau dois, com coe-
ficientes no corpo R dos nuimeros reais, é infinito; no entanto, o niimero de polinomios
irredutiveis monicos de grau superior a dois, com coeficientes reais, é nulo, isto é, nao
existem polinomios irredutiveis de grau superior a dois com coeficientes reais.

O numero de polinomios irredutiveis monicos de grau um com coeficientes no corpo
C dos nimeros complexos, ¢ infinito; no entanto, o nimero de polinomios irredutiveis
monicos de grau superior a um, com coeficientes complexos, é nulo, isto é, nao existem
polinémios irredutiveis de grau superior a um com coeficientes complexos.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

O objetivo desse trabalho foi associar conteiiddos matematicos de ensino fundamental,
ensino médio e graduacao.

No primeiro capitulo, sugerimos a ligagao de trigonometria (apresentado no primeiro
bimestre da segunda série do ensino médio) com triangulo de Pascal e Binémio de New-
ton (apresentados no terceiro bimestre desta mesma série), onde observamos que cada
linha do triangulo de Pascal pode ser obtida a partir dos niimeros binomiais e o con-
junto de ntimeros presente em cada uma das linhas se encontra na soma trigonométrica
de arcos (duplos, triplos, e assim por diante).

Tendo em vista que a primeira ideia de soma finita é dada no ensino fundamental
(mais expecificamente no oitavo ano), temos facilmente a associagdo com progressoes
aritméticas e geométricas (ministrado no primeiro bimestre do primeiro ano do ensino
médio) apresentado no segundo capitulo deste trabalho. Continuando nesta mesma
linha de raciocinio, é possivel agregar com o conjunto de ideias de fungoes (oferecido
ao primeiro ano do ensino médio, no segundo bimestre).

Por fim, ainda com o pensamento ligado a fungoes, apresentamos fungoes aritméticas
com valores inteiros, também associado a Teoria dos Numeros, conectando, de certa
forma, todos os assuntos aqui relacionados.

Consideramos de extrema importancia essas correlagoes de conteidos para desca-
racterizar a idealizagao dos alunos de que a matematica ¢ desvinculada e segmentada.

De modo a exemplificar, faremos alguns calculos para o nimero natural 1000. Para
isso, consideremos sua fatoracao: 1000 = 2353, onde p; = 2, p» =5, €1 = 3 = ey

1. O numero de divisores de 1000

7(1000) = (3 + 1)(3+1) = 16

2. A soma dos divisores de 1000

1— 2341\ /11— 53+
JGMM):( — )( T ):23@

3. A soma dos quadrados dos divisores de 1000

1— 22(3+1) 1 — 52(3+1)
aﬂmsz( — )( ——

) = 24.902.280
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. A soma dos cubos dos divisores naturais de 1000

1 — 23(3+1)) (1 _ 53(3+1)

03(1000) = < 13 15 ) = 249.938.963.820

. A soma dos reciprocos dos divisores de 1000

1
—5(1000) = 2, 34
5057 (1000) = 2,340

. A soma dos reciprocos dos quadrados dos divisores de 1000

1000) = 24,9022
0572 (1000) = 24,902280

. A soma dos reciprocos dos cubos dos divisores naturais de 1000

= 2
g 72(1000) = 249, 938963820

. O namero de fragoes irredutiveis préoprias cujo denominador é 1000

1 1
¢(1000) = 1000 (1 — 5) (1 — 5) =1000-0,5-0,8 =400
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