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Resumo

Este projeto visa desenvolver um método diferenciado para se ensinar o assunto de geome-
tria espacial no ensino médio, para tanto sera introduzido desde aulas que ensinam desenhos
em perspectiva, até a utilizagdo de um software cujos objetivos serdo aprimorar o saber es-
pacial do aluno, tendo em vista que o mesmo s6 tem contato com as figuras espaciais ao
iniciar este estudo, entdo se pretende apresentar esta nova metodologia de ensino e acreditar
em sua eficicia como nova ferramenta de trabalho para os professores, no ensino desse ramo

da Matematica que estd um tanto quanto deficiente.

Palavras-Chave: Perspectiva, Software, Geometria Espacial.



Abstract

This project aims to develop a different method to teach the subject of spatial geometry in
high school, both to be introduced from classes that teach perspective drawings, by the use of
a software whose objectives will enhance the student’s learning space in order that it only has
contact with the spatial figures to start this study, so if you want to submit this new teaching
methodology and believe in its effectiveness as a new business tool for teachers in teaching

this branch of mathematics that is somewhat deficient .
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Introducao

O objetivo desta dissertacdo, considerando os propositos do programa PROFMAT, é de-
senvolver uma abordagem diferenciada para se trabalhar o assunto de geometria espacial no
ensino médio, neste trabalho pretende-se acrescentar ao curriculo do aluno do ensino médio
uma introdu¢do de uma disciplina que deixou de fazer parte do mesmo (desenho técnico),

mas, que, no entanto é fundamental para o aprendizado de geometria espacial.

No primeiro capitulo sera apresentado um processo que visa desenvolver desenhos em pers-
pectiva e identificar os elementos do mesmo. No capitulo seguinte, pretende-se aprofundar
esta percepcdo do espaco, além de aproximar os alunos de softwares que auxiliam na apren-
dizagem, neste, apresentaremos o software Calques 3D, que além de facilitar a visualizagao
em 3D (espaco) das principais figuras estudadas, também proporciona aos alunos que efetuem
a construgdo das mesmas aprofundando assim a nogdo espacial que os alunos precisam para

este estudo.

No terceiro capitulo pretendemos complementar a visdo espacial adquirida pelos alunos
com os trabalhos dos capitulos anteriores, com a apresentagdo de uma pequena aula seguida
de alguns exemplos relacionados ao tema projecoes ortograficas no que diz respeito as vistas

frontal, superior e lateral.

No quarto capitulo faremos uma explanacgdo das principais figuras estudadas nas escolas
nos dias atuais, que sdo os prismas, a piramide, o cilindro, o cone, a esfera, os troncos de cone
e de piramide. alguns sélidos de revolucdo e ainda alguns casos de inscri¢do e circunscri¢ao
de solidos. O diferencial neste capitulo serd a forma como os problemas serdo abordados, pois
neste trabalho espera-se do professor selecionar alguns exercicios que venham a desenvolver a

visdo espacial outrora desenvolvida nos capitulos anteriores.

E por fim, no quinto capitulo, destacaremos alguns exercicios retirados dos livros atuais,
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Objetivos 1

além de questdes dos principais vestibulares existentes no pais, exercicios estes que se trabalha-
dos segundo uma sequéncia apropriada fardo os alunos desenvolverem completamente a visao
do espago que os cerca, e mais, estes virdo confirmar que sem possuirem tal visdo espacial,
os mesmos nao teriam como resolvé-los, mas, que, no entanto com esta nova abordagem nao
terdo mais esta dificuldade, confirmando assim que o modelo proposto tende a ser eficaz e

devera ajudar a diminuir a deficiéncia na aprendizagem da geometria espacial.



Objetivos

Despertar nos alunos a noc¢do de espaco e forma fazendo-os perceber que ao projetar uma
imagem 3D visivel e perceptivel em 2D havera uma falsa alteragdo na forma de algumas partes
da figura, isto acontece devido a uma ilusdo otica causada pelo afastamento de elementos da
figura em relacdo ao observador o qual é denominado de ponto de fuga.

Aprofundar as nocdes de perspectiva e apresentar a ideia de planificacio com uso do
calques 3D, vez que o mesmo permite a constru¢do e manipulagdo de maneira simples objetos
em 3D.

Utilizar os conhecimentos adquiridos na nova abordagem para a compreensdo total do

conteido de geometria espacial.

12



Referencial teorico

Muitas sdo as areas da matematica em que é comum os alunos terem alguma dificuldade
de aprendizagem porem em toda a minha vida como docente percebi que em sua maioria esta
dificuldade encontrava-se bem acentuada no assunto de geometria espacial, logo em minhas
primeiras aulas nas quais lecionei tal assunto, notei que praticamente todos os alunos tinham
dificuldade na compreensdo das principais figuras espaciais trabalhadas na maioria dos livros
didaticos e vendo isto, passei a caprichar um pouco mais nos desenhos das figuras que fazia no
quadro afim de diminuir estas dificuldades porem ano apés ano esta tormenta continuou, por
vezes busquei recursos para sanar este problema mas em um mesmo numero de vezes falhei,
indaguei se isto ndo era porque os mesmos ndo tinham interesse em aprender este ramo da
matemaética ou se os meus métodos é que nao estavam surtindo os efeitos esperados, pois bem,
ap6s algum tempo meditando lembrei que na minha época como estudante secundarista, ndo
tive grandes dificuldades em aprender esta area da matematica e passei a me perguntar porque
compreendi sem problemas este assunto sendo que o Unico recurso de que os professores
dispunham na época eram o quadro e giz, porém mesmo agora utilizando diversos recursos, os
alunos ndo conseguem entender este tema? Foi entdo que algo me veio a mente e descobri o
que acredito ser o real motivo pelo qual os alunos ndo conseguem absorver tal conhecimento,

enquanto que os alunos dantes conseguiam mesmo com as limitagdes de recursos.

Pois bem, se nos remetermos ao conteido programéatico das disciplinas vistas em um
passado ndo muito distante (a0 qual eu fazia parte como estudante) veremos que uma das
disciplinas comum a todos os cursos do antigo 2° grau e cursos técnicos e que era denominada

de desenho técnico, deixou de ser disciplina obrigatoria na educagdo basica como consta;

(Ao ser implantada a Reforma Curricular, no final da década de 90, que
extinguiu os Cursos Técnicos Regulares, separando-os em Ensino Médio e

Ensino Técnico, a disciplina de Desenho Técnico deixou de existir como bésica

13



14 Referencial tedrico

para todos os cursos. O curso técnico foi dividido em moédulos semestrais.
(... Nesta mesma época, as escolas de ensino fundamental e médio, com
raras excegdes, cada vez mais deixavam de oferecer a disciplina de desenho
geométrico...).(uma metodologia para o ensino de desenho com auxilio da
tecnologia da informacéo) Claudia Barroso Vasconcellos, Maria Luisa de Castro
Peixoto Rangel, CEFET- Campos Centro Federal de Educacdo Tecnolégica de

Campos - CursoTécnico de Construcdo Civil. p.2.

Esta disciplina tinha varios objetivos dentre eles o de Representar graficamente sélidos
geométricos através de perspectiva Isométrica, ou seja, fazer com que o aluno ao visualizar um
objeto em 3D (espago) pudesse desenha-lo em perspectiva no plano (2D) e mais destacar as
vistas frontal, superior e lateral, o aluno que concluia esta disciplina com éxito ndo deveria ter
dificuldade em perceber os elementos da geometria espacial, uma vez que ja teriam uma base
consolidada do tema, e o principal ao meu ver, conseguiam manipular objetos tridimensionais
em suas mentes. Desta forma ao estudar e compreender o contedo de geometria plana, o
entendimento de geometria espacial viria como consequéncia.

Como se nido bastasse terem retirado a disciplina de desenho técnico do entdo antigo 2°
grau, tornando-a quase que exclusivamente dos cursos técnicos, o que veio a se concretizar
apos alguns anos, a coisa se tornou ainda pior com a promulgacdo da lei de diretrizes e bases
em 11 de agosto de 1971 que deixava a cargo de cada professor a montagem de seu cronograma

de acordo com suas necessidades como consta no artigo 4%, paragrafo 12 inciso ii;

“Os Conselhos de Educagdo relacionardo, para os respectivos sistemas de
ensino, as matérias dentre as quais podera cada estabelecimento escolher as
que devam constituir a parte diversificada". Citado por 1 (Lei de Diretrizes e

Base de 1971-Lei 5692/71 | Lei no 5.692, de 11 de agosto de 1971).

Com esta liberdade de escolha muitos professores de matematica deixavam o assunto de
geometria para o final do ano letivo, talvez pelo fato de ndo possuirem dominio sobre o tema
e provavelmente para poderem assim dizer que o contetido ndo havia sido dado por falta de

tempo, pois assim vemos que.

Gazire (2000), em sua pesquisa, concluiu que muitos professores sequer pos-
suiam os conhecimentos necessérios para a realizacdo de suas préticas peda-

gogicas e observou que grande parte dos livros didaticos excluia qualquer tipo
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de aplicagGes praticas e, ou, reduziam-se a “meia dtzia de férmulas banais do

mundo fisico" (GAZIRE, p. 37).

Muitas foram as consequéncias desta lei para o ensino da geometria no Brasil e as justifi-
cativas dos professores por ndo ensinar a mesma nas escolas, mas, independente dos motivos
apresentados pelos docentes, o fato é que esta disciplina quase desapareceu do curriculo do
aluno o que s6 agravou o entendimento dos mesmos.

De acordo com Gomes (2007) uma pesquisa recente identificou e analisou as tendéncias
didatico-pedagogicas para o ensino de Geometria no Brasil e identificou que a experimentagao
da geometria ressalta o aprendizado. E ainda que é fundamental insistirmos na exploragao
visual, pois esta estimula os alunos, mas que néo é suficiente para caracterizar inteiramente o
trabalho e a posi¢ao dos docentes em relagdo a geometria.

Neste projeto pretendeu-se desenvolver um curso bésico de desenho ndo em profundidade,
mas apenas o necessario para que os alunos consigam adquirir nogdes de perspectiva e com
isso, sejam capazes ndo s6 de perceber estas figuras no espago, mas também de desenha-las no
plano, destacando os seus principais elementos, pretendemos neste projeto utilizar a disciplina
de desenho técnico para assim garantir o bom desenvolvimento desta que esta sendo uma
das mais dificeis areas para se ministrar na matemética do ensino médio. Pois sabemos da
importéncia dessa disciplina como vemos em Marmo (1994), pois ao defini-la, este afirma que

d mesma.

desenvolve o raciocinio, a imagina¢do, a iniciativa o espirito criador; o
Desenho Geométrico e uma verdadeira “ginastica mental", comparével a qual-
quer ramo da matematica;(...) desenvolve também a “visdo espacial'que e a
capacidade de visualizar, no espaco, coisas representadas no plano, dando ao
estudante a capacidade de pensar em trés dimensdes (...) e, assim, compreen-
der que nio esta apenas adquirindo informagdes, mas também formando seu
espirito, desenvolvendo sua habilidade de visualizar (um problema), prever e

gerar ideias novas (MARMO, 1964, p12).

EE com a finalidade de consolidar este conhecimento utilizaremos uma ferramenta essencial

nos dias atuais, a informatica, que de acordo com os PCNs é;

A mais nova das linguagens, a informatica faz parte do cotidiano e do mundo

do trabalho. Vive-se o mundo da parabdlica, dos sistemas digitais, dos saté-
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lites, da telecomunicagdo. Conviver com todas as possibilidades que a tecno-
logia oferece é mais que uma necessidade, é um direito social.(P.C.N. ensino

médio) O sentido da aprendizagem na érea p.13.

Pois sabemos que boa parte das escolas de Sdo Luis nos dias atuais possui um laboratorio
de informética (ainda que quase nunca utilizado), além disso, nosso propésito com este projeto
ndo é apenas desenvolver uma estratégia de ensino que venha a utilizar este recurso, mas
também aproximar aqueles que ainda ndo tem ou tiveram acesso ao mundo virtual mostrando
que se esta ferramenta for bem utilizada, trara grandes beneficios para a sociedade como um
todo.

Para enriquecer ainda mais este trabalho, serd utilizado o software CALQUES 3D. Cujo
objetivo é explorar e construir os sélidos espaciais a serem estudados, o mesmo pode ser
encontrado no site http://www.calques3d.org/download.html, é ainda bem simples de
usar, seus comandos e menus sdo bem intuitivos. Com ele é possivel construir desde elementos
simples como pontos e retas, até solidos diversos, é possivel ainda realizar algumas operagaes,
tais como, rotacionar e deslocar as figuras criadas mantendo as relagdes geométricas existentes
tais como pertinéncia, paralelismo e etc.., permitindo assim que o aluno tenha uma melhor
percepcéo tridimenssional, o programa permite ainda criar animacoes com as figuras produzi-
das. E um programa ideal para o ensino e aprendizagem da Geometria Espacial, pois, facilita
a visualizagdo e construcdo das figuras em 3D.

O uso deste programa no trabalho tem o objetivo de fazer com que os alunos venham a
adquirir habilidades de visualizagcdo de imagens em 3D pois como ji foi dito o software em
questdo permite a manipulagdo das figuras espaciais, podendo os alunos manipula-las de varias
formas, gira-las (rotacionar) , apds os alunos trabalharem com o software no laboratério e terem
adquirido estas habilidades as aulas de geometria espacial podem enfim serem desenvolvidas,
(no quarto capitulo apresentamos a aula completa), cabendo ao professor adequa-la a realidade

de cada turma.


http://www.calques3d.org/download.html

Dificuldades encontradas no ensino da

geometria espacial

A maioria dos professores ensina técnicas para os alunos desenharam um sélido, estas
técnicas ndo desenvolvem as habilidades dos alunos para terem condi¢oes de efetuarem os
desenhos sozinhos, os mesmos ndo conseguem manipula-los e desenha-los de outras formas
ou posicoes visuais. Neste projeto pretendemos trazer um pouco do que se via no passado
que eram aulas de desenho técnico para os alunos afim de que os mesmos tenham nogao de
perspectivas geométricas e assim se familiarizem com desenhos de figuras em 3D no plano
sem com isso perderem a nogdo das reais dimensoes e formas das figuras, por exemplo, ao

mostrar o desenho de um cubo para os alunos, como o da figura abaixo, veremos que;

Os mesmos terdo dificuldade de compreender que a sua base é um quadrado, pois em sua
mente a base é um paralelogramo, ou ainda que seus angulos sejam retos. Isto acontece, pois
os alunos ndo tiveram acesso as aulas de desenho técnico e por conta disso, eles ndo tem
nocoes de perspectiva e, portanto ndo compreendem que o motivo pelo qual o desenho se
apresenta desta forma é para que possamos visualizd-lo em 3D e com isso, conseguir perceber
todas as suas arestas e faces e, é neste intuito que o software Calques 3D ajudara bastante.

Como cada elemento de um soélido espacial é visto de forma independente de acordo com
a perspectiva desejada faremos a apresentacdo de um mini-curso (0 mesmo é encontrado no

site http://www.sobrearte.com.br/) no qual trataremos de desenhar alguns elementos da

17
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geometria plana e espacial sobre o ponto de vista da perspectiva para isto apresentaremos

alguns elementos da mesma.



Capitulo 1

Perspectiva

1.1 Perspectiva isométrica

Quando se olha para um objeto, tem-se a sensac¢do de profundidade e relevo. Partes do
objeto que estdo mais proximas de nds parecem maiores e as partes mais distantes aparentam
ser menores. Se tomarmos como exemplo uma imagem fotografica, veremos os objetos da foto
do mesmo modo como o olho humano o vé na realidade, pois nos transmite a ideia das trés
dimensdes: comprimento, largura e altura.

Para que um desenho feito em uma folha de papel ou qualquer outro plano transmita
essa mesma ideia, serd necessario recorrer a um modo especial de representacdo gréfica a
qual denominamos de perspectiva. Esta nos da a representagdo grafica das trés dimensdes de
um objeto em um tnico plano, de forma a transmitir a ideia de profundidade e relevo que
necessitamos para a compreensdo de figuras espaciais.

Existem diferentes tipos de perspectiva. Observe abaixo como fica a representacdo de um

cubo através de trés tipos diferentes de perspectiva.

perspectivacbnica perspectivacavaleira perspectivaisometrica

Perceba que cada tipo de representagdo do cubo em questio mostra o objeto de uma

forma que parecem a principio serem diferentes, mas s6 parecem, e que ao comparar as trés

19



20 Perspectiva

representacgdes, veremos que aquela que causa uma menor deformagdo do cubo corresponde
a terceira figura mostrada, ou seja, aquela representada em perspectiva isométrica, e é esta
forma de representacdo que sera o nosso objeto de estudo deste capitulo.

A palavra isométrica é formada por dois radicais, Isso que quer dizer mesma; e métrica
que quer dizer medida. Simplificando, é uma forma de representar um objeto tridimensional
em uma vista Ginica em vez de trés. Ao desenhar um objeto em perspectiva isométrica, fazemos
com que o mesmo mantenha as mesmas propor¢des do comprimento, da largura e da altura.
Além do mais é relativamente simples o tracado utilizado para se desenhar um objeto usando
este tipo de perspectiva.

Lembre-se ndo se pretende aqui explanar na integra um curso de desenho técnico de forma
como o mesmo é trabalhado nos cursos técnicos e sim dar ao aluno do ensino médio atual
no pais ao qual ndo cursou esta disciplina e que teve uma perda significativa de geometria no
decurso de seus estudos, uma nogdo de como realizar tais representagdes no plano, visto que
esta necessidade é presente diante ndo s6 nas aulas que os mesmos assistem de geometria
espacial, mas, também devido ao seu constante aparecimento em provas como o ENEM, OBM,

OBMEP entre outras atividades do material didatico do aluno como veremos no capitulo 4.

1.2 Elemento da perspectiva

Os principais elementos trabalhados na perspectiva sdo a linha do horizonte (LH), o ponto
de vista (PV), o ponto de fuga (PF) e as linhas de fuga (LF), estes elementos determinam o
nivel e o angulo visual do espectador no contexto do desenho. E necessario ainda que mesmo
para um curso bésico (como é o nosso caso), que venhamos a conhecé-los e entender o modo
adequado de aplicé-los neste curso. Para isso, além de identificar cada um deles visualmente,
serd feito uma descricdo de cada um e sua funcdo no desenho através de ilustracoes, como

veremos a seguir.

¢ Linha do horizonte (LH):

E o elemento da construcdo em perspectiva que representa o nivel dos olhos do obser-

vador (linha horizontal pontilhada LH).

Numa paisagem é a linha imaginaria que separa o Céu e a Terra. E aquela que risca
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horizontalmente o nivel do mar.
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* Ponto de vista (PV):

E o elemento que do ponto de vista da perspectiva é identificado por uma linha vertical
perpendicular a linha do horizonte (LH). O ponto de vista é revelado exatamente no

cruzamento dessas duas linhas.

O angulo visual que se deseja no desenho, pode situar a linha vertical centralizado como

vemos na figura abaixo, ou em um dos dois lados de PV, esquerdo ou direito.

— PV
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* Ponto de fuga (PF):

E o ponto que pertence a linha do horizonte, e é aquele para o qual todas as linhas

paralelas, quando vistas em perspectiva convergem.

Em alguns tipos de perspectivas sdo necessarios mais de um ponto de fuga, nestes casos
o ponto de fuga pode pertencer ou ndo a linha do horizonte, neste curso s6 nos interessa

o caso de um tnico ponto de fuga.

LH .. 14 4
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1.3 Linhas de fuga (LF):

Sdo as linhas imaginarias que descrevem o efeito da perspectiva quando unimos estas

ao ponto de fuga (linhas pontilhadas).

E o afunilamento dessas linhas em direcdo ao ponto que geram a sensacdo visual de

profundidade, ou seja, a diminui¢cdo do tamanho dos objetos.

1.4 Perspectivas de formas geomeétricas

Pelo fato de serem simples, as formas geométricas servem de base esquematica, pelos
artistas, para representar graficamente qualquer objeto de pouca espessura ou volumétrico.
Sendo eles quadrados ou arredondados, simples ou complexos. E é com a intengdo de delinear
a aparéncia tridimensional da realidade, que nos deteremos em treinamentos passo a passo
com planos e sélidos geométricos para melhor compreender sua construcdo grafica.

A Perspectiva que serd trabalhada é denominada de perspectiva de um ponto, esta é a
perspectiva mais simples de se realizar, pois, todas as linhas no desenho apontam para um
Gnico ponto, que é denominado de ponto de fuga (PF). Sendo este o elemento mais importante
para este trabalho, pois como ja vimos é aquele para o qual Todas as linhas de fuga convergem.

E bom salientar que as aulas de perspectiva apresentadas para os alunos serdo apresen-
tadas no laboratério de informaética, através de animacdo, exatamente como se encontram
disponibilizadas gratuitamente no site (http://www.sobrearte.com.br/).

Veremos a seguir algumas imagens das representagdes em perspectiva do quadrado.
Esperamos assim com isto, compreender de modo geral como construir uma figura espacial no

plano.


http://www.sobrearte.com.br/
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1.4.1 Imagens da constru¢do em perspectiva do quadrado

O quadrado é a forma geométrica que serve de base para representar em perspectiva

objetos de pouca espessura.

obliqua. Apresentaremos aqui neste curso apenas a forma paralela.

LH.uuuuuu.uuu 0 0 B L R A R

Para Iniciar o desenho do
quadradeo em perspectiva,
primeiro trace a linha do
horizonte (LH), registre o
ponto de fuga (PF) &
passando exatamente por
sobre ele, risque
verticalmente a linha que
identifica o ponto de vista do
observador (PY).

Parlindo das extremidades

esquerda e direlta da linha A,

EIT CONVErgEnGa ao ponto
de fuga (PF), trace a5 linhas
de fuga F1 e F2.

-
E=4

________________........-.....-_

g
Pl |

Sua posicdo pode ser visualizada em perspectiva paralela e



24

Perspectiva

Para ajudar a determinar o
efeito de profundidade do
quadrado em perspecliva,
descubra, com a ajuda da
sela C, a distancia existente
entre a linha do honizonte
(LH) & a linha A.

"=
a

Sy

=

Transfira o comprimento da seta
C para a linha do Horizante (LH),
localizando-a & esquerda do
ponto de fuga (PF)
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PV

LH == 4

ar
LT

__+++‘

awr
=

D4 extremidade esquerda da i

linha A2, ate a extremidade w, f
direita da finha A, trace a i
diagonal de medidas D. i

No cruzamenio da diagonal 3
D com a linha da fuga F1 foi R
criado o ponto P. ..

|
|
i
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
[
|
|
I
|
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i)
A2 1
LH- e % HF
: i
ALK
K 1
§d
S0
N
F1; 1+ iF2
N B
Partido do ponto P ate a ool
linha de fuga F2, trace P B i
horizontalmente a linha B. " hpre———
Ela representa i : :
proporcionalmente em # T, 4
perspectiva, o lado posterior 4 b
e ———
do quadrado. i
|
v
1PF
HH
1
;13
Para finalizar o quadrado em R 3
perspectiva, desenhe 08 seus : : :
lados esquerdo (E) e direito Fl; 1 iR
(D) obedecendo a0 B : %
direcionamenta das linhas de : | ,
fugaF1eF2 ; N
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iy
AZ i PF
LH-om ‘ "
] i
ALK
R
fat
§ 0%
I T
CHERIR
I-'l-._l_. D .:' i .'.
Partido do ponto P ate a &g 8
linha de fuga F2, trace BB %
horizontalmente a linha B. G
Ela representa o]
proporcionalmente em # T, 4
perspectiva, o lado posterior z b
—es
do quadrado. A I
|
PV
PF
1T —— ———— L ——
Temos neste desenho o

quadrado finalizado segundo
as proporghes da perspecliva
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PV
|
1
-‘Il- r‘.
-, ;}
Para desenhar o quadrado em A
perspectiva, localizado a v ]
esquerda do ponto de vista /
(PV) use 0§ mesmos /
procedimentos demonstrados H
anteriormente. I




Capitulo 2

Software Calques 3D

2.1 O Programa

O Calques 3D é um software de geometria dindmica espacial , para ser utilizado em
ambientes educacionais, ele foi desenvolvido por Nicolas Van Labeke como parte de sua tese
de doutorado na Universidade , Nantes I em 1999. O Calques 3D é distribuido como um
software livre, sob a licenca GPL. Ele esta disponivel gratuitamente, sem limitacdo de tempo ou

recursos para download em (http://www.calques3d.org/download.html) .

Calques 3D é usado principalmente em escolas e universidades ao redor de todo o mundo.
O mesmo estad disponivel em Inglés, Francés, Espanhol (gracas a Nicolas Rosillo), Portugués
(gragas a Humberto José Bortolossi, Adelmo Ribeiro de Jesus e Alexandre Negreti) e Alemao

(gracas a Alfred FlaRhaar).

Sua interface é bem intuitiva e ndo necessita de um preparo especial para manusea-lo,
a diversidade de opc¢des disponiveis no programa, o torna fundamental para as aulas de
geometria espacial, pois 0 mesmo permite a construgdo de pontos, retas, planos (incluindo
poligonos), além de solidos diversos, bem como a inscri¢do e circunscricdo destes sélidos, e
ainda permite calcular 4reas e volumes. Uma vez construido a figura desejada, o usuério
pode ainda através de duas barras de rolagem (uma vertical e outra horizontal) rotaciona-las,
bastando para isto movimentar o cursor destas barras, além de poder também “arrastar" pontos
(movimentar a figura sem modificar suas caracteristicas) com um simples clique ou arrasto em

dos pontos criados na figura, realizando estas operacoes os alunos poderdo ver as modificagoes

29
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que ocorrem no solido ao mudar o ponto de vista (perspectiva) e assim aprofundar as aulas
vistas anteriormente. O software possui ainda a possibilidade de fazer animagdes com as
figuras criadas, isto permitira ampliar o conhecimento espacial do aluno.

O programa torna possivel ao usuério ver, observar e compreender o espaco tridimensional,
modificando o sistema de referencia espacial, escolhendo a perspectiva e modificando o ponto
de vista do observador.

Ha uma variedade muito grande de possibilidades de construges geométricas, mas vale
lembrar aqui que a exploracdo de tais construcdes fica a cargo de cada professor e de suas
necessidades, podendo os mesmos apresentar a construgdo de algumas figuras ou pedir aos
alunos que fagam a construgdo das mesmas sozinhos para aprenderem a manusear o programa.

Neste trabalho nado serd apresentada todas as possibilidades de se trabalhar com este soft-
ware, mas mostrar através de alguns exemplos como o programa pode ser um aliado poderoso
no ensino deste ramo da matemética vale lembrar que existem vérios tutoriais que ensinam
a usar o programa na construcdo de varias figuras, tais tutoriais encontram-se disponiveis
na internet, em forma de videos, muitos deles no youtube. Portanto caso o professor queira
aprofundar o uso deste recurso um pouco mais encontrard com facilidade a ajuda necessaria
para tal.

As ferramentas disponiveis no calques 3D estabelecem um elo entre o plano e o espago,
ou seja aquilo que é apresentado nos livros didaticos e o que existe no mundo real. O aluno
ao realizar uma constru¢do no calques 3D consegue modificar seu ponto de vista e perceber
as modificacoes na aparéncia quando se representa no plano uma figura espacial.

Uma vez apresentado o software para os alunos, deve-se destacar as principais funcoes da
barra de menus, explicando aos mesmos o que pode ser feito em cada uma delas, considerando
que estas fungdes ja sdo bem familiares para aqueles que ja possuem alguma intimidade com
a informética.

Para auxiliar o professor na utilizagdo deste software, mostraremos a constru¢cdo de um
dos sélidos que serdo estudados no quarto capitulo (cilindro).A seqiiéncia descreve os passos
para esta construcdo, para isso o aluno iniciard com pontos, depois um plano, ird inserir
uma circunferéncia nesse plano, localizara o centro da mesma, passara uma reta perpendicular
ao plano passando pelo centro da circunferéncia, em seguida tomard um ponto nessa reta e

finalmente usando os pontos inseridos construiré o cilindro, a seqiiéncia descrita acima seguira
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com as imagens de sua construgdo para melhor compreensao.

2.2 Constru¢ao de um Cilindro usando o Calques 3D

1% Passo: Inicie o aplicativo.

Ao fazer isso aparecera a janela com a area de trabalho a qual é denominada de Universo.

! Cofepon 300« [ - Ubntithn} - =
M Aroewo  Edtar Ve yeoiocle Jhetc [oesiuche Poibogle Maom  fersmentzs el Ayda -
3 e a o & 4 i

gl L% a

1- Atriutes a

© Twafs padeds © Troce as propretades de vesalzscls (aoarinc dow olieton ponto &4 vara do obsenvadar, i HOO

2° Passo: Retirando as paredes da area de trabalho.
Para isto, basta clicar com o mouse no icone _ - na segunda barra de icones e selecione

a opc¢do “Nenhum".

3° Passo: Inserindo pontos.
Isto pode ser feito de duas formas, uma delas é ir no menu “Objeto", e selecionar a opgao

dPonto e a, ou,tlra1 é clicar,com o mouse no icone feﬁunda barr, da de icoEes, abaij xo
o menu principal. Ao realizar esta operacao aparecerdo no plaifo as paredes para fixagao

pontos, mas logo apés a fixacdo dos pontos, elas desaparecerdo novamente. O primeiro clique
a ser dado é para selecionar em qual plano sera criado o ponto, clique com o mouse no plano
horizontal e em seguido um segundo para fixar o ponto.

4° Passo: Atribuindo um nome aos pontos.

Para isto basta clicar com o mouse no icone na segunda barra de icones, abaixo do

menu principal ou pressionar a tecla “Esc” (Tarefa padrdo) e, em seguida, clique no ponto
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criado. Observe que no lado direito da tela aparecerd uma janela de “Atributos". Clique no
atributo “Nome" e altere no nome para A, ou seja, criamos um ponto que se chama A. Nesta
janela também podemos mudar atributos como cor, visibilidade e forma do objeto. O professor
poderd neste momento pedir para que os alunos facam alterages diversas afim de que estes

comandos sejam memorizados.
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Para exibir o nome do ponto, no menu “Exploracdo‘selecione a opgao “Rétulo”e em seguida

clique no ponto A. Ao fazer isto o ponto aparecera com a nomenclatura dada ao mesmo, como

vemos na proxima imagem.
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Precisaremos de mais alguns pontos, o professor pode agora pedir que os alunos sigam os

passos anteriores e criem de preferéncia no mesmo plano outros dois pontos e deem o nome

de B e C. de forma que teremos o seguinte.
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5° Passo: Criar um plano passando pelos trés pontos criados.

No menu “Objeto", selecione a opcdo “Plano"ou clique com o mouse no icone £7 na

segunda barra de icones. Clique nos pontos A, B e C, nesta ordem.
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6° Passo: Criando uma circunferéncia passando pelos trés pontos criados.

No menu “Objeto", selecione a op¢ao “Circunferéncia’ou clique com o mouse no icone <=2

na segunda barra de icones. Clique nos pontos A, B e C. E em seguida da mesma forma que

atribuiu o nome aos pontos faca para a circunferéncia, denomine-a de “base".
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7° Passo: Determinar o centro da circunferéncia. No menu “Construcéo”, selecione a op¢ao
“Centro de uma circunferéncia". Clique na circunferéncia “base". Altere 0 nome do ponto para

“O" em mostre o rétulo. Se tudo for feito corretamente a tela se apresentard como segue;
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8° Passo: Criando uma reta perpendicular ao plano criado e passando pelo ponto O.

No menu “Construgao”, selecione a opgdo “Reta normal'ou clique com o mouse no

icone & na segunda barra de icones. Clique no plano e em seguida no ponto “O".
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9° Passo: Criar um ponto sobre a reta, este determinara centro da base superior e a altura

do cilindro.
No menu “Construcédo”, selecione a opg¢do “Point on"e, em seguida, em “Reta"ou clique com

o mouse no icone | %, na segunda barra de icones. Clique duas vezes na reta. Altere o nome

do ponto para “V".
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E possivel ainda omitir a reta criada, para isto basta dar um duplo clique sobre a linha

normal criada. Entdo aparecera a janela de “Propriedades do Objeto" (apresentada abaixo), em

“Atributos”, clique em “Oculto” e depois em “Ok".
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Propriedades do Objeto R |
Aparéncia | Definicdo | Dependentes |

Nome ;: Ln#11
Cor: | |- ["] Marcado
Foma ;e [ ]
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Apbs isto teremos a seguinte imagem na tela.
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9° Passo:Construir um cilindro.
No menu “Objeto” selecione a opgao “Volume" e, em seguida, a opgdo ?Cilindro? ou clique
com o mouse no icone .7 na segunda barra de icones. Clique no ponto “V", o vértice do

cone; depois no ponto “O", centro da circunferéncia “base"; e por tltimo, em um dos pontos

A, B e C, pontos da base do cone.
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A partir dai o professor podera ainda pedir para os alunos rotacionar com as barras de
rolagem ja mencionadas ou ainda movimentar em torno de um ponto fixo, bastando para isto
clicar com o mouse no icone 3| na segunda barra de icones, e em seguida clicar e segurar

em um dos pontos e realizar o movimento com o arrastar do mouse.
Esperamos que com estas animagdes e tendo os alunos a liberdade de manipular os objetos

com o programa, fazer com que os mesmos criem uma imagem tridimensional em suas mentes
e que com estas aulas associado ao que ja aprenderam de desenho técnico possam ter a real
nocdo espacial necessaria para as aulas que virdo de geometria espacial.

Para que as aulas tenham significado serd necessario que o professor apresente alguns
exercicios para os alunos fazerem com a utilizagdo do software, no capitulo 5 apresentamos

algumas sugestoes.



Capitulo 3

Vistas frontal, superior e lateral de um

objeto espacial

3.1 Projecdo ortografica e perspectiva isometrica

Para o aluno que constantemente se depara com figuras espaciais representadas em um
plano em perspectiva isométrica, é extremamente importante que os mesmos saibam fazer
a correspondéncia entre as vistas ortograficas e o modelo representado em perspectiva no
plano. Neste capitulo pretende-se fazer essa correspondéncia, destacando a representacdo dos
elementos do sélido em questao (faces, arestas e vértices) nas vistas ortograficas e no desenho
em perspectiva, esperamos que com a pratica, os alunos possam desenvolver a habilidade
esperada até entdo que é a de ser capaz de imaginar as vistas ortograficas a partir da analise

do sélido ou de sua representagdo em perspectiva isométrica.

3.2 Correspondéncia das vistas ortograficas as faces do mo-

delo

Considere um soélido como o da figura abaixo:
Veja que ao lado dele representamos trés figuras planas que correspondem as suas vistas
Frontal (O sé6lido em que aparece a letra A), superior (Aquele em que aparecem as letras C e

D) e lateral (Aquele em que vemos as letras B e C).Vale ainda ressaltar que tanto as letras A,B,C

39
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(vy)

“\ s D

e D como as linhas cheias que aparecem nas vistas lateral (entre B e C) e superior (entre C e
D) ndo apareceram na representacdo destas vistas, as mesmas servem apenas para auxiliar o
estudo em questao.

Poderiamos ainda realizar esse mesmo estudo destacando agora ndo as suas faces mas as

arestas do solido em questdao como vemos abaixo:

e

Veja que algumas arestas que aparecem na vista superior (como ABD e C ), também
aparecem na vista lateral do modelo. Por isso, as mesmas letras aparecem nas duas faces
mencionadas, como vimos na figura anterior (é o caso da letra C).

Perceba que algumas arestas aparecem em mais de uma vista. Isto significa que o obser-
vador vera estas arestas em duas ou trés posicoes, dependendo do sélido em estudo.

E por dltimo poderiamos realizar este estudo considerando os vértices da figura, para tanto

tomemos o solido:

J
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Note que algumas letras aparecem em uma mesma face, é o caso das letras A, C, G e I que
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aparecem tanto na face superior, quanto na lateral. Isso significa que os vértices em questdo
sdo correspondentes. Vocé pode ainda destacar essa correspondéncia em outras faces e com
outros vértices. Os vértices da vista lateral correspondem aos vértices das faces de lado do
modelo.

Algumas letras aparecem em mais de uma vista, essas letras repetidas indicam os vértices
do modelo ao qual o observador pode ver em duas ou trés posicoes. As letras que sdo vistas
pelo observador em uma tnica posicdo s6 aparecem uma vez. Sdo elas: B (vista frontal), F
(vista frontal) e J (vista superior).

Uma vez apresentadas essas informacoes aos alunos cabe ao professor verificar o enten-
dimento do exposto, e para tanto encontram-se no apéndice algumas sugestes de atividades
para serem trabalhadas em sala de aula, e que servirdo para a consolidacdo do aprendizado
deste tema.Vale ainda ressaltar que o professor podera utilizar outros exemplos a seu critério

desde que os mesmos venham de encontro com o objetivo desta aula.



Capitulo 4

Geometria Espacial

4.1 Prismas

4.1.1 Fatos Historicos

Prisma- Era o termo usado pelos antigos marceneiros gregos para designar um pedago de
madeira que foi cortado, prisma em Grego e o mesmo prisma em Latim referia-se a um soélido
que foi cortado.

Textos historicos mostram que o prisma é uma figura geométrica conhecida desde antes
de 2000 A.C., Muitos estudiosos dedicaram realizaram estudos com os prismas, dentre estes
estudiosos podemos destacar Platdao, Demdcrito e Arquimedes.

Platao, que viveu no século IV A.C., dentre os seus estudos geométricos mostrou interesse
pelo estudo do cubo quando estudou os poliedros regulares. Ele associava cada poliedro
com um dos elementos naturais, sendo que o cubo era associado com o elemento terra.
Enquanto, Demadcrito (460-370 A.C.), comparou o volume do prisma com o volume da piramide

e Arquimedes (287-212 A.C.) definiu os s6lidos arquimedianos.

4.1.2 Definicdo de prisma

Sejam « e [ dois planos paralelos, R uma superficie poligonal contida em « e s uma reta
que intercepta « . A reunido de todos os segmentos de reta com uma extremidade em R e a

outra em (3, paralelos a s, é denominada prisma.

42
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Segue alguns exemplos de prismas regulares e seus respectivos nomes.

Prismareto Prisma obliquo Prisma regular
{pentagonal) {hexagonal) {hexagonal)
4 | g
Triangular Quadrangular Pentagonal
Regular Regular Regular

4.1.3 Classificacdao dos prismas

Os prismas sdo classificados de acordo com o nimero de lados dos poligonos das bases e
conforme a inclinagdo das arestas laterais em relagdo aos planos das bases. De acordo com a
base, temos:

Prisma Triangular: as bases sdo triangulos;

Prisma Quadrangular: as bases sdo quadrilateros;

Prisma Pentagonal: as bases sdo pentagonos;

Prisma Hexagonal: as bases sdo hexagonos; e assim por diante.

Conforme a inclinagdo das arestas, temos:

Prisma obliquo—E aquele cujas arestas laterais sio obliquas aos planos das bases; As
faces laterais de um prisma obliquo sdo paralelogramos.

Prisma reto— E aquele cujas arestas laterais sao perpendiculares aos planos das bases.
As faces laterais de um prisma reto sdo retangulos.

Prisma regular— é um prisma reto cujas bases sdo poligonos regulares.

O prisma possui:

* 2 bases congruentes.
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e 1 faces laterais (paralelogramos).
* (n+ 2) faces. (total das faces)

e 1, arestas laterais.

4.1.4 Elementos de um prisma

Fl

Bases (b) sao as duas superficies poligonais paralelas que caracterizam o prisma;

Altura é a distancia entre os planos que contém as bases;

Faces Laterais (F L) sdo todas as superficies (paralelogramos) que contornam as bases do
prisma;

Superficie lateral é a unido de todos os paralelogramos que formam as faces laterais, cuja
medida chama-se area lateral do prisma;

Superficie das Bases é a unido das duas bases, cuja medida chama-se area das bases do
prisma;

Superficie Total é a unido entre a superficie lateral e a superficie das bases, cuja medida
chama-se érea total do prisma;

Vértices (V) sdo pontos de encontro entre trés faces, ou seja, duas faces laterais e a face de
uma das bases;

Arestas (a) sdo os segmentos de reta comum entre duas faces.

4.1.5 Seccoes de um prisma

Secgdo de um prisma é a interse¢do do prisma com um plano que intersecta todas as
arestas laterais. Notemos que a sec¢do de um prisma é um poligono com vértice em cada

aresta lateral.
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Secgdo reta ou sec¢do normal é uma seccdo cujo plano é perpendicular as arestas laterais.

4.1.6 Estudando os prismas
4.1.6.1 Paralelepipedo

Paralelepipedo é um prisma cujas bases sdo paralelogramos. A superficie total de um
paralelepipedo é a reunido de seis paralelogramos.

Paralelepipedo reto é um prisma reto cujas bases sdo paralelogramos. A superficie total
de um paralelepipedo reto é a reunido de quatro retangulos (faces laterais) com dois paralelo-
gramos (bases).

Paralelepipedo reto-retangulo ou paralelepipedo retingulo ou ortoedro é um prisma
reto cujas bases sdo retangulos. A superficie total de um paralelepipedo retangulo é a reunido

de seis retangulos.

reténgulo
paralelogramo
A7 / S 7
i T g
P f-" f-" o X( :
i ,."I ]
i :fa' « reténguio «—retingulo
EA - A 4
Paralelepipado Paralelajipeda Paralelagipedo
{obliquo) reto reto-reténgulo

Diagonal e area do paralelepipedo retangulo:

Dado um paralelepipedo retangulo de dimensées a, b e ¢ como mostra a figura abaixo:

D C*
L]
]
A H a8’ e
o i,
e e
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Sua diagonal D e sua area total S sdo dadas por:

D=Va>+b+c

e S = 2(ab+ ac + be).
Demonstragdo: Considere a figura abaixo:
o c’
K .' 3
& :’ i
DR\ Lot
*';l: 1 /b
B

Seccéo diagonal

. g o B

Spegacss ey

Denominamos f; como sendo a diagonal da base, utilizando o teorema de Pitagoras, temos:
ff=ad>+bv = fi =Va>+ 12
Sendo D a diagonal do paralelepipedo, teremos, no ABDD'" :

D= fl+cF=d=Va2+b+c2

Célculo da area de S:

Consideremos a figura a seguir

Sl s ===
.
- b’ b
fvrd =
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A area total do paralelepipedo é a soma das éareas de seis retangulos: dois deles
(ABCD, A'B'C'D’) com dimensdes a e b, outros dois (ABB'A’, DCC’'D') com dimensdes a
e c e os tltimos dois (ADD'A’, BCC'B’) com dimensdes b e c. Logo,

Veja que fica bem facil de visualizar esta formula se planificarmos o sélido, planificando

este teriamos a seguinte figura;

Facilmente se percebe que ha 6 poligono congruentes dois a dois e que a area total equivale
ao dobro da soma de trés diferentes deles.

Volume de um paralelepipedo retangulo:

O volume desse paralelepipedo retangulo serd representado por V' (a, b, ¢) ou simplesmente
V, e como o cubo unitério é um paralelepipedo retangulo cujo comprimento, largura e altura
medem 1, entdo V' (1,1,1) = 1.

Para obter o volume do paralelepipedo retangulo, devemos observar que ele é proporcional
a cada uma de suas dimensdes. Isto quer dizer que se mantivermos, por exemplo, constantes
a largura e a altura e se multiplicarmos o comprimento por um ndmero natural n, o volume
ficard também multiplicados por n, ou seja, V (na,b,c) = n.V(a,b, c).

A figura abaixo mostra trés paralelepipedos retangulos congruentes e justapostos, colocados

em faces iguais. Naturalmente, o volume total é 3 vezes maior que o volume de um deles.

Este fato, constatado para nimeros naturais, também vale para qualquer real positivo e
isto quer dizer que, mantidas constantes duas dimensdes de um paralelepipedo retangulo,

seu volume é proporcional a terceira dimensdo. Logo, sendo a,b e ¢ as dimensdes de um
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paralelepipedo retangulo, temos:

V(a,b,c) = V(a.l,b,c) =aV(1,b,c) =aV(1,b.1,¢) =abV(1,1,¢) = abV(1,1,1.c)

= abcV(1,1,1) = abec.1 = abe,

ou seja, V'(a,b,c) = abe.

Portanto, o volume de um paralelepipedo retangulo é o produto de suas dimensdes. Em
particular, se a face de dimensdes a e b estd contida em um plano horizontal, chamaremos
essa face de base e a dimensdo c de altura. e portanto, uma outra forma de expressar esse

volume seria:

Volume do paralelepipedo= (drea da base) . (altura)

ouV = B.h.

Cubo:

Cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas sdo congruentes.

Romboedro é um paralelepipedo que possui as doze arestas congruentes entre si. A
superficie total de um romboedro é a reuniao de seis losangos.

Romboedro reto é um paralelepipedo reto que possui as doze arestas congruentes entre
si. A superficie total de um romboedro reto é a reunido de quatro quadrados (faces laterais)
com dois losangos (bases).

Romboedro reto-retangulo ou cubo é um romboedro reto cujas bases sdo quadrados. A
superficie de um romboedro reto é a reunido de seis quadrados.

P guadrado

Guadrados

losangos

Romboedro (obliquo) Romboedro reto Romboedra reto-retangulo

Diagonal e area do cubo: considere um cubo de aresta a sua diagonal d, como na figura

abaixo:
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Demonstracao: (i) Célculo de d.

Utilizando o que foi aprendido nas aulas anteriores, podemos destacar as seguintes figuras

planas.

base (face)

Inicialmente vamos calculara medida f de uma diagonal de face. No ABAD, temos pelo

teorema de Pitagoras que:
fP=d*4+d = f*=2d>= f =a.
No ABDD', temos também pelo teorema de Pitdgoras que:
P=d+f=d=d"+2® = d*=3d*> = d =a.

(i) Célculo de S.
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A superficie total de um cubo é a reunido de seis quadrados congruentes de lado a. A area
de cada um é a?, Entdo, a area total do cubo é: S = 6a>.

Volume de um cubo: no cubo de aresta a, temos b = a e ¢ = a, logo de V' = a.b.c, temos

V =aaa=V =a’

4.1.7 Area lateral e area total de um prisma qualquer

A area lateral (4; ) de um prisma é a soma das areas das faces laterais.
Seja um prisma de aresta lateral medindo a e l1,ls- -1, as medidas dos lados de uma
sec¢do reta. Cada face lateral é um paralelogramo de base a e altura igual a um lado da secgao

reta. Como mostra a figura abaixo:

Assim:

A:al1+al2+---+aln:a(l1+ln+-~-—i—ln).

Fazendo (I; + 1, + ---+{,) = 2p, em que 2p é o perimetro é o perimetro da secgdo reta,
teremos:

A; = 2p.a.

A area total (A;) de um prisma é a soma das areas das faces laterais (A; ) com as areas das
bases (duas bases). Assim, A; = A; +2.B = At = 2p.a + 2B, em que B representa a area

de uma das bases.

4.1.8 Volume do prisma

Considere dois sélidos, nos quais todo plano secante e paralelo a um dado plano, determina
superficies de areas iguais S4 e Sp (superficies equivalentes ) e mesma altura h, como mostra

a ilustracdo abaixo:
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Sendo estas condigdes satisfeitas, entdo os solidos em questdo terdo o mesmo volume

(solidos equivalentes).
Agora, consideremos um prisma P; de altura h e area da base B; = B e um paralelepipedo
retangulo P, de altura h e area de base B, = B (o prisma e o paralelepipedo tém alturas

congruentes e bases equivalentes). Como mostra a figura abaixo:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que os dois sblidos tém as bases num mesmo
plano « e estdo num dos semi-espacos determinados por a. Qualquer plano [ paralelo a
@, que secciona Pj, também secciona P, e as secgdes (B] e B respectivamente) tém areas

iguais, pois sdo congruentes as respectivas bases. Ou seja;

BiZBl, BQIBQZ>B1:B2:B7

logo B] = Bj,.
Entdo pelo principio de Cavalierri, temos que, o volume do prisma e do paralelepipedo sdo
iguais, ou seja:

V = B.h.
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4.2 Piramides e Troncos

4.2.1 Fatos historicos

E facil ver o interesse que o homem tinha por este sélido desde a antiguidade, para
isto basta observar em nossos dias atuais uma das maiores maravilhas do mundo que estes
deixaram as piramides do Egito, isso mostra que os conhecimentos matematicos que foram
empreendidos para tal constru¢do ja eram naquela época bem avangados, pois analisando a
engenharia utilizadas na obra, vé-se que as mesmas sdo quase perfeita

Manuscritos antigos comprovam tal interesse, como podemos confirmar em um papiro
antigo (papiro de Moscou) mostrado abaixo, nele é possivel ver um escrito em hieratico por
um escriba desconhecido por volta de 1850 a.C., as suas dimensdes sdo aproximadamente
8cm de largura por 5m de comprimento. Contem 25 problemas, sendo que muitos deles sao
impossiveis de interpretar, devido o estado em que se encontra o documento. Neste papiro é
apresentada uma forma para calcular um tronco de piramide quadrada. Segue o enunciado
traduzido do escrito “Um tronco de piramide tem 6 ctbitos de altura, 4 ctbitos de base por

dois cubitos no topo. Qual o volume?" Passaremos agora ao estudo mais detalhado deste sélido.

Definicdo 4.1 Seja um poligono convexo de n lados, contido em um plano ? e um ponto V
ndo pertencente ao plano, chama-se piraimide convexa ou simplesmente piramide. A reunido dos

segmentos com uma extremidade em V e a outra nos pontos do poligono.
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4.2.1.1 Elementos da piramide

Considere o desenho abaixo.

Aresta lateral (a;) sdo todos os segmentos de reta que ligam o vértice da base com o
vértice da piramide;

Aresta da base (a;) sdo os lados do poligono que forma a base da pirdmide;

Vértice da piramide (V') é o ponto, geralmente, denotado de V, em que todas as faces
laterais se encontram;

Base (b) é a regido poligonal em que a pirdmide se apoia;

Altura (h) é a distancia entre o vértice e o plano que contém a base;

Superficie lateral é a superficie obtida pela reunido de todos os segmentos que ligam o
vértice e o contorno da regido poligonal da base, cuja medida chama-se area lateral;

Superficie da base é a superficie da regido poligonal que forma a base da piramide, cuja
medida chama-se area da base;

Superficie total da pirdmide é a reunido da superficie lateral com a superficie da base,
portanto a area total da piramide é a soma entre a area lateral e a area da base;

Apotema (g) € a altura do tridngulo que forma cada face lateral.

4.2.1.2 Natureza da piramide

As pirdmides podem ser classificadas de acordo com a base como:

Piramide Triangular, a base é um triangulo;

Pirdmide Quadrangular, a base é um quadrado;

Piramide Pentagonal, a base é um pentigono;

Piramide Hexagonal, a base é um hexdgono, e assim por diante.

Pirdmide Regular, ¢ uma piramide cuja base é um poligono regular e a projecdo ortogonal

do vértice sobre o plano da base é o centro da base. Numa pirdmide regular as arestas laterais



54 Geometria Espacial

sdo congruentes e as faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes.

Piramide Obliqua, é aquela cuja aresta que corresponde a altura (VO), tem sua extremi-
dade inferior localizada fora do centro do plano da base;

Piramide reta, é aquela cuja aresta que corresponde a altura (VO), tem sua extremidade
inferior localizada no centro do plano da base.

Tronco de Pirdmide é a piramide seccionada por um plano paralelo a base. Também

podem ser retos ou obliquos.

b A

/f:f i:\ \\!.

Trangular Cuadrangular Pantaganal
Tuangular Duasram].',lar F‘Pnuqnnal
Regular Ragular Regular

Tronco de Piramide

4.21.3 Area lateral e total de uma pirimide

* A area lateral de uma piramide é a soma das areas das faces laterais. Ou seja: A; = soma

das areas das faces triangulares (faces laterais).

* A area total de uma pirdmide é a soma das areas das faces laterais com a area da base.

At:Al—{—B,

onde B representa a area da base.

4.21.4 Tetraedro

e Tetraedro é urna piramide triangular.
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Tebraescir o pesguilar

e Tetraedro regular é um tetraedro que tem as seis arestas congruentes entre si.

Seccdo paralela a base de um tetraedro:

Quando seccionamos uma pirdmide triangular (tetraedro) por um plano paralelo a base,
obteremos as seguintes relacoes:

I- As arestas laterais e a altura ficam divididas na mesma razao.

II- A seccdo e a base sdo triangulos semelhantes.

- A razdo entre as areas da seccdo e da base é igual ao quadrado da razdo de suas
distancias ao vértice.

Demonstracgdo: I-Considere a figura a abaixo:

Da figura, vemos que as retas A'H’ e AH sdo paralelas, pois sdo intersecdes de Planos

paralelos por um terceiro; logo, A os tridngulos VH'A’" e V H A sdo semelhantes e portanto:
VA" VH N

VA VH h

Il - Ainda da figura, temos que os angulos da seccio (AA'B'C’) e os angulos da base
(AABC), por terem lados respectivamente paralelos, sdo congruentes. De onde se conclui

que a seccdo A'B'C’ e a base ABC sdo tridngulos semelhantes.
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Sendo a razdo de semelhanga —, como veremos:

VA _AB VA W _ AB _AC _BC _W

AVA'B ~ AVAB .
v VAB= 370 = 15 VA & AB _ AC _BC

/!
Logo, os triangulos A’'B'C" e ABC' sdo semelhantes , sendo 5 @ razdo de semelhanca.

II- Sendo B'D’ e BD duas respectivas alturas da seccdo e da base, vale:

AB  BD _ BD N

AB _ BD _ BD _n

Portanto, teremos:

1 I 7 el .
AreaAA'B'C’ §(AB)(AC> _AC B'D . AreaAA'B'C' b B' (h’>2
B (AC)(BD) - AC ' BD AreaNABC — h'h

AreaAABC 1
2
Equivaléncia de tetraedros:

Duas pirdmides triangulares (tetraedros) de bases de mesma area (bases equivalentes) e
alturas congruentes tém volumes iguais (sdo equivalentes). Ou seja, Sendo 77 e 75 os dois

tetraedros, B; e B, as areas das bases e Hy e H, as alturas, temos, por hipotese:
BlZBQ e H1:H2:h7

como mostra a figura abaixo:

——]

H,=h
(] 4
]

Demonstragdo: Supondo que as bases equivalentes estdo num plano o que os vértices

estdo num mesmo semi-espago determinados por a.

Considerando qualquer plano secante 3, paralelo a «, distando A’ dos vértices e determi-
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nando em 7} e T, secgdes de éreas B; e B, temos:
B B 2 B B 2
—1 = e e —2 = _— s
By ( h > Bs ( h )

Bi_ B
B, By

logo

Como B; = B; concluimos que B] = Bj,.
Sendo as seccoes de mesma area(B! = BY), temos pelo principio de Cavalieri que os sélidos
1 2

T, e T, possuem o mesmo volume, ou seja: Vi, = V.

4.2.1.5 Decomposicdo de um prisma triangular

Teorema 4.1 Todo prisma triangular é soma de trés piramides triangulares (tetraedros) equiva-

lentes entre si (de volumes iguais).

Demonstragdo: Considere o prisma triangular ABC'DEF abaixo:

3 / \\ T, = r_;l‘."F.F}
\ T = E(CDF)
A .: g?‘\

T, = E(ABC) T, = E(ACD)

ou

e

Seccionando esse prisma pelo plano (A, C, E), obtemos o tetraedro 77 = E(ABC) e a
pirimide quadrangular E(ACFD).

Seccionando a piramide E(ACF D) pelo plano (C, D, E), obtemos o tetraedro 7, =
C(DEF)ouTy, = E(CDF))eT; = FE(ACD). Temos, entdo:

Prisma ABCDEF =T, + Ty + 15 = Vprisma = Vp, + Vp, + Vi,

As pirdmides 7y} = F(ABC) e T, = C(DEF) tém o mesmo volume, pois possuem as
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bases (ABC e DEF') congruentes e a mesma altura (a do prisma). Entéo,
VT1 = VTQ'

As piramides 7o = E(CDF) e T5 = F(ACD) tém o mesmo volume, pois tém as bases
(CDF e ACD) congruentes (note que C'D é diagonal do paralelogramo ACF D) e mesma
altura (distancia de £ ao plano AC'F'D). Entao,

VT2 == VTg .

De onde concluimos que: Vi, = Vg, = V.

E entdo poderemos agora encontrar o volume do tetraedro e de uma piramide qualquer.

Volume do tetraedro:

Seja B a area da base e h a medida da altura do prisma do item anterior. Notemos que B
é a area da base e h é a medida da altura do tetraedro 773.

Usando o teorema anterior e fazendo Vi, = Vp, = Vi, = Vi, teremos:

1
VT1 = VT2 = VT3 = V;wisma —— VTBh > VT = gBh

4.2.1.6 Volume de uma piramide qualquer

Seja B a area da base e h a medida da altura de uma piramide qualquer. Esta piramide é

soma de (n — 2) tetraedros. Veja figura abaixo:

Do teorema anterior teremos para o volume da pirimide a seguinte expressdo:

1 1 1
V:VTl:VT2+"'+VT,1,2:V:§B1h+§B2h+"'+§Bn—2hu
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1 1 1 1
Segue que V = 5(31 + ng + et an,g)h — V= gBh.

4.2.1.7 Tronco de piramide de bases paralelas

Seccionando uma pirdmide por um plano paralelo a base, separamos essa piramide em
dois solidos: o solido que contém o vértice que é uma nova piramide e o sélido que contém
a base da piramide dada que é um tronco de pirdmide de bases paralelas. Como vemos na

ilustracdo abaixo:

A nova pirdmide e a pirdmide primitiva tém a mesma natureza, os angulos ordenadamente
congruentes e os elementos lineares homoélogos (arestas das bases, arestas laterais, alturas,... )
sdo proporcionais. Dizemos que elas sdo semelhantes.

4.2.1.8 Razio de semelhanca

E a razdo entre dois elementos lineares homologos. Representaremos por K. Assim:

¥

a; ll h
eremos AZ LZ H

Propriedades: (as propriedades aqui expostas serdo apresentadas sem demonstracdo seria

interessante que o professor pedisse aos alunos que tentassem realizar tais demonstracoes).

Considerando duas piramides semelhantes, teremos as seguintes propriedades:
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[-A razdo entre as areas das bases é igual ao quadrado da razdo de semelhanca. Ou seja,
sendo b e B as areas das bases das pirimides menor e maior respectivamente, vejam figura

acima, teremos:

II- A razdo entre as éreas laterais é igual ao quadrado da razdo de semelhanca. Ou seja,

sendo A; e Ay, as éreas laterais das piramides menor e maior respectivamente, teremos:

A (hY
A, \H)
III-A razdo entre as ares totais é igual ao quadrado da razao de semelhanga. Ou seja, sendo

A; e Ar as areas totais das piramides menor e maior respectivamente, teremos:

Ay
— =K
Ar

IV- A razdo entre os volumes é igual ao cubo da razdo de semelhanca. Ou seja, sendo v e

V' os volumes das pirimides menor e maior respectivamente, teremos:

(%
—:ZSS.
1%

4.2.1.9 Volume do tronco de piramide de bases paralelas

Considere o tronco obtido da pirdimide abaixo

AR

Das figuras temos os seguintes dados:
B a area da base maior;
b a 4rea da base menor;

h a medida da altura do tronco;
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H, a altura da pirdmide original;
H; a altura da nova piramide;

V5 o volume da piramide original;
V1 o volume da pirdmide nova;

V' o volume procurado.

E facil ver que:

1 1
V:VQ—V12>V:§BH2—§Z)H1,

sendo Hy, = H; + h, teremos:

1 1 1

Calculando H; em funcédo das bases, temos:

b H, Hy b H, Vb VB -Vh
Substituindo a expressdo (/1) em (1), teremos:
1 h/b h Vb
V=-|Bh+(B-b).| —=——= —V==|B+(B-0»
3|7 )<¢§—¢5)] 3|7 )\/E—\/B]
o . R
Racionalizando o denominador da segunda fragdo ————, teremos:
VB —+/b

V =

w| >

VB—-Vb) \VB+Vb 3

B+(B—b)< Vb >.<\/§+ﬁ))] :>VZE[B+(\/E+\/E).\/E].

Dai:
V:g(3+@+b).
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4.3 Cilindro

4.3.1 Fatos historicos

Um dos registros mais antigo que trata do calculo do volume de um cilindro é encontrado
no papiro de Kahun, que em um de seus problemas traz o célculo do volume do cilindro reto
determinado como sendo o produto da area da base pelo comprimento da altura. Relagdo esta
que ainda é utilizada nos dias atuais.

Destacamos ainda nos trabalhos de Arquimedes Nos livros “Sobre a esfera e o cilindro" em
que ele demonstra que o volume de uma esfera é dois tergos do volume de um cilindro circuns-
crito e que a drea de sua superficie é igual a area de quatro circulos méximos. Devido a esta
descoberta e entusiasmado com a mesma, Arquimedes pediu para que em seu tamulo fosse

esculpida uma esfera inscrita num cilindro circular reto cuja altura é igual ao seu didmetro.

Definicdo 4.2 Consideremos um circulo (regido circular) de centro O e raio r, situado num plano
«, e um segmento de reta PQ, ndo nulo, ndo paralelo e ndo contido em «. Chama-se cilindro cir-
cular ou cilindro a reunido dos segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade

nos pontos do circulo e situados num mesmo semi-espaco dos determinados por c.

Na seqiiéncia temos dois exemplos de cilindros

E.]
Cilindro &
= h = altura ",9 h
d = didgmetro =
nlriz
Cilindro Reto Cilindro Obliquo

Conforme a inclinacdo das arestas, temos:
e Cilindros obliquos sdo aqueles cujas arestas laterais (geratrizes) sdo obliquas aos planos

das bases;

e Cilindros retos sdo aqueles cujas arestas laterais (geratrizes) sdo perpendiculares aos

planos das bases.
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Cilindro obliquo Cilindro reto Cilindro de revolugio

1 I

O eixo de um cilindro ¢ a reta determinada pelos centros das bases.

4.3.2 Elementos do cilindro

A partir da ilustragdo abaixo, destacamos os seguintes elementos:

Base inferior e base superior (B)-superficies de contorno suave;

Altura (h) - distancia entre os planos que contém as bases;

Superficie lateral (SI) - soma de todos os pontos que estdo equidistantes ao eixo de rotagao
e a medida dessa superficie é chamada de area lateral;

Superficie das bases - é a superficie interna das curvas que geraram o cilindro e a medida
dessas superficies sdo chamadas de area das bases;

Superficie total - é a unido entre a superficie lateral e a das bases, portanto, a area total é
a soma da area da superficie lateral com as areas das bases;

Geratrizes: sdo os segmentos com uma extremidade em um ponto da circunferéncia de

centro O e raio r e a outra no ponto correspondente da circunferéncia de centro O’ e raio r.

4.3.2.1 Particularidades no cilindro circular reto

e Tanto a base inferior quanto a base superior sdo circulares;

* O eixo de rotacdo é perpendicular ao plano que contém a sua base;
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* A altura coincide com o comprimento da geratriz, isto é, o lado do retdngulo que gerou

o cilindro;

® A area lateral é a drea do retangulo, cujo comprimento é o raio da circunferéncia da base

[19ee)]

r” e a altura coincide com a altura do cilindro “A”;

® A area das bases é a soma da area de dois circulos congruentes.

4.3.2.2 Seccdao meridiana

Sec¢do meridiana ¢ a intersecdo do cilindro com um plano que contém a reta OO’ determi-
nada pelos centros das bases. A sec¢cdo meridiana de um cilindro obliquo é um paralelogramo

e a seccdo meridiana de um cilindro reto é um retangulo.como mostra a figura seguinte:

Cilindro reto  Seccdo meridiana

2y

4.3.2.3 Cilindro egqiiilatero

Cilindro eqiiilatero é um cilindro cuja sec¢do meridiana é um quadrado; portanto, apresenta:
g=h=2r.
h-l-_i‘r

—r—}
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4.3.2.4 Areas lateral e total

Area lateral: A superficie lateral de um cilindro circular reto ou cilindro de revolugdo é
equivalente a um retangulo de dimensdes 277 (comprimento da circunferéncia da base) e h

(altura do cilindro). Como mostra a figura:

-
l-\

]

Ou seja, a superficie lateral de um cilindro de revolugio planificada é um retangulo de

dimensodes 27r e h. Portanto, a 4rea lateral do cilindro é:

A; = 2mrh.

Area total:

A érea total (A7) de um cilindro é a soma da area lateral (A; ) com as areas das duas bases

(B = mr?); como é facil verificar na figura planificada;

base

supearficie lataral

[ﬂ—-}h—FJ

base

Logo, teremos:

Ap = Ay + 2B = Ap = 2nrh + 270 = Ap = 2mr(h + 7).
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4.3.2.5 Volume do cilindro

Consideremos um cilindro de altura / e area da base B; = B e um prisma de altura h e
area da base By = B (o cilindro e o prisma tém alturas congruentes e bases equivalentes).
Suponhamos que os dois sdlidos tém as bases num mesmo plano « e estio num dos

semi-espacos determinados por «. Como ilustra a figura abaixo:

Qualquer plano [ paralelo a o, que secciona o cilindro, também secciona o prisma e as
secgdes (B] e B, respectivamente) tém éreas iguais, pois sdo congruentes as respectivas bases.

Entéo, pelo principio de Cavalieri, o cilindro e o prisma tém volumes iguais. Ou ainda;

‘/cilindro — Vprisma — V.

Sendo V,,ismq = B.h, teremos para o volume do cilindro a mesma expressao:

‘/cilindro = B.h

ou simplesmente, V' = bh.

Considerando B = 7r?, teremos ainda:

V = nr’h.

4.4 Cone

4.4.1 Relatos historicos

Relatos historicos mostram que os babilénicos calculavam o volume do tronco de cone,

como sendo o produto da altura pela semi-soma das bases. Informacdo essa incorreta como
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veremos nas aulas seguintes.

Também encontramos relatos tais como: A métrica de Herdo que viveu provavelmente, no
primeiro século de nossa era. Esse material se resume em trés livros que trazem os estudos
geométricos de Herdo e dentre esses estudos destacamos o do livro I dessa obra, que trazia
formulas para calcular a area de figuras geométricas regulares de 3 a 12 lados, circulos e seus
segmentos, elipses e segmentos parabdlicos, além de superficies de cilindros, cones, esferas
e segmentos de esferas. Ja o segundo livro contém férmulas para o célculo do volume de
diversos solidos, como cones, piramides, cilindros, paralelepipedos, prismas, troncos de cones
e piramides, esferas e segmentos esféricos, anéis cilindricos e alguns prismatoides.

Algumas generalizagdes importantes foram feitas, como a prova de Apolonio em que mostra
que para ser cone nio necessariamente tem que ser reto, mas o cone poderia ter inclinagoes,
ou seja, Apolonio provou que o cone pode ser obliquo ou até mesmo escaleno e ainda, foi ele
quem definiu o cone com o conceito que usamos até os dias de hoje, ou seja: “Se fizermos
uma reta de comprimento indefinido e passando sempre por um ponto fixo, move-se ao longo
da circunferéncia de um circulo que ndo estd num mesmo plano com o ponto de modo a
passar sucessivamente por cada um dos pontos dessa circunferéncia, a reta movel descrevera

a superficie de um cone duplo". (BOYER,1974).

Definicdo 4.3 Considere um plano o, uma regido circular R nesse plano e um ponto V' ndo
pertencente ao planoc. A reunido de todos os segmentos que ligam cada ponto de R ao ponto V

¢é um sélido denominado de cone circular. Abaixo temos uma ilustragdo desta figura:

Conforme a inclinacdo das arestas, temos:

* Cones obliquos sdo aqueles cuja aresta que corresponde a altura (V'O), tem sua extre-

midade inferior localizada fora do centro do plano da base;

* Cones retos sdo aqueles cuja aresta que corresponde a altura (V' O), tem sua extremidade

inferior localizada no centro do plano da base.
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Cone Reto Cone Obliquo

Observacdo 4.1 Obs: O cone circular reto é também chamado cone de revolugdo, pois é
gerado pela rotagdo de um tridangulo retdngulo em torno de um eixo que contém um de seus

catetos.veja a ilustracdo de um cone de revolucdo em seguida:

o

Cone de revolugho

4.4.2 Elementos do cone

Considere o cone de revolugdo abaixo:

Nele podemos destacar os seguintes elementos.

Vértice (V) é o ponto, geralmente, denotado por V, em que todos os segmentos de reta

concorrem; Base (B) é a superficie de contorno suave;
Altura (h) é a distancia entre o Vértice e o plano que contém a Base;

Geratriz é um segmento de reta que liga o vértice a um ponto arbitrario na circunfe-

réncia que envolve a base do cone;
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Superficie lateral é a superficie obtida pela reunido de todos os segmentos que ligam o

vértice a curva que envolve a base;
Superficie do cone é a reunido da superficie lateral com a superficie da base;

Area da superficie do cone é a soma da area da superficie lateral com a area da

superficie da base;
Eixo é a reta que contém o vértice e o centro da base;

Secgdo Meridiana é uma regido triangular obtida através da interseccdo da superficie
coénica com um plano que contém o eixo (a reta V'O). Como esta ilustrada a seguir:

W

2r

Cone reto Seccio meridiana

A secdo meridiana é um triangulo isosceles.

4.4.2.1 Cone eqiiilatero

E um cone cuja seccdo meridiana é um triangulo eqiiildtero. Veja a figura: Pela figura,

9 2r gi 'jz'
g=2r

destacamos: g = 2r e h = rv/3.

4.4.3 Areas lateral e total de um cone

4.4.3.1 Area lateral(4;)

A superficie lateral de um cone circular reto ou cone de revolugdo de raio da base r e

geratriz g é equivalente a um setor circular de raio g e comprimento do arco 27r. ou seja,
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planificando a superficie lateral de um cone, teremos um setor circular de raio g e comprimento

de arco 27r, como vemos abaixo:

Z2xr

27r
Sabemos da trigonometria que # = ——rad. Para encontrar a area lateral (A;) do cone

basta estabelecer uma regra de trés simples, como segue:

Comprimento do arco | Area do setor circular

2

2mg g
2rr Al
2mrmg?

O que resulta em A; = = A, = 7ryg.

2mg

4.4.4 Area total (A;)

A area total (A;) de um cone corresponde a soma das éreas lateral (A;) e da base (B =

7TT’2); veja a ilustracdo abaixo:

De onde se conclui:

At:AZ+B:>At:7T7“9+7T7’2:>At:7rr(r+g).
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4.4.5 Volume do cone

Consideremos um cone de altura H; = h e éarea da base B; = B e um tetraedro de
altura Hy = h e area da base By = B (0 cone e a piramide tém alturas congruentes e bases
equivalentes).

Suponhamos que os dois sdlidos tém as bases num mesmo plano « e que os vértices estao

num mesmo semi-espaco determinados por a. Como vemos na figura seguinte:

Qualquer plano secante 3 paralelo a «, distando i’ dos vértices que seccionam o cone,

também secciona o tetraedro, e sendo as areas das sec¢des B e Bs, respectivamente, temos:

B! W\*> B, AW _. B _ B
—_— = o e — = e _—= —,
B, h By h B, By
como By = B e By = B, temos B; = By = B e ainda B; = B,. Logo, pelo principio de

Cavalieri, teremos:

chone = V;‘/etraedro =V.

1 1 1
Sendo Vietraedro = ngh ou ainda Vietraedro = gBh, segue que Ve = ngh ou simples-

mente V = gBh.Tomando B = 7r?, temos ainda:

1
V= §7rr2h.

4.4.6 Tronco de cone de bases paralelas

Considere um tronco de cone obtido a partir de um cone de revolugdo como ilustra a
figura abaixo:

Da figura podemos destacar alguns dados:
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_———

|
-_---:F.-_---

R — raio da base maior;

r —> raio da base menor;

h — altura do tronco;

Hy, — altura do cone maior (original);

H, — altura do cone menor;

V' — volume do tronco;

Vo — volume do cone maior (original);

Vi — volume do cone menor.

Facilmente se vé que: V =V, -V} —= V = %WR2H2 — %WRQHl, sendo Hy = Hy + h,

teremos:

™

3

™

V
3

[R*(Hi+h) —r°H)]| =V [R*h+ (R* — r*)Hy] . (1)

Utilizando semelhanga de tridngulos para colocar H; em fungdo de h, r e R, teremos:

H, R H +h R hr
H, r H, r '""R_»r (1)

Substituindo (/1) em (7), temos:

T | 9 oy hr T | hr
— Z | R? — — V¥V =— |R —
Vv 3 R°h+ (R T)R—r} % 3{3 + (R r)(R—i—r)R_T
Segue que
Vz%[R2h+(R+r)r] :V:g[thjLRerrQ}.

4.4.7 Area lateral e total de um tronco de cone

Considere um tronco de cone circular reto como o mostrado na figura seguinte:
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Sua éarea lateral (A;) e sua area total (A;) sdo dadas respectivamente por:

Ay=mg(R+r) e Ay=m[R(g+7r)+r(g+7)].

Observacdo 4.2 Peca aos alunos para tentarem desenvolver estas formulas.

4.5 Esfera

A descoberta feita por Arquimedes (287-212 a.C) sobre a férmula para calcular o volume
da esfera pode ser considerada como uma das maiores descobertas matematicas de todos os
tempos. O que torna essa descoberta fascinante é o método empregado por Arquimedes e
que de certo modo, influenciou Cavalieri em seu principio para determinar o volume de vérios
s6lidos quase dois mil anos depois. Alguns estudiosos atribuem a Arquimedes a invengao
do Calculo Integral, pois nesta descoberta do volume da esfera e também de outros sdlidos
tais como conoide (paraboloide de revolugdo) e esferoides, aparece a primeira manifestacao da

ideia bésica de integracéo.

Definicdo 4.4 Sejam um ponto O e um segmento r, ndo nulo. Superficie esférica de centro O e
raio r é o conjunto dos pontos do espago cujas distiancias a O sdo iguais a r. Esfera de centro O e
raio r é o conjunto dos pontos do espago cujas distancias a O sdo menores ou iguais a r. Podemos
também considerar: uma superficie esférica de centro O e raio r como a superficie gerada pela
rotagdo de uma semicircunferéncia de raio r em torno de seu didmetro; uma esfera de centro O e

raio r como o sélido gerado pela rotagdo de um semicirculo de raio r em torno de seu didametro

(SMOLE; DINIZ, 2005).
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A seguir vemos um modelo geométrico de uma esfera.

O

Considere a figura seguinte, a partir da mesma destacaremos alguns de seus principais

4.5.1 Elementos da Esfera

elementos.

Eixo
P
m
e
é o ;
P
P

Equador (e) - circunferéncia maior da esfera de centro “O”;

Paralelos (p) -circunferéncias concéntricas ao equador que ndo passa pelo centro “O”,
pois estd em um plano paralelo ao equador;

Meridianos (m) - circunferéncias resultantes da interse¢do de um plano que passa pelo
centro “O” da esfera e é perpendicular ao plano que contém o equador;

Eixo esférico - segmento de reta que liga os dois polos e passa pelo centro da esfera;

Polos (P) - pontos de intersecdo entre a esfera e o eixo;

Centro esférico (0) - ponto que marca o centro da esfera;

Hemisfério -semi-esfera, ou seja, uma das duas partes da esfera seccionada na circunfe-

réncia maior.
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4.5.2 Distancia polar

E a distancia de um ponto qualquer de um paralelo ao polo. Um ponto A da superficie de

uma esfera tem duas distancias polares: P A e P, A. Veja a figura abaixo:

Sendo r o raio da esfera, d a distancia do plano de uma seccdo ao centro, p; e po as

distancias polares de um ponto A, como ilustra a figura a seguir:

Utilizando as relagoes métricas no AP, AP, da figura acima, temos:
(AP1)2 = (P PR).(AM) = (p1)2 =2r(r —d) = p1 = \/2r(r —d).

(APy)? = (PiPy).(PaM) = (p2)” = 2r(r +d) => p2 = /2r(r + d).
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4.5.3 Area e volume

4.5.3.1 Area da superficie esférica. (Nocdo intuitiva)

Se considerarmos uma superficie limitada de area A e sobre ela formarmos um sélido
de altura x de bases “paralelas”, teremos, indicando com V, o volume do sdlido (“prismas"

reunidos com “cilindros") de base A e altura z:

V:A$:>A:%,

veja figura abaixo.

A igualdade acima é verificada para qualquer z.

Intuitivamente, uma superficie é imaginada como urna “placa sélida" de “espessura infini-
tamente pequena". Por isso, se uma “Placa sélida" de volume V' e espessura z for tal que a
expressdo (funcéo) % tem sentido (é definida) para x = 0, entdo % (para = = 0) sera definida
como a area da placa.

Considerando exposto acima, poderemos deduzir a expressdo da area da superficie esférica
de forma bem simples, mas para isto consideremos conhecido o volume da mesma como
sendo

V= —mre.

Para tal, consideremos a figura a seguir e os respectivos elementos destacados na mesma.
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Usando as duas igualdades anteriores teremos:

4 4 4
V, = gw(r +1)* — gmﬂ?’ =V, = 37 [3r%z 4 3ra® + 2°] .

Segue que

% = %7‘(‘ (37“2 + 37’x+x2) )

v
Logo, nesta ultima igualdade, teremos para x = 0, A = -2, o que resulta:
x

A= gw (3r +3r.0 + 0%)

ou seja,

A = 42

4.5.3.2 Volume da esfera

Consideremos um cilindro equilatero de raio da base 7 (a altura é 2r) e seja S o ponto
médio do eixo do cilindro.

Tomemos dois cones tendo como bases as do cilindro e .S como vértice comum (a reunido
desses dois cones é um sodlido chamado clépsidra).

Ao sélido que estd dentro do cilindro e fora dos dois cones vamos chamar de sélido X
(este solido X é chamado anticlépsidra).

Veja as figura ilustrando tal situagéo:

Cilindro Cilindro Reunido dos Solido X,
equildtero equildtero ¢ dois cones cilindro menos
08 dois cones os dois cones

Consideremos agora na proxima figura uma esfera de raio r e o solido X descrito acima.
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r

ASPQ é isosceles:
SP =d = PQ = d

Suponhamos que a esfera seja tangente a um plano «, que o cilindro (que originou o sélido
X) tenha base em « e que os dois sélidos, esfera e solido X, estejam num mesmo semi-espago

determinados por a.

Qualquer plano secante § paralelo a «, distando d do centro da esfera (e do vértice do

solido X), também secciona o sélido X. Temos:
Area da seccdo na esfera = s> = 7(r? — d?) (circulo);
Area da seccdo no sélido X = mr? — wd? = 7r(7“2 — d2) (coroa circular).

As éreas das seccoes na esfera e no solido X sdo iguais; entdo, pelo principio de Cavalieri,

a esfera e o sélido X tém volumes iguais. Ou seja;

V;asfera — Vsolido X — V.

Das figuras vemos que:

1 4
2 2 3
‘/solidoX = ‘/cilindro - 2‘/60716 = ‘/solidoX =7r-.2r —2 (571'7’ .T) = ‘/solidoX = g’]T’l“ )

4
que podemos escrever Vgferq = §7rr3, ou simplesmente:

4
V= §7TT3.
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4,5.4 Fuso e cunha

4.5.4.1 Fuso esférico

E a intersecio da superficie de uma esfera com um diedro (ou setor diedral) cuja aresta
contém um didmetro dessa superficie esférica.
O angulo «, medida do diedro, medido na sec¢do equatorial, é o que caracteriza o fuso,

como mostra a figura abaixo:

arco
aquatorial

Area do fuso:

Utilizando uma regra de trés temos:

Medida do angulo do diedro (em rad) | Area da superficie

21 rad Agrr?

o rad Afuso

Resolvendo, teremos:

Afuso = 27”20(.

Usando raciocinio semelhante, encontraremos em graus o seguinte:

Afuso = Tan

4.5.4.2 Cunha esférica

E a intersecdo de uma esfera com um diedro (ou setor diedral) cuja aresta contém o
diametro da esfera.

A cunha é caracterizada pelo raio da esfera e pela medida do diedro. Veja o desenho de
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uma cunha esférica a seguir:

Volume da cunha:

Utilizando uma regra de trés temos:

Medida do angulo do diedro (em rad) | Volume da superficie
4
27 rad —7r?
3
a rad Acunha
Resolvendo, teremos:
2
Acunha = §T205-
Em graus, teremos:
e
Acun a = Tamn -
" 970

4.5.5 Seccgoes de esfera

4.5.5.1 Calota esférica

E a superficie de revolucdo cuja geratriz € um arco de circunferéncia e cujo eixo é uma reta

tal que:

e Passa pelo centro da circunferéncia que contém o arco;

® Passa por um extremo do arco e ndo o intercepta em outro ponto;

e E coplanar com o arco.

Veja a figura ao abaixo:



Geometria Espacial 81

4.5.5.2 Zona esférica

E a superficie de revolucdo cuja geratriz € um arco de circunferéncia e cujo eixo é uma reta

tal que:
e Passa pelo centro da circunferéncia que contém o arco;
® Nio passa por nenhum extremo do arco nem intercepta o arco em outro ponto;
e E coplanar com O arco.

A figura abaixo ilustra um modelo de zona esférica.

4.5.5.3 Areas das superficies esféricas

Area da calota e area da zona esférica:
Para calcular estas areas recorreremos a expressao desenvolvida para o calculo da superficie
esférica.

Considere a figura seguinte:
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O volume do segmento esférico correspondente a zona (ou calota) esférica é dado por:

1
Vi = nRh — 5m»h(d% + dydy + d3).

Para a esfera concéntrica de raio (r + x), o volume sera:

1
Vo = (R +x)*h — gﬂrh(df + didg + d3).

Logo:
Vo=W-Vi=1V,= 7T(R+x)2h—%wrh(d%+d1dg+d§)— TRh — %wh(df +dydy +d3)| .
Segue que:
V, = m(R+z)*h — nR*h = V,, = 2rhRx + mha® =V, = thx(2R + 1)

ou, de forma equivalente,

V,
-2 = 7h(2R + z).
Assim, para x = 0, teremos:
Azona ou calota — Wh(2R + O)7

ou seja,

Azomz ou calota — 2rRh.
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4.5.5.4 Anel esférico

E um sélido de revolucio que se obtém pela rotacio de um segmento circular (de uma

base) em torno de um eixo tal que:
* Passa pelo centro do circulo que define o segmento circular;
¢ Nio intercepta o arco do segmento circular ou intercepta-o num dos extremos;
e E coplanar com o segmento circular.

A seguir vemos a figura que representa este solido:

7h

Volume do anel esférico: V = FZZ.

4.5.5.5 Setor esférico

E o solido de revolugdo obtido pela rotacdo de um setor circular em torno de um eixo tal

que:
e passa pelo vértice do setor circular;
* ndo intercepta o arco do setor circular ou o intercepta num extremo;
e ¢ coplanar com o setor circular.

Segue o modelo do sdlido:
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2
Volume do setor esférico: IV = gwRQh.

Observacdo 4.3 Serd necessdrio apresentar o segmento esférico e seu volume para a dedugdo
dessa formula, a partir daqui pode-se explorar muitas figuras diferentes, o Professor pode ainda

explorar a inscrigdo e circunscricdo de sélidos como, por exemplo:

¢ Esfera e cubo (esfera inscrita)

0 didmetro da esfera & igual & diagonal do cube.
I
i3

IR=ay) = R=

1
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* Esfera e octaedro regular (esfera inscrita ao octaedro)

O raio da inscrita € a altura OF do tridngulo retingulo AOM.
Aplicando relagdes métricas no S AOM (hipotenusa » altura = produ-
to dos catetos):
avh
6

a3 5 a
—.-.'!'.3_.;=a" .-i-—:b]-=

2 2

Neta: A distincia entre duas faces paralelas do octaedro regular & 2r,

* Esfera e octaedro regular (esfera circunscrita ao octaedro)

O didmetro da esfera é igual & diagonal do octaedro (dingonal do

quadrado).
2R '=a1,|'i = R = ="

e Prisma e cilindro (prisma inscrito em cilindro)

Eles tém a mesma aliura, Basta trabalhar nas bases,

O rado da base do cilindro
£ o raio da circunferéncia
circunserite & base do
prisma.

Base
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® Prisma e cilindro (cilindro inscrito em prisma)

q
|
F"—"Z 0 raio da base do cilindro

& o raio da circunferéncia
inscrita na base do pris- T I/
na.

2y

¢ Piramide e cone (piramide inscrita em cone)

O raio da base do cone é
o raio da circunferéncia
circunscrita & base da pi-
rimide.

Base

(O raio da base do cone &

o apdtema da base da pi- a
rdmide. A geratriz do co- i
ne ¢ o apitema da pira-

mide.

Entre outros casos possiveis, vale lembrar que nesta fase o aluno terd que possuir um
dominio ao desenhar os solidos para que seja possivel desenhar um sélido “dentro” de

outro.



Capitulo 5
Aplicacoes

Neste capitulo sera apresentada uma sequéncia de atividades propostas, que servem para
complementar todo o contetido dos capitulos anteriores, deve-se enfatizar que as mesmas
devem ser trabalhadas paralelamente aos temas de cada capitulo e ao final de cada um,com
excecdo do ultimo capitulo em que os exercicios devem ser trabalhados ao longo dos contetidos
como ¢ feito tradicionalmente, aqui se pretende apenas modelar alguns exemplos que servirao

para este propdsito.

5.1 Atividades para serem trabalhadas ao fim do primeiro
capitulo

Ao fim das apresentacoes, o professor devera realizar atividades para consolidar estes
conhecimentos, neste caso sugiro que os mesmos pecam para os alunos, que, utilizando as
técnicas de construcdo em perspectiva geométrica vistas anteriormente nas animacdes, repitam
estes procedimentos para desenhar alguns soélidos geométricos de preferéncia aqueles que
serdo os objetos de estudo da geometria espacial, como exemplo, o professor pode mostrar as
imagens de uma pirdmide ou um prisma triangular e pedir que os alunos os desenhem em
perspectiva, de um modo geral fazer com que os alunos ja tenham construido nesta atividade
algumas das figuras espaciais que verdo posteriormente. E interessante que estes passos sejam
dados lentamente, afim de que os alunos memorizem a técnica aplicada para este fim.

Em seguida, o professor pode pedir aos alunos que os mesmos desenhem estas figuras sem
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a utilizacdo dos elementos necessarios para o tracado em perspectiva isométrica, ou seja, sem
a presenca do ponto de fuga, do ponto de vista, das linhas de fuga e da linha do horizonte, com
estas atividades espera-se que os alunos ndo s6 consigam desenhar uma figura em perspectiva
sem ter que tracar estes elementos, mas também que compreendam as distor¢coes geradas

visualmente nas figuras planas que compde o solido.

5.2 Atividades para serem trabalhadas ao fim do segundo
capitulo

A seguir algumas sugestoes de atividades para serem trabalhadas ao final da apresentagdo
do software calques 3D, é bom lembrar que ao apresentar o software o professor devera
mostrar os principais comandos ou entdo ensinar os alunos a utilizar o menu ajuda para essa
finalidade.

Atividade 01

Explore livremente o programa.

Atividade 02

Construa um paralelepipedo reto, nomeie seus vértices por A, B,C, D, FE, F,G e H.

a) determine o ntiimero de faces:

b) planifique o sélido.

¢) Marque de verde todos os planos que contém a reta DE e sdo perpendiculares ao plano
EFGH.

Atividade 03

Construa seguindo a sequéncia da aula uma pirdmide de base quadrangular.

O professor pode criar exercicios de acordo com o avango dos alunos na utilizagdo do

programa.

5.3 Atividades para serem trabalhadas ao fim do terceiro
capitulo

A seguir algumas atividades propostas para serem aplicadas ao fim do terceiro capitulo.
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Exercicio 1.

As letras A, B e C representam faces do modelo. Escreva essas letras nas faces correspon-

lis
7

dentes das vistas ortograficas.

<
S

[/

Exercicio 2.

Escreva nas vistas ortogréficas, as letras do desenho em perspectiva isométrica que corres-

pondem aos seus vértices. Exercicio 3.

Identifique a Vista de Frente, a Vista Superior, a Vista Lateral Esquerda e a Vista Lateral

Direita nas projecoes dadas.

O objetivo deste capitulo é estabelecer uma ponte que liga o plano e o espaco, espera-se

que neste momento a visio do espaco e a relagdo das figuras espaciais com as planas ja
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estejam bastante claras para os alunos, é necessario que os mesmos possam brincar com as
imagens no espaco e, portanto manipula-las ao seu bel prazer.

E bom salientar que o professor tem liberdade para escolher as atividades mais pertinentes
para o seu trabalho, muitos livros didaticos possuem atividades que se encaixam perfeitamente

neste capitulo.

5.4 Atividades para serem trabalhadas no decorrer do quarto
capitulo

Esta etapa é fundamental para a finalizacdo e concretizacdo do trabalho, nela, espera-se
que o professor trabalhe no decorrer das aulas exercicios que levem o aluno a desenhar a
figura que ira trabalhar, o professor podera retirar as atividades de materiais diversos como em
livros, apostilas ou ainda da internet, mas é fundamental que o professor diferencie o trabalho
neste ponto, pois se observamos alguns exercicios propostos nos livros, estes ja dispdem
para o aluno a figura do sdlido que o mesmo tera que trabalhar e ainda com todos os
elementos destacados, fazendo com que os mesmos apenas apliquem uma ou outra formula
para solucionar o exercicio, abaixo proponho alguns exercicios de assuntos diversos, apenas
para dar um norte ao professor, mas serd necessario que sejam trabalhados mais exemplos
sempre ao fim de cada aula nova do assunto.

Estas atividades correspondem aquelas encontradas nos livros didaticos do aluno, nas
principais avaliacdes que estes realizam como a OBM, OBMEP nos principais vestibulares do

pais o que incui o ENEM.

e Calcule a area total do sélido indicado na figura.

1 . =l A 1H 1l 1 14 1A
Caloale a drea total do silida indkado #3 Tigurs

o
B3
|
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® Qual é a area total de uma pirdmide quadrangular regular, sabendo-se que sua altura

mede 24 ¢cm e que o apdtema da piramide mede 26 cm?

* As projecoes ortogonais de um cilindro sobre dois planos perpendiculares sdo, respec-
tivamente, um circulo e um quadrado. Se o lado do quadrado é 10, qual o volume do

cilindro?

e Uma fabrica de tintas esta estudando novas embalagens para o seu produto, comercia-
lizado em latas cilindricas cuja circunferéncia mede 10wem. As latas serdo distribuidas
em caixas de papeldo ondulado, dispostas verticalmente sobre a base da caixa, numa
Gnica camada. Numa caixa de base retangular medindo 25¢m por 45¢m, quantas latas

caberiam?

® Sabe-se que um cilindro de revolucdo de raio igual a 10cm, quando cortado por um
plano paralelo ao eixo, a uma distédncia de 6¢m desse eixo, apresenta seccdo retangular

equivalente a base. O volume desse cilindro, em centimetros ctbicos, é:

® Um retdngulo girando em torno de cada um dos seus lados gera dois sdlidos, cujos

volumes medem 3607m?* e 6007m?. Calcular a medida dos lados do retangulo.

® Ao se girar um triangulo retdngulo de lados 3m,4m e 5m em torno da hipotenusa,

3

obtém-se um sélido cujo volume, em m?”, é igual a:

* A base de uma piramide tem area igual a 225cm?>. A 2/3 do vértice, corta-se a piramide

por um plano paralelo a base. A area da seccao é igual a:

e Um calice com a forma de um cone mantém Vem® de uma bebida. Uma cereja de
forma esférica, com didmetro 2c¢m, é colocada dentro do calice, supondo que a cereja
repousa apoiada nas laterais do calice, e o liquido recobre exatamente a cereja a uma

altura de 4cm a partir do vértice do cone, determinar o valor de V.

¢ Em um cilindro reto, de 4m de altura e 0, 5m de raio, foi inscrito um prisma quadrangular

regular. Qual a razdo entre os volumes?

e Um cilindro esta inscrito em um cubo cuja diagonal mede 20cm. Calcule a area lateral

do cilindro.



92

Aplicacoes

* Calcule a area e o volume gerados pela rotacdo da figura dada em torno do eixo XY

e (ENEM-2011) A figura seguinte representa um saldo de um clube onde estdo destacados

os pontos A e B.

T3]

A

Nesse saldo, o ponto em que chega o sinal da TV a cabo fica situado em A. Afim
de instalar um teldo para a transmissdo dos jogos de futebol da Copa do Mundo, esse
sinal devera ser levado até o ponto B por meio de um cabeamento que seguird na parte

interna da parede e do teto.

O menor comprimento que esse cabo devera ter para ligar os pontos A e B poderé ser

obtido por meio da seguinte representacdo no plano:

* (UFMG)Nesta figura, estdo representados o cubo ABCDFEFGH e o sélido OPQRST :

Cada aresta do cubo mede 4cm e os vértices do solido OPQRST sdo os pontos

centrais das faces do cubo. Entdo, € CORRETO afirmar que a érea lateral total do sélido

OPQRST mede
A) 8v2em?
B) 8v3cm?

€ 16V 2em?
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D) 16v/2em?

(E) 2
® (PUC-RS)No cubo representado na figura a area do tridngulo ABC é

C

vd ’
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D) 8V3
(E) 8
(UEA)Um cone reto é seccionado por um plano de modo que o volume do tronco de

7
cone formado é — do volume do cone original. Quanto vale a razdo entre as alturas do

tronco de cone e do cone original?

(A) T
8
(B) 3
4
o>
( 3
1
(D) 5
1
(E) 3

(UFSCAR)As bases ABC'D e ADGF das piramides ABCDE e ADGF E sio retangulos
e estdo em planos perpendiculares. Sabe-se também que ABC'DFE é uma piramide
regular de altura 3cm e apotema lateral 5¢m, e que ADE é face lateral comum as duas

piramides.

Se a aresta AF' é 5% maior que a aresta AD, entdo o volume da pirimide ADGF'FE,

em cm?>, é

(A) 67,2
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* (UFSCAR)Retirando-se um semicilindro de um paralelepipedo reto retangulo, obtivemos

um sélido cujas fotografias, em vista frontal e vista superior, estdo indicadas nas figuras.

Vista frontal Vista superior

r\_/’_}m | =

1 1_.5c:|ln 4cm "I,En:m

jocm

Se a escala das medidas indicadas na fotografia é 1 : 100, o volume do sélido fotografado,

em m°, é igual a

(A) 2(14 + 2r)
(B) 2(14 + )
© 2(14 —m)
D) 2(21 — )
B) 2(21 — 27)
e FUVEST)Numa caixa em forma de paralelepipedo reto-retangulo, de dimensoées 26¢m, 17¢m

e 8cm, que deve ser tampada, coloca-se a maior esfera que nela couber. O maior nimero

de esferas iguais a essa que cabem juntas na caixa é:

e (FUVEST)O cubo ABCDEFGH possui arestas de comprimento a. O ponto M estd na
aresta AE e AM =3ME.

Calcule:

a) O volume do tetraedro BCG M.
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b) A érea do triangulo BC'M.
¢) A distancia do ponto B a reta suporte do segmento C'M.
* (OBMEP) Fazendo oito cortes em um cubo, perto de seus vértices, obtemos um sélido

com 14 faces, que numeramos de 1 a 14. Na figura observamos esse solido sob dois

pontos de vista diferentes. Qual é o nimero da face oposta a face de ntimero 13?




Consideracoes Finais

Vale aqui relembrar os motivos que levaram a realizacdo deste trabalho, uma vez que
muitos professores se encontram em desvantagem diante da cobranga do sistema e da falta de
motivacdo dos alunos para a aprendizagem.

A principio fiquei meio receoso quanto ao contetiddo outrora escolhido, porém as inquieta-
coes e frustracoes quando na transmissdo do mesmo tornaram-se mais evidente e mostraram
que este era 0 momento oportuno de tentar algo novo, pois segundo Albert Einstein “Insanidade
é fazer sempre a mesma coisa e esperar resultados diferentes".

Diante do exposto, percebi que ja era hora de fazer algo diferente para a motivacdo e
aprendizagem dos alunos, e para isso, tive que recorrer ao passado mais precisamente a disci-
plina de desenho técnico, pois a mesma se mostrou uma saida eficaz em anos anteriores para
solucionar a falta de visdo espacial, além disso, sabemos que devido o avanco da tecnologia,
os computadores tem se tornado um forte aliado para o ensino, uma vez que a quantidade
de pessoas que tem acesso a informagdo através deste meio de comunicagdo tem aumentado
significativamente.

E é seguindo esta linha de raciocinio e motivacdo que este trabalho retine este instrumento
(a informatica) a um elo perdido na educagdo basica que é o desenho técnico, ou seja, neste
trabalho esta lado a lado o arcaico e o moderno na busca de solucionar um problema que
ha muito vem tirando o sono de alunos e professores, mas que esperamos estar mais um
passo de soluciona-lo, desejamos com este trabalho proporcionar ao professor um novo olhar
para o ensino de geometria espacial no ensino médio, e ainda que venha ser uma ferramenta

essencial para um mundo cada vez mais moderno.
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