A UNIVERSIDADE DO ESTADO DE MATO GROSSO

A“A CAMPUS DE SINOP
A8 FACULDADE DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL PROFMAT

Denise Aparecida Perini Fernandes

LUGARES GEOMETRICOS NAS GEOMETRIAS
EUCLIDIANA x TAXI : CONCEITOS E POSSIBILIDADES
DE ABORDAGEM NO ENSINO

Sinop/MT
2017






Denise Aparecida Perini Fernandes

LUGARES GEOMETRICOS NAS GEOMETRIAS
EUCLIDIANA x TAXI : CONCEITOS E POSSIBILIDADES
DE ABORDAGEM NO ENSINO

Dissertacao apresentada a Coordenagdo Intitu-
cional do Programa de Mestrado Profissional
em Rede Nacional da Universidade do Estado
de Mato Grosso, Campus de Sinop como parte
dos requisitos para obtenc¢ao do titulo de Mestre
em Matemadtica.

Prof?. Dr?. Vera Lucia Vieira de Camargo
Orientadora

Prof®. M?. Chiara Maria Seidel Luciano
Coorientadora

Sinop/MT

2017



FICHA CATALOGRAFICA
Desenvolvido pelo Servigo Técnico de Biblioteca e Documentagao

Fernandes, Denise Aparecida Perini .

LUGARES GEOMETRICOS NAS GEOMETRIAS EUCLIDIANA x TAXI :
Conceitos e Possibilidades de Abordagem no Ensino / Denise Aparecida Perini
Fernandes. -- Sinop/MT: [s.n.], 2017

111 £ il

- Universidade do Estado de Mato Grosso. Faculdade de Ciéncias Exatas e
Tecnolégicas. Area de conhecimento: Matematica, 2017

Orientadora: Prof?. Dr?. Vera Llcia Vieira de Camargo
Coorientadora: Prof2. M2. Chiara Maria Seidel Luciano
Inclui bibliografia

1. Geometria. 2. ndo-Euclidiana. 3. Geometria do taxi. 4. sequéncia didatica.
5. Geogebra.




Este trabalho € dedicado a minha avé Maria Oliveira Barbosa.






AGRADECIMENTOS

Agradeco a CAPES pelo apoio financeiro, e também a todos os educadores da UNE-

MAT de Sinop pela dedicagdo e pelos ensinamentos ao longo do curso.

Gostaria de agradecer também a Profa. Dra. Vera Lucia Vieira de Camargo, minha ori-
entadora e a Profa Ma. Chiara Maria Seidel Luciano, minha co-orientadora, pela orientagao,

carinho dedicacio, aten¢do e encorajamento durante meus estudos de mestrado.

Agradeco também ao Prof. Dr. Silvio Cesar Garcia Granja pela ajuda para a produgdo

deste no formato Latex.
Meus agradecimentos aos membros da banca examinadora pelas contribui¢des.

Aos colegas que tanto me ajudaram, ensinaram e tiveram paciéncia comigo o meu agra-
decimento. Em especial, os amigos, Gracieli Perdromo Fernandes e Adriano Babiski, eu gos-
taria de agradecer por todo apoio que sempre me deram, sem voces teria sido mais dificil a

jornada.

A minha familia que tanto me apoiou e incentivou, minha cunhada Debora, meu irméo
Luis Fernando, meu pai Francisco, minha mae Pedrolina e os dois homens da minha vida, Igor

e Pedro, obrigado, amo vocés.






“Ninguém ignora tudo.

Ninguém sabe tudo.

Todos nés sabemos alguma coisa.
Todos nds ignoramos alguma coisa.
Por isso aprendemos sempre.”

(Paulo Freire)

“A Matematica € o mais maravilhoso instrumento criado pelo génio do homem para a
descoberta da verdade.”

(Laisant)






ESTADO DE MATO GROSSO
SECRETARIA DE ESTADO DE CIENCIA E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE DO ESTADO DE MATO GROSSO
CAMPUS UNIVERSITARIO DE SINOP
TG GRasso  FACET — FACULDADE DE CIENCAIS EXATAS E TECNOLOGICAS.
meomrwerosac  MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
PROFMAT UNEMAT - SINOP

DENISE APARECIDA PERINI FERNANDES

LUGARES GEOMETRICOS NAS GEOMETRIAS EUCLIDIANA X TAXI:
CONCEITOS E POSSIBILIDADES DE ABORDAGEM NO ENSINO

Jissertacao apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional da Universidade do Estado de Mato Grosso - UNEMAT no Campus
Jniversitario de Sinop, para obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dra. Vera Lucia Vieira de Camargo
Aprovado em: 11/04/2017

3ANCA EXAMINADORA:

)

.
Prof. Dra. Veratticia Vieira de Camargo - UNEMAT

[

Prof. Dr. Ebersor Pa{ilo Trevisan - UFMT

/@?ﬁf

Prof. Dr. Rogério cfo ong,a[ves UNEMAT

SINOP - ABRIL - 2017






RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar os resultados do estudo realizado sobre os concei-
tos de uma Geometria ndo euclidiana denominada Geometria do Téxi, em conjunto com uma
proposta de sequéncia diddtica destinada a alunos e professores de Matematica da Educacdo Ba-
sica abordando o tema em contextos de situacdes-problema e atividades com o uso dos recursos
do Software Geogebra. Os conceitos envolvidos desta geometria sdo de facil compreensdo e
favorecem o estabelecimento de conexdes com problemas de localizacdo e movimentagdo no
espaco, lugares geométricos e modelagem das trajetdrias de deslocamentos nas ruas e avenidas
de uma cidade com o intuito de motivar os alunos para a drea de Matemadtica considerando
situacdes problema interdisciplinares e proximas de sua realidade. Ao longo do trabalho é
apresentado um comparativo dos principais aspectos conceituais da Geometria do Taxi e da

Geometria Euclidiana.

Palavras chave: Geometria; ndo-Euclidiana; Geometria do Taxi; sequéncia didatica; Geogebra.






ABSTRACT

This work aims to present the results of the study carried out on the concepts of a non-Euclidean
geometry called Taxi Geometry, according to a didactic proposal of following teaching for stu-
dents and teachers of Mathematics of Basic Education approaching the theme in contexts of
problem situations and activities using the resources of the Geogebra Software. The concepts
involved in this geometry are easy to understand and favor the establishment of connections
with problems of location and movement in space, geometric places and modeling of the tra-
jectories of displacements in the streets and avenues of a City in order to motivate students to
the area of Mathematics considering interdisciplinary problem situations and close to their rea-
lity. Throughout this work, a comparison of the main conceptual aspects of Taxi Geometry and

Euclidean Geometry is presented.

Keywords: Geometry; Non-Euclidean; Geometry of the Taxi; Following teaching, Geogebra.
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1 INTRODUCAO

A geometria é uma parte da Matemadtica muito importante para o ensino desta disciplina
devido a relevancia de seus conceitos e das possibilidades de conexdo que seus contetidos per-
mitem com problemas de contextualizacao e aplicagdes. Assim, o estudo da geometria favorece
condic¢des para que os alunos desenvolvam atitudes favordveis frente a Matematica e com habi-
lidades em resolucao de problemas com vistas a uma aprendizagem significativa dos conteidos

matematicos.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino Fundamental (1998)

destacam que:

A Geometria € um campo fértil para se trabalhar com situagdes-problema e é
um tema pelo qual os alunos costumam se interessar naturalmente. O trabalho
com nogdes geométricas contribui para a aprendizagem de nimeros e medi-
das, pois estimula a crianca a observar, perceber semelhancas e diferencas,
identificar regularidades e vice-versa. (PCN, BRASIL, 1997, p.82)

Os curriculos atuais na parte da geometria no contexto da Educacdo Bésica estdo or-
ganizados de forma a direcionar o ensino desta disciplina para uma abordagem quase que ex-
clusiva de contetidos da Geometria Euclidiana (GE), e assim dificilmente as geometrias nao-
euclidianas sdo estudadas, fazendo com que a maioria dos alunos nunca tenha sequer ouvido
falar na existéncia de uma outra geometria que ndo seja a de Euclides. Em relacio a abordagem
de conceitos das geometrias ndo-euclidianas nos cursos de formagao de professores a pesquisa
de Barreto e Tavares (2005) constatou que em 43 cursos de Licenciatura em Matematica de di-
ferentes institui¢des pesquisadas, somente cinco delas possuiam em suas matrizes curriculares
conteddos referentes as geometrias nao-euclidianas. Considerando as possibilidades de aplica-
coes das geometrias ndo-euclidiana em diversos contextos, acreditamos que ha a necessidade de
se ampliar as discussdes no ambito do ensino para possiveis inser¢des de topicos destas outras
geometrias, para que alunos e professores tenham contato com novos saberes e ampliem seus

horizontes de conhecimento que permitam uma melhor compreensao do mundo que os cercam.

Na nossa vivéncia como professora de Matemadtica, hoje mais de 17 anos em sala de
aula percebemos que a tnica geometria que € trabalhada durante todo o Ensino Bésico € a
euclidiana, por isso acreditamos que, a visao dos alunos e até mesmo de alguns professores de
que s6 hd uma geometria, e este fato € chamado por Davis e Hersh (1985) de “mito de Euclides”,

conforme mostra o texto dos autores a seguir:

E a crenca de que os livros de Euclides tém verdades sobre o universo, claras
e indubitdveis. Partindo de verdades evidentes, por si proprias e procedendo
por demonstragdes rigorosas, Euclides chega a conhecimento certo, objetivo
e eterno. Mesmo agora parece que a maior parte das pessoas com instrucio
acredita no mito de Euclides. Até o meio ou fim do século dezenove, 0 mito
reinava sem desafios. Todos acreditavam nele... (DAVIS e HERSH, 1985,
p.366)
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No ambito das pesquisas em nivel de pds-graduacdo, podemos encontrar varias pesqui-
sas sobre geometrias ndo-euclidianas, como a esférica, hiperbdlica e do Taxi e possibilidades

de articulacdo de seus conceitos na Educagdo Basica.

Tratando da geometria esférica no ensino podemos encontrar os trabalhos de Reis (2006),
Dueli (2013), Zanella (2013) e Gomes (2014). A pesquisa de Reis (2006) buscou estudar o uso
de materiais manipuldveis e recursos pedagdgicos no ensino da Geometria Esférica, utilizando
como recurso o software Cinderella, caleidoscopio e bola de isopor para atingir seus objeti-
vos durante um curso em nivel de graduagdo sobre geometria esférica. O trabalho de Dueli
(2013) buscou rever os conhecimentos de Geometria Euclidiana realizando uma sequéncia de
atividades e fazendo um comparativo com a geometria esférica associado com os conceitos de
Cartografia. Zanella (2013) propos atividades de ensino sobre Geometria esférica com enfo-
que na navegacdo sobre a superficie da Terra. J4 Gomes (2014) realizou um estudo sobre o
surgimento da Geometria ndo euclidiana a partir da tentativa de prova do quinto postulado de
Euclides, propondo também atividades destinadas a Educacdo Basica relacionada a Geometria

Esférica com aplicacdes na area de Geografia.

Abordando a Geometria hiperbdlica encontramos os trabalhos como o de Arcari (2008),
Marcondes (2014) e Santos (2014). Arcari (2008) baseou-se no Modelo Euclidiano do Disco
de Poincaré para Geometria Hiperbdlica com o objetivo de produzir um material diditico em
nivel de graduacgdo sobre este conteudo. Marcondes (2014) busca em sua pesquisa apresentar
a geometria hiperbolica no Ensino Médio utilizando o Geogebra. Santos (2014) apresenta a

trigonometria hiperbdlica fazendo conexdo com a trigonometria circular.

A abordagem sobre a Geometria do Taxi (GT) destinadas ao ensino € encontrada nos
trabalhos de Fava Neto (2013) e César (2010) que estabelecem um paralelo entre as distancias
entre dois pontos e os conceitos de Conicas nas Geometrias Euclidiana e do Téxi. Utilizando re-
solucdo de problemas, Caldato (2013) apresenta uma sequéncia de atividades de Anélise Com-
binatdria utilizando a Geometria do Taxi. Loiola (2012) abordou a Geometria do Taxi como
um modelo para a geografia urbana, utilizando como recursos o Google Maps e, sugeriu uma
dinamica para se trabalhar a Geometria do Taxi. Cruz (2013) prop6s um trabalho com a elipse

da Geometria do Téxi direcionado para o ensino bésico.

Em geral, todos os trabalhos mencionados abordam a histéria da Geometria ndo eucli-
diana e sugerem atividades que possam ser desenvolvidas na Educacdo Basica. Os trabalhos de
Reis (2006), Dueli (2013), Zanella (2013) e Gomes (2014) propuseram uma abordagem inter-
disciplinar da Geometria Esférica com a drea de Geografia. O trabalho de Reis (2006), além
de tratar teoricamente o assunto, desenvolveu uma variedade de recursos para as atividades

propostas.

Em especial, a Geometria do Taxi é uma boa possibilidade para aos alunos de diversos
niveis de escolaridade conhecer uma Geometria ndo Euclidiana, pois € de facil compreensao e

aplicacdo e se constitui como um modelo apropriado para a geografia urbana. Pode ser traba-
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lhada desde o Ensino Fundamental através de atividades praticas e divertidas e sua abordagem
nas salas de aula pode proporcionar aos alunos uma variedade de novos conhecimentos geomé-
tricos presentes em seu dia-a-dia cuja a utilizagdo dos conceitos da Geometria Euclidiana ndo

seja adequada.

Diante da revisdo da literatura realizada sobre o assunto, apresentamos neste trabalho os
conceitos da GT estabelecendo um comparativo entre o conceito de distancia do Téxi e distancia
euclidiana com uma sequéncia didética contendo atividades destinadas a Educacdo Bésica sobre
0 assunto, utilizando o software Geogebra como recurso, com o intuito de colaborar com alunos
e professores com um texto que possa contribuir para a transposicao didatica destes contetidos

para o contexto escolar.
Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No Capitulo 2 apresentamos um pouco da historia do surgimento das Geometrias nao-
euclidianas a partir da tentativa de prova do guinto postulado de Euclides e definimos a Geome-
tria do Téxi como uma Geometria ndo euclidiana, um comparativo entre o conceito de distancia
nas geometrias Euclidiana e do Téxi e os Lugares Geométricos nas duas geometrias e suas

caracteristicas.

Apresentamos no Capitulo 3 uma discussdo sobre as possibilidades da resolucdo de
problemas aliada ao uso do Geogebra como perspectiva metodolégica para o ensino da Mate-

matica.

No Capitulo 4 apresentamos uma sequéncia didatica com sugestdes de atividades lud-
dicas para se trabalhar os conceitos de Lugares Geométricos nas Geometrias Euclidiana e do
Taxi fazendo uso do software Geogebra e utilizando a resolu¢do de problemas como suporte

metodoldgico.

Nas consideracdes finais apresentamos as conclusdes acerca do trabalho desenvolvido,
buscando verificar se 0s nossos objetivos foram alcangados e quais suas contribui¢des para o

ensino da Matematica e para a nossa formacgao de professor.
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2 A GEOMETRIA DO TAXI E SUAS RELACOES COM A GEOME-
TRIA EUCLIDIANA

2.1 UM BREVE HISTORICO DAS GEOMETRIAS NAO-EUCLIDIANAS

De acordo com Eves (2011), o grego Euclides de Alexandria, considerado o pai da
Geometria, foi um professor matematico criador da famosa escola de Alexandria, que contribuiu
em varias areas como: Astronomia, Musica, Mecanica, dentre outras. Seu trabalho mais famoso
foi na drea de Matemaética com a obra Os Elementos, composta de treze livros que retinem e
sistematizam grande parte do conhecimento matematico da época (entre os anos de 330 e 320
a.C.). A ciéncia e a propria historia da humanidade foram influenciadas pela obra Os Elementos,
pois trouxe contribui¢des relativas ao modo de elaboragdo do conhecimento matematico e foi
um dos livros mais reproduzidos e estudados no mundo ocidental e sendo também utilizado
como Unico livro para se ensinar Matemadtica por um longo periodo. Os treze volumes que
constituem a sua obra, foram utilizados por inimeros filsofos e matematicos de todos os paises
e de todos os tempos, devido a sua simplicidade de estilo e clareza. Em sua obra, Euclides
apresenta a geometria como um sistema 16gico: defini¢cdes, axiomas, postulados, proposi¢des e

demonstracdes organizadas de forma ordenada e articulada.

De acordo com Melo (2014), mais tarde a geometria como apresentada em Os Elemen-
tos de Euclides foi revista e a primeira revisao se deve a Hilbert (1862-1943), um dos mais
brilhantes matematicos de todos os tempos, que em 1899 escreveu uma obra fazendo uma relei-
tura dos axiomas de Euclides, propondo uma forma de defini¢do mais precisa de cada axioma
e questionando quais eram 0s axiomas necessarios para estruturar uma geometria axiomatica.
Hilbert estruturou toda a sua geometria com base em 21 axiomas, que mais tarde foi revisada e

estruturada com 20 axiomas.

Na obra original de Euclides, os primeiros postulados apresentados a seguir, segundo

Eves (2011) sdo abstragdes derivadas de experiéncias com régua, compasso e transferidor:

e Pi: E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a outro ponto qualquer.
e Py: E possivel prolongar uma reta finita indefinidamente em linha reta.

e P3: E possivel descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio.

e P4: Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

o Ps: Se uma reta intercepta duas retas formando dngulos interiores de um mesmo lado
menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinidamente elas se en-

contrardo no lado em que os dois dngulos sao menores do que dois dngulos retos.
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O postulado Ps apresentado, foi muito investigado por Euclides e por mateméticos que
vieram posteriormente como Cldudio Ptolomeu (85 a.C. -165 d.C), Proclus (410-485 d.C),
Nasir-Eddin (1201-1274), John Wallis (1616-1703) que tentaram prové-lo. A principio chegou-
se a cogitar a hipétese de que talvez ndo se tratasse de um postulado e sim de um teorema e,

que assim, fosse possivel ser demonstrado por meio dos demais postulados apresentados.

A versdo mais conhecida do quinto postulado € de John Playfair (1748-1 819): “Por um

ponto fora de uma reta dada ndo hd mais do que uma paralela a essa reta". (EVES, 2011, p.539)

Legendre (1752-1833) contribuiu para popularizar o quinto postulado com sua obra
Elementos da Geometria, que foi publicado em 1794 e foi o texto elementar principal sobre o
tema durante muitos anos no qual apresentava uma prova de que a soma dos angulos internos

de um tridngulo € menor que ou igual a dois angulos retos.

Na tentativa de demonstrar o postulado em questao, o italiano Gerolamo Saccheri (1667-
1733), jesuita da Universidade de Padua utilizou o método de redugao ao absurdo, desenvol-
vendo assim, o “quadrildtero de Saccheri”. No entanto, ele ndo conseguiu chegar a uma contra-
dicdo e nem a conclusdes substanciais € o problema continuou aberto por muitos anos, sendo
chamado por D’ Alembert de “O escandalo de elementos de geometria”!. Deste modo percebia-

se que havia uma espécie de paradoxo implicito no quinto postulado.

De acordo com Ruiz (1999), quando se comegou a pensar que a geometria ndo teria
que corresponder aos objetos do mundo que nos cerca e que os axiomas de Euclides ndo sao
verdades absolutas, a histéria comeg¢a a mudar e inicia-se uma nova maneira de se conceber a
geometria. Nesse sentido, o autor menciona que um advogado dedicado a Matemaética chamado
Ferdinand Schweikart (1780-1859), concluiu que existiam duas geometrias, uma Euclidiana e

outra que ele chamou de geometria astral por acreditar que ela se dava no espago estrelar.

Nesse contexto, alguns mateméticos como Lobachevski (1792-1856), Bolyai (1802-
1860), Gauss (1777-1855) e Riemann (1826-1866) obtiveram grande destaque no desenvol-
vimento das Geometrias ndo-Euclidianas, mesmo recebendo criticas, por de seus pares. Os
motivos que levaram esses grandes matematicos a iniciar um trabalho nesta area foi o fato de

ndo considerarem o quinto postulado de Euclides como verdade absoluta.

Nessa direcdo, duas negagdes do 5° postulado fazem surgir duas geometrias ndo-Euclidianas

a hiperbdlica e a eliptica. Para o referido postulado surgem entdo duas novas versoes:

Na versdo Hiperbolica: Por um ponto, ndo pertencente a uma dada reta, passam no

minimo duas retas paralelas a dada reta.
e

Na versdo Eliptica ou esférica: Duas retas sempre se intersectam.

' Considerando os problemas envolvidos na busca de boas defini¢des, D’ Alembert chega a se referir 2 defini¢io

e as propriedades da linha reta e das linhas paralelas como tropego e escandalo dos elementos de Geometria
(D’ALEMBERT, 1986, p. 318).
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Depois deste periodo que foi definido por Eves (2011) como a “libertacao da geome-

tria”, surgem novas geometrias, denominadas de Geometrias ndo-Euclidianas.

Nesse contexto, de acordo com Krause (1986), surge com o russo Hermann Minkowski
(1864-1909) uma outra Geometria nao Euclidiana denominada de Geometria do Tdxi, bastante

intuitiva conforme serd abordada na proxima se¢ao.

2.2 A GEOMETRIA DO TAXI

Criada pelo matemético e fisico russo Hermann Minkowski (1864 — 1909), que também
foi o criador dos conceitos da quarta dimensdo que permitiu a Albert Einstein (1879-1955) ela-
borar sua teoria da relatividade, a Geometria do Taxi, também denominada Métrica de Manhat-
tan, Geometria Urbana, Métrica do quarteirdo, dentre outras denominagdes, foi apresentada
pelo matematico austriaco Karl Menger (1902-1985) em uma exposi¢do no Museu de Ciéncia
e Industria de Chicago, momento em que ele distribuiu um livreto intitulado “Vocé gostara de
Geometria” e o termo “Taxi” foi usado pela primeira vez. De uma forma ilustrativa a Geome-
tria do Téxi € constituida de um plano cartesiano coberto com malhas quadriculadas na qual as
linhas horizontais e verticais nos ddo a ideia de ruas de uma cidade ideal (onde todas as quadras
tém as mesmas dimensodes). Tal geometria nos fornece um modelo para a geometria urbana que
para se deslocar de um ponto a outro sé pode ser por trajetos que envolvam trechos horizontais

e verticais.

Figura 1 — Plano na Geometria do Téaxi

Fonte: Préprio Autor.

Embora se tenha utilizado uma malha quadriculada, isto ndo significa que na Geome-
tria do Taxista os pontos devem ter necessariamente coordenadas inteiras. Este recurso serd
utilizado com objetivo de simplificar a medi¢do da distancia na GT e, a menos que se diga o

contrério, adotaremos tal procedimento.
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2.2.1 Distancia entre Dois Pontos

De acordo com Eves (2011) a Geometria Analitica teve origem gracas as contribuicdes
de Pierre de Fermat (1601 - 1665). O Plano Cartesiano € a representacdo geométrica que permite
o estudo de Lugares geométricos bidimensionais. No plano, Ox determina o eixo das abscissas
e Oy, o eixo das ordenadas. Cada ponto do plano estd associado a uma abscissa e uma ordenada,
sendo representado por um par ordenado do tipo (x,y), onde x e y sdo chamadas coordenadas

cartesianas.

Figura 2 — Representacdo do Plano Cartesiano

Y
A
yal ~° *
|
|
|
0 T4 X

Fonte: Préprio Autor

Para se calcular a distancia entre dois pontos, segundo a Geometria Euclidiana, pode-se
considerar os pontos A(x4,y4) € B(xp,yp), cada um destes pontos poderia ser designados quer
por uma letra maidscula, ou por um par ordenado de niimeros reais (as “coordenadas” do ponto)

como mostra na Figura 2.

Sendo a distincia euclidiana dg(A,B) entre os pontos A e B a medida do segmento AB,
e tomando um ponto C ¢ AB podemos construir um tridngulo retangulo ABC como o da Figura
3.

Aplicando o Teorema de Pitdgoras a distincia euclidiana entre os pontos A e B pode ser

obtida pela Equacao (1)

dg =\ 1xs—xal+|ys — yal? (1)
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Figura 3 — Representacdo da dg entre pontos no plano

YB— YA

Fonte: Préprio Autor.

A distancia do téxi de A para B dr(A,B), ndo é determinado em linha reta como na GE,
mas sim como a trajetdria de um taxi, ou seja, sdo quantificadas as unidades horizontalmente e

verticalmente para se ir de A para B, como mostra a Figura 4

Figura 4 — Representacdo da distancia do Téxi

Y B
yB ———————————— -‘.
lyB — YAl
yA___,A—'C
| |z — zali
0 LA Ip X

Fonte: Préprio Autor.

Nessa perspectiva, a distancia do Téxi do ponto A até B pode ser obtida pela equagdo:
dr = |xp —xa|l+|yp — ya (2)

A Geometria do Taxi utiliza os mesmos conceitos de pontos, linhas e medidas de angu-
los da GE e se difere na forma de como € definida a distancia entre os pontos. Na GT a menor

distancia entre dois pontos € medida como em uma corrida de taxi nas ruas de uma cidade sendo
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sempre maior ou igual a distancia entre os pontos da GE, conforme demonstrag@o para o caso

do espago bidimensional apresentada a seguir:

Sejam dg(A,B) e dr(A,B) as ditdncias na geometria euclidiana e geometria do Taxi

entre os pontos A e B, respectivamente:

Mostraremos a seguir que a dg(A,B) < dr(A,B) valendo a igualdade apenas quando
ambos os pontos possuirem as coordenadas correspondentes iguais, ou seja, 0s pontos possuam

valores de abscissas e/ ou valores de ordenadas iguais.
Sejam os pontos A(x4,y4) € B(xp,yp).
Temos que: 2.|xp — xal.|ys — ya| >0,
Somando em ambos os lados da desigualdade (xp —x4)? + (yp — ya)? temos:
(xB = xa)>+ (48— ya)* +2.1x8 — xal.lyp — ya| > (xp —xa)* + (45— ya)*.
Reescrevendo a equagdo temos:
(s = xal+lys — yal)* > (xp —x4)> + (ys — ya)*.

Como os dois membros da inequacio sao ndo-negativos, ao se extrair as raizes quadra-

das de ambos, a desigualdade continua vélida:

V (es = xal 15— yal)? = 1/ (x5 — 22 + (95— ya)2

O que resulta:

|xg—xal+ |y — ya| > \/(XB —x4)2+ (yp—ya)*
Portanto:

dr(A,B) > dg(A,B).

2.3 METRICA E ESPACOS METRICOS

As definicdes a seguir estdo baseadas em Lima (1977). Uma métrica num dado conjunto
M # 0 é uma funcdo d : M x M — R, a qual associa a cada par ordenado de elementos x, y €
M um ndmero real d(x,y), que é denominado distdncia de x a y satisfazendo as seguintes

condig¢des para quaisquer x,y,z € M:
i. d(x,x) = 0; (nulidade) .
ii. d(x,y) > 0,sex # y (positividade) .
iii. d(x,y)=d(y,x); (simetria) .

iv. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z); (desigualdade triangular) .
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Um conjunto munido de uma métrica é chamado de espago métrico (M,d). As distan-

cias, euclidiana e do tixi, sdo exemplos particulares de métricas sobre RZ,

Dados x = (x1,X2...,X,) € ¥y = (Y1,Y2...,Yn), as trés maneiras mais usuais de se definir a

distancia entre dois pontos em R” sdo:

1
n 2
d(xy) = \/ (1= 1)+ o4 (xn— [Z —y;) ] (distancia euclidiana),
i=1

n
d(xy)=|x1—yi|+...+|xn—yu| = Z |x; — y;| (distAncia de Manhattan) e
i=1

d"(x,y) = max{|x1 — y1|,..o|Xn — yu|} = maxi< ; <u|x; — yi| (distdncia maxim).
Para mais detalhes sugerimos Lima (1977).

Para Janssen (2007), a distancia euclidiana precisa satisfazer as quatro condi¢des apre-
sentadas anteriormente para ser considerada uma métrica. Apresentamos a seguir a prova de

que a distancia euclidiana € uma métrica e para isso utilizamos o caso do espago bidimencional.

Dados P(XP, yp), Q()CQ, yQ) € R(XR, yR) € Rz.

Prova:

e Condigdes i. e ii.:
Se P = Q entdo, d(P,Q) = d(P,P) = \/()Cp —xp)?+(yp—yp)? = \/(0)2 +(0)2=0.

Se P # Q, entdo xp # xg ou yp # yo.

E também (xp — x0)> > 0 ou (yp — yp)* > 0.

Supondo xp # x¢

Temos: \/(xp —x0)?+ (yp—yo)* = \/(xP —x0)%? =|xp—xg|>0.

Assim sendo, \/(xp —x0)*+ (yp—yg)* > 0.
e Condicdo iii.: d(P,Q) = d(Q,P)
d(P.Q) =/ (xp —x0)* + (yp — y0)*

= (=D (=xp+x0)) + (~1) (~yp + y0))?

- \/(_1)2(—“’ +x0)*+ (=1)*(—ypr + yo)*

—\/XQ—XP +(yo — ypr)?
=d(Q,P)

e Condicdo iv.: d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R)
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Figura 5 — Desigualdade triangular

Fonte: Préprio Autor.

Tomando os pontos P, Q e R como representados na Figura 5, temos que:
d(P.0)+d(Q.R) =/ (xp —x0)2+ (yp — yo)* +1/ (x0 — x&) + (yo — y&)*

e d(P.R) = \/(XP —xr)*+ (yp — yr)?

De sorte que, pela desigualdade triangular "A soma dos comprimentos de quaisquer dois

lados de um tridngulo € maior que o comprimento do terceiro lado".

\/(XP —x0)*+(yp—yo)*+ \/(XQ —xg)?>+(yo— yr)* > \/(XP —xgr)?>+ (yp — yr)?
Entio, d(P,Q) + d(Q.R) > d(P.R).

De acordo com Janssen (2007), sejam P(xp,yp), Q(x0,y0) € R(xg,yr) € R2. A distan-

cia do taxista, cuja férmula é dada pela Equacdo (2), também é uma métrica.

Prova:

e Condigdes i. e ii.:

d;(P,Q) > 0ed,(P,Q) =0seesomentese P=0Q. Se P=Q, entdo, d;(P,Q) = d,(P,P)

Deste modo, temos que

di(P,Q) = |xp—xp|+|yp — yp|

= 10| +10]

=0.

Por outro lado, se d;(P,Q) = d,(P,P), por defini¢do, temos:
0=4d,(P,Q)
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= |xp—xo|+[yr — yol

Logo,

Xp=Xge€yp=1Yyg

Entao:

P=0.

A seguir, mostremos que d;(P,Q) > 0. Em verdade, se P # Q, entdo xp # x¢ ou yp # yop,

de modo que, pela defini¢do de d;(P,Q), resulta em |xp —xg| > 0 ou |yp — yg| > 0. Se
xp # x¢ (caso andlogo para yp # yg ), observe que

|xp —xg|+|yp — yo| = |xp — x| >0,

ou seja, d;(P,Q) = [xp — xg|+|yp — yo| > 0.
e Condicdo iii.: d;(P,Q) = d;(Q,P)

Temos que

di(P.Q) = [xp—x0|+|ypr — yol
= [(=1)(=xp+x0)|+|(=1)(—yr+ yo)|
= [(=D)(xg —xp)[+[(=1)(yo — yp)|
= [(=DIl(xg —xp)[+[(=D)[(yo — yp)|
= |xg —xp[+]yo — yr|
= d,(Q,P).

e Condicdo iv.: d,(P,Q)+d;(Q,R) > d(P,R)

Temos, pela desigualdade triangular modular (|A| + |B| > |A + BJ), que:
d(P.Q)+d(Q.R) = [xp — xo|+|yr — yo| +|x0 — xr| +|y0 — Yl

= (lxp = xo|+|xo — x&l) + (lyr — yo)| +yo — y&l)

= [xp —xg|+|ypr — yr|

=d(P,R).

Consequentemente: d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R).

Diante dos resultados obtidos, temos entdo que as distancia euclidianas e do tixi sdao
métricas no espaco bidimensional, se estendendo para o caso n-dimensional. A métrica eucli-
diana dominou a concepcdo de métrica ideal para mensurar distincias do mundo natural por
muito tempo, porém, em algumas situagdes esta métrica pode nao ser apropriada para calcular a
distancia a ser percorrida entre duas localidades de uma cidade, por exemplo. A métrica do taxi
calcula a distancia entre dois pontos a partir de linhas horizontais e verticais. Ou seja, a taxi-
distancia minima entre dois pontos pode ser determinada tragcando qualquer um dos caminhos

que liga um ponto a outro na malha.
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2.4 A RETA NA GEOMETRIA DO TAXI

Em geometria euclidiana, reta € um conceito primitivo, ou seja, sem definicao
formal. Em geometria do tdxi: a reta € a unido de viagens diretas, ou seja,
¢ uma viagem estendida, no sentido de que se considera sempre o caminho
mais curto entre dois pontos quaisquer dessa viagem. (ABREU; BARROSO;
MIRANDA, 2005).

Na GT, o conceito de retas paralelas continua sendo o mesmo utilizado em geometria

euclidiana, ou seja, retas paralelas sdo retas que nao se interceptam.

Figura 6 — Representacdo de uma reta na GT

Fonte: Proprio Autor.

A GT é considerada como Geometria ndo euclidiana porque contradiz o V Postulado, e
em seu lugar considera que, por um ponto dado P exterior a reta r, ambos em um mesmo plano,

existem mais de uma reta paralela a esta reta r.” (CRUZ 2015, p.17)

Na Figura 7 podemos observar que pelo ponto K fora da reta r passam as retas t € s,

paralelas a r.
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Figura 7 — Representacdo de retas no plano da GT

Fonte: Préprio Autor.

Para definirmos segmentos e triangulos na GT, precisamos definir dois conceitos basicos

desta geometria:

e Viagem Direta: € o caminho que possui a menor distncia entre dois pontos, conforme

ilustrado na Figura 8

Figura 8 — Representacdo de uma viagem direta de A para B

=

Fonte: Préprio Autor, baseado em Miranda (1999)

e Viagem redonda: também chamada de “curva fechada”, € um conjunto de blocos tal que
cada bloco do conjunto seja incidente com exatamente 2 outros, ou seja, ndo existem

"pontas soltas", como podemos observar na Figura 9



32 Capitulo 2 A GEOMETRIA DO TAXI E SUAS RELACOES COM A GEOMETRIA EUCLIDIANA

Figura 9 — Representacdo de uma viagem redonda

Fonte: Préprio Autor, baseado em Miranda (1999)

O segmento de reta na GE € tnico, sendo obtido pela unido das extremidades do seg-
mento com os pontos entre as extremidades. Na GT, um segmento de reta é o conjunto de
blocos que ligam esses pontos através de uma viagem direta. Existem vérios segmentos de reta,

pois ndo ha apenas uma viagem direta entre dois pontos, como vemos na Figura 10,

Figura 10 — Duas representacdes de segmento de reta AB na GT

]

Fonte: Préprio Autor.
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2.5 TRIANGULO NA GEOMETRIA DO TAXI

De acordo com MIRANDA, 1999, “O triangulo taxi é formado pela unido de 3 viagens

diretas e essa unido € uma viagem redonda”.

Figura 11 — Representacdo do triangulo ABC na GT

A _lg

Fonte: Proprio Autor, baseado em Miranda (1999)

Como as mesmas medidas dos dngulos internos de um triangulo sao retos (90°), os lados
congruentes nao serdo suficiente para que dois tridngulos sejam congruentes, ou seja, 0 Axioma
Lado Angulo Lado ndo é vélido para todos os casos como ilustra um contraexemplo na Figura
12.

Figura 12 — Contraexemplo do caso de congruéncia de tridngulos L.A.L na GT

Fonte: Préoprio Autor, baseado em Miranda (1999)
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Analisadas as equivaléncias entre as métricas, trataremos a seguir do nimero de possi-

veis caminhos entre dois pontos na GT

2.6 A GEOMETRIA DO TAXIE SUA RELACAO COM A ANALISE COM-
BINATORIA

Embora haja apenas um menor caminho na GE de A para B, na GT existem vérios
caminhos de distancia minima entre estes pontos. O nimero de trajetos minimos entre pontos

na Geometria do Taxi, pode ser obtido pelas combina¢des de possiveis trajetos de A para B.

Por exemplo, se for dada uma grade 2X2, podemos encontrar 6 caminhos diferentes

com mesma distancia, como pode ser observado na Figura 13:

Figura 13 — Caminhos diferentes de A para B na GT

— 5 oA
1 2
: ——
i i
i B 4' B
I
A A
5/ i B i B
i S—
Al A

Fonte: Préprio Autor.

Para facilitar nosso trabalho na busca pelo niimero de caminhos da distancia do Taxi de
um ponto a outro por meio da menor distancia recorremos a elementos da Andlise Combinatdria

com o objetivo de responder problemas envolvendo métodos de contagem.
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Figura 14 — Caminho entre os pontos A e B

Y B

4 ®

Fonte: Préprio Autor.

Na GT existem vérios outros caminhos que correspondem a dr(A,B), que é um pro-
blema de contagem e pode ser explorado de forma simples ou até em situacdes mais complexas,
pela Equacdo (3), onde o menor caminho a ser percorrido para se deslocar de A até B for n qua-
dras com p quadras horizontais e g verticais. O nimero de caminhos com menor distancia entre
dois pontos pode ser determinado pela combinacao simples de n elementos distintos tomados p
a p, conforme expressao da Equacao 3:

=Cy 3)

Qualquer outro caminho direto de A a B, na Figura 14, resulta em valores iguais de dr.
Na GE apenas um caminho entre A e B, precisamente o segmento AB, corresponde ao caminho

de menor distancia.

Exemplo I: De acordo com a Figura 15, Maria encontra-se no ponto de coordenadas
(0,0). Qual o numero de trajetos diferentes para Maria ir até a escola com menor distancia?

(locomovendo-se apenas para a direita e para cima).
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Figura 15 — Figura referente ao Exemplo 1

Fonte: Préprio Autor.

9!
9 _
Co =51
Trés possiveis caminhos com distancia minima do ponto de origem a escola para o
exemplo dado seriam: (Figura 16) HHHHHHVVYV, (Figura 17) HHHHHVVV H, (Figura

18) HHHHHV HVYV e assim por diante.

= 84 trajetos diferentes

Figura 16 — Caminho HHHHHHVVV

[T
1 e
-1 ! 1 2 3 4 5 6 7 8
*

Fonte: Préprio Autor.



2.6 A GEOMETRIA DO TAXI E SUA RELACAO COM A ANALISE COMBINATORIA

Figura 17 - Caminho HHHHHVVVH

Fonte: Préprio Autor.

Figura 18 - Caminho HHHHHVHVV

-1

1 2 3 4 5 6 7 8

=

Fonte: Préprio Autor.

37

A distancia entre Maria e sua escola pode ser obtida pela féormula da distancia do taxi

dr de A até B:

dr = |xp—xa|+|ys — yal=

dr = 6—0]+|3—0|=

dr = 6]+ 3=
dr = |9]=
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dr =9

2.6.1 O Numero de Caminhos com Distancia Minima na GT

Ainda utilizando a malha quadriculada como as quadras de uma cidade, o nimero de
caminhos a partir de um ponto A pode ser encontrado utilizando uma versado girada do triangulo
de Pascal em que cada valor de uma linha € obtido pela soma dos dois valores mais préoximos da
linha anterior, como mostra a Figura 19. Como ponto de partida, em cada "vértice "colocamos
o valor associado ao nimero de menores caminhos possiveis para se chegar de A até o ponto

desejado.

Figura 19 — Numero de possibilidades de caminhos na GT partindo do ponto A com distancia
minima

@ o o o o o
A 11 1 1 |1
C
00030405
1 2 D
e e e o
1 3 6 10
e e o
1 4 10
e o
1 5
)
1

Fonte: Préprio Autor.

Por exemplo: Movimentando-se sempre pela direita e para baixo, de A até B, , temos
2 possibilidades com menor distancia, para ir de A até C, temos 3 possibilidades. Para ir de A
até D temos 10 possibilidades. No entanto, podemos utilizar o mesmo tridngulo de Pascal da

versdo girada em outra posi¢do, como ilustram as Figuras 20, 21 e 22.
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Figura 20 — Representacdo do Tridngulo de Pascal girado para determinar o ndmero de possi-
bilidades de caminhos de A a C (I)

A T 11ttty
.OBC..

1 2 3 4 |5
....D

1 3 6 10
*— 0 — @

1 4 10

* @

1 5

1

Fonte: Préprio Autor.

Figura 21 — Representacao do Triangulo de Pascal girado para determinar o nimero de possi-
bilidades de caminhos de A a C (II)

o < L 2 L 2 L 2 L
A 1 1 1 1 1
B C
® O L .4 L 2
3
1 2 D 5
® ® L] L )
1 3 6 10
® L L
1 4 10
L L
1 5
L
1

Fonte: Préprio Autor.

Figura 22 — Representacao do Triangulo de Pascal girado para determinar o nimero de possi-
bilidades de caminhos de A a C (III)

A. 01 01 01 01 01
) cB oC ° °
1 2 3 4 5
. o o oD
1 3 6 10
. ° °
1 4 10
1 )
1

Fonte: Préprio Autor.
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Dada uma grade pX ¢, é possivel encontrar o nimero de menores caminhos somando os
valores de p + ¢. Supondo p =3 e g =4, assim p+ g = 7, logo o nimero de caminhos de A a
B com menor distancia serd a soma do terceiro e quarto elemento da sétima linha do tridngulo

de Pascal, como ilustra a Figura 23.

Figura 23 — Tridngulo de Pascal

1 5 10 10 5 1

7 linha
—1 6 15 6 1

1 7 21 35 3 21 7 1

1 8 28 56 70 56 98 8 1
Fonte: Proprio Autor.

Desta forma ha 35 diferentes caminhos com o valor de dy =7

Diante disto, concluimos que ao contrario da GE em que ha apenas um caminho entre
dois pontos de menor tamanho,na GT ha varias possibilidades de caminhos para se chegar de

um ponto a outro com a mesma distancia minima.

2.7 LUGARES GEOMETRICOS

Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geométrico (LG) dos pontos

que possuem a propriedade P € o subconjunto L do plano que satistaz duas propriedades:

1. Todo ponto de L possui a propriedade P.

2. Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

A seguir apresentamos os seguintes lugares geométricos: Circunferéncia, Elipse, Hipér-

bole, Parabola e Mediatriz.
2.7.1 Circunferéncia

Definicao 2.7.1: Dados um real positivo r € um ponto O do plano, o L.G. dos pontos do plano

que estdo a distancia r do ponto O € a circunferéncia de centro O e raio r, como ilustra a Figura
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24.

Figura 24 — Circunferéncia euclidiana

Fonte: Préprio Autor.

Assim, dados os pontos A(x,y) e O(a,b), tal que A pertence a circunferéncia de centro
O ,entdo d(A,0) =r.

Porém, como os conceitos de distancia sao diferentes na Geometria do Taxi e na Geome-

tria Euclidiana, teremos formatos diferentes das circunferéncias em cada uma das geometrias.

O conjunto de todos os pontos que estdo a mesma distancia euclidiana a partir de um

unico ponto O, Cg pode ser expresso por:
Cr={A(xy) €R*/dp(0.A) = r}

Ainda podemos escrever a formula algébrica para a circunferéncia euclidiana com a

Equacdo (4):

Ce=\/lx—al+|y —bP=r )

Se a circunferéncia cg estiver centrada na origem (0,0) do sistema de coordenadas car-

tesianas, entdo a expressao da circunferéncia na Geometria Euclidiana sera:

Ce = |x|* +|y|* = r (5)

Na geometria do tdxi uma circunferéncia consiste de quatro segmentos congruentes de
inclinacdo +1, como podemos observar na Figura 25. O conjunto de todos os pontos que estao

com a mesma distancia do tdxi a partir de um dnico ponto O pode ser representado como:

cr ={A(x,y) e R*/dr(0,A) =r}
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Figura 25 — Circunferéncia do taxi

Fonte: Préprio Autor.

E, portanto, a expressao analitica que representa a circunferéncia do taxi Cr

Cr=|x—a|l+|y—>bl=r (6)

Se a circunferéncia Cr estiver centrada na origem (0,0) do sistema de coordenadas cartesianas,
entdo a expressao da circunferéncia na GT sera:

Cr=|x|+[yl=r @)

Andlise da equagdo: Cr =[x —a|+|y—Db|=r

Tabela 1 — Andlise da Equacao (6)

Para |y — b|
xX—a,sex>a —Xx+a,sex<a
Para |x — af
y—b,sey>b | x—a+y—r—>b=0 —x+a+y—b—r=0
—y+b,sey<b|x—a—y+b—r=0 —x+a—y+b—r=0
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Figura 26 — Circunferéncia do téxi definidos o centro e o raio

0 1 2 3 4 5 6

Fonte: Préprio Autor.

A Figura 26 nos mostra um exemplo de uma taxi-circunferéncia de centro O (3,2) e raio

A seguir, faremos uma anélise da equagdo: Cr = |x — 3|+ |y —2| = 2:

Tabela 2 — Andlise da Equacdo da circunferéncia de centro (3,2) e raio 2

Para |y — 2| x—3,sex>3 —x+3,sex<3
Para |x — 3|
—y+2,sey<2|x—y—3=0 —x—y+3=0

2.7.1.1 Taxi-circunferéncia de raio r

Figura 27 — Raio r da taxi-circunferéncia

Fonte: Préprio Autor.
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Na C7, o raio ndo consiste em um Unico segmento, mas na soma do comprimento de
varios segmentos horizontais e verticais. Por exemplo, se o raio de uma circunferéncia do taxi
€ 2, a circunferéncia consiste do ponto que estd a 2 unidades de distancia horizontalmente,
verticalmente ou 1 unidade de distancia vertical e 1 unidade de distdncia horizontal, como

podemos observar na Figura 27.

2.7.1.2 Didametro da circunferéncia do Taxi

O diametro d da circunferéncia do Taxi é uma corda fixa no centro que nao necessaria-
mente é um segmento de reta e corta a circunferéncia em duas partes congruentes como ilustra

a Figura 28.

Figura 28 — Didmetro da circunferéncia do Téxi

Fonte: Préprio Autor.

2.7.1.3 O ny da Geometria do Tdxi

Definicao 2.7.1.3: 7 é a razdo entre o perimetro de um circulo e seu diametro.

Na Geometria Euclidiana © = 3,14159... e na Geometria do Taxi, o valor de ny obtido

com a mesma razao vale 4.

Vamos determinar o valor do 77 do Téxi das circunferéncias da Figura 29.
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Figura 29 — Perimetro da circunferéncia do taxi

Fonte: Préprio Autor.

d=r+r

Logo, o perimetro é: 4 xd = 8r
P 8r
ar=—=—

d~ 2%r
Diante dos resultados apresentados podemos concluir que, na Geometria do Téxi, o

valor de 77 também € constante e igual a 4.

. , . . r.r.4 7TTr2
Assim, podemos obter a drea do circulo do Téxi calculando: A.7 = > =%
Portanto:

2
nrr
Acr = > ()

2.7.1.4 Intersecdo entre duas circunferéncias

Assim como na GE, duas taxi-circunferéncias com raios iguais podem se cruzar em
todos os pontos, em um ponto, como as circunferéncias euclidianas como ilustram os exemplos

da Figura 30, respectivamente.
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Figura 30 — Intersecao entre circunferéncias do Téaxi

Fonte: Préprio Autor.

Outro teorema euclidiano que a Geometria do Taxi apresenta contraexemplo € o que
afirma que duas circunferéncias nao podem se cruzar em mais de dois pontos, podendo intersectar-
se em um numero finito de pontos, o qual depende do raio da circunferéncia. Nesta mudanca
de ponto de vista, redefine-se a intersecdo destes lugares geométricos e podemos entdo escrever
que duas circunferéncias do Taxi com raios diferentes pode se cruzar em mais de dois pontos,

como podemos observar na Figura 31.

Nesta posi¢ao, o nimero de pontos comuns "n"é dado por :

n=2r+1 )

parar <R.

Onde n é o ndmero de pontos, r é o raio da circunferéncia menor e R é o raio da

circunferéncia maior.

Figura 31 - Intersecao entre circunferéncias do Téxi com raios R e r diferentes

Fonte: Préprio Autor, baseado em Gardner 1997.
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2.7.1.5 Distancia entre ponto e reta

Na Geometria Euclidiana, a distancia de um ponto P(x,y) do plano a uma reta ¢ é
determinada construindo uma reta perpendicular a ¢ e que contém P. Entdo, a distancia do
segmento de linha partindo do ponto P até a intersec¢do da reta perpendicular e ¢ seria a menor

distancia de P para t, como ilustrado na Figura 32:

Figura 32 — Distancia d = APentre ponto e reta na GE

A r

Fonte: Préprio Autor.

Na GT para determinarmos a distancia de P até r construimos uma taxi-circunferéncia
em torno de P e, a seguir determina-se o ponto em que a taxi-circunferéncia intercepta primeiro

areta t. Existem trés casos a serem considerados de acordo com a inclina¢do m da reta t:
1°caso: —1<m< 1

Téxi-circunferéncia centrada em P vai tocar a reta ¢ primeiro em um ponto acima ou
abaixo de P. Para encontrar o ponto X em ¢ que serd mais proximo de P, constrdi-se uma
linha vertical através de P passando por X que serd o ponto em que a linha vertical interseptar
areta t. Ou seja, teremos uma circunferéncia centrada no ponto P que ird primeiro interceptar
t em um dos seus vértices, como pode ser observado na Figura 33. A distancia da reta ¢ a

taxi-circunferéncia é a medida do segmento PX.
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Figura 33 — Distancia entre ponto e reta com —1 <m < 1

Fonte: Préprio Autor, baseado em Fossa (2003)

2° caso: |m| > 1

Inicialmente constréi-se uma circunferéncia centrada em P que tocard a reta ¢ primeiro
a esquerda ou a direita de P. Para encontrar o ponto X em ¢ que serd mais proximo de P,
constréi-se uma linha horizontal através P passando por X que serd o ponto em que a linha

vertical intersepta a reta z.

Figura 34 — Distancia entre ponto e reta com inclinagdo |m| > 1

Fonte: Préprio Autor, baseado em Fossa (2003)

39 caso: m = +1

Como os lados da taxi-circunferéncia t€m inclinacdo 1 e -1, nesse caso teremos um
segmento de reta contendo pontos os quais a distancia de P a t € minima, como ilustra a Figura
35:
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Figura 35 — Distancia entre ponto e reta com inclinacdo m = +1

Fonte: Préprio Autor, baseado em Fossa (2003)

Como a distancia do taxi envolve comprimentos de segmentos horizontais e/ou verticais,

a distancia serd menor quando for medida horizontalmente ou verticalmente.

2.7.2 Elipse

Definicao 2.7.2: Uma elipse & de focos Fj e F, € o conjunto dos pontos P do plano cuja soma
das distancias a F] e F; € igual a uma constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos

2¢ > 0, ou seja, sendo 0 < ¢ < a e d(F,F>) = 2¢. Como mostra a Equagdo 10

&t r, = {d(P.F\)+d(P,F,) = 2a}, (10)
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Figura 36 — Representacado da téxi-elipse-hexdgono

Fonte: Préprio Autor.

Representagdo gréfica da elipse euclidiana

Tomemos um ponto P genérico P(x,y) e chamemos os focos de Fi(x1,y;) € Fa(x2,y2).

Utilizando a distancia euclidiana, a equacdo geral da elipse, de acordo com a definigao é:

& = \/lx—x1 P+ |y — 2+ le— a2 |y — ol = 2a (an
Na GT, de acordo com a definic¢ao de elipse (2.7.2) temos:

8;1,]72 - {dT(P,Fl) +dT(P,F2) = 261} (12)

E assim a téxi-elipse tem equacdo geral da seguinte forma:

Etop = x—x1|+|y— | +|x—x2|+|y — 2| =2a (13)

Na GT, a elipse pode assumir formas geométricas de um hexdgono ou de octégono,

dependendo das posicdes relativas dos focos, conforme abordado a seguir:

12 Situacao: Se os focos F| e F,, estiverem na mesma horizontal ou vertical, a taxi-

elipse apresenta a forma de um hexdgono como mostra o exemplo da Figura 37.
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Figura 37 — Representagdo da tixi-elipse na forma hexagonal

Fonte: Préprio Autor.

Pode-se observar que se desejarmos reproduzir uma elipse com formato hexagonal basta

tomarmos as é-simas coordenadas, ou seja, y(F;) = y(F,) ou x(F;) = x(F3).

22 Situacao: Caso os focos F| e F;, ndo estejam localizados na mesma horizontal ou
vertical, ou seja, y (F1) # y(F») e x(F1) # x(F3) ataxi-elipse terd entdo a forma de um octégono

como ilustrado no exemplo da Figura 38.

Figura 38 — Representagao da téxi-elipse-octégono

Fonte: Préprio Autor.

Seja d uma constante resultante da soma das taxi-distancias entre um ponto qualquer da
taxi-elipse e os seus dois pontos de foco. Quando d = dy(F},F), tem-se elipses degeneradas

conforme os casos apresentados a seguir:
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1° Caso: Se y(F1) = y(F2) e |x(F1) — x(F2)| = d ou, se x(F1) = x(F2) e |y(F1) —
y(F,)| = d temos uma elipse degenerada. A Figura 39, mostra um exemplo deste caso.

Figura 39 — Representacdo da taxi-elipse degenerada 1° caso

vl
F = (—2,1) .
Fy=(2,1) .
di(Fh, F) = 4 ,
dr(P, F1) + dr(P, F,) = 4
o o2
-5 -4 -3 -2 -1 : 0 1 2 X 3

Fonte: Préprio Autor.

2° Caso: Se y(F)) # y(F») e x(Fy) # x(F,) obtemos uma figura na forma retangular,
sendo que cada ponto estd a d unidades de distancia dos focos.

Figura 40 — Representacdo da taxi-elipse degenerada 2° caso

Fonte: Préprio Autor.

A medida em que y(F)) se aproxima de y(F,) e x(F}) se aproxima de x(F>) a tdxi-

elipse fica mais parecida com a taxi-circunferéncia, como o exemplo ilustrado pela Figura 40.
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2.7.3 Parabola

Definicao 2.7.3: Dados uma reta / e um ponto F ¢ [, que chamamos de diretriz e foco, respec-
tivamente, definimos uma pardbola como sendo o lugar geométrico dos pontos do plano cujas

distancias a F e a [ sdo iguais.

Figura 41 — Representagdo gréfica de uma parabola euclidiana

Fonte: Préprio Autor.

Dada uma diretriz [ : mx +ny +c¢ =0e F(a,b) ¢ [, conforme ilustra a Figura 41 para-

bola Pg é definida por:
P ={P(x,y) €R?*/dg(P,F) =dg(P,l)}

A distancia da reta / a um ponto P(x,y) ndo pertencentea / € a menor das distancias de

P a qualquer ponto L pertencente /.

|mx +ny +c|
dp(P)l) = ————— 14
E(P,]) B (14)
dp(P,L) = min{dg(P,l): L€ l} (15)

Assim a equacdo da pardbola Pr € dada por:

\mx +ny +c|

vm?+n?

Sendo m o coeficiente de x, n o coeficiente de y e ¢ o termo independente daretal e a e b as

Pp=/lx—aP+|y—b]> = (16)

coordenadas do foco.

Devido as diferentes maneiras de se calcular a distancia entre um ponto € uma reta na

GT, uma pardbola pode assumir diversas formas, dependendo do declive da diretriz.



54 Capitulo 2 A GEOMETRIA DO TAXI E SUAS RELACOES COM A GEOMETRIA EUCLIDIANA

Temos trés casos:

1° Caso

o Iml<1

Neste caso a pardbola € formada pela reuinido de dois segmentos de reta e duas semi-
retas verticais como ilustrado na Figura 42. Na GT estes tipos de linhas sio comumente

conhecidas como linhas graduais, segundo Fossa (2003).

Figura 42 — Representagio grifica da téxi-pardbola com |m| < 1

E(z,mz + j)

Yy =mx+c

Fonte: Préprio Autor.

Chamando a equacdo da diretriz de y = mx + ¢ e como estamos usando a distancia
vertical, entdo o ponto que se situa nessa distancia da pardbola pertence a reta y = mx + j, onde
a diferenca entre os valores de j e ¢ € igual a distancia comum do ponto do foco e da diretriz.

Utilizando a definicdo de pardbola (2.7.3), temos:
dr(P,F) =dr(P,E) ,com E € diretriz

|x—al|+|y—b|=|x—x|+|y — (mx+j)|, o que dd a férmula algébrica da tixi-pardbola

para |m| < 1 em:

Pr=|x—a|+|y—b|=|y —(mx+j)| (17)

29 Caso

o |m|>1

Neste caso, a taxi-pardbola resultante € a reunido de dois segmentos de reta e por duas
semi-retas horizontais, como exemplo apresentado na Figura 43. Estes tipos de linhas sdo

conhecidas como linhas ingremes.
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Figura 43 — Representacdo grafica da taxi-pardbola com declive da diretriz superior a 1

/

,F(CL, b)

5 nﬁ/) P(.’B, y)

Fonte: Préprio Autor.

Com a equagdo da diretriz de y = mx + ¢ e agora usando a distancia horizontal, temos
que o valor de x pode ser obtido por: x = (y —c)/m, e, pela defini¢do de pardbola (2.7.3) resulta

em:
dr(P,F) =dr(P,E) , com E € diretriz

(y—c)

+ |y — y|, o que resulta na férmula algébrica da taxi-

vl +1y 8| = |+~

pardbola para |m| > 1

(y —c)

Pr=|x—a|l+|y—bl=|x— (18)

3° Caso

o ml=1

O terceiro caso ocorre quando a distancia horizontal e vertical entre o foco e a diretriz
sd0 as mesmas, ou seja, a reta diretriz possui declive igual a 1 ou —1. Neste caso a téxi-
parabola é formada pela reunido de um segmento de reta paralelo a diretriz e por duas

semi-retas (uma horizontal e outra vertical), conforme mostra a Figura 44.
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Figura 44 — Representacdo gréfica da taxi-pardbola com declive da diretriz +1

Y

9

d(P,F) = d(P.E) - d

Fonte: Préprio Autor, baseado em Fossa (2003)

Neste caso, a distincia de (P,F) = (P,D) = (P,E) e pode-se usar qualquer uma das

expressdes anteriores.
Na forma como a distancia entre dois pontos é medida na GT temos que:
Py ={P(x,y) € R*/dr(P,F) = dr(P.l)}
dr(P.F) = |x—a[+|y —b|
dr(P,L) = min{dr(P,l): L €l}

_|mx+ny+c|

(P = e {Im L]}

Assim, Pr representa o modo algébrico da txi-pardbola.

|mx+ny+c|

Pr=|x—a|l+|y—b|= max{|m/|,|n|}

(19)

2.7.4 Hipérbole

Definicao 2.7.4: Uma hipérbole H de focos Fj e F;, é o conjunto de todos os pontos P do plano
para os quais o médulo da diferenca de suas distancias a Fj e F, € igual a uma constante d > 0,
menor do que a distincia entre os focos. H = {P(x,y) € R*|d(P,F|) —d(P,F,)| = d},

Sejam Fj(a,b) e F2(g,h) , com 0 < a < ¢ e d(F},F,) = d, entdo a Equagdo (20) é a

representacdo algébrica da hipérbole na Geometria Euclidiana:

HE:W<x—a>2+<y—b>2—¢<x—g>2+<y—h>2 —d (20)
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Figura 45 — Representagdo gréfica da hipérbole euclidiana

v

Fonte: Préprio Autor.

Pela defini¢do de hipérbole (2.7.4) e a maneira como se determina a distancia na GT, a

representacio algébrica da tixi-hiperbole é:

Hr=[(x—a)+(y—b)—(x—g)+(y—h)|=d Q1)

A téxi-hipérbole pode assumir diversos formatos, assim como ocorreu para o caso da
taxi-elipse, também depende das posi¢des relativas dos focos. A seguir apresentamos 3 casos

para discu¢do da hipérbole.
Sejam Fi(a,b) e F>(g,h) os focos da hipérbole.
1° Caso: Focos posicionados na mesma horizontal ou na mesma vertical

a) Se b = h, as ordenadas dos focos sdo iguais, o segmento F1F, estd posicionado na
direcdo horizontal. Neste caso, a taxi-hiperbole € formada por duas retas verticais paralelas,

como mostra a Figura ??.
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Figura 46 — Representacao

grafica da taxi-ipérbole-1° Caso (a)

-3

Fonte: Préprio Autor, baseado em http://www.atractor.pt

b) Se a = g, ou seja, as abscissas do focos sdo iguais, temos que o segmento F;F,

estd posicionado na dire¢do vertical. Dessa forma, a taxi-hipérbole é formada por duas retas

horizontais paralelas, como ilustrado na Figura 47.

Figura 47 — Representacdo grafica da taxi-hipérbole-1° Caso (b)

-2 -1 0

Fonte: Préprio Autor, baseado em http://www.atractor.pt

2° Caso: Se o segmento F|F, ndo estiverem posicionado na direcdo horizontal nem

vertical, ou seja, a # g e b # h, temos dois casos:

a) Se ||la —g| — |b— h|| # d, a taxi-hipérbole é formada por dois segmentos de reta

que fazem um angulo de 45° com a horizontal e por quatro semi-retas, que sio verticais com
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|b— h| < |a — g| conforme exemplo apresentado na Figura 48 e horizontalmente se |b — h| >

|a — g| como ilustrado pela Figura 49.

Figura 48 — Representacdo grafica da téxi-hipérbole-2° Caso (a)-|b— h| < |a —¢|

Yz

3

-2

Fonte: Préprio Autor, baseado em http://www.atractor.pt

Figura 49 — Representacio grafica da taxi-hipérbole-2° Caso (a)-|b — h| > |a —¢|

E.Y]

/j/
/)

2

1 o

0 X
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Fonte: Proprio Autor, baseado em http://www.atractor.pt

b) Se |b— h| = |a — ¢g| a taxi-hipérbole serd formada por duas retas verticais e duas

horizontais. Como na Figura 50.
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Figura 50 — Representacdo grafica da taxi-hipérbole 2° Caso (b)

"N

Y

4

-
“"/

Fonte: Préprio Autor, baseado em http://www.atractor.pt

3° Caso: Se ||a —g| — |b— h|| = d, a taxi-hipérbole é formada por dois segmentos de
reta que fazem um angulo de 45° com a horizontal e por:
a) Duas semi-retas que sdo verticais quando |b — h| < |a — g| como mostra o exemplo

da Figura 51.

Figura 51 — Representacio grafica da taxi-hipérbole 3° Caso (a)

, como mostra o exemplo da Figura

b) E duas semi-retas horizontais, se |b—h| > |a—g

52.
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Figura 52 — Representacdo grafica da Hipérbole 3° Caso (b)

Fonte: Préprio Autor baseado em http://www.atractor.pt.

2.7.5 Mediatriz

Definicao 2.7.5.1: A mediatriz de um segmento € a reta perpendicular ao segmento, passando

pelo seu ponto médio.

Na Figura 53, a reta r representa a mediatriz do segmento AB ¢ M o ponto médio do

segmento.

Figura 53 — Representacao da mediatriz euclidiana

Fonte: Préprio Autor.

Definicao 2.7.5.2: Na Geometria do Taxista, a mediatriz de um segmento e definida como

sendo o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos extremos do segmento.
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Dependendo das posi¢oes dos pontos A(a,b) e de B(g,h) a tixi-mediatriz pode assumir

diferentes formas:

1° Caso: Se o segmento AB estiver na horizontal ou vertical, teremos:
Figura 54 — Representacdo grafica da taxi-mediatriz 1° Caso a = ¢

Y
5

m

Fonte: Préprio Autor.

Figura 55 — Representacdo grafica da Mediatriz 1° Caso

4
m I

Fonte: Préprio Autor.

Até aqui a mediatriz euclidiana e a do tidxi possuem as mesmas propriedades da defini¢do
(2.7.5.1).

2° Caso: Se as coordenadas do segmento AB sdo tais que a # g e b # h os pontos A e B

ndo estiverem nem horizontal nem vertical podemos ainda ter:
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e Se |a—g| = |b— h|, resulta que areta AB tem declive 1 ou -1, entdo a mediatriz é formada
por um segmento de reta que faz um angulo de 45°com a horizontal, como ilustram os

exemplos apresentados pelas figuras 56 e 57.

Figura 56 — Representacao grafica da taxi-mediatriz 2° Caso-declive da reta AB = 1
3 l B
m
A

ST CHE TRy W WS

-1

Fonte: Préprio Autor.

Figura 57 — Representagdo grafica da Mediatriz 2° Caso-declive da reta AB = —1

vvvve

Y 188832

v ey
’CM v M&Q\n -3

Fonte: Préprio Autor.

3° Caso: Se |a — g| # |b — h|, a taxi-mediatriz é formada por um segmento de reta que
faz um angulo de 45° com a horizontal e por duas semi-retas, que sdo verticais quando

|b— h| < |a— g| e horizontais se |b — h| > |a — g|, como ilustrado nas Figuras 58 e 59.
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Figura 58 — Representacdo grifica da taxi-mediatriz-3° Caso-|b — h| < |a —¢|

-4

Fonte: Préprio Autor.

Figura 59 — Representacdo grifica da téxi-mediatriz-3° Caso-|b — h| > |a —¢|

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-1

Fonte: Préprio Autor.

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos da GT estabecendo um comparativo com
os da GE.

Como neste trabalho propomos uma sequéncia diddtica apresentada no Capitulo 4 com
os conceitos da GT, tornou-se necessdria a escolha de uma perspectiva metodoldgica de ensino
para orientar a proposta. Assim, optamos pela Resolucdo de Problemas aliada aos recursos
de um software de geometria dindmica, cuja fundamentacdo tedrica serd abordada no préximo
capitulo.
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3 RESOLUCAO DE PROBLEMAS ALIADA AO USO DE SOFTWA-
RES DA GEOMETRIA DINAMICA PARA O ENSINO DA MATE-
MATICA

3.1 BREVE HISTORICO SOBRE A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

No mundo em que vivemos cada vez mais a sociedade depende do conhecimento e por
isso € importante que a educacdo escolar esteja voltada para o desenvolvimento de habilidades
dos alunos em investigar, analisar, criar e compreender a realidade. Para isso, a Resolucao de
Problemas vem sendo apontada por pesquisadores como uma possibilidade para alcangar tais
objetivos por meio das aulas de Matemdtica. Segundo Onuchic (1999) a Resolucdo de Pro-
blemas é uma atividade realizada desde a Antiguidade, todavia era utilizada numa perspectiva
limitada, a apresentacdo de um exemplo e uma técnica de resolucdo especifica para solugdo. Os
estudos sobre Resolucdo de Problemas como metodologia comecaram a ser desenvolvidos de

forma mais sistematica nas ultimas décadas e foi investigado primeiramente por George Polya.

Segundo esta mesma autora, durante o século XX iniciou-se uma preocupagao em pro-
mover mudancas no ensino da Matemdtica, através das reformas de ensino. Porém estes mo-
vimentos nao conseguiram mudar o carater elitista ¢ nem produzir mudangas substanciais no
ensino e aprendizagem. Entre 1960 e 1970 ocorreu o Movimento da Matematica Moderna que
apresentou a Matemdtica com uma abordagem abstrata, e assim, nem o professor nem os alunos
conseguiram adaptar-se ou perceber conexdes do que era estudado na escola com a sua reali-
dade, e a Resolucdo de Problemas vem como uma alternativa para proporcionar melhorias ao
ensino da Matematica. O objetivo essencial da Resolucdo de Problemas é que os alunos par-
ticipem de forma ativa do processo de sua aprendizagem e os problemas se constituam como

instrumentos.

A Resolugdo de Problemas pode ser vista como possibilidade para se aprender Mate-
madtica, pois pode possibilitar aos alunos mobilizar conhecimento prévios e desenvolver a capa-
cidade de tratar as informacdes e ampliar seus conhecimentos. Segundo Polya (1995) resolver
problemas € o ato mais importante para se fazer Matematica e, nesse sentido, o autor julga que é

indispensavel que o professor estimule os alunos a resolver problemas de forma independente.

Nessa perspectiva, ensinar a resolver problemas para Pozo (1998) ndo consiste somente
em dotar o aluno de habilidades e estratégias, mas que desenvolvam o hébito de enfrentar o
aprendizado como um problema para o qual deve ser encontrada uma resposta e, que através
deste aprendizado possa aperfeicoar estratégias pessoais de identificacdo e solugdo de proble-
mas encontrados em sua vivéncia no mundo. “O verdadeiro objetivo final da aprendizagem da
solucdo de problemas € fazer com que o aluno adquira o hdbito de propor-se problemas e de
resolvé-los como forma de aprender”.(POZO e ECHEVERRfA, 1998, p.15).

Para os PCNs de Matemadtica do Ensino Fundamental (1998) preconizam que a reso-



Capitulo 3 RESOLUCAO DE PROBLEMAS ALIADA AO USO DE SOFTWARES DA GEOMETRIA
66 DINAMICA PARA O ENSINO DA MATEMATICA
lucdo de problemas deve constituir o ponto de partida da atividade Matemdtica, sendo uma
orientacdo para aprendizagem. O documento defende que desta forma € propiciado ao aluno
o aprendizado de conceitos e procedimentos dos saberes matemadticos que lhes possibilitam

ampliar seus conhecimentos.

Nessa direcdo, Dante (1989) acredita que o maior objetivo da instru¢do Matemadtica é
ensinar o individuo a resolver problemas, e € através deles que se inicia o aluno no modo de
pensar matemadtico e propicia o desenvolvimento do raciocinio 16gico. Nao basta saber fazer
operacdes matematicas mecanicamente, € preciso usd-las convenientemente na resolucdo de
situagdes-problema. E importante que o professor seja incentivador e oriente os alunos para
que trabalhem de modo ativo nestas situacoes.

Dante (1989) defende a idéia de que a Resolug¢do de Problemas pode agugar a curiosi-
dade do aluno e permitir-lhe orientar sua criatividade através da utilizacdo de estratégias para a
Resolugdo de Problemas que lhe forem apresentados. Para o desenvolvimento de nosso trabalho
adotamos a perspectiva de que a resolu¢do de problemas pode ser interessante e compensadora
para se trabalhar no ensino da Matemadtica, pois, possibilita ao aluno estabelecer uma interagao

com o objeto do conhecimento e as aulas tornam-se criativas, dinamicas e produtivas.

3.2 DEFINICAO DE PROBLEMA

Na busca de uma defini¢do do que € um “problema”, constatamos através de alguns
autores varias defini¢cdes. Por exemplo, para Pozo (1998) o problema constitui uma situa¢gdo na
qual o aluno precisa pensar, analisar e ndo dispde de um caminho ripido e direto que o leve a
solucdo. Ja Dante (1989) define problema como uma situagdo que, para ser solucionada, exige
o pensar do individuo. Pela definicdo dos PCNs de Matematica do Ensino Fundamental (1998)
um problema matemdtico € uma situagdo em que se € necessdria a realizacdo de uma seqiiéncia

de acdes ou operagdes para assim se obter um resultado.

Diante das defini¢Oes apresentadas concebemos problema como uma atividade desafia-
dora na qual o aluno precisa utilizar sua criatividade, ou seja, mobilizar estratégias para a sua

solucgdo.

3.3 TIPOS DE PROBLEMAS

Segundo Dante (1989. p.39) hé diferentes tipos de problemas, como:

e Problemas processo ou Heuristicos: Sao os que instigam a curiosidade do aluno e de-
mandam que seja utilizada a sua criatividade e iniciativa, resultando no desenvolvimento

de estratégias para a sua resolucgao.

e Problemas de Aplicacdo: Sao os que possuem uma assossiacao com diferentes contex-
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tos da realidade do aluno e exigem a utilizacdo de conceitos matematicos para serem

resolvidos.

e Problemas de quebra-cabega: sdo os que desafiam e envolvem a chamada Matematica

recreativa.

Depois da escolha do problema € recomendado que o professor oriente os alunos no
processo de resolucdo dos problemas em fases, de acordo com o que foi sugerido por Polya

(1995) e reapresentado em Dante (1989). Segundo esses autores, as fases sdo:

e Compreender o problema;
e Estabelecer um plano;
e Executar o plano estabelecido;

e Efetuar o retrospecto ou verificagdo da solucao.

3.4 SITUACOES DIDATICAS E RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Devido a grande dificuldade comumente encontrada para a aprendizagem na disciplina
de Matematica, bem como os problemas encontrados pelos professores em atingir seus objeti-
vos de ensino, acreditamos que ha necessidade de uma permanente reflexao, avaliacdo e agcdo a
respeito das praticas pedagdgicas utilizadas em sala de aula. No terceiro quesito, torna-se neces-
sario que o professor conheca diferentes metodologias de ensino e se predisponha a vivencia-las
em sala de aula, para que ele possa desenvolver atividades didaticas que facam sentido para os

alunos para que possam construir o seu conhecimento matematico.

Para Machado (1999), o conhecimento matematico estd muitas vezes relacionado com
algum tipo de problema e assim, o trabalho com a resolu¢do de problemas é parte indispen-
savel da atividade educacional na drea da Matematica. Para isso, é importante que o professor
conheca a realidade dos alunos da sala, considerando os diversos niveis de aplicabilidade do co-
nhecimento de cada um para que possa fazer a escolha adequada do problema a ser trabalhado
em sala de aula. Acreditamos que o processo de aprendizagem ¢é facilitado na medida em que o
aluno € desafiado a resolver um problema ndo apenas pela imposi¢do do professor, mas porque

que ele envolve-se com o problema.

A situacdo a-didética, segundo Machado (1999), ocorre no momento em que o aluno
se relaciona com os problemas, propostos a partir dos seus proprios conhecimentos, sem que
esta situagdo tenha sido prevista ou orientada pelo professor. Cabe ao professor planejar proble-
mas adequados que direcionem o aluno para a situagdo a-diddtica para que ele seja estimulado a
mobilizar seus conhecimentos prévios, superar seus esforcos e construa o seu conhecimento ma-

temadtico. Para isso, o professor precisa encontrar bons problemas cuja resolucdo demonstrara
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se o aluno possui um determinado conhecimento ou se ainda ha uma necessidade de evolucao

nesta direcdo, como defende Machado (1999, p. 84):

O desafio para o professor € escolher atividades que favoregcam o surgimento
de situagdes a-didaticas, provocando o aluno a envolver-se em investigacdes e
tomar decisdes com o maximo de independéncia para que ele possa elaborar
conceitos e aprimorar seus mecanismos de resolug¢do de problemas evoluindo
por seus proprios méritos ao longo do processo educativo sem o controle peda-
gbgico do professor. “O objetivo principal da educacdo Matemadtica nao € sé a
valorizacdo exclusiva do contetido, mas acima de tudo, € também a promocao
existencial do aluno através do saber matematico.”

Nessa direcdo, optamos pela perspectiva da Resolu¢do de Problemas para o ensino da
Matemitica para o desenvolvimento da sequéncia diddtica apresentada no proximo capitulo,
haja vista que de acordo com os PCN’s (1998), a resolu¢do de problemas pode contribuir para
o ensino da Matemdtica, pois favorece o desenvolvimento da criatividade, contribui para o pro-
cesso da aprendizagem e possibilita aos alunos mobilizar os conhecimentos que ja possuem
para resolver as situagdes problema propostas, através da exploragdo e criagdo de estratégias de
resolucdo. Nesse contexto, para o aluno resolver um problema matematico se faz necessério re-
alizar uma sequéncia de acdes ou operacdes para que possam apresentar uma solugdo, conforme
destaca as orienta¢des dos PCNs:

No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, idéias e métodos matema-
ticos devem ser abordados mediante a exploracdo de problemas, ou seja, de
situagdes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo de estratégia para
resolvé-las; (PCN, BRASIL, 1997, p.40).

Segundo os PCN’s de Matemdtica do Ensino Fundamental (1998), a resolucdo de pro-
blemas promove o desenvolvimento de habilidades de investiga¢do, interpretagdo e estruturagao
do conhecimento, favorecendo condi¢des para que o aluno construa novos conceitos que futu-
ramente serdo utilizados na resolucdo de novos problemas e a participacdo de forma mais ativa
do aluno requerida nas aulas pode funcionar como elemento motivador para a aprendizagem
em Matematica. Para isso, o professor deve ter em mente os objetivos que deseja alcangar para
que possa propor problemas adequados que possam propiciar aos alunos a elaboragdo, a com-
paracdo, questionamentos sobre suas préprias solugdes e formulagdo de novos problemas. Na
sequéncia didatica proposta neste trabalho optou-se em trabalhar com situacoes didaticas apoi-
ada na resolucdo de problemas numa abordagem metodoldgica construtivista onde, segundo
Machado (1999), o aluno aprende através de interacdes com o meio na busca pela adaptacido e

o resultado desta adaptagdo € o aprendizado.

3.5 AS TECNOLOGIAS NO ENSINO DA MATEMATICA

No que se refere as perspectivas metoldgicas para o ensino da Matematica as inovagdes
tecnoldgicas nos permitem sua utilizacdo como alternativas para a melhoria do processo de en-

sino e aprendizagem. Para Borba (2012) ao longo dos anos o uso didatico pedagégico dessas
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tecnologias deu-se por meio de quatro fases: A primeira com as tecnologias informaticas (T1)
inicia-se por volta de 1985 com o software LOGO, essa fase teve grande importancia no de-
senvolvimento do conhecimento matematico e na pratica pedagdgica através do uso das TIs. A
segunda ocorre no inicio dos anos 1990 quando houve um grande avanco na acessibilidade do
uso de computadores, surgem entdo diversos softwares educacionais como o de representacao
gréfica de funcdes winplot e o software de geometria dindmica que nos permite a manipulagao,
visualizac@o e construcdo virtual de objetos geométricos como o Cabri Géomeétre. A terceira
fase inicia-se por volta de 1999 com as tecnologias da informagdo e comunicagdo (TIC), com
a internet possibilitando a informacdo e a comunicagdo através de e-mails, foruns e chats que
propiciaram debates e discussdes para o crescimento intelectual das pessoas. A quarta fase, tec-
nologias digitais (TD) teve inicio em 2004 com maior velocidade, qualidade e tipos de recursos

com acesso a internet promoveu uma tranformac¢ao na comunicagdo online.

De acordo com Borba (1999, p.24) “a produ¢do do conhecimento matematico é con-
dicionada pela midia utilizada”, e nesse sentido, novas tecnologias oportunizam que mais e
mais conteidos matematicos sejam explorados. O uso de softwares educativos de geometria
dinamica (GD) no ensino da Matemadtica possibilita mais interacdo do aluno com o contetido
abordado de forma significativa e contribui assim para que o aluno construa seu conhecimento

de forma mais dindmica e interativa.

No rol de softwares da GD temos o Geogebra que é um software livre de Matematica
que foi criado em 2001 por Markus Hohenwarter, com finalidades didéaticas e pode ser utilizado
em situacdes de ensino e aprendizagem de conteidos mateméticos como uma importante ferra-
menta para despertar o interesse dos alunos pela Matematica. Com ele podemos trabalhar com
quase todos os niveis da Educagdo Bésica realizando calculos aritméticos, algébricos e fazendo

representacdes grificas de objetos matemdticos, manipulando-os e visualizando-os.

Nesta perspectiva o Geogebra € uma ferramenta de apoio a aprendizagem, pois possibi-
lita o fortalecimento da metodologia de ensino através de atividades de exploragdo e investiga-
¢do, oferece diferentes meios para a resolucdo de problemas e possibilita estabelecer conexdes
entre os objetos matematicos com suas representacoes. Com o Geogebra € possivel fazer ex-
ploracdo de diversos conteidos matematicos, criar elementos geométricos € movimenta-los,
representar graficamente fungdes entre outros, criando um ambiente favordavel para o aprendi-

zado.

3.6 O GEOGEBRA

Ao acessar o software, 0 usudrio tem acesso a um ambiente representado por uma tela,
conforme ilustra a Figura 60, composta de barras de ferramentas e duas janelas, uma de repre-

sentacdo algébrica e outra de visualizacgao.
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Figura 60 — Tela inicial do Geogebra
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Entrada: 4

Fonte: Préprio Autor

Como pode ser observado na Figura 60 a interface € constituida de:

1. Barra de Menus: Aqui aparecem as seguintes opcoes: Arquivo, Editar, Exibir, Opc¢des,
Ferramentas, Janela, e Ajuda que possuem sub-comandos que podem ser selecionados para

constru¢do, como mostra o exemplo da Figura 61.

Figura 61 — Menu e sub-comandos

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda

°  Janela de Algebra Ctri+Shift+A
" Planilha Ctrl+Shift+S
» Janela de Al [x- janela cAS Ciri+Shift+K
@ Janela de Visualizag&o Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizag&o 2 Ctrl+Shift+2
& Janela de Visualizagio 3D Ctri+Shift+3
.. Protocolo de Construcéo Ctrl+Shift+L
. Calculadora de Probabilidades Ctrl+Shift+P
E Teclado
v Campo de Entrada
o Layout...
2 Atualizar Janelas Ctri+F

Recalcular Todos os Objetos ~ Ctri+R

Fonte: Proprio Autor

2. Barra de Ferramentas: Nela encontramos caixas de ferramentas em que cada uma delas é
representada por um desenho especifico no qual possui subitens de cada ferramenta que podem
ser acessadas clicando com o mouse em seu canto inferior direito do icone, como mostra a

Figura 62.
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Figura 62 — Barra de ferramentas do Geogebra
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Fonte: Préprio Autor

As janelas de dlgebra, de visualizag¢do e de entrada conforme ilustrado na Figura 63.

3. Janela de Algebra: Nela sio mostradas as coordenadas, equacdes e medidas das costrucdes

realizadas na janela de visualizacao.

4. Entrada: Neste espaco pode-se digitar as coordenadas de pontos, de equacdes e de funcdes

para que possam ser representados na tela apds acionar a tecla enter.

5. Janela de Visualizagdo: Neste espaco sdo construidos objetos que possuem representacao
geométrica e podem ser obtidos utilizando os icones da Barra de Ferramentas ou por meio de

comandos digitados na Entrada.

Figura 63 — Janelas de dlgebra, de visualizacao e de entrada do Geogebra

€7 GeoGebra - o X

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Y BB Scl PN =

X!\~ Janela de Visualizagdo
“v Av|[N I Pequeno v/

» Janela de Algebra

Entrada: 4

Fonte: Préprio Autor

Neste capitulo abordamos os fundamentos tedricos sobre as metologias de ensino de
Matematica que orientam a elaboragdo da sequéncia didatica desenvolvida neste trabalho. No

préximo capitulo apresentamos um conjunto de atividades produzido abordando conceitos so-
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bre Lugares Geométricos na Geometria Euclidiana e na Geometria do Taxi com suporte na

metodologia da Resolu¢do de Problemas aliada aos recursos do Software Geogebra.
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4 SEQUENCIA DIDATICA ENVOLVENDO CONCEITOS DA GEO-
METRIA EUCLIDIANA E GEOMETRIA DO TAXI

Neste capitulo apresentamos uma proposta de sequéncia didatica contendo situagdes-
problema que abordam o conceito de Lugar Geométrico nas geometria euclidiana e do téxi,
com o objetivo de estabelecer um comparativo sobre as caracteristicas do conjunto de pontos

obtidos atendendo a mesma propriedade nas duas geometrias.

A proposta estd baseada na metodologia da resolucdo de problemas aliada aos recursos
da geometria dindmica do software Geogebra. Com o intuito de estimular os alunos buscamos

situar os problemas e personagem em contextos de filmes e jogos bastante conhecidos.

Para trabalharmos a parte da Geometria Euclidiana utilizamos um personagem ficticio
denominado de General GEon e estd baseado em um personagem do filme A Fuga do Planeta

Terra ', conforme cendrio ilustrado na Figura 64

Figura 64 — Cena do Filme Fuga do Planeta Terra

Fonte: ultimosegundo.ig.com.br

Na primeira parte das atividades utilizando os conceitos da GE o General GEon que
mora no planeta GE?s recebe um comunicado de que serd atacado por inimigos de outro pla-
neta. Entdo ele decide utilizar navios situados no mar com o objetivo de defender seu planeta
dos invasores que estdo se aproximando. Para isso o General posiciona seus navios de guerra

de variadas maneiras de acordo com os supostos ataques que podem ocorrer € que colocaria

' A Fuga do Planeta Terra-2013, Filme de ficgdo cientifica/Aventura com 1h 29m. Classificagio livre. O heréico

astronauta Scorch Supernova parte em uma missdo arriscada em um planeta desconhecido. Depois de ser
capturado em uma armadilha, Scorch precisa confiar em seu irmao, Gary, diretor da Missdo BASA Control
para se salvar.
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em risco o seu planeta. As posi¢des que ocupam o0s navios estdo relacionadas com lugares

geométricos como circunferéncia, elipse, pardbola, hipérbole e mediatriz.

As duas primeiras atividades da primeira parte poderdo ser realizadas em sala de aula
com diferentes recursos, como papel quadriculado, compasso e régua. As demais atividades

deverdo ser realizadas no ambiente do Geogebra.

Para a segunda parte das atividades utilizando os conceitos da Geometria do Téxi, estdo
baseadas no jogo Bomber Friends. Trata-se de um jogo gratuito que pode ser obtido facilmente

na web, no Google Play.

O Jogo Bomber Friends é um jogo de estratégia e acdo que coloca o jogador em comba-
tes explosivos, em partidas online com no maximo 4 jogadores. Durante as batalhas, o jogador
precisa explodir as caixas espalhadas pelo cendrio para abrir caminho e coletar itens que me-
lhoram suas habilidades. Dessa maneira o jogador vai estar apto a encarar seus adversarios
e deixd-lo encurralados com suas bombas cuidando para ndo ser atingido pelas suas proprias
explosdes ou mesmo pelas bombas que os adversérios vao deixando pelo caminho. Os itens
que podem ser apanhados no jogo permitem ao jogado se deslocar mais rapidamente, soltar

explosivos e aumentar a municao.

Figura 65 — Tela do jogo Bomber Friends

i 08

Fonte: Bubbleye.com

Em nossa adaptacdo de atividades, existe um planeta feito de blocos chamado GT, onde
moram os GTs, que estdo sendo atacados por inimigos de outro planeta. A missdo do GTinho

€ vencer todos os inimigos encontrados em cada nivel utilizando bombas, que tem um alcance
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de explosdo que varia de acordo com o nivel do jogo para que consiga abrir a porta e ir para o

proximo nivel até que todos os inimigos sejam destruidos e seu planeta esteja salvo.

4.1 ATIVIDADES SOBRE LUGARES GEOMETRICOS NA GEOMETRIA
EUCLIDIANA

4.1.1 Atividade E;: Distancia Euclidiana

Objetivo da Atividade: Determinar a distancia entre dois pontos utlizando a distancia euclidi-

ana.

Recursos: Papel quadriculado e régua.

Procedimentos: O professor entrega aos alunos o roteiro da estéria a seguir:
Estoria I: Objeto nao identificado

O Planeta GEts estd sendo invadido por seres de outros planetas que querem destrui-
lo. Cabe ao nosso heroi General GEon defender o planeta da destruicdo eminente. Para isso
ele terd que posicionar seus navios de guera em locais estratégicos durante cada uma das
batalhas para proteger seu planeta. E vocé é convidado a ajudd-lo nessa missdo. O General
GEon estava em seu escritorio quando recebeu a noticia de que um objeto ndo identificado
havia caido no mar. As coordenadas de onde o objeto havia caido eram as seguintes (10,4)
e neste momento ele se encontrava no quartel localizado nas coordenadas (-2,-2), conforme o

esbogo da Figura 66.

Figura 66 — Localizacdo referente as atividades 4.1.1

General GEon -3

Fonte: Préprio Autor
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Baseado na estdria, responda as seguintes questdes:

1. Qual a distancia entre a localizacao do General e do objeto ndo identificado no momento

em que este caiu no mar?

2. Como vocé determinou esta distancia?

Conversa com o Professor:

e Caro professor, nesta atividade procure proporcionar aos alunos oportunidades de calcu-
lar a distincia entre dois pontos utilizando o Teorema de Pitagoras, para isso ofereca-lhes
papel quadriculado e régua. Procure valorizar outras maneiras que eles possam ter utili-
zado. Geralmente espera-se que o aluno determine a distancia tracando uma linha reta,

como usualmente este conceito € tratado nas escolas.

e [embrando que a menor distancia euclidiana entre os pontos A e B em linha reta, abor-

dada na Secdo 2.2.1 é calculada da seguinte maneira: dg = \/|x3 —xal2+ |y — yal?
4.1.2 Atividade E,: Circunferéncia Euclidiana

Objetivo da Atividade: Explorar o conceito da circunferéncia euclidiana enquanto lugar geo-

métrico.

Recursos: Papel quadriculado, régua e compasso.

Procedimentos: O professor entrega aos alunos o roteiro da Estoria 2 a seguir:
Estoria 2: A Base Militar

Chegando ao local o General GEon descobriu uma mensagem vinda de outro planeta
declarando guerra. Apavorado, nosso heroi decidiu construir uma base no mar para que assim
ele pudesse defender seu planeta de forma eficaz. Situou o mar em um plano de coordenadas
cartesianas e localizou a base nas coordenadas (1,1). Como ndo sabia quando seria o ataque
ele resolveu proteger sua base colocando vdrios navios de guerra todos a uma distancia de 2

km da base.

Diante do desafio proposto, responda as seguintes questoes:

1. Marque no plano cartesiano a localizagao da base e esboce 0s pontos que representam 0s
navios de protecdo em relacdo a base. Se o nimero de navios de protecao for aumentando,

com que figura geométrica a reunido destes pontos se aproxima?

2. Que estratégias vocé utilizou para resolver o problema?

Conversa com o professor
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e Na atividade E introduzimos o conceito de circunferéncia na geometria euclidiana. Quando
o aluno pensar em posicionar todos os navios a uma mesma distincia da base é possivel

que ele ja comece a estabelecer conexdes com o conceito de circunferéncia euclidiana.

e Caso eles ndo consigam imaginar uma forma de construir o lugar geométrico do pro-
blema, recomendamos que seja entregue a eles papel quadriculado e compasso para que
possam construir uma circunferéncia tomando as informacdes fornecidas por meio desta

estoria.

e Neste momento sugerimos que seja apresentado aos alunos algumas definicdes importan-

tes como:

i) Lugar Geométrico: Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geomé-
trico dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto L do plano que satistaz duas

propriedades:

1. Todo ponto de L possui a propriedade P.

2. Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.

ii) Circunferéncia ou Circulo Euclidiano: Dados um real positivo r e um ponto O do plano, o
L.G. dos pontos do plano que estdo a distancia r do ponto O é a circunferéncia ou circulo de

centro O e raio r.

iii) Equacdo analitica da circunferéncia euclididana, conforme abordada na Secdo 2.7.1:

Cr=|xg—xal*+|yg — yal* =1
4.1.3 Explorando os Conceitos de Lugares Geométricos no Geogebra

Como proposta utilizaremos o software Geogebra para fazer as construgdes dos Lugares
Geométricos Euclidianos e do Téxi devido a versatilidade do software de geometria dindmica
que facilita a conexao entre as representacoes geométrica e algébrica de cada lugar geométrico
trabalhado.

Para a realizacdo de uma construcdo no Geogebra é necessario selecionar a ferramenta
necessdria na Barra de ferramentas e, logo em seguida clicar na janela de visualizac¢do ou digitar

a expressao desejada no espaco destinado para a entrada.

A seguir apresentamos a orientacdo dos passos para a construcdo de um circulo ou

circunferéncia utilizando o Geogebra:

1. Clique no item Circulo na barra de ferramentas;
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2. Em seguida, clique no sub item Circulo dados centro e raio;

3. Agora clique da Janela de Visualiza¢do para marcar o centro do circulo A = (1,1).

4. Aparecerd uma caixa para que voce digite o valor do raio do circulo;

5. Digitando o valor do raio, basta que seja confirmado em ok e o circulo surgird construido

na tela.

Figura 67 — Etapa inicial da constru¢do de um circulo euclidiano no Geogebra

() GeoGebra - o b a
Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
_ =l
k v .A\i //‘J }V b\i @ @‘J 4\7 NE i;E\I ‘%"J ® ﬁ
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizacao
Ponto € Circulo dados Centro e Raio
®A=(1,1)
Entrada:

Fonte: Préprio Autor

Figura 68 — Representagdo do circulo construido no Geogebra

£ GeoGebra - [m] X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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Entrada:

Fonte: Préprio Autor

4.14 Atividade E5: Elipse Euclidiana

Objetivo da Atividade: Explorar o conceito da elipse euclididana enquanto lugar geométrico.
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Recursos: Estéria impressa em uma folha de papel e computador com o Software Geogebra

instalado.

Procedimentos: O professor disponibilizard a estéria E3 impressa aos alunos. Em seguida

recomendando que seja utilizado o Geogebra para a realizagdo da atividade.
Estoria 3: Preparado para o pior

Depois de vencer uma batalha o General GEon resolveu que precisaria de mais uma
base militar para reforcar a defesa pois sabia que o proximo ataque seria ainda mais terrivel.
Ele entdo escolheu para a construgdo, o local de coordenadas (4,1). Construida a segunda
base, torno-se necessdrio que ela fosse também protegida, no entanto, ele ndo dispunha de
muitos navios de guerra para esta finalidade. Foi entdo que ele decidiu mudar o esquema
anterior e dispor os navios de maneira que pudessem atender as duas bases simultaneamente.
Para isso ele planejou posicionar os navios de tal maneira de que a soma das distancias de

qualquer navio as duas bases fosse sempre iguais.

1. Como ficardo dispostos os navios de guerra em relagcdo as duas bases?

2. Imagine que o nimero de navios para proteger as duas bases aumentasse muito. Se to-
marmos a posi¢ao de cada navio atendendo a condicao dada como pontos, que figura se

aproxima a reunido de todos estes pontos?
Conversa com o professor

e Nesta atividade o problema tem a finalidade de conduzir os alunos a formarem o conceito
de elipse euclidiana. E importante que seja dado um tempo para os alunos tentarem

resolver o problema.

e Recomenda-se que seja apresentado aos alunos a defini¢do de elipse euclidiana e sua

equagdo geral, como apresentado a seguir:

Uma elipse & de focos F| e F, é o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distdancias a
F| e F, é igual a uma constante 2a > 0, e maior do que a distancia entre os focos 2c > 0. Ou

seja, 0 < a e d(F|,F,) = 2c., como trazemos na se¢do 2.7.2
8}€laF2 = {dE(P’Fl) +dE(P,F2) — 2a}

A seguir apresentamos o procedimento para a construcao da elipse utilizando o software

Geogebra:

1. Clique no item elipse na barra de ferramentas.

2. Em seguida, clique em dois pontos diferentes na janela de visualizacao.
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3. Logo apds, clique em um terceiro ponto para constru¢do da elipse que denominamos de
P.

4. Agora clique com o botao direito do mouse em cima dos pontos que estao dentro da elipse

e escolha a op¢do renomear para renomea-los para F| e F; (focos da elipse).
5. A elipse serd plotada na janela de visualizacdo do Geogebra, como na Figura 69.

6. Voce podera alterar o tamanho da elipse variando a posi¢do do ponto P pertencente a ela.

Figura 69 — Esboco grafico de uma elipse euclidiana

€ figura_303.ggb O X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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O A=(1,1)
®B=(4,1)
®P=(4,3)

Entrada:

Fonte: Préprio Autor

4.1.5 Atividade E4: Hipérbole Euclidiana

Objetivo da Atividade: Explorar os conceitos de hipérbole euclididana como lugar geométrico.
Recursos: Estoria E4 impressa e computador com software Geogebra instalado.

Procedimentos: O professor disponibilizard a estéria impressa aos alunos. Assim como na

atividade anterior o Geogebra serd utilizado para o seu desenvolvimento.
Estoria 4. Mudando a estratégia

A segunda batalha foi muito dificil de vencer, entdo o General GEon resolveu alterar
a maneira de colocar os navios na defesa de suas bases militares. O novo esquema seria
posicionar os barcos em todos os pontos onde o médulo da diferenca da distdncia de cada

barco a base 1 e do barco a base 2 fosse sempre a mesma.

1. Como ficardo dispostos os navios de guerra em relagdo as bases? Reproduza a figura

resultante com os navios atendendo a tal condi¢ao:

Conversa com o professor
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e Nesta atividade introduzimos o conceito de hipérbole euclidiana. Sugerimos que relem-
bre com os alunos os conceitos de médulo e, principalmente, que as distancias serdo

consideradas ndo negativas.

e Neste momento sugerimos que seja apresentado aos alunos a definicdo de hipérbole eu-

clidiana e sua equacdo geral apresentadas a seguir:

Uma hipérbole H de focos F| e F> é o conjunto de todos os pontos do plano para os quais o
modulo da diferenca de suas distancias a Fy e F, é igual a uma constante d > 0, menor do que

a distancia entre os focos 2¢ > 0, como abordado na Secao 2.7.4
Hg = {P(x,y) € R?|dg(P,F1) — dg(P.F2)| = d,

Esta apresentado a seguir uma sugestao de sequéncia de procedimentos para a constru-

¢do da hipérbole no Geogebra.

1. Clique no icone Controle Deslizante da barra de ferramentas;
2. Em seguida, clique na janela de visualizacdo;

3. Na janela que se abrird digite & para o controle deslizante (abscissa do centro da hipér-
bole).

4. Ainda nesta caixa ajuste o intervalo minimo para -10, intervalo maximo para 10 (reco-

mendado para o exercicio) e incremento 0,1(variacdo inteira);

5. Em seguida, crie o controle deslizante k, (ordenada do centro da hipérbole) com intervalo

minimo para -10, intervalo maximo para 10 e incremento 1;

6. Agora, crie os controles deslizantes a e b (que controlam as assintotas da hipérbole), com

intervalo minimo sugerido de 1, intervalo maximo 10 e incremento 1.

7. No campo entrada do Geogebra digite a equagdo da hipérbole de centro em (h,k): (((x —
h?)/a® —((y —k)*/b%)) =1

8. Agora aperte a tecla enter e observe que a hipérbole aparecerd plotada na janela de vi-
sualizacdo, como mostra a Figura 70. As dimensdes da hipérbole poderdo ser alteradas

utilizando os controles deslizantes a, b, k € h.
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Figura 70 — Representagdo gréfica da hipérbole euclidiana
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Fonte: Préprio Autor

4.1.6 Atividade E5: Parabola Euclidiana

Objetivo da Atividade: Explorar os conceitos da parabola euclidiana.
Recursos: Estéria Es impressa e computador com Software Geogebra instalado.

Procedimentos: O professor disponibilizard a estéria impressa. E logo apds, os alunos devem

utilizar o Geogebra para realizar a construcao da pardbola euclidiana.
Estoria 5: Tentando se proteger

Depois de uma batalha perdida, a base de coordenadas (4,1) foi destruida. Os inva-
sores posicionaram-se na praia, formando uma barreira em linha reta em relacdo ao mar e
preparam-se para o ataque. O General GEon precisa posicionar seus navios de guerra de
modo a conseguir atacar os inimigos, mas também proteger sua unica base restante. Diante
da situagdo ele resolve posicionar cada navio de forma que a sua distdncia até a base seja a

mesma até a barreira dos inimigos.

1. Como ficardo dispostos os navios de guerra em relac@o a base e a linha do inimigo? Qual

figura parece se formar se aumentarmos cada vez mais o niimero de navios?
Conversa com o professor

e A quinta atividade pretende introduzir o conceito de pardbola euclidiana enquanto lugar
geométrico dos pontos que atendem a propriedade imposta pelo problema. E possivel
que os alunos ja tenham conhecimentos sobre parabola e por isso é importante que sejam

questionados sobre este lugar geométrico.

e Esta atividade permite também explorar os conceitos de distdncia entre ponto e reta e

inclinac¢ao de uma reta euclidiana.
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e Neste momento aborde com os alunos a defini¢do de pardbola euclidiana conforme apre-

sentado na Secdo 2.7.3 a seguir:

Definicao da parabola: Dados uma reta | e um ponto F ¢ |, que chamamos de diretriz e foco,
respectivamente, definimos uma pardbola como sendo o lugar geométrico dos pontos do plano

cuja distancia a F e a | sdo iguais.

Para construir a pardbola euclidiana no Geogebra vamos utilizar a ferramenta Pardbola
da barra de ferramentas, como mostra a Figura 71. Para realizar a construcao da pardbola

utlizando Software é apresentada a seguir uma sequéncia de procedimentos.

Figura 71 — Passo inicial da constru¢do da pardbola euclidiana

G GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Op¢les Ferramentas Janela Ajuda
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b Janela de Algebra X | Parabola
Selecione primeiro o foco e, depois, a diretriz

Fonte: Préprio Autor

Procedimentos de construcao da pardbola no Geogebra:

1. Inicialmente construa uma reta diretriz e para isto clique na ferramenta Reta na barra de
ferramentas e em seguida, na janela de visualiza¢do construa ou selecione dois pontos A

e B e renomeie a reta para /;

2. Em seguida, vamos construir o ponto C que ird representar o foco da pardbola clicando
no icone Ponto na barra de ferramentas, como podemos observar na Figura 72 e depois,

clicando na janela de visualizacao;



Capitulo 4 SEQUENCIA DIDATICA ENVOLVENDO CONCEITOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA E
84 GEOMETRIA DO TAXI

Figura 72 — Segundo passo da construcao da pardbola euclidiana no Geogebra
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Fonte: Préprio Autor

3. Clique no icone Pardbola na barra de ferramentas. Na ajuda observe que aparecerd es-

crito: "selecione primeiro o foco e depois a diretriz";

4. Najanela de visualizagdo, clique primeiro no ponto C e renomeie por F, licando no ponto
com o mouse do lado direito. Em seguida na reta construida anteriormante e vocé€ pode
observar a pardbola ser plotada na janela de visualizacdo. Renomeie a diretriz por d,

como pelo exemplo apresentado na Figura 73.

5. Experimente alterar a posi¢do do ponto F arrastando-o com o mouse na tela de visualiza-

¢do. Observe que o formato da pardbola é modificado.

6. Crie um ponto P pertencente a pardbola construida. A seguir construa os segmentos F P

e BP (no lugar do ponto B pode ser qualquer outro pertencente a diretriz).

7. Com o recurso de medir distancia da barra de ferramentas mecga os segmentos FP e BP.

Observe o que acontece.
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Figura 73 — Representacdo de uma pardbola euclidiana no Geogebra
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Fonte: Préprio Autor

4.1.7 Atividade Es: Mediatriz Euclidiana

Objetivo da Atividade: Explorar as propriedades da Mediatriz Euclidiana.
Recursos: Estéria impressa e computador com Software Geogebra instalado.

Procedimentos: O professor disponibilizard a estdria escrita aos alunos. Em seguida os alunos

deverdo utilizar o0 Geogebra para a construir da mediatriz.
Estoria 6: A batalha Final

A batalha foi dificil mas foi vencida, porém a iltima base foi destruida e ainda restam
duas naves inimigas, uma na posicdao (1,2) e a outra na (3,2), conforme ilustra a Figura 75
, que embora tenham caido na dgua continuam atirando. Para combaté-lo o General deverd
posicionar cada navio de sua frota de maneira que estejam equidistantes simultaneamente das

duas naves e finalmente o planeta do General GEon esteja salvo das ivasoes.

Baseado na Estoria Eg responda as seguintes questdes:

1. Como ficardo dispostos os navios de guerra em relagdo as duas naves do inimigo? Repro-

duza a figura obtida.
Conversa com o professor

e A sexta e ultima atividade desta etapa aborda o conceito de mediatriz na geometria eu-
clidiana. Devido a facilidade de desenhar este lugar geométrico é possivel que os alunos

construam-na apenas com o uso de uma régua, porém € importante estimulé-los a realizar
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a constru¢do no Geogebra, pois a mediatriz € ponto de partida para outras constru¢do no

Geogebra.

e Neste momento apresente aos alunos a definicdo de mediatriz euclidiana:

A mediatriz de um segmento é a reta perpendicular ao segmento, passando pelo seu ponto

médio.

A constru¢do da mediatriz no Geogebra pode ser feita da seguinte forma:

1. Inicie clicando em Ponto na barra de ferramentas;
2. Marque os pontos Ae B na janela de visualizagao;
3. Clique no item Mediatriz na barra de ferramentas;

4. Em seguida, clique nos dois pontos na janela de visualizacdo e a mediatriz aparecerd

plotada, como mostra a Figura 75.

5. Renomeie a mediatriz por m. A seguir marque um ponto P na mediaatriz e depois cons-
trua os segmentos AP e BP.

6. Utilizando o recurso de medi¢do do Geogebra mega os segmentos AP e BP.

7. Arraste com o0 mouse o ponto P e observe o que acontece.

Figura 74 — Mediatriz euclidiana
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Fonte: Préprio Autor

Apresentamos na primeira etapa atividades em forma de situagdes problemas que visam
criar condi¢Oes para que o aluno perceba as propriedades que sustentam a definicdo de lugar

geométrico de cada uma das figuras geométricas com diferentes propriedades na GE.
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4.2 SEQUENCIA DIDATICA ENVOLVENDO CONCEITOS DA GT

Apresentamos nesta parte o jogo que denominamos de Bomb-Tdxi, e por meio dele
ajudaremos o nosso amigo GTinho Morador do Mundo GT a vencer os inimigos e salvar o seu
planeta que estd sendo invadido por habitantes de outro planeta. O Mundo da GT é todo feito de
blocos e os pequenos GTinhos s6 podem mover-se pelas linhas horizontais e verticais. A Figura
75 mostra o cendrio e os personagens do jogo. Eles possuem bombas que sdo capazes de distruir
seus inimigos se colocadas a uma distancia determinada. As posi¢des ocupadas pelas bombas
estdo relacionadas com lugares geométricos como circunferéncia, elipse, parabola, hipérbole

entre outros.

Figura 75 — Personagens do Jogo Bomb-Téxi
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Fonte: Préprio Autor

As regras do jogo s@o as seguintes:

e S0 ¢é possivel deslocar-se na dire¢do horizontal e vertical da malha quadriculada.

e Em cada nivel do jogo hd uma regra a ser cumprida para se vencer os inimigos. Quando os
inimigos forem destruidos a porta € destrancada e o GTinho pode avangar para o préximo

nivel.

4.2.1 Atividade 7;: Taxi-distancia

Objetivo da Atividade: Determinar a distancia entre dois pontos na Geometria do Téxi.

Recursos: Computador com o programa Geogebra instalado e Estéria E7 impressa em uma

folha de papel.

Procedimentos: O professor deverd entregar aos alunos a estoria e pedir a eles que observem o

que estd ilustrado na tela do computador. Figura 76.
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Estoria 7: Taxi-distancia

Neste nivel do jogo vocé pode vencer o inimigo com facilidade, vocé pode explodi-lo se

posicionar a bomba a uma distdncia de duas unidades do invasor.

Figura 76 — Tela da atividade 7 no Geogebra
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Fonte: Proprio Autor

Posicione a bomba na malha quadriculada (como a da Figura 76) de forma a imobilizar

o inimigo e depois responda as questdes a seguir:

1. Vocé percebeu alguma diferencga entre o conceito de distancia estudado na escola e o que

estamos abordando nesta atividade?

2. Em suas atividades do dia-a-dia vocé ja utilizou esse conceito de cédlculo de distancia

entre dois pontos em algumas situagdes? Quais?

3. Quais as coordenadas de localizagdo dos outros possiveis locais que vocé pode posicionar

a bomba para vencer o inimigo?

4. Marque todos os possiveis trechos utilizados na tela para se obter a distincia de duas

unidades entre a bomba e o inimigo?

Conversa com o professor

Caro professor! No primeiro nivel deste bloco de atividades introduzimos o conceito de
distancia na Geometria do Taxi. Quando o aluno for posicionar cada bomba a duas unidades de
distancia do inimigo € possivel que ele encontre algumas dificuldades devido a associacao com
o conceito de distincia euclidiana predominante na escola. E importante lembra-los de que a

distancia somente poderd ser medida nas dire¢des horizontal e vertical. Também ¢é importante
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encoraji-los a procurar uma equacdo para o calculo da distancia do tixi entre dois pontos e

comparar com a equacao da distancia euclidiana dg abordada na atividade E; da Segéo 4.1.

Neste nivel do jogo € possivel explorar também os conceitos de distincia minima entre
dois pontos e o nimero de caminhos de menor distancia entre dois pontos, conforme abordado

na secao 2.6.

Existem oito solu¢des para o problema e as Figuras 77 a 84 mostram as possiveis so-
lugdes para o problema da atividade 77. Nelas pode-se observar que a distancia da bomba ao

inimigo € de 2 unidades contadas na horizontal ou vertical.

Figura 77 — Solucgdo 1 da Atividade T taxi-distancia

4 ¢ I

11(1.2)
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Fonte: Préprio Autor

Figura 78 — Solucgdo 2 da Atividade T taxi-distancia

Fonte: Préprio Autor
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Figura 79 — Solugdo 3 da Atividade 7T taxi-distancia
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Fonte: Préprio Autor

Figura 80 — Solucdo 4 da Atividade T; taxi-distancia

¢

Fonte: Préprio Autor

Figura 81 — Solugdo 5 da Atividade T taxi-distancia

(2,5)

¢ |

Fonte: Préprio Autor
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Figura 82 — Solucdo 6 da Atividade T taxi-distancia

4 ¢ I
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Fonte: Préprio Autor

Figura 83 — Soluc¢do 7 da Atividade T taxi-distancia

(1.4)

1"

Fonte: Préprio Autor

Figura 84 — Solucao 8 da Atividade T téxi-distancia

11

Fonte: Préprio Autor

11
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4.2.2 Atividade 7,: Taxi-circunferéncia

Objetivo da Atividade: O objetivo desta atividade € explorar a propriedade da circunferéncia na

Geometria do Taxi.
Recursos: Computador com o programa Geogebra instalado e a estdria impressa.

Procedimentos: O professor entrega aos alunos a estéria a seguir, e pede que observem o que

estd ilustrado na tela do computador. Figura 85.
Estoria 8: Nivel 2

Neste nivel o inimigo é mais poderoso e para que possamos vencé-lo serd necessdrio
cercd-lo com bombas, ou seja, colocar bombas em todos os pontos que estdo a duas unidades
de distancia dele, lembrando que so podemos utilizar as linhas horizontais e verticais para

medir a distdncia.

Figura 85 — Tela da atividade 8 no Geogebra
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Fonte: Préprio Autor

Ap6s situar as bombas que atendem a condi¢do dada pelo problema responda as ques-

toes seguintes para que a porta se abra e voc€ possa avancar para o proximo nivel do jogo:

1. Considerando a distancia do taxi e a localizacdo das bombas como pontos do plano car-

tesiano, como vocé definiria o conjunto soluc¢ao para o problema?

2. Vocé conhece algum lugar geométrico da GE que possui a mesma propriedade obtida
nesta atividade da GT?

Conversa com o professor

e O segundo nivel introduz o conceito da taxi-circunferéncia. Quando o aluno for posi-
cionar as bombas todas na mesma distancia do inimigo € possivel que comece a fazer
conexodes com o conceito de circunferéncia. E importante lembrar-los de que mesmo se

tratando de outra geometria, a propriedade dos pontos que atendem a condicdo estipulada
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do problema é a mesma, porém, o conjunto dos pontos em que as condi¢des sdo atendi-
das nao serdao os mesmos na GE e na GT, considerando suas maneiras diferentes de se

calcular distancia

e Também é importante questiond-los sobre o motivo do formato da taxi-circunferéncia
e da circunferéncia euclidiana terem ficado diferentes, enfatizando a diferenca entre as
maneiras como sdo calculadas as distancias entre dois pontos nas duas geometrias. Neste

momento mostre a eles a equagdo da tixi-circunferéncia:

Cr=|x—a|l+|y—bl=r

e Também € possivel explorar os conceitos de interseccdo de duas circunferéncias, como
tratado na Secdo 2.7.1.4.

e Na Figura 86, temos as bombas ja dispostas formando a taxi-circunferéncia.

Figura 86 — Localizag¢do das bombas para o problema da Atividade 7> Taxi-Circunferéncia

1o g e
-3 h a
-4 h

Fonte: Préprio Autor

e Sugerimos que seja proposto para os alunos construirem a taxi-circunferéncia no Geoge-

bra.Como sugestdo, apresentamos a seguir os procedimentos de construgao.

Consideramos aqui os valores reais de x no intervalo [a — R,a + R].
Para construir a taxi-circunferéncia proceda da seguinte maneira:

1. Na barra de ferramentas clique em controle deslizante;

2. Na janela que se abrird digite a para o controle deslizante (controle do valor da abscissa

do centro da taxi-circunferéncia).

3. Ainda nesta caixa ajuste o intervalo minimo para -5, intervalo maximo para 5 e incre-

mento 1.
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Clique novamente na janela de visualizagao.

Na janela que se abrird digitar » no nome do controle deslizante (ele ird controlar a orde-

nada do centro da Taxi-circunferéncia).

. Ajuste os valores do intervalo e incremento de forma andloga ao passo 3.

. Clique mais uma vez na janela de visualizacdo e digite r (raio da circunferéncia) no nome

do controle deslizante.

. Ajuste o intervalo minimo para -5, intervalo maximo para 5 e incremento 1;

Na entrada do Geogebra digite a seguinte equacdo da taxi-circunferéncia: abs(x —a) +
abs(y —b)=r

Clique enter;
Na janela de visualizacdo aparecerd a txi-circunferéncia, como mostra a Figura 87.
Variando os controles deslizante vocé poderd alterar o tamanho e a posi¢do da taxi-

circunferéncia.

Figura 87 — Representacdo da téxi-circunferéncia
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Entrada:
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Fonte: Préprio Autor

4.2.3 Atividade T5: Taxi-elipse

Objetivo da Atividade: Explorar as propriedades da taxi-elipse

Recursos: Computador com o Software Geogebra instalado e Estéria 9 impressa.
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Procedimentos: O professor entrega aos alunos a estdria referente a esta atividade, e pede que

observem a ilustracdo na tela do computador, (Figura 88)
Estéria 9: Nivel 3-Chegam mais inimigos

Neste nivel aumenta o perigo que os invasores representam ao planeta GT, pois agora

sdo dois inimigos que devem ser derrotados.

Para vencer este nivel vocé precisard destruir dois inimigos simultaneamente colocando
todas as bombas no ponto cuja soma das distancias entre a bomba e o inimigo 1 e entre a bomba

e o inimigo 2 seja constante e igual a 5 unidades.

Ap0s posicionar todas as bombas de acordo com a orientacao dada responda as questdes

seguintes para que a porta se abra e voc€ possa ir para o proximo nivel:

Figura 88 — Tela do Geogebra referente a atividade 9

Fonte: Préprio Autor

1. Vocé conhece algum conceito de lugar geométrico que possua a mesma propriedade deste

problema?

Conversa com o professor

e No terceiro nivel introduzimos o conceito de tixi-elipse. Deixe-os analisar os conceitos

envolvidos no problema e tirarem suas conclusoes.

e Estimule-os a pensar em uma equacao para a Téaxi-elipse. Equacao (13)

e Na Figura 89 apresentamos as bombas ja posicionadas formando a téxi-elipse.
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Figura 89 — Solucao grifica da Atividade 73-téxi-elipse

Fonte: Préprio Autor

e Para que os alunos compreendam melhor o conceito da taxi-elipse propomos a constru¢ao

utilizando o Geogebra onde os alunos poderdo construir outros tipos de taxi-elipses:

Para construir a Téxi-elipse procede-se da seguinte maneira:

1. Na barra de ferramentas clique em controle deslizante.
2. Em seguida clique na janela de visualizacdo,e aparecera a caixa de didlogo.

3. Nomeie o controle deslizante e preencha os valores do limite inferior e superior do inter-

valo que serd trabalhado.
4. Para exemplificar, utilizaremos o intervalo entre -5 e 5 e valor de incremento 1.

5. Crie os controles: a, b, d g e h ; onde a e b sdo as coordenadas de F| e g € h sdo as

coordenadas de F; e d é a distincia constante.

6. Naentrada do Geogebra digite a seguinte equacdo: (abs(x—a)+abs(y —Db))+ (abs(x —
g)+abs(y —h)) =d.

7. Clique enter.
8. Na janela de visualizacdo aparecerd a Téaxi-elipse, como ilustra a Figura 90.

9. Vocé poderd modificar as dimensdes da téxi-elipse alterando os valores dos controles

deslizantes, transformando-a em hexdgonal ou octagonal.
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Figura 90 — Representacdo gréfica da taxi-elipse
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Fonte: Préprio Autor

4.2.4 Atividade 7,: Taxi-hipérbole

Objetivo da Atividade: Abordar as propriedades da taxi-hipérbole.
Recursos: Computador com o programa Geogebra instalado e estéria impressa.

Procedimentos: O professor entrega aos alunos a estéria impressa em papel referente a esta

atividade, e pede que observem a ilustrac@o na tela do computador, como mostra a Figura 91.
Estéria 10: Nivel 4-Vencendo os inimigos

Neste nivel, ja temos apenas dois inimigos, para vencé-los serd necessdrio colocar
bombas em todos os pontos onde o modulo da diferenca da distancia entre a bomba e o inimigo

1 e entre a bomba e o inimigo 2 seja constante e igual 3 unidades.

Apds posicionar todas as bombas de forma que atenda as condicdes dadas responda as

questoes seguintes para que a porta se abra e vocé possa seguir para o proximo nivel:
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Figura 91 — Tela da atividade 10 no Geogebra
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Fonte: Préprio Autor

1. Qual lugar geométrico nos faz lembrar a condicao dada pelo problema?

2. Em sua opinido serd que € possivel se obter taxi-hipérboles com formatos diferentes?

Conversa com o professor

e No quarto nivel introduzimos o conceito de hipérbole na Geometria do Téxi. Deixe os
alunos analisarem para chegar a conclusdo de qual lugar geométrico estd tratando o pro-
blema.

e Sugerimos que seja apresentada aos alunos a equacao da taxi-hipérbole 21:

Hr =abs((x—a)+(y —b) = (x—g) +(y —h)) =d

e Na Figura 92 apresentamos os pontos da taxi-hipérbole representada pelas bombas que

atendem a propriedade emreferéncia.
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Figura 92 — Soluciao grafica da Atividade Ty-téxi-hipérbole
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Fonte: Préprio Autor
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e Para que os alunos compreendam melhor o conceito da taxi-hipérbole propomos a con-

trucdo utilizando o Geogebra.

Para construir a taxi-hipérbole sugerimos os passos a seguir :

1. Com o software Geogebra aberto, clique em controle deslizante na barra de ferramentas;

2. Na janela de visualizacdo clique para que abra a caixa de didlogo e entdo vocé nomera
o controle deslizante, seu intervalo minimo de -5 € o maximo de 5 (recomendado para o

exercicio) e incremento 1 (variagdo inteira).

3. Crie entdo os controles: a, b, d, g € h ; onde a e b sdo as coordenadas de F| e g € h sdo

as coordenadas de F» e d € a distincia constante;

4. Na entrada do Geogebra digite a seguinte equagdo: abs((abs(x —a)+ abs(y — b)) —
(abs(x —g)+abs(y —h))) =d,

5. Clique enter;

6. Na janela de visualizag@o aparecera a figura da taxi-hipérbole, como ilustra a Figura 93;

7. Vocé poderd alterar o formato da Taxi-hipérbole variando os parametros dos controles

deslizantes.



Capitulo 4 SEQUENCIA DIDATICA ENVOLVENDO CONCEITOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA E
100 GEOMETRIA DO TAXI

Figura 93 — Representacdo gréfica da taxi-hipérbole

7 figura_93.9gb 4 O b4
Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
R AT PO L NJ 2
b Janela de Algebra X| | ¥ Janela de Visualizagio X
~ Curva Implicita v
@ c: abs(abs(x - 3) " )
Numero as3 .
..... . a= 3 * " @ 1
..... ® b=2 . . g 2. 2 L
""" ® d=2 =
g=1 .
..... . g - @ 4
..... . h=0 h=0
Ponto —® a o| P °
----- ® F =(3,2) -5 -4 -3 g e - 0 1 3 4 5
..... & |=2 =(1,0) N
< > -2
Entrada:

Fonte: Proprio Autor

4.2.5 Atividade 75: Taxi-parabola

Objetivo da Atividade: Trabalhar o conceito do Lugar Geométrico taxi-pardbola.
Recursos: Computador com o programa Geogebra instalado e estdria impressa.

Procedimentos: O professor entrega aos alunos a estdria referente a esta atividade, e pede que

observem a ilustracdo na tela do computador, como mostra a Figura 94.
Estoria 11: Nivel 5: O muro

Neste nivel temos apenas um inimigo, muito poderoso, mas também tem um muro que
impede o nosso amigo GTinho de atravessar para ir até a porta. Porém, ele tem uma estratégia,

usard as mesmas bombas que destroi o inimigo para derrubar o muro.

Para isso ele terd de soltar bombas onde a distancia da bomba até o muro seja a mesma

que a distancia da bomba até seu inimigo.

Considerando que esta distancia seja de 3 unidades, responda as questdes a seguir:
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Figura 94 — Tela do Geogebra para a Atividade T5-tdxi-pardbola

Fonte: Préprio Autor

1. Qual lugar geométrico da GE nos lembra a figura formada pelas bombas? E qual objeto

geométrico representa o muro?

2. Em sua opinido serd que € possivel encontrar figuras com formatos diferentes?

Conversa com o professor

e No quarto nivel introduzimos a téxi-pardbola. Deixe os alunos analisarem o conceito e

chegar a conclusdo de qual lugar geométrico estao tratando neste problema.

e Instigue-os a pensar sobre pardbolas diferentes.

e Para que os alunos compreendam melhor o conceito da taxi-pardabola propomos sua con-
trucdo utilizando o Geogebra onde os alunos poderdo variar os pardmetros com mais

facilidade e visualizar diferentes tipos de taxi-pardbolas.
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Figura 95 — Soluciao grifica da Atividade T5-téxi-pardbola
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Fonte: Préprio Autor
A seguir apresentamos os procedimentos para a construcao da taxi-pardbola:
Construiremos uma taxi-pardbola cuja inclinag@o da reta diretriz seja igual a 1, ou seja,
m| =1

1. Faca primeiramente a reta diretriz, clique em reta na barra de ferramentas e logo ap6s

clique em dois pontos, A(x,y;) e B(x2,y2). (Lembrando que a inclinagdo da reta é dada

— =n

X2—X1 = 1)

por: m

Em seguida v4 até a janela de visualizacdo e clique para aparecer uma caixa de didlogo

para que vocé nomeie o controle deslizante, seu intervalo minimo serd -5 € 0 maximo sera

5, com incremento 1.

(y —c)/m).

Clique na tecla enter.

. Crie entao os controles: a, b, c e m.

O valor de m serd o mesmo da inclinag@o da reta construida.

Na entrada do Geogebra digite a seguinte equagio: abs(x —a)+ abs(y —b) = abs(x —

. Na janela de visualizagdo aparecerd plotada a taxi-pardbola.

Vocé podera alterar a tédxi-pardbola utilizando os controles deslizantes.
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Figura 96 — Representacdo grafica da taxi-pardbola produzida no Geogebra
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Fonte: Préprio Autor

4.2.6 Atividade Ty: Taxi-mediatriz

Objetivo da Atividade: Trabalhar o conceito de mediatriz na Geometria do Téxi.
Recursos: Computador com o programa Geogebra instalado e estoria impressa.

Procedimentos: O professor entrega aos alunos a estdria referente a esta atividade, e pede que

observem a ilustracio na tela do computador, como mostra a Figura 97
Estoria 12: Nivel 6: A dltima batalha

Parabéns!! vocé chegou ao iiltimo nivel. Agora as bombas estdo no fim e o T-habitante

$O poderd estourd-las uma unica vez

Para isso ele terd que posicionar as bombas onde os dois inimigos estejam equidistan-

tes de cada uma delas, caso contrdrio so um morrerd e o outro atacard o GTinho.
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Figura 97 — Tela do Geogebra apresentada na atividade
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Fonte: Préprio Autor

1. Com qual lugar geométrico se parece o formato da figura formada pelas bombas?
2. Em sua opinido, conceito de tdxi-mediatriz € igual ao de mediatriz da geometria euclidi-
ana? Qual(is) a(s) diferenca(s) entre eles?

Conversa com o professor

e No ultimo nivel introduzimos o conceito de taxi-mediatriz.

e Para que os alunos compreendam melhor a tdxi-mediatriz e percebam que ela pode apre-

sentar diferentes formatos, propomos a constru¢do utilizando o Geogebra.

e Sugerimos que seja apresentado aos alunos a defini¢io de taxi-mediatriz, ou seja: O lugar

geométrico dos pontos do plano, equidistantes das extremidades do segmento.

Figura 98 — Solucdo gréfica da Atividade Ts-taxi-mediatriz
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Fonte: Préprio Autor
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A construgdo da tdxi-mediatriz no Geogebra pode ser realizada da seguinte maneira:

1. Com o software Geogebra aberto, clique em controle deslizante na barra de ferramentas.

2. Clique na janela de visualizag¢do, para que abra uma caixa de didlogo que vocé devera
colocar o nome do controle deslizante, seu intervalo minimo serd -5 € o maximo sera 5

(recomendados para o exercicios), o incremento serd 1(variacao inteira).

3. Crie entdo, os controles: a, b, g € h ; onde a e b sdo as coordenadas do ponto Aege h

sao as coordenadas do ponto B.

4. Na entrada do Geogebra digite a seguinte equagdo: abs(x —a)+abs(y —b) = abs(x —
g)+abs(y —h).

5. Clicando enter vocé visualizard a tdxi-mediatriz na janela de visualizacao.

6. Vocé podera alterar o formato da mediatriz utilizando os controles deslizantes do Geoge-

bra.
Figura 99 — Taxi-mediatriz construida no Geogebra-Atividade Tg
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Fonte: Préprio Autor

Outras atividades com os mesmo objetivos das que apresentamos podem ser encontra-
dos em Kallef (2004) e Krause (1986).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Meu nome € Denise Aparecida Perini Fernandes, atuo como professora desde os 18
anos de idade,logo apds concluir o Magistério. Iniciei como professora de Matematica e Fisica
em 2002 enquanto ainda cursava a graduacdo em Licenciatura em Matemadtica atuando em
todas as séries da Educacdo Basica. Hoje sou funciondria efetiva do Estado do Mato Grosso ha
nove anos e trabalho com alunos do Ensino Fundamental e Médio. Sou apaixonada pela minha
profissdo e sempre quis cursar um mestrado. O PROFMAT, apesar das grandes dificuldades
que tive em conclui-lo, foi uma grande conquista em minha vida e um marco em minha carreira
me trazendo novas perspectivas, conhecimentos, ideias e, principalmente me qualificando para

continuar atuando em sala de aula me sentido mais segura e preparada.

Quando iniciamos este trabalho tinhamos como objetivo realizar um estudo sobre a
Geometria Esférica, porém, devido ao grande nimero de trabalhos desenvolvidos em nivel de
p6s-graduagdo sobre este assunto, resolvemos entdo desenvolver nossa pesquisa abordando um
outro tipo de Geometria ndo euclidiana, abordada com menor frequéncia, isto é, a Geometria do
Taxi. Assim procuramos compreender o seu surgimento, os principais conceitos envolvidos e
as possibilidades deste assunto vir a contribuir para um ensino da Matematica contextualizado
com énfase na menor distancia percorrida. Ao aprofundar nossos estudos referentes a GT en-
contramos bastante dificuldades, pois, as bibliografias referentes a este tema sdo muito restritas,
sendo que encontramos apenas um livro publicado em 1986 que € o livro The taxicab Geometry
de Eugene F. Krause. Assim, para alcancarmos nossos objetivos foi necessdria uma revisao
bibliografica em vdrios artigos, capitulos de livros e dissertagdes de mestrado e consultas em

varios sites nacionais € internacionais.

Inicialmente fizemos um estudo acerca da importancia de se trabalhar as geometrias ndo
euclidianas na Educacao Bésica, bem como do surgimento das mesmas como consequéncia das
tentativas de prova do quinto postulado de Euclides. Realizamos pesquisa bibliografica em
algumas dissertagdes encontradas na plataforma do PROFMAT a fim de compreender como as
Geometrias ndo-euclidianas sdo apresentadas e exploradas nas producdes de dissertagdes do

programa.

Durante a trajetdria da pesquisa descobrimos aspectos instigantes presentes na GT que
ampliou a abordagem de nossa intencao inicial, que era tratar a menor distancia em diferentes
geometrias. Assim, optamos em tratar alguns lugares geométricos na GE e GT Além disso,
buscando materiais e atividades para compor a nossa proposta didatica e encontramos no Soft-
ware Geogebra um grande aliado para o professor de matematica utilizar em suas aulas devido
a sua grande quantidade de ferramentas, o seu modo dindmico em tratar os objetos mateméticos
e principalmente por aliar a geometria com a dlgebra. Além disso, buscamos situar o uso deste
recurso computacional em contextos de situagdes-problemas junto com jogos e desafios com o

objetivo de produzir atividades atrativas e desafiadoras para o aluno.
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Acreditamos que este trabalho pode contribuir com os professores de Matemadtica na
busca de alternativas para o ensino da Geometria. A Geometria do Taxi, além de ser interessante
e relevante para a Educagcdo Bdsica vem nos possibilitar uma nova visdo de geometria, que
facilita a contextualizacdo com a realidade dos alunos. Em sintese, podemos concluir que este
trabalho contribuiu muito para a nossa formacao profissional, visdo de ciéncia e de ensino e

surgiram ideias para outras perspectivas de estudos sobre o assunto.

Nossa perspectiva futura serd de aplicar a sequéncia didética apresentada neste trabalho
para alunos do Ensino Médio em que eu trabalho e em seguida produzir um artigo apresentando
os resultados obtidos. Também pretendemos preparar um minicurso sobre a Geometria do Taxi
destinado a professores de Matematica da Educacdo Bésica e um outro sobre o uso do Geogebra
nas aulas de Matematica da Educagdo Bésica. E para aprofundar nossos estudos sobre a GT
buscaremos estabelecer um paralelo entre os lugares geométricos na GE e na GT no espago

tridimensional.
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