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RESUMO

Este trabalho visa inicialmente apresentar a constru¢do dos numeros inteiros,
racionais e reais, bem como suas relacfes de equivaléncia. Serdo também analisadas
as classes de equivaléncias em um espaco quociente, o teorema do nucleo e da
imagem, forma de Jordan e finalizando com o estudo das superficies quocientes:

plano projetivo, toro e garrafa de Klein.

Palavras-chave: Construcdo dos numeros. Espaco quociente. Superficie quociente.



ABSTRACT

This work initially aims at presenting the construction of integers, rational and real, as
well as their equivalence relations. We will also analyze the equivalence classes in a
quotient space, the theorem of the nucleus and the image, form of Jordan and finalizing
with the study of surfaces quotients: projective plane, torus and bottle of Klein.

Keywords: Construction of numbers. Space quotient. Quotient surface.
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1 INTRODUCAO

As construces dos conjuntos numeéricos, onde iniciaremos 0 nosso trabalho
com 0s humeros inteiros, racionais e reais, séo bastante férteis sobre varios aspectos,
principalmente no que tange uma pretensdo a fundamentacéo tedrica de questbes
que ja lhe sdo conhecidas. Assim, a partir de analises das teorias, definicdes e
relacbes de equivaléncia, sera permitida uma maior dedicacdo a tépicos mais
especificos dessa disciplina.

Analisaremos algumas situacdes para esclarecer a respeito dos espagos
vetoriais quociente, analisando as duas vezes em que 0 mesmo € utilizado, sao elas:
a demonstracdo do Teorema do Nucleo e da Imagem e também a demonstracédo na
Forma Canbnica de Jordan, sendo nesta Ultima necessaria a ideia do que seria uma
base do espaco quociente e ndo deste espaco propriamente dito.

Por fim, mas ndo menos importante, sera introduzida a nocao de superficie
abstrata (ou seja, sem referéncia a R3) e mencionaremos algumas generalizagcées

como variedades diferenciaveis e Riemannianas.
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2 NUMEROS INTEIROS

2.1 Construcao do conjunto dos numeros inteiros

Observando o rigor da matemética, vemos que ndo € adequado o estudo do
ensino escolar, pois 0 mesmo admitia a existéncia de numeros inteiros negativos e
gue deviamos incorpora-los ao conjunto N (conjunto dos nimeros naturais que surgiu
da necessidade de construcéo, satisfazendo, através de axiomas de Piano, a sua
existéncia) devido isto, trabalharemos as demonstracbes destes conjuntos de
nameros, utilizando no¢des basicas de relagbes de equivaléncias.

Iniciaremos com o numero inteiro como uma relacéo de equivaléncia dada pelo
conjunto N x N. O conjunto dos inteiros Z serd o conjunto dessas classes de
equivaléncia. Logo em seguida, definiremos duas operacdes em Z e também que Z
possui uma copia algébrica de N. Finalizando com a operacéo de subtracdo em Z que,
restrita a elementos da copia de N em Z, trara sentido as operacoes.

Teorema 1 Sejam (a; b); (c; d) € N x N. Dizemos que (a; b) esta relacionado
com (c; d) quando a + d = b + c. Denotaremos por (a; b) ~ (c; d). A relacdo descrita é
de equivaléncia.

Demonstragéo:

() Reflexiva: Se (a; b) € N x N, entdo a + b = b + a, por heranca da comutativa
em N, logo, (a; b) ~ (a; b).

(ii) Simétrica: Se (a; b); (c; d) e Nx N e (a; b) ~ (c; d), entdo, a+d = b+c, e disso,
ct+b = d+a, que significa, (c; d) ~ (a; b).

(i) Transitiva: Se (a; b); (c; d); (e;f) e Nx N, (a; b) ~ (c; d) e (c; d) ~ (e; f), temos
que, a+d = b+c e c+f = d+e. Assim temos a+d+e = b+c+e e a+c+f = =a+d+e, dai, b +
c+teza+c+f=b+e=za+fza+f=b+e:

Logo, (a; b) ~ (e; f).

Denotaremos por (a, b) a classe de equivaléncia do par ordenado (a; b) pela
relacdo ~, isto &,

(@;b) ={(x; y) ENXN | (x; y) ~ (a; b)}.

a) (4,2) ={(4: 2); (5; 3); (6; 4); (7;5); ..}

b) (2,5) ={(2: 5); (3; 6); (4;7); (5: 8); ..}
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©) (7,5) ={(4 2); (5; 3); (6; 4); (7; 5); ...}

Percebemos que (4,2) = (7,5).

Definicdo 1 O conjunto quociente N x N/ ~ constituido pelas classes de
equivaléncia (a,_b), denotado por Z e chamado de conjunto dos nameros inteiros.

Assim, Z = (N x N/~) = {(a, b)| (a, b) € N x N}.

2.2 Operacdes nos numeros inteiros
Serdo construidos numeros negativos, a partir da estrutura aritmética dos

ndmero naturais, utilizando relagdes de equivaléncia.

2.2.1 Adicdo de nameros inteiros
Trabalharemos agora com a definicdo de (+) como operacao de adicdo em Z.
Sabendo que (a, b) representa (a—b) e (¢, d) expressa (c —d), vemos pela matematica

elementar que (a-b) +(c-d)=(a+c)- (b +d). Obtendo, assim, a classe (a + c,b + d).

Definicdo 2 Sejam (a,b); (c,d) em Z. A soma (a,b) + (c,d) é dada por
(a+c,b+d).

Teorema 2 Se (a,b) = (a,b) e (¢c,d)= (c,d), entdo, (a,b) + (¢c,d) = (a,b") +

(c’,d) isto é, a adicdo de numeros inteiros esta bem definida.

Demonstragdo. Tendo (a,b) = (a, b’), temos que, (a,b) ~ (a,b’) ou seja,
a+b =b+a (*
Analogamente,

c+d =d+c (™

Ja sabemos que (a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) e (a,b) + (c,d) =

(@ +c, b +d). Devemos mostrar que (a + ¢; b +d) = (b + d; a + ¢). De fato,
somando os primeiros e segundos membros de (*) e (**), na ordem dada, obtemos, (a
+c)+ (b +d)=(b+d)+(@+c)=(b+a)+d+c)=(b+d)+(a+c):

Portanto, (a +¢c,b+d)=(a’ +c, b +d).
Teorema 3 A adicdo em Z € comutativa, associativa e tem (0,0) como elemento

neutro.

Demonstracgao.
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1. Comutativa: Devemos mostrar que, dados (a,b) e (c,d) em Z, temos (a, b)

+ (¢,d) = (c,d) + (a,b). De fato, (a,b) + (c,d)=(a + ¢,b + d)= (c + a,d + b) =
(c,d) + (a,b).
2. Associativa: Queremos mostrar que, dados (a,b), (c,d) e (e,f) em Z,
temos (a,b) + ((c,d) + (e, /) = ((@,b) + (c,d) + (&, /)
(a,b) +((c,d) + (e,f)) = (a,b) + (c + e,d + f)
=(a+(c+e),b +(d+f))
=((a +c)+e), b +d)+f)

=(@+cb+d +(ef)
=((a,b) + (c,d)) + (e, f)
3. Elemento Neutro: Dado (a, b) e (0,0) em Z.
@b +(0,00=@+0b+0)=0+a0+h)
=(0,0) + (a,b) = (a,b)

Teorema 4 Cancelamento para a Adicdo). Dados a, B,y € Zea+ L=y + S,

entdo a =y.

Demonstracéo. Seja a=(a, b), B=(c,d) ey = (e, f). Logo,

(a,b) + (c,d)=(e,f)+(c,d)=(a+c,b+d) =(e+cf +4d
=@+c)+(f+d)=(b+d)+(e+c)

>a+f=b+e

= (a,b) = (e, f)

Teorema 5 (Propriedade do elemento oposto). Dado (a, b) € Z, existe um Unico

(c,d) € Ztal que (a,b) + (c,d) = (0,0). Este (c,d) € o elemento (b, a).
Demonstragdo. Provaremos inicialmente a existéncia deste elemento oposto e,

em seguida, a sua unicidade. Seja (a, b) € Z. Tomemos (c, d) = (b, a) € Z e assim,

(a,b) + (c,d) = (e, f) = (a,b) + (b,a) = (e, f)
= (a+b,b+a)=(ef)
>a+b+f=b+a+e

>f+0=e+0
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= (f,e) =(0,0)

= (a,b) + (c,d) = (0,0)

Deste maneira, existe um elemento (c,d) = (b, a) € Z, tal que, (a,b) + (c,d) =

(0,0). Suponhamos que existam dois elementos distintos desta forma, (¢, d), (¢,d) €

Z, ou seja, (c,d) # (c,d)=>c+d #d+ c'} (¥). Como os dois sdo opostos a

(a,b), vemos que:

@h+Cd)=00>@+cb+ d =00
:>a+c=b+d}(**)

e

(a,b) +(c’,d)=(0,00= (a+c,b+ d)=(0,0)
= a+c =b+ d'}(***)

Somando o primeiro membro de (**) ao segundo de (***) e o0 primeiro de (***)

com o segundo de (**) obtemos:

at+c+b+d=a+c+b+d=c+d=c +d, o que contradiz (*).

Portanto, (¢,d) = (¢, d).

Definic&o 3 Dado a € Z, o Gnico B € Z, tal que, a + 8 = (0,0) chama-se simétrico
de a (ou oposto de a, ou inverso aditivo de a). Sua unicidade permite que o utilizemos
como simbolo o —a.

Dessa maneira, a + (-a) = (0,0) e, como visto pelo teorema, —a = (b,a). A
existéncia e unicidade de oposto de um numero inteiro permite que definamos uma
outra operacdo em Z, denominada subtracao.

Definicdo 4 A subtracdo em Z, denotada por (=), € a operagdo definida da
seguinte forma: Se a, B € Z, entdo: a - B =a + (-0).

Assim, a subtracdo a — 8 representa a soma de a com 0 oposto ou simétrico de

Proposicdo 1 Paraa, B, y € Z, vale:

l. -(-a) =q;
Il. -a+B=B-aq;
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Il a-(-B)=a+p;

V. -a-B=-(a+p),

V. a-B+y)=a-B-vy
Demonstracao.

l. Seja a = (a,b), entdo, —a = (b, a), e assim, —=(-a) = —(b,a) = (a,b) = a.

Il. Sejaa=(a,b)e B =(cd).Claramente, —a = (b, a). Temos:

-a+B=(ba)+ (c,d)=(b+c,a+d)
=(c+bd+a)=(cd)+ (ba)
:B_a

1. Sejaa=(a,b) e B=(c,d), eassim, —a=(b,a) e -B=(d,c).

a-(-B)=(ab) — (d,c)
=(a,b) + (c,d)=a+p

V. Sea=(ab)eB=(cd),teremos, —-a=(b,a) e - =(d,c), e assim:

~a-B=0a) - (cd)=0a) + @0
=b+datc)=-(@+cb+d
=—((ab)+ (c,d))=-(a+p)

V. Sea=(a,b),B=(c,d)ey=(ef) entdo, —a=(b,a), -B=(d,c)e-y=

(f, e) e assim:

a-B+y)=(@b)-((cd)+(ef))=(ab)-(cted+f)
=@b)+{d+f,cte)=(ab)+(dc)+(fe)
=a-f-v.

2.2.2 Multiplicagéo de numeros inteiros

Definiremos a seguir outra operacédo em Z, a qual chamaremos de multiplicacéo
ou produto. Pensando que tendo (a, b) expresso por (a — b), (c,d) expresso em (c -
de(@-b)-(c-dy=a-c+b-d-(a-d+b-c), vemos assim a definicdo seguinte.

Definicdo 5 Dados (a, b) e (c,d) em Z, definimos o produto (a,b) - (c,d) como

sendo(a-c+b-da-d+b-c)



17

Teorema 6 A multiplicacdo em Z estd bem definida, isto &, se (a,b) = (a’,b) e

(c,d) =(c,d), entdo, (a,b) - (¢c,d) = (a,b) - (c,d).

Demonstracéo: Seja (a,b) = (a’,b), isto é, a+ b =b + a, que nos fornece:
ca+cb=cb+ca (¥

e

da+bd=bd+ad (*
Somando as equacdes (*) e (**) obtemos:
ac+bd+ad+bc=ad+bc+ac+bd

(ac + bd,ad + bc) = (a'c+b'd,ad + b'c)

(@D) . (c,d) = (a,b). (c,d) (*

Do mesmo modo, (c,d) = (¢, d) = c+d =d + ¢, de onde obtemos:
ac+ad =ad+ac #) e bc+bd=bd+bc (##
Novamente somando as equac0Oes (#) e (##) obtemos:

ac+bd+ad +bc =dad+bc+ac+ bd

(ac + bd,ad + bc =(ac + bd, ad + b¢c")

(a,b).(c,d)=(a,b).(c,d) ()

Dessa maneira, observando (***) e (****), obtemos que:

(@Db).(c,d)=(a,b).(c,d).
Teorema 7 A multiplicacdo em Z é comutativa, associativa, tem (1,0) como
neutro multiplicativo e é distributiva em relacdo a adicdo. Além disso, vale a
propriedade do cancelamento multiplicativo, ou seja, se a, B, y € Z, com y # (0,0) e

ay =By, entdo a = L.

Demonstragéo. Tendo a = (a,b), B=(c,d) ey = (e, f) # (0,0) tais que ay = By,

ou seja,(ae + bf,af + be) = (ce + df,cf + de), que equivale a ae + bf + cf + de =
af + be + ce + df. Encontrando assim, e(a + d) + f(b + ¢c) = e(b + c¢) + f(a + d).
Como m + (0,0), temos que e + 0 #f + 0 = e #f. Suponhamos e > f, ou
seja, e =f+ q, com g € N*. Obtendo assim:
fa+d)+q@+d)+f(b+c)=f(b+c)+q(b+c)+fa+d)
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Com o cancelamento aditivo, temos que g(a + d) = q(b + c), sendo q

pertencente aos naturais nao nulos, seguimos com cancelamento multiplicativo onde

a+d=Db+c,tendo (a,b) = (c,d), ou melhor, a=g.
Proposicdo 2 Dados a, B, y € Z, é valida a propriedade distributiva da

multiplicacdo em relacé@o a subtragéo, isto €, a(B-y)=aB - ay.

Demonstragéao.
aB-y)=a(@+(-y))
=aB+a(=y)

Assim, como a (—y) =-ay, vemos que a(B—y)=aB —ay.

2.3 Relacdo de Ordem em Z

Facamos, uma comparacao dos elementos de Z através de uma relacdo de

ordem.

Definicdo 6 Dados os inteiros (a, b) e (¢, d), escrevemos (a, b) < (c,d) quando
a+dsb+c.
Proposicéo 3 A relacdo definida anteriormente estd bem representada, isto é,

se (a,b) = (a,b), (c,d) = (c,d) e (a,b) < (c,d), entdo, (a,b) < (c,d).

Demonstracao.
(a,b)=(a,b)=>a+b=b+a. (F1)
(c,d)=(c,d)=>c+d=d+c. (F2)

(a,b)s(c,d)y=>a+dsb+c

s>a+b +dsb+ b +cC

sa+b +d+d<b+ b +c+d (F3)
Subtituindo (F1) e (F2) em (F3), obtemos:

b+a +d+d <b+ b+d+c=>a +d<b+c

= (a,b)=(c,d)
Teorema 8 A relacéo < definida acima € uma relacdo de ordem em Z, ou seja,
é reflexiva, antissimétrica e transitiva.
Demonstragao.
1. Reflexiva: Seja a = (a,b) € Z. Obviamente, (a, b) < (a, b), pois, (a,b) =

(a, D).
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2. Antissimétrica: Sejam a, B € Z, a< B e B < a. Consideremos a = (a,b) e

B =(c,d) e assim,

as<f
(a,b) < (c,d)
a+d<sb+c
e
B=a
(c,d) = (a,b)
c+tb<d+a

Pela tricotomia dos naturais, obtemos que, a+d =b +c, isto é, (a,b) = (¢, d).

3. Transitiva: Sejam a, B, ye Z, a<BeB<y,coma=(ab),B=(cd)ey
= (e, f). Destas desigualdades obtemos a+d<b +cec +f<d+ e. Sendo assim,
existem p, g € N tais que,

a+td+p=b+c
e
c+f+q=d+e.

Somando os primeiros e segundos membros das duas igualdades, na ordem
dada, obtemos

atd+p+c+f+g=b+c+d+e
a+tf+p+q=b+e

Como p + g € N, chegamos a conclusdo que, a + f <b + e, ou seja, (a,b) <
(e, ).

Teorema 9 A relacdo < é compativel com as operac¢des em Z, isto €,

I. asB=>a+ysf+y;
il. as<Bey=(00)=>ay=<By;
iii. (Lei da Tricotomia): Apenas uma das situacdes seguintes ocorre: a =

(0,0) ou a < (0,0) ou a > (0,0).

Demonstragao.

i. Tendoa=(a,b),B=(c,d)ey=(e,f) emZ. Assim,
(a,b) < (c,d)=>a+d<b+c

>a+te+d+fsb+f+c+e
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>(@a+eb+f)<(c+ed+f)
= (a,b) + (e,f) = (c,d) (e f)

>a+ys<B+y

il. Tomando a = (a,b), B=(c,d) ey = (e, f). Dessa forma obtemos, a + d <

b+ceez=f.

Sendo assim, existem p, g € N, tais que,

b+c=a+d+p

e
e=f+aq.
Temos que,
b+c=a+d+p=be+ce=ae+de+pe(F.21)
e
b+c=a+d+p= bf+cf=af +df + pf (F.2.2)
Obtendo,

e=f+q=pe=pf+pq(F.2.3)
Somando o segundo membro da igualdade (F.2.1) com o primeiro da igualdade
(F.2.2) e o primeiro membro de (F.2.1) com o segundo de (F.2.2), obtemos,
ae + de + pe + bf + cf = be + ce + af + df + pf.
Substituindo (F.2.3) nesta ultima igualdade, obtemos:
ae +de + pf + pq + bf + cf = be + ce + af + df + pf
ae + de + bf + cf + pg = be + ce + af + df
ae + de + bf + cf < be +ce + af + df
(ae + bf,af + be) < (ce +df,cf +de)
(a,b) . (e,f) < (c,d) . (e f)
ay By

iii. Suponhamos a > (0,0) e a < (0,0) simultaneamente, com a = (a, b).

(a,b) >(0,0)>a>b
e
(a,b) < (0,00 > a<h,

tendo ai um absurdo pela tricotomia dos naturais.

Suponhamos agora a = (0,0) e a < (0,0) (ou a > (0,0)) simultaneamente.



21

(a,b) <(0,0) >ac<b
e
(a,b)=(0,0)=>a=b,
tendo ai novamente um absurdo, pela tricotomia dos naturais.
Teorema 10 (Tricotomia dos Inteiros). Para a, B, y € Z, apenas uma das
situacdes seguintes ocorre: a=Boua <Boua > L.

Demonstragédo. Suponhamos a < 8 e B < a simultaneamente:
a<B=(ab)<(c,d)=>a+d<b+c
B<a=(cd)<(ab)=>c+b<d+a,

absurdo pela tricotomia dos naturais. Da mesma forma, suponhamos a < 8 ou

a > e a = B simultaneamente:
a<B= (a,b)<(c,d)=>a+d<b+c
a=8= (a,b)=(c,d)=>a+d=b+c

Absurdo pela tricotomia dos naturais. Além disto, novamente pela tricotomia

dos naturais, necessariamente uma das seguintes ocorre:
atd<b+cb+c<a+d,a+d=b+c

Isto significa que uma das seguintes deve ocorrer:

(a,b) < (c,d),(c,d) < (a,b), (a,b) = (c,d)

Teorema ll Paraa, BeZ, a<Bey <(0,0),temosqueay=By.

Demonstracdo. Sejam a = (a,b), B=(c,d) ey = (e, f). Temos que,

(e, ) < (0,0)= e <f=(0,0)< (f,e).

Vendo que, como a < S:

(a,b) . (f,e)=(c,d).(f,e) = (af + be,ae + bf) < (cf + de,ce + df)
= af + be + ce + df <ae + bf + cf + de
= (ce + df,cf + de) < (ae + bf,af + be)
= (¢, d).(e,f) < (a,b).(c,d)
=>ayz2fBy

Definic&o 7 Dado (a, b) € Z, dizemos que:

i. (a, b) é positivo quando (a,b) > (0,0);

il. (a, b) é ndo negativo quando (a,b) = (0,0);

iii. (a, b) é negativo quando (a,b) < (0,0);
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iv. (a, b) é ndo positivo quando (a,b) < (0,0);

Observemos que se (a, b) > (0,0) entdo a > b, e assim, existe m € N"tal que b

+ m = a, que equivale (a, b) = (m,0). Analogamente, se (a, b) < (0,0), existe m € N*,

tal que a + m = b e dessa forma, (a, b) = (0,m). Dessa forma, temos que Z = {(0, m)|

m € N} U {(0,0)} U {(m, 0)] m € N}, onde esta unido é disjunta. Também vemos,
22 ={(0,m) |me N}, Z_ ={(0,m) | m € N} U {(0,0)}
Z; ={(m,0) Ime N}, Z, ={(m,0) | m € N} U {(0,0)}
Observemos que Z, encontra-se em bijecdo com N, o que mostra que Z, €
uma coépia algébrica de N, no sentido dado pelo teorema seguinte.
Teorema 12 Seja f : N — Z dada por f(m) = (m, 0). Entéo f é injetora e valem
as seguintes propriedades:
I. f(m + n) = f(m) + f(n);
. f(mn) = f(m) . f(n);
iii. Se m < n, entdo f(m) < f(n);
Demonstracdo. Provemos inicialmente que f é injetora. De fato,
f(m) =f(n) = (m,0)= (n,0)>m+0=0+n=>m=n.

Provemos agora os itens. Sejam m, n € N.

i. f(m +n) = (m +n,0) = (m,0) + (n, 0) = f(m) + f(n);
i f(mn,0) = (mn,0) = (m, 0) . (n,0) = f(m) . f(n);

iii. Se m < n, temos que, (m,0) < (n,0), ou seja, f(m) < f(n).

O conjunto f(N) = Z, tem, pelo teorema acima, a mesma estrutura algébrica que

N. Por exemplo, 5 + 7 = 12, corresponde, via f, a (5,0) + (7,0) = (12,0) em Z. Da

mesma forma, 5 . 7 = 35, corresponde, via f, a (5,0) . (7,0) = (35,0). Temos ai que a
relacdo 5 < 7 se preserva, via f, como (5,0) < (7,0), confirmando a ideia de que a
ordem em Z é uma extensao da ordem em N.

A funcéo f descrita acima, chama-se imerséo de N em Z.

Vejamos ainda que, se m € N, o simétrico de (m,0) é (0,m), logo, se

identificarmos (m, 0) com m através de f, obtemos -m = —(m, 0)= (0, m). Dessa forma,
identificando N com Z,, via f, obtemos o que sera definido a seguir.
Definicdo 8 Temos o conjunto dos inteiros como sendo:
Z={-m|meN}u{O}juN={.,-m,..,-2,-1,0,1,2,..,m, ..}
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A partir de agora, esta identificacdo sera a adotada e, entdo, consideraremos
N como um subconjunto de Z. Assim podemos obter:
a-b=(a0) - (b0)=(a0) +(- (b,0)) = (a,0)+ (0,b)= (a,b).

Teorema 13 Se x, y € Z temos:

1. Sex>0ey>0, entdo xy > 0;

2. Sex<0ey<O0,entao xy > 0;

3. Sex<0ey>0,entdo xy <O0.

Demonstragéo.

1. Como x e y séo elementos positivos de Z, podemos identifica-los por x =

(x,0) ey =(y,0).
Dessaforma, xy = (x,0) - (y,0) = (xy, 0). Sabemos que (xy, 0) > (0,0), portanto,

Xy > 0.
2. Sabendo que,x<0=-x>0ey<0=-y>0, sendo assim, -x = (—x, 0)=
x==(-x,0=(0,—0) e-y=(-y0=y=-(-0=(0,-y)
Vemos:
xy = (0,—x) . (0, -y)
= (=), 0)
Sabemos que ((-x)(-y),0) > (0,0), portanto, xy > O.
3. Tendo que, x < 0 = —x > 0, sendo assim, -x = (—x,0) = x = —=(—x,0) =
(0, —x).
Temos:
xy =(0,—x) . (v,0)
=(0,(=0)y)

Sabemos que, (0,(-x)y) < (0,0), portanto, xy < 0.

Definicdo 9 Seja X um subconjunto ndo vazio de Z. Dizemos que X é limitado
inferiormente se existe a € Z tal que a < x, para todo x € X. Tal a chama-se cota inferior
de X. Dizemos que X é limitado superiormente se existir 8 € Z tal que x < 8 para todo
X € X. Tal B é chamado cota superior de X.

Exemplo: Claramente 0 < x para todo x € N c Z, logo, 0 é cota inferior de N.
Qualqguer inteiro negativo também sera.

Teorema 14 N ndo admite cota superior em Z.
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Demonstracdo. Mostremos que, para todo 8 € Z, existe x € N, tal que B < x.

Sejaf € Z:
. Se 8 <0, basta tomar qualquer x € N que obtemos S < x;
. Se =0, bastatomar x =1 € N, logo, 8 < x;

. Se B > 0, entdo, B8 € N, portanto, s(8) € N. Sabemos que B8 < s(B), ou
seja, B < B + 1. Sendo assim, paratodo 8 >0 em Z, existe x =6+ 1 € N, tal que 8 <
X.

Teorema 15 (Principio da Boa Ordem para Z). Seja X c Z ndo vazio e limitado
inferiormente. Entdo X possui elemento minimo.

Demonstragéo. Seja a uma cota inferior de X, ou seja, a < x para todo e
qualquer x € X. Consideremos X = {x — a | x € X}. Claramente, X c N (identificado
com Z,) e, pelo Principio da Boa Ordem em N, o conjunto X possui elemento minimo
, digamos, m'. Assim, m € X em <y paratodoy € X.Comom € X, m =m - a, para
algum m € X. Afirmamos que m = m’ +a é elemento minimo de X. S0 falta verificar que
m < x para todo x € X, mas isso equivale a m - a < x — a para todo x € X, ou ainda, m
< x - a, que é verdade, pela definicio de m" <y. Logo, m é o minimo de X.

Corolario 1 Sejax € Ztalque 0 <x < 1. Entdo x = 1.

Demonstracdo. SejaA={y e Z|0<y=<1}. Tem-se que A # @, dado que 1 € A,
e A é limitado inferiormente por 0. Pelo Principio da Boa Ordem, A possui elemento
minimo, digamos, m. Suponhamos m < 1. Sendo assim, 0 <m <1, logo, 0 < m?<m<
1, o que significa que m? € A, contradizendo a minimalidade de m. Assim,m=1e A=
{1}.

Coroléario 2Sejamn, x € Ztaisquen<x<n+ 1. Entdiox=n + 1.

Demonstracdo. SejaA={x € Z|n<x<n+l,n € Z}. Tem-se que A # @, (pois
n+1e€A) eAélimitado inferiormente por n. Pelo Principio da Boa Ordem, A possui
elemento minimo, digamos, m. Como m € A, temos que n <m < n+1, de onde segue
que0<m-n<1.Comom,neZ m-neZ assimm-n=1ouseja, m=n+1.

Definamos o conceito de modulo ou valor absoluto de um namero inteiro.

Definicdo 10 Seja x € Z. Definimos o valor absoluto de x (ou moédulo de x),

denotado por |x|, como sendo:

Ix] :{x,sexz 0;
—x,sex < 0.

Exemplo: |-5] = |5] = 5; |0| = 0.
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Proposicédo 4 Para todo x € Z, temos que:

a) [x=0;

b) X| =0 & x=0.
Demonstracao.

a) Provemos que |x| = 0, para todo x € Z.

. Se x > 0, por defini¢ao, |x| = x, logo, |x| > 0;

. Se x <0, por definicao, |x| = —x, e sabemos ainda que, —x > 0. Portanto,
x| > 0;

. Se x =0, temos que [x|] =x=0.

Assim, para todo x € Z, temos |x| = 0.
b) (=) Seja |x| = 0.

. Se x > 0, entédo |x| = x = 0. Contradi¢ao pela tricotomia,
. Se x <0, entdo |x| = -x = 0, logo, x = 0. Novamente, contradicdo pela
tricotomia.

Portanto, x = 0.

(<) Sejax =0. Logo, |[x] =x=0.

. Se x > 0, por defini¢ao, |x| = x, logo, |x| > 0;

. Se x <0, por defini¢ao, |x| = —x, e ainda —x > 0. Portanto, |x| > 0O;

. Se x =0, temos que |x| = x = 0. Assim, para todo x € Z, temos |x| = 0.

2. (=) Seja [x| = 0.

. Se x >0, entédo |x| = x = 0. Contradicao pela tricotomia,

. Se x <0, entdo |[x| = -x =0, isto &, x = 0. Novamente, contradi¢cdo pela
tricotomia.

Portanto, x = 0.
() Seja x =0. Logo, |x] =x=0.

Proposicéo 5 Para todo x, y € Z, temos que |xy| = |X|.]y|.

Demonstragéo. Vejamos nos casos.

. Sex>0ey>0, temos, xy >0, e assim, por definicdo de mddulo, |xy| =
xy. Pela mesma definicéo, |x| = x e |y| =y, logo, |X|.|y| = x.y. Portanto, [x].|y| = |xy].

. Sex<0ey<0,temos, xy >0, e assim, |x.y| = x.y. Temos que, x<0 =

IX| = -x ey < 0= |y| = -y, sendo assim, [x||y| = (-x)(-y) = x.y. Logo, |x.y| = [x|.|y|.
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. Sex<0ey>0(oux>0ey<0),temos xy <0, isto &, [x.y| =-X.y. Temos
que,Xx<0=|x|=-xey>0=|y| =Yy, sendo assim, |x|.]y| = (—x).(y) = -x.y. Logo, [x.y|
= IX[Iyl.

. Se x=0ey é qualquer (ou y = 0 e x qualquer), temos x.y =0, logo, |X.y|
=0. Como |x| =0, claramente, |x|.]ly] =0 - |y| = 0. Portanto, |x.y| = |X|.]|yl.

Dessa forma, chegamos a conclusao que [x.y| = |X|.ly|, para todos x,y € Z.

Proposicdo 6 Paran € N*, tem-se: [Xx|=n& X=nouXx=-n

Demonstracéo. (=) Seja |x| = n.
. Se x >0, |X| = x. Sendo assim, x = n.
. Se x <0, x| =-x. Logo, =x = n, isto G, x = —-n.

(&) Sejax=noux=-n.
. Se x = n, entao, |x| = |n]. Como n € N*, obviamente, n > 0, logo, |n| =n,

ou seja, [x| =n.

o Se x = -n, entédo [x| = |- n|]. Como n > 0, pelo Teorema 3.4.6, -n < 0,
sendo assim, por definigdo de médulo, |- n| = —=(-n) = n. Logo, |x| = n.
Definicdo 11 Um elemento x € Z diz-se inversivel se existe y € Z tal que xy =

Proposicdo 7 Os Unicos elementos inversiveis de Z sdo 1 e —-1.

Demonstragdo. Seja x € Z inversivel ey € Z, tal que, xy = 1. Sendo assim, |xy|
=|x|.ly] = 1. Como [x| = 0, |y| =20 e |x|.]ly] = 1, vemos que |x]| > 0 e |y| > 0, logo, |x| = 1
e |y| 2 1. Multiplicando esta ultima desigualdade por [x|, em ambos os membros,
obtemos, |x|.ly| = |x|. Chegamos que, 1 = |X|ly] = |X| 2 1, 0 que nos garante |x| = 1.

Portanto, x =1 ou x = -1.
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3 NUMEROS RACIONAIS

Aprendemos no ensino fundamental que um numero racional é a razao entre
dois inteiros, significando divisdo. Utilizaremos o conceito de relagéo de equivaléncia
a partir dos inteiros, do mesmo modo que o utilizamos para definir um nimero inteiro

a partir do conceito de nUmeros naturais.

3.1 Construcdo dos numeros racionais

Sejam N o conjunto dos numeros naturais e Q o conjunto dos numeros
racionais. Uma funcéo s: N — Q é chamada uma sequéncia de niameros racionais.
Como exemplo, seja s: N — Q tal que para todo nimero natural n, s(n) = % . Assim,
s(0) =0, s(1) =1/2,s(2) = 2/3 , etc.

Seja s: N — Q uma sequéncia de nameros racionais. Entdo quando n é um
namero natural, s(n) € um certo numero racional que também costuma ser indicado
com esta notacao sn. Isto €, s(n) = sh e sn€ chamado o n-ésimo termo da sequéncia s.

E claro que sabendo quais sdo todos 0s s, nds conhecemos completamente a
nossa sequéncia s. Por essa razdo uma sequéncia s: N — Q costuma ser indicada
com a notacao {sn|n € N}, ou {Sn}nen, OU Simplesmente s, quando ndo ha perigo de
confuséo.

Uma sequéncia de numeros racionais sn € dita limitada quando existem dois
nameros racionais p, q tais que para todo n € N:

p<sn<q
Dizemos que duas sequéncias an e bn de numeros racionais formam nessa

ordem o par de Cauchy {an, bn} se as seguintes condi¢des estdo verificadas:

1) an é crescente, bn € decrescente;
2) Paratodon € N: an< bn;
3) Dado qualquer namero racional ¢ > () existe um numero natural no

tal que para todo n > no: b, —a, <e€

Consideremos o conjunto Z x Z*={(a,b) |a€eZeb e Z*}.

Definicdo 1 Sejama € Ze b € Z*. A relacdo dada por (a,b) ~ (c,d) quando ad
= bc.

Teorema 1 A relacao citada acima € de equivaléncia.
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Demonstracao.
1. Reflexiva: Temos que,sea € Zeb € Z*, ab = ba, portanto (a, b) ~ (a,b).
2. Simétrica: Sea,ce Z,b,d € Z*e (a, b) ~ (c, d), entdo, ad = bc, ou ainda,

cb =da, isto é, (c, d) ~ (a, b).
3. Sea,c,eeZb,d,fez, (a, b)~(c,d)e(cd)~ (e f), temos:
ad = bc = adf = bcf
cf = de = bcf = bde
Dessa forma, adf = bde, como d # 0, af = be, que significa, (a,b) ~ (e,f).

Consideremos, por um momento, nossas nocdes intuitivas de numeros
racionais. Temos que, ad = bc % = 2, digamos entéo que, se as divisdes de a por b

e c por d coincidem, podemos dizer que (a,b) ~ (c,d),
Exemplo 1
1. (1,2) ~ (2,4) ~ (5, 10);
2. (7, 14) ~ (3, 6)
Definicdo 2 Dado (a,b) € Z x Z*, denotamos por % (lemos a sobre b) a classe

de equivaléncia do par (a,b) pela relagédo ~ acima. Assim,

a

> ={x y) €ZxZ"/(x,y) ~ (a,b)}
Exemplo 2
%z {x,y)eZxZ*(x,y) ~(1,2)} ={(x,y) € Zx Z*] 2x = 1y}. Com isso, (1, 2)
1 1 1
Teorema 2 (Propriedade Fundamental das Fracdes). Se (a,b) e (c,d) séo
a

elementos de Z x Z*, entao e 2 se, e somente se, ad = bc.

Demonstracdo. Sabemos que: % = 2 & (a,b) ~ (c,d) © ad = bc.
Definicdo 3 Denotamos por Q, e denominamos por conjunto dos numeros
racionais, o conjunto quociente de Z x Z* pela relacdo de equivaléncia ~, isto €, Q =

(ZXZ*)/~={%|aEZebEZ*}
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3.2 Operacdes em Q

Definicdo 3 Sejam % e 2 nameros racionais, isto €, elementos de Q, onde a, b,

c, d séo inteiros. Definimos operacdes chamadas de adicdo e de multiplicacao,

respectivamente, por:

a c ad+bc a ¢ ac
—+-= e-.-=—.
b d bd b d bd
a c s a ¢
Denotaremos — . — também por - -.
b d b d
Exemplo 3
1. z + 1 — 2.4+3.1 — E;
3 4 3.4 12
2 1 2.1 2
2. So===
3 4 3.4 12

Teorema 3 As operacdes em Q estdo bem definidas, ou seja, se % = % e

Qla
|n,

a

~_ a a ¢ _a
entdo, ~+-==+-e=
b d

c c
- +=-€e-.-==.=
b d b d b d

Demonstracéo. Vejamos, por hipotese, ab' = ba e cd = dc’. Temos:
c _ ad+bc

a
Z4+ =
b d bd

¢ _ ad+b'c
d b'd

+

S| Q.

Queremos provar que as duas somas sdo iguais, ou seja, que (ad + bc) b'd =
(ad + b'c)bd, isto é adb'd +bch'd = adbd+b'c’bd, ou, (ab)(dd)+(cd)(bb) =
(a'b)(dd)+(bb))( c'd), 0 que é fato, pois, ab' = ba e cd = dc’. Temos também:

c _ ac
-=— e
d bd

= |
o,
<
QU

a
b

De forma anéloga, provemos que % = %, isto é, ach’'d = bda'c, ou, (ab)(cd)
= (dc)(a'b), que é verdadeiro, pela hipotese acima.
Teorema 4 O conjunto Q, munido das operacdes, adicdo e multiplicacdo, tem

. o -~ . 0
as propriedades algébricas de Z, onde o elemento neutro aditivo & T € 0 neutro

multiplicativo &

e

7 . . 0 .
. Além disso, dado um ramonal% # -, existe 2 em Q, tal que % . 2

1 . . ~ .. . .
. istoé, todo elemento ndo nulo de Q possui inverso multiplicativo.

e-

Demonstracéo. Sejamr, s, te Qcomr = %, s=-et= 7

Qla

1. Comutativa:

_ad+bc

C
r+s= —+-=
S d~  bd

Sl S



_ bctda _ ¢ a
=~ -~ ath
=S +r
2. Associativa:
a [ e ad+bc e
+8)+t=(=+)+-—=——=+=
(r+s)+t=G+)+-=—*7
_ (adf+bcf)+bde _ adf+(bcf+bde)
- bdf bdf
:E+M:E+(ﬁ+3)
b daf b d f
=r+(s+t)
3. Elemento Neutro:
r+9:2+9:a.1+0.b:2:r.
1 b 1 b.1 b
4, Elemento simétrico ou oposto:
. ’ ’ 0 . o —a
Existe r talquer+r = T Sejar= o
b b bb bb 1
5. Comutativa da Multiplicacéo:
a c ac ca c a
r.s=—.-=—=—==,-=gr
b d bd bd d b
6. Associativa da Multiplicacao:
= (& 5 &85 & ac
(r.s).t= (b D7 (bd).f bir

i WA g
—b.(df. b.(df r.(s.t)

7. Elemento Neutro da Multiplicacéo:
1 a1l a.l a

r.— =—.-==—==-=7
1 b1 al b

8. Elemento Inverso:

0 . ” ” 1 . ”
Ser+ 7 existe r talquer.r =7 Sejar

” a b a.b a.b a a

rr =——-=—=—=— -

b a b.a a.b b b
_11_1
171 1

30
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0. Distributiva da Multiplicacdo em relacdo a Adicao:
—_a  c . e_a cf+de — a(cf+de)

_acf+ade _ b acf+ade _ b(acf+ade)

bdf b’ bdf b(bdf)

bacf+bade ac ae
= ———=—. —=1s+1t
bbdf bd bf

Proposicdo 1 Os elementos r' e r  sdo Gnicos e denotam-se por -r e rt,

chamados de simétrico e inverso de r, nesta ordem.

Demonstracdo. Suponhamos que u seja também um simétrico de r. Assim, u’ +

0 ’ 0 ’ ’ , , ,
r=cer+r=r dessaforma, u +r =r +r, dai, chegamos que, u =r.

” . s . - ”» 1
Suponhamos agora que u seja também um inverso de r. Assim,u .r = e

” 1 ” ” , ” ” 0 .
r.r=-, dessa forma, u .r =r .r, dai , chegamos que, u = r . (r # T para possuir

inverso).

Proposicéo 2 Para (a,b) € Z x Z*, temos que: _Ta === %= - =

Demonstracéo. Para (a,b) € Z x Z*, vemos:
(-a)(-b) = ab = -(a)(-b) = =(-a)(b), chegando em:

—-a a

b —b

a —-a
b_

-b’

Observando esta proposicao, se % €Q , logo b pode ser tomado positivo.

Utilizaremos esta informacéo para definir a relagédo de ordem em Q.

3.3 Relagéo de Ordem em Q

Definicdo 4 Sejam % e 2 nameros racionais com b, d > 0. Escrevemos% < <

QU

guando ad < bc e dizemos que % € menor ou igual a 2.

Teorema 5 A relacao < estad bem definida e € uma relacdo de ordem em Q.

Demonstragdo. Vamos mostrar inicialmente que a relagdo esta bem definida.
Seja% = %,isto é,ab' = a'’b. Temos que% < g = ad <bc, e, como b > 0,

obtemos ab'd < bcb',logo , pela igualdade acima, a bd < bcbh’, concluimos que a'd <

[=.

ch’, ou seja, = <

S
Qla

c c , ,
Do mesmo modo, como il = cd =dc,
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o,

Cc ’ ’ ’ ’ - ’ ’ ’ ’ P [ a'
SE:ad <cb=2>add <cbd=>add <cdb=>ad Scb::»FS

SR

es <=2 < concluimos  que

SRS
IA
Qla

=2 <

c
E )

SHER
Qla

Logo, como 3 <

Qo
Qla

-2 <L
b d

Provemos, agora, que esta € uma relacdo de ordem:

1. Reflexiva; se% € Q, claramente, 5 = %, isto &, % < %
2. Simétrica: se %,2 € Q Z< s e g < 3 , temos que ad < bc e cb < ad, dai
, pela tricotomia dos inteiros, obtemos, ad = bc, isto &, % = 2,

3, Transitiva: se 3,

eQ—S%e s%, temos ad < bc e cf < ed.

<
d
Multiplicando f na primeira e b na segunda desigualdade (podemos fazer isto, pois, b,

d > 0), obtemos adf < bcf e bcf < bed, dai, pela transitividade dos inteiros, obtemos,

adf < bed, ou ainda, af < be (d > 0), que significa, % < ?

Proposicdo 3 Ser, s, t € Q, sdo validos os itens seguintes:

1. r<soer+tss+t;

2. Ser<s etz%entéortSSt;

3. Ser<s ets%entéortZSt.
Demonstracdo. Sejam r = %es = get =
1. %S2@da$bc@daf§bcf,poisf>0

& daf + dbe < bcf + dbe por propriedade dos inteiros

& d(af + be) < b(cf + de) & df(af + be) < bf(cf + de)

af+be cf+de a e c e
< 2448
oy S Crtrsaty
2. Comot—; tz% temos% gque implica em e > 0. Assim:
£<isad<ch
b d

= aedf < cebf, poise >0ef>0.
=2 e ae o ce
bf = df bf — df

3.Comot==-et<

P—‘IO

temos; < => e < 0. Assim:

e
f
%g ad < cb = adf < cbf, poisf>0

Q.Ira
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Como em Z, temos aqui:

Q" = {% (a,b) € z*xz:}, QL = {% (a,b) € z:xz:},
Qr = {% (a,b) € ZixZ_’;}, Q. = {% (a,b) € ZixZ_*;} U {g}
0+ ={%|(a,b)e zixzi}u{g}eQ:Qiu{g}UQf;

Teorema 6 (Lei da Tricotomia em Q). Dados r, s € Q, uma, e apenas uma, das
situacdes seguintes ocorre: oUr=S,0Ur<s,0UsS<T.

Demonstragéo. Tendo que r = % es= 2 com b, d > 0. Pela tricotomia em Z, ou
ad = bc, caso este que ocorre r = s, ou ad < bc, caso em que ocorre r < s, ou bc < ad,
caso em que ocorre s < r. Além disso, somente uma delas pode ocorrer.

Vamos ver agora a fungéo que imerge de Z em Q, a mesma que falamos, de N
em Z, na contrucao dos inteiros.

Teorema 7 A funcdo i : Z — Q, definida por i(n) = % € injetora. Além disso, ela

preserva as operacoes e a relacdo de ordem de Z em Q no seguinte sentido:

1. i(m + n) = i(m) +i(n);
2. i(mn) = i(m).i(n);
3. Se m < n, entdo i(m) < i(n).

Demonstracédo. Provemos inicialmente que i € injetora. Se i(m) = i(n), temos

que ? = g isto é, m-1=n-1, equivalente a m = n, logo, i(m) = i(n) = m = n, portanto,

I € injetora.
. _min _1lm+nl _m n_. . .
1. i(m + n) == =7%3 i(m) +i(n);
i —mn_mn_m % _im).i(n):
2. i(mn) = TR i(m).i(n);
3. ms<n=mls n.l:%s%:ﬂ(m)si(n).

Faremos agora uma série de demonstracfes para conseguirmos chegar ao
teorema que garante que Q é enumeravel. Antes de enunciar a proxima proposicao,
devemos lembrar que:

X\ (UnenAn) = Nnen(X \ An) *)

X\ (nnENAn) = UnEN(X \ An) (**)
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Lema 1 Todo subconjunto infinito de N é enumeravel.

Demonstracdo. Seja X um subconjunto infinito de N. Pelo Princ pio da Boa
Ordem, X possui menor elemento, chamando-o de xo. Como X € infinito, o conjunto
Yo = X\ {Xo} € ndo vazio. Seja agora x1 0 menor elemento de Yo. Obtidos Xo,X1,X2,...,Xn
(n € N) dessa forma acima, obtemos Xn+1 como sendo o menor elemento de Y, = X
\{Xo0,X1,X2,...,Xn}, que existe, pois Yn € ndo vazio, para todo n natural, caso contrario, X
seria finito.

Temos que X\ (UneNAR) = NneN(X \ An) = NheNYn, onde, neste caso, An=

{Xo, X1, X2, ..., Xn}.

Se existisse x € X \(UneNAn), esse x também seria elemento de NneNYn €, como
tal, deveria ser maior do que Xo, por estar em Yo, deveria ser maior do que x1 por estar
em Y1e, assim sucessivamente, x deveria ser maior do que X, para todo n € N. Dessa
forma, o conjunto infinito UneNAn = {Xo, X1, X2, ..., Xn,...} €Staria contido no conjunto finito
{1,2,3,....x}, 0 que é um absurdo. Portanto, ndo existe x € X \(UneNAn), isto €, X
\(UneNAn) = @, ou ainda, X = UneNAn = {Xo}U{Xo,X1} U {Xo, X1, X2} U... ={Xo, X1, X2, ..., Xn,...},
0 gue significa que X é enumeravel.

Lema 2 Todo numero racional positivo %, (a, b > 0), pode ser escrito, de modo
anico, como uma fracao irredutivel, isto €, na forma % onde m e n sao primos entre
si, ou seja, ndo possuem fatores primos em comum.

Demonstracdo. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, consideremos as

decomposicdes em fatores primos de a e de b. Seja k o produto de todos os fatores

, ka ' b
primos comuns a a e a b, de modo que 3 = —. Obtemos 7 = =, onde a'e b" s&o

relativamente primos. Existindo uma fracdo irredutivel 2 igual a Z— a propriedade

fundamental das fragdes nos daria a.d = b.c, o que, pela unicidade da
decomposicdo em fatores primos, obrigaria d a conter os fatores primos de b’ e vice-
versa, 0 mesmo ocorrendo paraa ec,ouseja,a =ceb =d.

Proposicéo 4 Qi é enumeravel.

Demonstracdo. Consideremos 0Ss numeros racionais escritos na forma

irredutivel, como no lema anterior. Seja f: Q; — N dada por f(%) =2™m 3" Se f(%)

= f(%), entdo, 2m-3n= 2™ 3" vemos ent&o que, pelo Teorema Fundamental

da Aritmética e pela unicidade da representacéo de fracdes na forma irredutivel, dada
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pela proposicdo acima, 2= 2™ e 3"= 3", ou Seja, m =m e n =n, que nos garante
m m' e . . . ..
que, — = —. Chegamos que, f € injetora e tem como imagem um subconjunto infinito

de N, que &, pelo lema, enumeravel.

Proposicdo 5 A unido de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel. Além

disso, a unido de uma familia finita de conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Demonstracdo. Sejam A e B dois conjuntos enumeraveis.Claramente, ou A N
B=0ouANBG®6=0.

Tentemos primeiro com AN B = @:

Como A é enumerdvel, existe f1: A — N bijetora. Temos que existe também
uma funcdo gi: N — Np (onde Np representa os numeros naturais pares), dada por
g1(n) = 2n para todo n € N. Como para todo 2n existe n, tal que g(n) = 2n e 2n = 2m
< n =m, esta fungéo é bijetora, desta forma, podemos ter h1 = gi°f1: A — Np, dada
por h1(x) = 2f(x), bijetora. Do mesmo modo, como B é enumeravel, existe f2: B — N
bijetora e também g2: N — N; (onde N; sdo os numeros naturais impares), dada por
g2(n) = 2n + 1 paratodo n € N, que @ claramente bijetora. Desta forma, obtemos hz =
gz2° f2: B — N;, dada por hz(x) = 2f2(x) + 1, bijetora. Sendo assim, f: (AU B) —» (Np U
Ni), dada por

0=l ower < 5

é bijetora. Como A N B = @, f esta bem definida e, como Np UNi=N, AUB é
enumeravel.

Seja agora, AN B # @:

Seja C = A\ B, um conjunto tal que AuB =C U B. Temos BN C = @ por
construgdo, portanto, pelo que ja foi demonstrado acima, C U B é enumeravel, logo,
A U B também sera.

Sejam agora A1,A2,...,An cOnjuntos enumeraveis. Precisamos provar que Uk e,

2,..n} Ax € enumeravel. Provemos por inducéo finita. J& sabemos que se n = 2 isto é

verdade, entdo suponhamos que Uxe 1, 2., n-13 Ak € enumeravel e provemos que Uk e

.....

n-13 Ak € enumeravel e A, também,

obviamente, Ukef1,2

.....

Proposicdo 6 A unido de um conjunto finito com um conjunto enumeravel é

enumeravel.
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Demonstragcdo. Seja X um conjunto enumeravel, isto é, existe g : N — X,
bijetora. Seja também Y ={y1, y2, ..., Yo} com n € N um conjunto finito qualquer. Temos
que, ou XNY =@ ou XNY = Q.

Suponhamos primeiro que X N'Y = @:

Assim, podemos ter f : N — X U Y dada como segue:

B Viosel < k < n,
f(X)_{f(k) = g(kk —n),se(n +1) <k

Esta funcdo esta bem definida, pois X N'Y = @ e é bijetora, portanto, X U Y &
enumeravel.

Seja agora, X NY # @:

SejaC=X\Y,umconjuntotalque XUY=CuUY.Temos Y NC =@ por
construcdo, portanto, chegamos agora que, C U Y é enumeravel, logo, X U Y também
sera.

Teorema 8 Q é enumeravel.

Demonstracdo. Se escrevermos Q como Q* U {0y U @: @ U{0} U Q" pelas

proposicdes chegamos que Q € enumeravel.

3.4 Q como corpo ordenado

O conjunto dos numeros racionais esta representado pelas duas operacoes,
adicao e multiplicacdo, como também pelas subtracéo e divisdo, que séo definidas a
partir das duas primeira e simbolizadas por (=) e (:), respectivamente. Sendo a
subtracao definida como: ser,s € Q,r - s =r + (-s). Tem-se a divisdo como sendo:

Definicdo 5 Sejamr, s € Q com s # 0. Dizemos que r dividido por s é dado por

r.s=r-s?

Observando a operacao, podemos ver que, a divisdo nao se realiza em Q, dado
que o seu dominio é Q x Q*e ndo Q x Q.

Proposicdo 7 Sea,beZ,comb # 0, entéo% : ?

8 =Is

_ _ 1_a

1.b b’

Demonstragéo. Pela Definido 2.3.12, = :

= R

a
1

1
b
Identicando Z com sua copia algébrica i(Z) em Q, a igualdade da proposicao &

N

escritaa:b = %.

ad

s~ a c c 0 ~ _a _ c
Proposicéo 8 Se -7 € Q, com S F D entao PR
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~ a. c a d ad
Demonstragao. - : - =—- .- =
b d b ¢

= bc

Normalmente, nos textos elementares de matematica, apresenta-se a notacao

Proposicdo 9 Admitindo a identificacdo de Z com i(Z), para r, s racionais

arbitrarios, valem:

220,

1. sers=0,entdos=0o0ur=0;
2 ser>0es>0,entdor.s > 0;

3 ser>0es<0,entdor.s<0;

4. ser<0es<0,entdor.s>0;

5 ser>0, entdo r!>0;

6 ser<s,entdor<(r+s)-271<s;

Demonstracdo. Sejam r = % es= 2.

1. Suponhamos 2 # 0, ou seja, ¢ # O:
a c a.c a e
T T 0 = ac =0 = a =0, portanto, > = 0. De forma analoga, supondo

percebemos que 3 = 0.

2. %>0=>a>Oe §>0=>c>0,destaforma,ac>0,Iogo%>0;

3. %>0=>a>Oe §<0=>c<0,destaforma,ac<0,Iogo%<0;

4. %<0=>a<0e §<0=>c<0,destaforma,ac>0,Iogo%>0;

5. %>0 = a > 0, desta forma, b > 0, Iogo§> 0,o0u seja, r*>0;

6. Ser<s,temosque, 2r<r+ser+s<2s,da,2r<r+s<2seassim,

a

2. 2< 24 <23 2<¢ 2‘1( + £)< S ouseja, r<2l(r+s)<s.
b b d d b b d d
Teorema 9 Q nao é bem ordenado.

Demonstracédo. Provemos que existem subconjuntos de Q ndo vazios, limitados

inferiormente, mas que néo possuem elemento minimo. De fato, seja

X = {% € Q|2_1 < %} Temos que X é limitado inferiormente por 27t e X # @,

dado que 1 € X. Suponhamos que X possua um elemento minimo, digamosg . Sendo

assim

que:

< % para todo % € X. Como 271 ¢é limitante inferior de X, 271 < g , Vemos entao

Qla
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“1e £ -1 14 S\o-1 ¢ i
21< S527< (2714 £) 271 < £ assim,
(2‘1 + 2)2‘1 €EXe (2‘1 + %)2‘1 <=, 0 que é uma contradicdo com a
minimalidade de 2. Logo, X ndo possui elemento minimo.

Acabamos de ver que Q ndo é um conjunto bem ordenado como Z, porém, ele
possui, além de todas as propriedades aritméticas de Z, a propriedade de que todo
elemento ndo nulo possui inverso.

Teorema 10 Sejam (K, +, -) um conjunto munido de duas operacodes. Dizemos

que K é um corpo, se:

1. + e - sdo associativas;
2. + e - possuem elementos neutros distintos;
3. + possui elemento simétrico e - elemento inverso, para todo elemento

distinto do neutro da adigao;

4. + e - sdo comutativas;

5. - é distributiva em relacdo a +.

E ainda, se este corpo estiver uma relacdo de ordem compativel com suas
operacoes, ele é chamado de corpo ordenado.

Um exemplo de tal corpo ordenado é Q. Vejamos a seguir uma propriedade de
corpos ordenados em geral.

7

Proposicdo 10 Seja K um corpo ordenado, cujo elemento neutro de + é

representado por O e a relacédo de ordem é denotada por <. Entdo 0 < x? para todo x €
K.

Demonstracdo. Se x < 0, temos que x*>> 0, se x =0, entdo x>=0 e, se x > 0,
temos que x?>> 0, logo, para todo x € K, x>2 0.

Teorema 11 Q nao possui elemento maximo e nem minimo.

Demonstragédo. Suponhamos que exista um elemento maximo em Q, digamos,

. , + , .
Mx = % isto é, % < % para todo% € Q. Claramente, % +1= % € Q, além disso, % <

m+n . . . ~ . )
——,oque contradiz a maximalidade de my, logo Q nao possui um elemento maximo.

De forma anéloga, obtemos que Q ndo possui um elemento minimo.
Vimos que um conjunto X c Q diz-se limitado superiormente quando existe
algum b € Q tal que x < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b € uma cota superior

de X. Vejamos, partir disso o seguinte:



39

Definicdo 6 Seja X c Q limitado superiormente e ndo vazio. Um nimero b € Q,
chama-se o supremo do conjunto X quando € a menor das cotas superiores de X, isto
€, quando € a cota superior minima de X. Em outras palavras, b € o supremo de X
guando cumpre as seguintes condigdes:

1. Para todo x € X, tem-se x < b;

2. SeceQétalque x<cparatodox € X entdo b <c;

Escrevemos b = supX para indicar que b € o supremo do conjunto X. O infimo
de um conjunto é dado analogamente, sendo a maior das cotas inferiores (cota inferior
maxima de X) e, escreve-se a = inf X, quando a é o infimo do conjunto X.

Temos que, se existe o supremo b de X, entdo este supremo € unico. De fato,
suponhamos que existam dois supremos bi e b2. Dessa forma, x < bi para todo x € X
e, se c € Q tal que x < c para todo x € X, entdo b1 < c. Analogamente x < b2 para todo
X € X e, se c € Q tal que x < c para todo x € X, entdo b2 < c. Logo, como b, b2 € Q,
entéo b1 < bze bz2< b, entdo ba = ba.

Definicdo 7 Seja K um corpo ordenado. Dizemos que K é arquimediano se,
dados a, b € K, existe n e Ntalque n - a>b;

Teorema 12 O conjunto N c Q ndo é limitado superiormente;

1. O infimo do conjunto {% |n € N*}, igual a 0;

2. Q é um corpo arquimediano.

Demonstracgéao.

1.  Suponhamos que exista% € Q,tal que % > n, para todo n € N. Temos

quea.b e Z},istoé,a, b e N*. Dessaforma, b =1 e, assim, a >

(S ES]

Sea> %, como a € N*, encontramos uma contradicdo com o fato de que% e
um limitante superior de N em Q.

Sea= %, entdoa+1>a = %, e,comoa € N*= a + 1 € N, encontramos uma
contradicdo com o fato de que % € um limitante superior de N em Q. Logo, N néo é

limitado superiormente em Q;

2. Claramente, 0 € uma cota inferior de X. Basta entédo provar que nenhum

L, . . . . , 1
c > 0 é cota inferior de X. Dado ¢ > 0, existe, pelo item 1, um nimero natural n > -

1
da,-<c.
n
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3. Dados a, b € Q, usamos 1 para obter n € N tal que n > Z. Entdo, n-a>

As trés propriedades acima sao equivalentes.
Propriedades validas desta mesma forma, ndo somente para Q, mas para todo

corpo ordenado.
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4 NUMEROS REAIS

Temos nos conceitos de nimeros reais um dos mais profundos da matematica,
remonta aos gregos da escola pitagorica, com a descoberta da incomensurabilidade
entre o lado e a diagonal de um quadrado. A construcdo desse conceito passou por
Eudoxo, com sua teoria das proporcdes, registrada nos Elementos de Euclides, e s6
foi concretizada em XIX. Os matematicos alemées, Cantor e Dedekind, construiram
0S numeros reais a partir dos racionais por meétodos diferentes, respectivamente
conhecidos por Classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy (Suponha que os
nameros racionais e suas propriedades sdo conhecidos, neste método de Cantor,
cada numero real é definido como uma classe de equivaléncia de sequéncias de
Cauchy de nameros racionais) e por Cortes de dedekind, onde ambos geram 0 mesmo
ambiente, ou seja, dois corpos ordenados complexos sdo isomorfos. O Ultimo, que
apresentaremos aqui, inspirou-se na Teoria das Proporc¢des de Eudoxo.

No Ensino Fundamental, o que diz sobre os nimeros reais é o seguinte: admite-
se que a cada ponto de uma reta esta associado um numero real. H4 pontos que nao
correspondem a numeros racionais. A esses pontos sem abscissa racional
correspondem 0s numeros com nome irracionais. Outra forma de introduzi-los é a
seguinte: admite-se ou, em alguns casos, demonstra-se que a representacao decimal
dos nameros racionais € periddica e, reciprocamente, toda representacao decimal
periédica corresponde a de um numero racional. Conclui-se por definir nimero
irracional como sendo aqueles que possuem representacéo decimal ndo periddica. Ao
conjunto constituido pelos racionais e irracionais da-se o nome de conjunto dos
nameros reais.

Em linhas gerais, o que faremos é construir rigorosamente 0S numeros reais,
tendo como ponto de partida o conjunto dos niumeros racionais. Definiremos a nog¢ao
de corte, devida a Dedekind. Consideraremos o0 conjunto constituido de todos os
cortes e nele definiremos duas operacdes, adicdo e multiplicacdo, e uma relacéo de
ordem.

A este conjunto de cortes chamaremos de conjunto dos numeros reais, que

sera denotado por R.
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4.1 Cortes de Dedekind

Definicdo 1 Um conjunto a de niumeros racionais diz-se um corte se satisfizer
as seguintes condicoes:

1. a+0ea+Q;

2. Sereaes<r(sracional) entdo s € q;

3. Em a ndo existe elemento maximo.

Exemplo 1 O conjunto A = {x € Q|x < %} € um corte:

1. A+Q,poisOeAeA+Q,poisleQelégA,

2. Sejare Aes<r, assim,s<r<§, logo s < S isto &, s € A;

3. Suponhamos que exista uma maximo em A, digamos m. Sendo assim, r
< m para todo r € A. Sabemos que m < % portanto, m < (m + %)2‘1< g 0 que

contradiz a maximalidade de m. Entdo, A ndo possui maximo.

Chegando a concluséo que A é um corte.
Exemplo 2 O conjunto B = {x € Q|x > %} ndo € um corte:
1. B+@,poisleBeB+Q,pois0eQe0¢B;

2. Sejare Bes<r.Tomemosr=1es=0,assim, s <r, entretanto, s ¢ B.

Logo, B ndo é um corte.

Exemplo 3 O conjunto C = {x € Q|x < %} nao é um corte:

1. C#0,pois,0eCeC#QpoisleQelégC;

2. Sejare Ces<r, assim,s<r§§, Iogos<§, isto é, s € C;

3. Temos que X < E para todo x € C. Sendo assim, podemos ver que m =

, € 0 maximo deste conjunto, por definicdo de maximo.

vu|lw

Portanto, C ndo é um corte.

Exemplo 4 O conjunto C = {x € Q|—3 <x< g} ndo é um corte:

1. D=+0,pois,0ecDeD+Qpois2eQe?2¢D,;

2. Seja —3<r<§es<r. Tomemos s = -4 e r = 0. Assim, s < r,

entretanto, s ¢ D.
Logo, D ndo é um corte.
Exemplo 5 E = Q \ {0} ndo € um corte.
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1. E+0Q,pois, 1eEeE#Qpois0eQe0¢E;
2. SejareEes<r.Tomemoss=0er=1. Assim, s <r, entretanto, s ¢ E.

Sendo assim, E ndo é um corte.
Exemplo 6 F = {1,4, %} nao é corte.
1. F+0,pois, lLeFeF+Qpois0eQe0¢F;

2. SejareFes<r.Tomemoss=0er=1. Assim,s <r, entretanto, s ¢ F.
Portanto, F ndo é um corte.

Proposicdo 1 Sejam a um corte e r € Q. Entdo, r é cota superior de a se, e

somente se, re Q\a.

Demonstracéo. (=) Se r € uma cota superior de a, entdo x <r, para todo x € a,
entretanto, pelo item 3 da defini¢cdo de corte, a ndo possui elemento maximo, portanto
r ndo pode pertencer a a, isto €, r € Q\ a.

() Sejare Q\aesea. Temosque,our=s,0ur<s.Se o segundo caso
ocorre, pelo item 2 da definicdo de corte, r € a, 0 que é uma contradiz a hipotese, logo,
r=s,isto €, r € uma cota superior de a.

Proposicdo 2 Sere Qe a={x € Q| x <r}entdo a &€ um corte e r € a menor

cota superior de a.

Demonstracgéao.

1. a+#@,poisx=r—-leaea+QpoisreQeréa;

2. Sejams€eaet<s.Assim, t<s<r,logot<r, ouseja,teEaq;

3. Suponhamos que exista s € a tal que x < s paratodo x € a. Como s € q,

entdo s <r,dai,s<(s+r2l<r.Como(s+nr2teQe(s+r2l<r, entdo (s +r)21
€ a, 0 que contradiz a maximalidade de s, portanto, a ndo possui um elemento
maximo.

Seja s € Q uma cota superior de a. Suponhamos que s <r, 0 que implica que s
€ a, assim s € um elemento maximo de a, contradizendo o fato de a ser corte. Tendo
entdo, r < s para toda cota superior s de a, ou melhor dizendo, r € a menor cota superior
de a.

Definicdo 2 Os cortes do tipo da proposi¢cado anterior sdo chamados cortes
racionais e se representam por r*

Proposicdo 3 Todo corte que possui cota superior minima € racional.
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Demonstracdo. Seja a um corte com cota superior minima r, isto é, x < r para
todo x € a. Temos que r & a pois, caso contrario, r seria maximo de a, o que ndo pode
acontecer, por definicdo de corte, sendo assim x < r para todo x € a. Comor é a
minima das cotas superiores de a, temos que, qualquer s € Q, tal que s <r, ndo é cota
superior de a, isto é, pertence a a.

Logo, se r € Q € cota superior minima de a, entdio a={Xx € Q | x <r}, ou seja,
a € racional.

Teorema 1 Seja a = Q* U {x € Q, | X*< 2}. Entdo a é um corte que ndo é

racional.
Demonstragéo.
1. a+@poisOeaea+Qpois2eQe?2¢a.
2. SejamreaeseQ,s<r.
. Ses<0entdos e aq;
. Ses>0es<r entdos’<r’<2,isto é, s €q;
3. Devemos provar que se X € a, logo existe y € a, com y > x. Sera 6bvio

se X < 0. Suponhamos que x >0 com x?< 2. Para encontrar y nas condicdes que sédo
apresentadas, basta ter h € Q7 tal que (x + h)?>< 2 e colocar y = x + h. Temos entdo
que x2+ 2xh + h? < 2. Resolvendo esta inequacdo em h seria conduzida a expresséo

de forma indesejavel, entdo para ndo perder a generalidade, facamos com h < 1.

2—x2

2x+1

Obteremos: x2+ 2xh + h? < x2+ 2xh + h, que fica menor que 2, se tomarmos h <

2 . . 2— x?
e como esta expressao é positiva, tomando h < min{ 1, Tfl}, heQ,ey=x+h,

chegamos que y?> = (x + h)? < 2, isto é, y € a e y > x. Existindo h pelo fato de Q ser
arquimediano.

Disto temos que a é um corte.

Verifiguemos agora que a ndo possui cota superior minima. Os racionais que
nao pertencem a a séo 0s positivos que tém quadrado maior ou igual a 2, e sabemos
gue nao existe racional cujo quadrado € igual a 2. Sendo assim, q € uma cota superior
de ase q>0eqe€ Q tal que g?>> 2. Mostraremos que, para cada cota superior p,
encontraremos outra cota superior g tal que g < p. De fato, seja p uma cota superior,
isto &, p € Qe p?>2.
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Sejaq:p-%.Dessaforma,0<q<peq2:p2_2p(%;2)+(172_;2)222+

(”Z—;Z)Z > 2. Portanto, g <p e g®> 2.

4.2 Relacao de ordem em C

Denotaremos em C o conjunto de todos os cortes.
Definicdo 3 Sejam a, B € C. Dizemos que a < 8 quando B\ a # @. Em outras

palavras, a < 8 se existe um racional ptalque pe Bep € a.

Exemplo 7

1. 5* > g*, pois 1 € 4*\ g*;

2. 1*> 0" pois % € 1"\ 0%;

3. (=3)"< 0%, pois -1 € 0"\ (—=3)"; ;

4. Seoc={er+|x2<2}UQi,entéoa<2*,poisi—§ez*\oc.

Definicdo 4 Se a € C e a > 0%, a chama-se corte positivo. Se a <0*, € chamado
de corte negativo. Se a = 0%, a € corte ndo negativo e se a < 0%, ele chama-se corte
Nao positivo.

Proposicéo 4 Para a, 8 € C, valem as equivaléncias:

1. a<BeacBea#f;

2. asfBeacp.

Demonstracéao.

1. (=) a <B = existe p € B tal que p ¢ a. Claramente a # 8. Suponhamos

que a * B, isto &, existe p € atal que p € B, 0 que € uma contradicéo, pois por defini¢éo,
se isto ocorre, entdo 3 <a. Logo a c B.
(&) Se a c Bea=+ B, entdo existe p em B tal que p ndo esta em a, ou
seja, a <f3;
2. (®)as<B=>a<Boua=pg. Se a<p, peloitem anterior a c 8. Se a =,
obviamente a c G.
(&) a c B implica, pelo item anterior, que a <3, ou seja, a < .
Teorema 2 (Tricotomia). Sejam a, B € C, temos entdo uma e somente uma das
possibilidades a seguir ocorre:

a=B ou a<fB ou B<a.
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Demonstracéo. Pela definicdo da igualdade de conjuntos, se a = (3, exclui as
outras duas possibilidades. Também, a <3  ou 3 <, excluem a = 3, Supomos que
a < e B <aocorrem simultaneamente, entdo existe re f\xesea\f.Derefes
¢ Bresultar<sedeseaer¢ xresultas<r, oque contradiz a tricotomia em Q.
Logo, ndo acontecem ao mesmo tempo. E para mostrar que uma delas deve ocorrer,
temos que a = B ou a # B. Se a = 3, ndo ha nada a provar. Sendo a # [3, entdo a\
# @ ou B\ x # @, vendo entdo que no caso primeiro B < a e no segundo a < 3.

Teorema 3 A relacdo < € uma relacdo de ordem em C.

Demonstracao.

1. Reflexiva: Seja a € C. Obviamente a = a, portanto, a < q;

2. Antissimétrica: Sejam a, 8 € C, a< 8 e 8 < a. Pela tricotomia, a = f3;

3. Transitiva: Sejam a, B,y €eC,a<fBef<y.Ondeas<sfB=acfef<sy=p
cy.

Temos que ainclusdo de conjuntos é transitiva, portanto, a c e 8 c y implicam

queacy,daas<y.

4.3 Operacdes com cortes

Teorema4 Sejama, BeEC.Sey={r+s|reaeseEpf},entdoy e C.

Demonstracdo. Devemos mostrar que y € C, isto €, provar que satisfaz as trés
condi¢cOes para ser um corte:

1. Comoa+0epf+0,claramentey # 0. Selamte Q\aeu e Q\gS.
Sendo assim, t>rparatodor e ae u>sparatodos € 8, logo,t+u>r+s, paratodo
r e ae paratodo s € 8. Sendo assim,t+u & y, logo y # Q.

2. SejamreyeseQcoms<r.Comorey,temosquer=p+qgcomp €
aeqe€p da,s<p+q. Sendo assim, podemos tomar g < g, tal que s = p + ¢,
portanto, s € y.

3. Devemos mostrar que y ndo possui elemento maximo, isto €, para todo
r € y, existe s € y tal que r < s. De fato, temosquer=p+gcomp e aeqe . Como
existe p' € atal que p<p, o racional s=p + q € y e € maior do que r.

Definicdo 5 Definimos por a + 8 como sendo o corte y do teorema anterior, isto

fD\

a+B={r+s|reaesepfl.
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Teorema 5 A adicdo em C é comutativa, associativa e tem 0* como elemento
neutro.

Demonstragéo.

1. Comutativa: Sejam a, 8 € C. Devemos mostrar que a + 3 = 8 + a. De
fato, tomemosr+s € a+ fBtalquer e aes e B. Vimos que a comutativa é valida em
Q, portanto, r + s=s +r. Sabemosques+reB+acomse€ er e a, sendo assim,
r+sef+a.lLogo, a+ B c B+ a Damesma forma podemos concluirque B+ a c a
+B,logo,a+B=B+a.

2. Associativa: sejam a, B, y € C. Devemos mostrar que a + (B +y) = (a +
B) + y. De fato, tomemosr+(s+t)ea+ (B+y)talquere a,se fete€y. Vimos que
a associativa é valida em Q, portanto, r + (s +t) = (r + s) + t. Sabemos que (r + s) +t
E(@+p)+tycomrea, sepfetey,sendoassim, r+ (s+t) e (a+p) +y.Logo, a+
(B +y) c (a + B) +y. Da mesma forma, podemos concluir que, (a + ) +y c a + (B
ty), entdo, a+ (B+y)=(a+pB) +y.

3. Elemento Neutro da Adi¢cdo: devemos mostrar que a+ 0*=a. Sejar=p
+g€ea+0'compeaeqeO0istoé, g<0.Assim, r<p, portanto, r € a. Logo, a + 0*
c a. Tomemos agorar e ae s € a, tal que r <s. Podemos apresentar rcomor =s +
(r—s),onder-s <0 e, portanto, (r —s) € 0*. Logo,r € a+ 0*e assim, a c a + 0%, de
onde segue que, a=a + 0".

Lemal Sejam x € C er € Q. Entdo existem nimeros racionais p e q tais que
p € a, q¢a, qndo é cota superior minimadeaeqg-p=r.

Demonstragdo. Tomemos s arbitrario em a e consideremos a sequéncia sn=S
+nrparan=0,1,2,... SejaA={n € N|sn€ a}. Temos que:

. A c N, por definicédo de A,

. A # @, pois 0 € A,

. A é finito, por consequéncia das condi¢des 2 e 3 para a ser corte.

Portanto podemos afirmar que o conjunto A assume um maximo m. Isto
acarreta que SsmE€ a e sm+1 € Q.

Se s + (m + 1)r ndo for cota superior minima de a, devemos tomarp=s+ mre
g=s+(m+21r,logo,q-p=r.Ses+(m+ 1)rfor cota superior minima de a, devemos

tomar:p =s+mr + geq=s+(m+1)r+ g,vemosentéoqueq—p=r.
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Teorema 6 Seja a € C, existe um unico corte B tal que a + 8 = 0*. Como nos
casos dos inteiros e racionais, tal 8 denota-se por —a e se chama simétrico (ou oposto)
de a.

Demonstracédo. Provemos inicialmente a unicidade. Suponhamos que a + 8 =
a+f =0"

B=p+0"=F+@+f)=(B+a)+B=0"+B=4.

Provemos agora a existéncia e um corte 8 que satisfaca a + 8 = 0. Iniciemos
tomando um B e mostrar que é corte. SejaB={p € Q| —p & a e — p ndo é cota superior
minima de a}.

1. (a) Para mostrar que B # @, consideremos dois casos:

. a N&o possui cota superior minima:

Como a é um corte, entdo a # Q e portanto, existe q € Q tal que q # a. Assim,
bastatomarp=-q€ Qe -p=q+ a.Logo p € 8 e portanto 8 # Q.

. a possui cota superior minima m:

Como m é cota superior minima de a, m € a (Se m € a, m seria maximo de a,
0 que contradiz a defini¢cdo de corte) e comisso,m+1 ¢ a.Sejap=-m-1€Qe—-p
=m+1¢ae,alémdisso,-p=m+16=m. Portantope Be B # Q.

(b) Para mostrar que B8 # Q, consideremos novamente dois casos:

. a n&o possui cota superior minima:

Como a é corte, entdo a # @ e portanto existe r € a (dar € Q). Tomemos p = -r
€ Qe, portanto, -p=rea.Logop& BepeqQ,istoé, B+Q.

. @ possui cota superior minima m:

Como m é cota superior minimade a,entdiom-1€a. Sejap=-m+1€Qe
-p=m-1€a.Portanto,p & BepeqQ,istoe, B+Q.

2. Sejap € Be e Qtal que q < p. Queremos mostrar que q € 8. Como p
€ B, temos que —p & a e —p ndo é cota superior minima de a. Como q < p, entdo —p <
-g (*)da, —q & a (visto que —p € a). Temos também que —q ndo é cota superior minima
de a. Como q € Q, —g ¢ a e —q ndo é cota superior minima de a, chegamos a conclusao
que g € B.

3. Seja p € B, queremos mostrar que existe q € 8 tal que p < g. Dividiremos
em dois casos.

. a Nao possui cota superior minima:
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Como -p € a e a ndo possui cota superior minima, entdo existe uma cota

superior q de a (isto &, q € a), tal que g < —p. Assim, —q € B e p < -(, logo 8 n&o possui

maximo.
. a possui cota superior minima m:
. —-m+ A A i
Sejar= P e Q. Como p € B, temos que —p & a, ou seja, € uma cota superior

2

de a, mas ndo é cota superior minima de a, portanto, m < —p, vemos que, p < —-m.

p— + p—
e

Sendo assim, r = =
2 2 2

Por outro lado,

m-— m
_y_mmp_m.p
2 2

. > % + % = m, portanto, -r # m. Como -r > m, entdo -r ¢ a.

Finalmente, comor € Q, —r ¢ a e —r ndo € cota superior minima de a, temos que r € 8
e p <r, logo, B8 ndo possui maximo.

Finalizando, basta mostra que a + 8 = 0*. Para isso, mostremos que a + 8 c 0*
el0*ca+p.

. Sejag+rea+Bcomqgeaeref(reqQ,-r¢ae -rndo é cota superior
minima de a). Comog€ae -r¢ a,entdo,q<-r,da,q+r<0,istoé, q+reo".

. PEO* =>pEQep<0(-p>0).Sejamreaer g ataisquer —r=-p.

Seguequep=r+(-r),comreae-r € B,ouseja, peEa-+p.

Logo, a+ B=0".

Definicdo 6 Definimos a subtracdo em C pora - B =a + (-8), paratodo a, B €
C.

Proposicédo 5 Se a € C, entdo a = —(-q).

Demonstracédo. Sabemos que oposto de a € —q, portanto, a+ (-a) =a - a=-a
+a=0"

Também vemos que, sabemos que o0 oposto de (-a) é —(-a), entdo (-a) +
(=(=a)) = —a+ (=(-a)) = 0.

Temos conhecimento que o oposto de um corte é Unico, sendo assim, a =
—(-a).

Teorema 7 (Compatibilidade da relacdo de ordem com a adi¢éo). Sejam a, S3,
yeCtaisqueas<fB.Entdioa+y < +y.

Demonstragéo. as < ac B.Sejatea+y,ouseja,t=r+scomreaeseE

y.Comoac B,entdiorefB,et=r+sef+y,ouseja, a+ycf+y.Portanto, a +y
<B+y.
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Teorema 8 Sejam a e 3 cortes taisque a2 0", 3=20". Sejay ={p € Q| p <0}
u{geQ|g=rs,onderea, seB, r=0,s =0} Entdo y € um corte.

Demonstracao.

1. p=-1€y, portanto y # @. Temos ainda que, a # Q = Ipo € Q tal que po
¢a B+Q=3qoe Qtalque qo¢ L.

Chegamos que pogo € Q. Mostremos que podo € y. Suponhamos que podo € Y,
isto &, existemp ea,qe B, p=0eq=0 tal que pogo= pg. Ndo podemos ter po < p,
porque teriamos po € a, nem Qo < q, pois teriamos go € B. Assim, p < poe g < go, logo,
pPQ < podo, 0 que & uma impossivel com pogo = pg. Portanto, podo & y €, assim, y # Q.

2. Sejamr € y e s <r. Devemos mostrar que s € y. De fato, se s<0,s € y.
Suponhamos s 2 0 e, portantor > 0. Comor € y, existemp e ae g € B, taisque r =
pg,comp=0eq=0.

Comor>0,seqguequep>0eq>0.Sejat= %(320,p>0=>t20).8eqst,

teriamos pqg < pt, ou seja, r <'s, 0 que € um absurdo, pois, s <r. Logo, devemos ter t
<ge,comoqeEpf entdotef. Assim,comos=pt,pea,teB,p>0et=0,entdos
€Y.

3. Sejar € y e mostremos que existe s € y tal que r < s. De fato, se r <0,

basta tomar s = g <0, da s >r. Suponhamos r = 0. Neste caso, r € y significa que r =

p.gcompea,qeB,p=20eq=0.Existemteaeue Btaisquep<teq<u(poisa
e B ndo possuem maximo). Logo, r = p.q < t.u. Tomando s = t.u, temos s € y (pois s =
tucomtea,ue B, t>0eu>0)es>r.Portanto, y ndo tem maximo.

Definicdo 7 Denotamos por a.8 e chamamos produto de a e B o corte y do
teorema anterior, isto é, a.6={p€Q|p<0lu{geQ|q=r.s, onderea,sep,rz
0,s = 0}.

Comecamos com noc¢ao de valor absoluto de um corte para definir produto de
cortes que contém fatores negativos.

Definicdo 8 A cada corte a associamos um corte |a] que chamamos valor
absoluto de a, definido por

la| = {aseaZO*
—asea <0

Proposicdo 6 Se a < 0%, entdo —a > 0*.
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Demonstragdo. Sabemos que a < 0* se, e somente se, existe q € 0" tal que q
/€ a, e podemos admitir, sem perda de generalidade que g n&o € cota superior minima
de a. Como g € 0%, entdo q < 0. Tomemos r = —q, que nos fornece r > 0. Nestas
condi¢cbes, vemos que r € —a (por definicdo de corte oposto, pois -r=q, q € a e g ndo
€ cota superior minima de a) e r > 0, ou seja, r € 0, 0 que nos garante que —a > 0*.

Proposicéo 7 Para qualquer a € C, tem-se:

1. la] =2 0%;

2. la| = 0" & a=0".

Demonstragéo.

1. Sea=0% entdo |al =a=0",da, |a| 2 0". Se a < 0*, entédo |a| = —a e

ainda, —a > 0%, assim, |a| > 0*.

2. (=) Seja |a| = 0*. Se a > 0" entdo |a| = a > 0%, que € absurdo, pois, por
hipotese, |a] = 0*.

Se a < 0%, —a > 0" e, por definicdo, |a| = —a > 0%, absurdo também.

Logo, pela tricotomia, a = 0*.

(¢)Sejaa=0".a=0"=|al=a=0".

Definicdo 9 Sejam a, B € C, definimos:

—(|al|B]),se @ < 0*,8 = 0%;
a.f =1 —(allpl),sea = 0", < 0%
|a||B],se a < 0%, B < 0%;

Teorema 9 Para a, 8 € C, temos (-a)B = a(-B) = —(apB) e (-a)(-B) = ap.
Demonstracéo. De fato, temos,
(-a)B+aB=(-a+a).B=0"-B=0" (*)

Significa que (-a).8 = —(a.B), pois 0 oposto de um corte é Unico.

Temos,
a.(-p)+ap=a(-B+B)=a-0"=0" (**)
Do mesmo modo a(-B) = —(ap)
Temos,
(=a)(=B) = =(a(=B)) por (*)
= -(-( aB)) por (**)
=ap

Teorema 10 (Distributividade). Se a, B, y € C, entdo a(B + y) = aB + ay.
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Demonstracdo. Demonstraremos apenas o0 caso em que a > 0", 8>0"e y > 0".
Mostremos inicialmente que a(B +y) c aB + ay. Defato, a(B+y)={ge Q| q<0}u
{pEQ|p=r.sonde rea,se(B+y)r=0,s=0}. Dessaforma, se x € a.(8 +y),
entdo,oux € 0*oux=rscomrea,se(B+y),r20es=0.

Sendo x € 0%, entdo g €0 e §+§ = x, que significa que x € aB + ay.

Sendox=rscomrea,se(B+y)rz0es=0,entios=q+pondeqep,p
€y,q20ep=0.Portanto, x =r.s=r(q + p) =r.q + r.p, logo x € aB + ay. Concluimos
que a(B+y) c aB +ay.

Provemos agora que aB + ay c a(B + y). Com efeito, aB+ay ={te Q |t=ps +
pg onde ps € aB, pqg € ay}.

Sejau€eaf +ay, ouseja, u=ps+pg,comps € af, pg e ay.

. pseaB=>ps<0oupeaesefBcomp=20es=0;

. pgeay=>pgq<0Ooupeaeqgeycomp=0eq=0.

Dessa maneira, temos quatro casos:

1. Fazendo ps <0 e pgq < 0. Claramente, u € a(8 + y) pois u =ps + pq < 0;

2. Suponhamos ps<Oepeaegeycomp=20eq=20.Comops<0ep
20,entdo s <0, logo,se-s>q,entdos+q<0e, portanto, u =ps + pg =p(s +q) <
0.Se-s<qg,entdos+q=0e,comop=0,temosu=p(s+q)ea(B+y),poispeae
stgefB+ycomp=20es+q=0;

3. SupondopeaesepBcomp=20es=0epgc<0, podemos obter,
analogamente ao caso anterior que u=ps + pqg € a(B + y);

4. Vendoquepea,sefBeqgey,comp=0,s=20eq==0. Dessaforma, u
=ps+pg=p(s+q),ondepeaes+gqeB+y,comp=20es+q=0,logoueEa+
¥)-

Acabamos de provar que existe a dupla incluséo entre a8 + ay e a(B8 + y), ou
seja, aB+ay =a(B +y).

Definicdo 10 Seja a um corte tal que a # 0*. Se a > 0%, entdo o corte 3

denotado por a™ é chamado de inverso de a. Se a < 0*, entdo definimos o inverso de
acomo at=—|a|™.

Teorema 11 Seja a um corte tal que a # 0*. Entdo aa™! = 1*. Além disso, o
inverso de a é unico.

Demonstracédo. Consideremos dois casos, a > 0" e a < 0.
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ca >0

Vemos quer € aal. Ser<0, entdo r € 1*. Suponhamos r > 0. Como r € aa™?*
existemsea,peattalquer=sp,s20,p=0.Comor>0,devemosters>0ep>
0.Comopeatlep>0,existeq/eatalqueq<p™.Comoseaeq¢a,entdos <.
De g < p7%, temos p < g%, logo s.p < sqL. Portanto, como s < g, temos que sqt< 1, e
assim,r=sp<sqi<i,darei.

Reciprocamente, sejar € 1+, isto @, r< 1. Ser<0, entdor € aa’. Ser =0,
temosr=p-0,pondep€ea, 0ealep>0,logore€ aa?l Suponhamos agora, 0 <r
< 1. Seja s € a com s > 0. Seja n 0 maior natural que satisfaz s(r*) ¢ a Tomemos p1
=srr)rleaet=s(rt)"¢ a. Sejap € atal que p1 < p (a ndo possui Maximo).
Tomemos g = t™p~!p1, ou seja, gt = t.p.p; . Assim, podemos ter

pL<pa>p.pii<ppil>1<ppii=t<ppil=>t<ql.

Assim, comot € a, ™' ¢ ae gt ndo é a menor cota superior de a. Temos ainda,

q=tpTlp=pg=p.tThp T p=pg=tT.p

=pq = (M s rmH

1..n

>pqg=strtsr ™l =spg=r.

Desta forma, p e ae,como g™t ¢ ae existet ¢ atal quet<qg?, logo, qea.

Portanto r € aa™.

Entdo, concluimos que, se a >0*, chegando que aa™* = 1*.

ca<0"

Se a < 0%, por definicdo, a™* = —|a|™t. Sabemos que |a|™*>0* e que —|a|™* <0*isto
é, a1 < 0*. Entdo, por definicdo de produto, aa™ = |al|a™!| = ||a| = |a|™| = |a||a] ™t = 1*.

Provemos agora a unicidade de a 1. Suponhamos que existam a;?! e a; !, tais
que a.a;l=1" ea.a; =1*. Assim, a; = a; . 1" = a; . (a.a;?) = (a.a; D) a; =
1% a;=az .

Proposicéo 8 Seja a um corte qualquer, entédo a - 0* = 0.

Demonstragdo. Temos, a-0* = a(0*+0*) = a-0*+a-0", da , a-0"—a-0" =
a-0"+a-0*—a-0*, portanto, 0" =a - 0*.

Proposicéo 9 Sejam a e B cortes. Nesta condicdo, af = 0* se e somente se a
=0" ouB=0".
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Demonstracédo. Se a = 0" ou 8 = 0%, temos que aB = 0*. Seja, agora, af = 0*.
Suponhamos a # 0%, isto &, existe y € C, tal que ay = 1*. Dessa forma, B =0 - 1" =
B(ay) = (aB) y = 0" y = 0*. Reciprocamente, se supormos que B # 0%, concluiremos
que a =0".

Temos, C munido de duas operacdes e uma relacdo de ordem, de forma que
C é um corpo ordenado. Em particular, define-se também a divisdo em C e adota-se

a notacao de fracéo %, COMO Nos racionais.

Teorema l2Sea<Bey=0" entdo,ay <By.

Demonstracdo. Vendo que 0* = a + (—-a) < 8 + (—a), portanto, B8 + (-a) = 0*. Além
disso, como y = 0%, temos (8 + (—a)) y = 0%, por definicdo de produto de cortes. Logo,
By+(-a)y=20",By=ay,isto é, ay<fy.

Teorema 13 A aplicacdo j: Q — C, dada por j(r) = r*€é injetora e preserva adicao,
multiplicacéo e ordem, isto €, 0s seguintes itens séo validos:

1. j(P) +j(@) =i(p +q), ou seja, p*+ g = (p + q)";

2. j(mi(a) =j(pa), isto €, p*q* = (pq)";

3. i(p) <j(q) se e somente se p < g, ou ainda, p*< g* se, e somente se p<q;
4, i(p) =j(q) se e somente se p = g, ouU Seja, p*= q* se, e somente se, p = Q.
Demonstracgéo.

1. Sejatep*+q+istoé,t=r+scomrep*eseqgouainda, r<pes<

g. Dessaforma,t=r+s<p+q,ouseja, t=r+se(p+q). Seja, agora, u € (p + q)*,
istoé,u<p+q_Sejamh:p+q—u,s:p—§et:q—g. Dessa forma, s<pet<aq,

ou seja,sep*eteq . Logou=s+tep+Qq*

2. Provaremos apenas para o caso p > 0 e q > 0, 0s outros casos podem
ser provados de forma analoga.

Serep*gs entdo,our<Qour=st,comp>s=0eqg>t=0,de modo que, ou
r<Oour=st<pgeassim,r e (pq).

Seja r € (pq)*, entdo podemos afirmar que our<0ou 0 <r<pqg. Ser<0,
claramente r € p*g*, pela definicdo de corte positivos. Se 0 < r < pg entao existem p1
€EQequeQtaisque 0<pi<p,0<qgi<qe,ainda, r < piqi< pqg. Fica claro que p1 €
p*, Q1 € q*, p1d1 € p*q*€e assim, r € p*g*.

3. Se p <q, entdo p € g*. Como p ¢ p*, concluimos que p*< q*.
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De forma analoga, se p*< g*, existe um racional r tal que r € g*e r ¢ p*, ou seja,
r<qger=p.Logop<r<gqg,ouseja p<qg.

4, Se p = q, obviamente p* = g*.

Suponhamos p*=q*. Como p ¢ p*, segue que p € q*, logo p = g. Por outro lado,
como g € g*, segue que q & p*, entdo p < g. Com isso, pela tricotomia, p = q.

Uma copia algébrica de um conjunto em outro, ou seja, um homomorfismo
injetor. Desta vez, j(Q) € uma copia de Q em C, sendo j(Q) precisamente o conjunto
dos cortes racionais. Sabemos que existem cortes ndo racionais em C. Assim, C\ j(Q)
* Q.

Vemos ainda que o corpo ordenado dos nimeros racionais € isomorfo ao corpo
ordenado de todos os cortes racionais (C*) o que nos permite identificar o corte
racional r-como o namero racional r. Naturalmente rnéo é, de modo algum, 0 mesmo
namero racional, mas as propriedades que interessam sdo as mesmas nos dois
corpos ordenados.

Proposicéo 10 Se a € C, temos que r € a se, e somente se, r* < a.

Demonstragédo. Se r € a, como r & r*, entdo r* < a. Reciprocamente, se r*<q,
existe s € a, tal que s ¢ r~. Temos entdo, s=res € q, logo, r € a.

Teorema 14 Se a, B € C e a < f3, entdo existe um corte racional r-tal que a <r*
<.

Demonstracdo. Do fato que a < B, podemos afirmar que existe um namero
racional s € B, tal que s /e a. Uma vez que s € 3, segue da definicdo de corte que
existe um racional r tal que s <r e ainda r € 8, o que implica r* < 8, pelo resultado
anterior. Sabemos que, s* < r*, portanto, a < s*< r*(como s & a) e assim, chegamos
que, a<r<p.

Definicdo 11 O conjunto C dos cortes serd, a partir de agora, denominado de
conjunto dos numeros reais e denotado por R. Os cortes racionais serao identificados,
via injecdo j, com 0s numeros racionais. Todo corte que n&o for racional sera
denominado numero irracional. A identificacdo de j(Q) com Q nos permite escrever Q
c R. O conjunto R\ Q representa o conjunto dos nimeros irracionais.

Teorema de Dedekind é a principal propriedade que difere o conjunto dos
nameros racionais do conjunto dos nimeros reais, sera vista a seguir.

Teorema 15 (Dedekind). Sejam A e B subconjuntos de R tais que:

1. R=AUB,;
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2. ANB=0;

3. A+0eB+0;

4, seaeAeBeEB,entdoa<p.

Nestas condicdes, existe um, e apenas um, numero real y tal que a <y < f3,
para todo a € A e para todo 8 € B.

Demonstracédo. Provemos inicialmente a unicidade:

Suponhamos que existam dois numeros distintos y1 e y2, com y1< y2(0uU y2 <
y1, sem perda de generalidade) nas condi¢cbes do enunciado. Consideremos ystal que
y1< y3< y2, que existe. Temos que y2 < B, para todo 8 € B, dessa forma, se ys3 € B,
teriamos y2 < y3, 0 que ndo pode acontecer, pois y1< y3< y2, portanto, como R = A U
B, temos que y3 € A. Da mesma forma, de y1< ys, obtemos y3 € B. Resulta entdo ys €
A N B, uma contradicdo. Portanto ndo podemos ter y1 e y2distintos nas condi¢des do
enunciado.

Provemos agora a existéncia: Sejay ={re Q|rea, paraalgum a € A}
Devemos mostrar que y é um corte.

1. Como A # @, obviamente y # @. Para mostra que y # Q, tomemos 8 €
B. Seja s € B um racional. Como a c B, paratodo a € A, entdo, s ¢ a, para todo a €
A, de onde resulta s & y;

2. Sejareyes<r.Temos quer € aparaalguma e A e, comos<r, entao
S € a, de onde segue que s € y;

3. Temos que r € a para algum a € A e, como a @ um corte, existe S >rem
a, logo s €y;

Tendo entdo que y € um namero real e temos que a < y para todo a € A, pois
sabemos que a c y, para todo a € A.

Mostremos agora apenas que y <  para todo 8 € B. Suponhamos que exista f3
€ B com 8 <y. Com isso, existe um racional r € y, tal quer ¢ 8. Comor € y, entédo r
pertence a algum a € A e, ndo sendo elemento de B, obtemos 8 < a, contradizendo a
altima hipétese do teorema. Logo, y < B8 para todo 8 € B.

Exemplo 8 Consideremos 0s seguintes subconjuntos de Q:

A={X€E Q| x*<2}uQreA={x€eQ,|x*>2}.

Podemos ver que A e B satisfazem as hipéteses do teorema anterior, com Q

em lugar de R, mas que n&o existe r € Q satisfazendo s <r paratodos € Aer<tpara
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todo t € B. Notemos que, este exemplo nos diz, informalmente, que em R nédo ha
lacunas, mas em Q, ha. Desta forma, dizemos que R possui a propriedade da
completude ou que R é completo.

Corolario 1 Nas condicGes do teorema anterior, ou existe em A um numero
méaximo, ou, em B, um namero minimo.

Demonstracéo. Seja y como no teorema anterior. Entdo y estd em A ou y esta
em B e, em apenas um desses conjuntos, pela segunda hipotese. Se y € A, entéo ele
€ elemento maximo de A. Se y € B, entéo, ele é elemento minimo de B.

Observemos que, se o conjunto A do Teorema 3.3.28 ndo contiver y, entao ele
€ um corte em R, no sentido da definicdo de corte em Q apresentada. A diferenca
entre ambas a situagdes € que em Q ndo se tem necessariamente, como no Teorema
3.3.28 para 0s numeros reais, um elemento como y. Essas lacunas é que geram 0s
cortes irracionais. Como tais lacunas ndo ocorrem em R, entéo cortes em R ndo geram
elementos novos.

Devemos aqui retomar o conceito de supremo. As definicdes de supremo e
infimo, dadas para o conjunto dos racionais, sdo equivalentes no conjunto dos reais.
Por exemplo, se A € um subconjunto de R, limitado superiormente, e existe uma cota
superior de A, digamos s, que seja minima, entéo, s diz-se supremo de A. O infimo é
dado analogamente.

Teorema 16 Se X c R @ um conjunto ndo vazio e limitado superiormente, entao
existe supX.

Demonstracdo. Sendo A={d e R|a<x, paraalgumx € X} e B=R\A, isto é,
A é o conjunto constituido precisamente pelos niameros reais que ndo sdo cotas
superiores de X e B € o conjunto constituido pelas cotas superiores de X.

Verificar que A e B satisfazem as condi¢gbes do Teorema de Dedekind.

As duas primeiras condi¢cdes séo claramente validas. Observemos a terceira.
Temos que, sendo X # @, existe x € X, e assim, qualquer a < x € elemento de A, logo
A # @. Como X é limitado superiormente, B # @. Para verificar a uUltima condicdo do
teorema, sejam, a € A e B € B. Assim, existe x € X tal que a < x. Como x < 8, obtemos
a<p.

Verificamos que A e B satisfazem as condi¢cées do Teorema de Dedekind, logo,
pelo Coroléario 4.3.30, ou A possui maximo, ou B possui minimo. Mostremos que A

nao possui maximo. De fato, tomemos a arbitrario em A. Existe x € X tal que a < x.
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Consideremos o tal que a < a' < x. Como a <X, entdio a € A e é maior do que a, ou
seja, nenhum elemento de A é maior do que os demais, ou seja, A nao possui maximo.
Sendo assim, obrigatoriamente B possui minimo, ou seja, X possui supremo. Essa
propriedade valida para R ndo se verifica em Q, isto é, ndo é verdade que todo
subconjunto de numeros racionais ndo vazio e limitado superiormente em Q sempre
admita supremo em Q. Por exemplo, o conjunto A = {x € Q+ | x> < 2} ndo possui
supremo racional, mas tem supremo, se considerado como subconjunto de R.

O resultado seguinte mostra que R, assim como Q, € um corpo arquimediano.

Teorema 17 O conjunto N dos naturais € ilimitado em R.

Demonstracdo. Por suposicdo, temo N limitado superiormente em R e seja a =
supN. Assim, ¢ = n, paratodon € N.Comon+ 1€ N,paratodon € N,entdon + 1 <
a, paratodon € N, de onde obtemos a« — 1 > n, paratodo n € N, ou seja, @ — 1 é cota
superior de N menor do que o sup N, uma contradicéo.

Definicdo 12 Sejaa € R e n € N. Definimos a poténcia na recursivamente como
sendo 1, se n =0 e, para n > 1, como sendo a.a" . Finalmente, se a # 0, definimos
a™ como sendo (a)".

Teorema 18 Seja a um real positivo e n > 0 natural. Existe um Gnico nimero
real positivo que é solugcédo da equacao x" = a.

Demonstracdo. A prova deste teorema depende fundamentalmente da
completude de R.

Definicdo 13 Dado um numero real positivo a, o Unico namero real positivo que
€ solucdo da equacado x" = a, estabelecido pelo teorema anterior, chama-se raiz n-

1
ésima de a e é denotado porya ou por an. A raiz n-ésima de a permite que se defina

m 1\m
expoente racional do seguinte modo: se m e n sao inteiros positivos, anr = (aﬁ) e,

m m
como para expoentes inteiros, a = = (a™1)=.
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5 ESPACO VETORIAL QUOCIENTE

Definicdo 1 Sabendo que Y é subespaco de X. Se x; e x, € X, teremos que x;
é congruente a x, modulo Y, representado por x; = x, mod Y, x; - x, €Y.

Dividamos o espaco X em diferentes classes de equivaléncia modulo Y e
denotaremos a classe contendo x por [x].

Definicdo 2 Sendo [x] e [z] classes de equivaléncia médulo Y e A €K,
definimos

[x] + [z] =[x + z] , A[x] = A[Ax].

Com estas operacdes, 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia médulo

Y torna-se um espaco vetorial, chamado

X
X
7 ou ly

e denominado de espaco quociente de X por Y.

A classe de equivaléncia [x] muitas vezes é representada por x + Y.
Precisamos mostrar que as operacdes em X/Y estdo bem definidas, isto €, néo
dependem dos representantes de cada classe de equivaléncia. Logo, suponhamos
que x; € [x] e z; € [z]. Entdo x; = x+ 1y, € z; =z + y,, cOm y,,y, € Y. Mas entdo
X1+zi;=x+y,+z+y,=x+z+(,+y,) e assim, x;+z;=x+zmodY. Do
mesmo modo, A.x; =A.x+ (A.y,) €A.x; = A.xmod Y.

Exemplo 1 Seja x € K™ e considere Y o subespaco de todos os vetores cujas
duas primeiras coordenadas sao iguais. Isto €,

(X1, X2, e, X)) = (Y, Vo, e, ) modY ©x; =y, Xp =Y.

Cada classe de equivaléncia pode ser vista como um vetor com duas
componentes, quais sejam, as duas coordenadas que eles possuem em comum.

Teorema 1 Seja Y um subespaco do espaco vetorial de dimenséao finita X.
Ent&o dim X = dim Y + dim 2.

Demonstracdo. Sendo {y4, y,, ..., ¥;} uma base de Y. Podemos completa-la de

forma que {y1,¥2 .-,¥j, Xj+1,.-,%z} S€ja uma base de X. sabemos entdo que
{Xj41, -, Xz} € Uma base de X/,. De fato, se v € X/p, entdo v = &, .y, + ..+ ), Y,
Nt -Xjg1 + oot Ay Xy Mas entao v = A4 . X + ot A Xy, €Mmaquey = 4, Ly, +
Aj Y, ey.
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Chegamos ao seguinte:

Corolério 1 Se Y é um subespaco de X e dim Y =dim X, entdo Y = X.

5.1 Teorema do nucleo e da imagem

Definicdo 3 Sendo T : X —» Y uma aplicacao linear. Chamamos de imagem de
T, denotada por ImT, por
ImT:={yeY;y=Tx}
Chamamos de nucleo de T, denotado por KerT, por:
KerT := {x € YX; Tx = 0}.

Sabendo que o nucleo e a imagem de T sdo subespacos vetoriais de X e Y,
respectivamente. De fato, se x;, x, € KertT e A € K, entdo T(x; +A.x,) =T(xy) +
A.T(x,) =0+ A.0=0, provando que x; + A.x, € KertT. Se y;, y € ImT, entdo existem
X1, X, € X, tais que y; =T(xy) e y, =T(xz). Logo, se A € K, y; +A.y, = T(xy) +
A.T(x,) = T(x; +A.x3), 0 que mostra que y; + 1.y, € ImT.

Exemplo 2 Considere C? e R3 como espacos vetoriais sobre R e seja T : C? -
R3 a transformacéo linear dada por T(a + bi,c +di)=(a—-c,b+2d,a+b —c + 2d)
onde a, b, ¢, d € R. Se considerarmos a base {(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)} de C? (sobre
R), teremos, que os vetores T(1,0) =(1,0, 1), T(0, 1) = (-1, 0, -1) e T(0, i) = (0, 2, 2)
geramIm T.Como T(1,0) =-T(0, 1) =(1, 0, 1), T(i, 0) = 2T(0, i) e T(1, 0) ndo é multiplo
de T(i, 0), segue que {T(1, 0), T(i, 0)} é uma base de Im T. Observe também que
NucT = [(1,1), (—=2i,1)].

Teorema 2 Sejam X e Y espacos vetoriais de dimenséo finita e T € L(X, Y).
Entéo

dim X =dimKer T+dimImT.

Serdo apresentadas duas demonstracdes diferentes deste teorema, sendo a
primeira utilizando espaco quociente que é bastante sintética e a segunda muito
construtiva.

Motivando a primeira demonstracéo, apresentamos:

Exemplo 3 Seja A uma matriz m x n e considere o sistema linear nao

homogéneo Ax = b. Suponhamos que x, seja uma solucéo desse sistema. Vemos

claramente que x, + z também € solugéo desse sistema para qualquer z € Kert A.
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Mas essas sdo as Unicas solucdes. De fato, se x € outra solucdo, temos que
A(x — x,) = 0, de modo que x — x, = z € KertA.

A igualdade x =x —x,, com z € Kert A, significa que x = x, mod ker A.
Portanto, no espaco quociente R"/ker A a equacao Ax = b tera solucéo Unica [xp]!

12 demonstracéo: Essa prova pode ser sintetizada pelo diagrama a seguir:

— T
ker T 1

. . . X .
Definamos o isomorfismo T, : ~— - ImT. Como espagos isomorfos de

dimensao finita ttm a mesma dimensao, deduzimos que

: X :
dim (ke?) = dim ImT.
Mas, dim X/ker T = dim X — dim ker T, de onde segue o teorema.

Definimos, para [x] € X/ker T, T,([x]) = Tx. Temos:

a) T esta bem definida: x = y mod ker T significa que T(x —y) = 0, ou seja,
T(X)=T(y)-

b) T, € linear: Ty([x] + A.[yD) = Tu([x + A yD = T,(x + A.y) =Tx + ATy =
TqlxD) + 4. Ty ([yD.

C) T, € injetiva: se Ty([x]) = A.T,([y]), entdo Tx = Ty e T(x - y) = 0, onde
X= y mod ker T

d) T, & sobrejetiva por definicao.

Chegamos que T, é um isomorfo e seu resultado esta provado.
A demonstracdo acima € a propria esséncia da utilidade do espaco quociente.
Mesmo que T néo tenha inversa, podemos construir, de forma natural, um isomorfo a

partir de T, no caso, a aplicagéo de T,.
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22 demonstracdo: Como Im c Y é um espaco vetorial de dimenséo finita, existe

uma base {y;,y,, ..., y;} para Im T. Pata cada elemento y; existe x; € X tal que Tx; =
yi, com 1<i<j. Sendo assim, o conjunto {x;,x,,..,x;} obtido € linearmente
independente. De foto, suponhamos que A,x; + --- + 4;x; = 0. Entao:
0=T(A4xs + -+ 4x) =4T(x) + -+ 4T (x;) = 4,1 + -+ 4y;,
Como y,,y,, ..., ¥; s@o linearmente independentes, ; =0 paral <i <.
Consideremos agora {wy, w,, ..., w;} do nucleo de T. Afirmamos que
{x1, %2, ..., Xj, Wy, Wy, ..., Wi} € Uma sabe de X.

Dado x € X, como TX € Im T, Tx = A;x; + --- + A;x;, ou seja, Tx = T(A;xy + - +

Ajx;) e portanto T(x — A;x; — -+ — A;x;) = 0. Assim, x — A4;x; — --- — A;x; € ker T, onde
X —Axg — = Ajx; = agwy + o+ agewy
Isso mostra que X = Ay +-+A4x+aw oot aw, € que

{x1, X2, .., Xj, Wy, Wy, ..., Wi } gerando X,

Suponhamos agora que A;x; + -+ 4;x; + aywy + - + apwy = 0. Aplicando T
nessa igualdade temos 4;y; + .-+ 4;y; = 0, 0 que nos permite concluir que 4; =0
para i = 1,...,k, 0 que nos mostra que todos 0s escalares sdo nulos e completa a
demonstracao.

Comparando as demonstracdes, perceberemos que a esséncia da segunda é
o procedimento aplicado na primeira: mostrou-se que existe um isomorfismo entre
ImT, espago cuja base {y;,..., y;} = {Txy,..,Tx;}, € 0 espago gerado por {xy,..., x;}.
Esse ultimo espaco é justamente X/ ker T!

Apresentemos agora algumas consequéncias do Teorema do Nucleo e da
Imagem. As demonstracdes seguem imediatamente da formula

dmX=dimIm T +dimker T

Corolario 2 Suponhamos que dim Y < dim X. Entéo existe x # 0, tal que Tx =

Demonstragéo. Temos que, em particular, dim Jm T < dim X

Corolario 3 Seja T : R™ - R™ linear, com m < n. Entdo o sistema linear
homogéneo Tx = 0 (onde T é a matriz que a representa) possui solu¢do nao trivial,
isto &, existe x # 0, tal que Tx = 0.

Corolario 4 Se dim X = dim Y, entdo T € injetiva se, e somente se, T é

sobrejetiva.



63

Demonstracédo. Se T é injetiva, T(x) = 0, implica x = 0. Logo, dim ker T = 0.
Dessa forma, dim Im T =dim X =dim Y e, portanto, Im T =Y. De forma reciproca, se
T é sobrejetiva, Im T =Y e portanto, dim ker T = 0.

Particularmente, este corolario garante que, quando dim X =dim Y, T é injetiva
se, e somente se, ker T = {0}. Sendo valido, na verdade, para quaisquer espacdes
vetoriais X e Y. Se T é injetiva, obviamente ker T= {0}; se existisse x; # x, tal que
T(x;) = T(xy), logo T(x; — x,) =0, com x; —x, # 0.

Corolario 5 Seja T : R™ - R™ linear. Entdo o sistema ndo homogéneo Tx =y
tem solucdo Unica paratodoy € Y se, e somente e, o sistema homogéneo Tx=0=0
tem solucéo Unica.

Proposicdo 1 Sendo y € R™ um elemento da imagem de T : R™ - R™. Logo,

existe um unico elemento x,, € R™, tal que toda a solucéo de Tx =y € congruente a x,,

mod ker T, ou seja, se Tx =y, entdo X = x,, + z, para algum z € ker T.

5.2 Aforma canobnicade Jordan

Sabendo que V é um espaco vetorial de dimensao finita. Mostraremos como
encontrar uma base de V na qual um operador linear T : V = V assume uma matriz
especialmente simples.

Definicdo 4 Uma matriz complexa J, n x n, esta na forma canénica de Jordan

se
o R
0 Jp 0

J = L _ ., em que J; = :
o S 0 0 - A1
00 \ 00 - 0 x)

onde 1 é um dos autovalores distintos A4, ..., A; da matriz J.

Mostraremos a seguir que toda matriz complexa € semelhante a uma matriz na
forma candnica de Jordan. No caso de matrizes reais, sempre podemos vé-la como
uma matriz complexa, sabendo que, neste sentido, o resultado abaixo € geral.
Também vemos que a necessidade de considerarmos o0 corpo complexo é para
garantir que os autovalores estéo todos presentes no corpo.

Teorema 3 Sejam A, B € M,,,.,(C) duas matrizes semelhantes, isto €,
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A=P1BP,
Logo,

l. A e B possuem os mesmos autovalores A;;
. Os espagos N;(A;) = ker(A — A;1) e M;(A;) = ker(B — A;I)’ possuem a

mesma dimensao para todo j € N e todo autovalor A;.

De forma reciproca, caso acontecam estas duas condicdes, entdo A e B séo
semelhantes.

Demonstracdo. Inicialmente percebemos que os nucleos de duas matrizes
semelhantes tém dimenséo igual. Certamente, se C = Q1DQ e {x;,..., x;} € uma base
do nucleo de C, entédo {Qx;,..., Qx;} € uma base do nucleo de D.

Vemos também que se A e B sdo semelhantes, entdo também sao as matrizes A — al
e B — al, bem como qualquer poténcia delas:

(A—a)™ =P Y(B—al)™P

Temos na segunda relacdo citada anteriormente que 0s nucleos dessas
matrizes tém a mesma dimensdo. Particularmente, como um elemento v €
ker(A— A;D% \ ker(A— A;D%"" é tal que (4 — A;D% v representa um autovetor de
A associado ao autovalor de A;.

Mostrando a reciproca, denotaremos N, = ker(4 — ;D" Iniciaremos pelo:

Lema 1 A aplicacéo

N N

A— Al 5“ — W; tem imagem contida em —* e € injetiva.
k k-1
= Ni+1 ; k+1, —
Demonstracédo: Sendo x € T Isso quer dizer que (A—A;D*""'x=0 e
k

(A —A;D**1x # 0. Consideremos entdo (4 — A;I)x. Como (A — A, D¥(A—A;Dx =
(A — A;DF1x, vemos que (A — A;1)x € Ny. Por outro lado, (4 — A;D*Y(A — A;Dx =
(A — A;D¥x # 0, mostrando assim que (4 — A;D)x & Ny_;.

Sabemos agora que essa aplicacdo é injetiva. Sejam x, y € N;—:l com (A —
AiDx =(A—-A;D)y. Entédo (A — A;1)(x —y) = 0 e que € impossivel, pois entdo x — y
estaria em N,.

Iremos agora construir uma base especial para ;. Ja4 sabemos que uma base

Ng

de
N

€ obtida ao se escolher uma base para N,_; entdo completa-la para uma base
k-1

de N;; os elementos introduzidos formam a base procurada.
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Ndi

Seja x4,..., x; uma base de . De acordo com o lema, os elementos

Ndi—l

(A - /11'1)3('1, . (A - Ail)xl

~ 1 . Ng,_,
sao linearmente independentes e pertencem a o Completamos esses elementos
di—Z

até obtermos uma base desse espaco. Utilizando o mesmo raciocinio, a imagem por
(A — A;1) dos elementos dessa base é linearmente independente e iremos completar
esse conjunto até obter uma base, assim como feito anteriormente; procedemos
desse modo até chegarmos ao espaco N;. A base de W; assim construida € a base
de Jordan do subespaco W;. Encontrando, desta forma, uma base do espaco inteiro
ao obtermos as bases de Jordan de cada espaco W;. Essa base é chamada base de
Jordan.

Os subespacos M, = ker(B — A,)* tém a mesma dimensdo do espaco

correspondente N,. Ou seja, o procedimento aplicado a Ny, se repetido para a matriz

-z - M .
B, produzira o mesmo numero de elementos para cada base de —. Existe uma
k+1
. ~ N
aplicacéo P que faz correspondera cada elemento da base de Jordan x; € " )
k-1

elemento correspondente na base de y; € MM—" de modo que (A — A;1)x; seja levado em
k-1

(B — A;1)y;. Conhecida a imagem dos vetores da base, existe uma Unica aplicagéo
linear que estende essa aplicacao; seja P tal extensdo. Como base esta sendo levada
em base, esta aplicacdo linear tem inversa. Utilizando o mesmo procedimento
aplicado ao autoespaco associado a A; constroi a aplicagéo P.

Por fim, a definicéo de P afirma que P(A — A;1)x;=(B — A;1)y; = (B — A;)Px;.
Logo, que P(A — A;1)=(B — A;I)P. Dai, PA = BP.

Exemplo 4 Seja T : R* - R* definido por

T(x¢1, x2,%3,%x4) = (2x1 — x5 + X4,3X, — X3, X5 + X3, —X5 + 3x,).

Vamos obter a forma candnica de Jordan de T, bem como também a base em que T
assume essa forma.

Tendo como polindmio caracteristico de T de p(t) = (t — 3).(t — 2)3. Assim, todos
0s autovalores de T estdo no corpo R e podemos obter a forma de Jordan de T. Para

autovalor 3, na forma escalonada reduzida de
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1 -1 0 1 100 0
Can_[ 0 0 -1 0\.[01 0 0
T=3D={ 4% 1 —2 oJ¢lo 0 1 o0
0 =1 0 0 000 1

Desta forma, o subespaco W; = ker(T — 31I) € dado por:
{(>1,0,0,x1); x; € R}.
Da mesma forma, verifica-se que:
ker(T — 2I) ={(xc1, x4, x2,x3); x1,%, € R}
ker(T — 21)? ={(xq, x, + x3,2X3,2X3); X1,X3, X3 € R}

Como a dimenséo de ker(T — 2I)3 é igual a multiplicidade de 2 como raiz do
polindmio caracteristico p(t) de T, temos que o espago W, é dado por ker(T — 2I)2.

O subespaco W; tem base (1, 0, 0, 1) = w,. Esse é o primeiro elemento da base
de Jordan.

Obtendo agora a base de Jordan de W,, comecaremos por conhecer o vetor
em W, = N, = ker(T — 2I)?, vetor este que ndo se encontra em N; = ker(T — 2I),

onde é possivel obter apenas um vetor, pois a diferenca de dimensao entre estes

espaco é 1. Ele fornecera a base de % da demonstracao do teorema de Jordan. De

1

forma clara, temos que o vetor w, = (0,1,0,2) € N, e w, # N;. Temos também que
ws = (T — 2w, = (1,1,1,1). Pelo teorema de Jordan, temos que w; € N; € que w5 €
w, sdo linearmente independentes. Escolhemos o vetor w, = (1,0,0,0) para obter
uma base de N,, que € claramente linearmente independente com w;.

Temos assim a base B = {w;,w,,w;,w,}, que é a base de Jordan de T. Os
vetores w, e ws sdo autovetores de T, associado ao autovalor 2, porque eles
pertencem a N,. Por fim, (T —2Dw, =ws;, de modo que Tw, = 2w, + ws.

Representando T na base B, vemos:

3 0 00
_;_[0 2 0 O 4 A
Ty =] = 0 0 2 1/)aueea forma candnica de Jordan de T.
0 0 0 2

Observacdo Comparando o exemplo acima, caso tivessemos encontrado dois

- - NZ - ’ - - - ~ .
vetores distintos o considerariamos o ciclo formado pelo primeiro e entédo o ciclo
1

formado pelo segundo e ordenariamos a base nessa ordem.

Exemplo 5 Obtenha uma base B onde a matriz A esteja na forma canénica:
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[ 20000 0
12000 0
A_| -to200 0
‘ 01020 0
11112 0

\ 00001 —1)

Tendo como polindmio caracteristico de A p(t) = (t — 2)(t + 1), pois a matriz A
€ triangular superior.

Caso chamemos de W1 o subespaco relacionado ao autovalor — 1, saberemos
que dim W1 = 1 e que uma base para esse subespaco é dado pelo vetor eq.
Denotaremos v; = ¢4 0 primeiro vetor da base procurada.

Vemos agora o espaco W2 associado ao autovalor 2. Temos que dimWz=5e

que

[ 00000 0)
10000 O
- | -t 0000 0
A-zl= 01000 O
11110 0

\ 00001 -3)

Caso chamemos de N; = ker(4 — 21), vemos que dim N; = 2. Logo teremos:

N; = ker(4A—2I) = {(O, 0, x5, —x3,x4,%); X3,X4 € ]R}

N, = ker(4 — 21)? = {(0,0, x3, x4, x5, (3x5 — x4 — x3)/9)}
(—2x, — 3x3 — 3x4 + 9x5
7 )
(—=10x; — 6x, —9x3 — 9xy + 27x5
81 >}
Tendo como dim ker(4 — 21)° = 5, observamos que o coeficiente que estabiliza

N3 = ker(A - 21)3 = {(O) X2,X3, X4, X5,

N, = ker(A — 2D* = {(xl,xz,x3,x4,x5,

0 espaco A — 2] é 4. Se W2 € o0 autoespaco generalizado associado ao autovalor 2,
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temos W2 = N,. Logo, o vetor vg = (1,0,0,0,0, —g) € N, \ N;. Tendo aqui a aplicacao

N Ny , . . .. . N ~
—* — =2 é injetiva e dim = = 1, vemos entdo que:
N3 N3 N3

A—2I:
vs = (A —2Dvg = (0, 1,-1,0,1, g) € 0 quinto vetor da base procurada.

Pelo mesmo motivo, v, = (4 —2D?v, =(4—-2Dv, = (0, 0,0,0, 1§) € um
autovetor de A, pois ele pertence a N;,. Como N; tem dimensao 2, existe um outro
vetor nesse espaco, linearmente independente com v;. Esse € o vetor v, =
(0,0,1,—1,0,0). Obtendo os vetores {v4, ..., g}, @ representacdo de A nessa base é
dada por:

Av, = —v; (pois (A+Dv, =0)

Av, = 2v, (pois (A — 2I)v, = 0)

Av; = 2v;3 (pois (A — 21)v; = 0)

Av, = v3 + 2v, (pois (A — 21)v, = 0)

Avs = v, + 2vg (pois (A — 21)vs = 0)

Avg = vg + 204 (pois (A — 21)vg = 0)

A representacdo de A nessa base é:

[=1000 0 0)
020000
;| ooz2100
000210
000021
\ 00000 2)

A matriz J tem um bloco 1 x 1 associado ao autovalor — 1. Associado ao
autovalor 2 ela tem dois blocos de Jordan: o bloco 1 x 1 associado ao autovetor v, e
o bloco 4 x 4 associado aos elementos {vs, vy, vs, v}, {(4 — 21)3vg, (A — 21)?vg, (A —
21)vg vﬁ'}.

Teorema 4 Toda matriz € M,, . ,(C) € semelhante a sua transposta.

Demonstracdo. Uma vez que detA = detA”, obtemos que o polindmio
caracteristico dessas duas matrizes € igual. Vemos entdo que eles tém os mesmos

autovalores.
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Percebemos que se g é um polinémio e B uma matriz n x n, entéo [q(B)]"=q(B").
Se A; € um autovalor de A, aplicando esse resultado para os polinémios (t — A;,)* e
entdo considerando a dimensdo de seus nucleos, decorre que a condicdo Il do
teorema de Jordan também é cumprida.

Teorema 5 Um operador linear T : V - V é diagonalizavel se, e somente se, o
seu polinbmio minimo € produto de fatores lineares distintos.

Demonstracdo: Tomando como suposicdo T diagonalizavel e A4, ..., A, 0s
autovalores distintos de T. Logo V possui uma base formada por autovetores de T.

Considere o polindmio

h(z) = (t- A1) ... (t- Ap).

Se v é um autovetor de T associado ao autovalor A; entdo (T — A;) v = 0.
Implicando em h(T) v = 0 para qualquer autovetor de T. Sabendo que o polindmio
minimo e caracteristico possuem os mesmos fatores irredutiveis, mostramos que h é
o polinbmio minimo de T.

De maneira reciproca, se p(t) = (t - A;) ... (t - ;) € o polinbmio minimo de T,
entdo Wi = (ker(T — A;). De forma bastante clara, todo elemento de Wi é autovetor de
T. Tomando bases B; de cada espaco Wi temos que B = {By, ..., By} € uma base de V

formada por autovetores de T.

5.3 Aformareal de Jordan

Definicdo 5 Sejam A € M,, ., € z € K" um vetor qualquer. Definamos por A €
M,, ., COMO a matriz obtida ao se tomar o conjugado em cada uma das entradas de
A e z € K" como vetor obtido ao se tomar o conjugado em cada uma das coordenadas
de z.

Para quaisquer matrizes A, B € M,,,., € 1 € K, verifica-se que A+ 1B = 4 +
AB,AB = A.B. Também vale que 4z = A.z em qualquer z € K™.

Definicdo 6 Seja V um espaco vetorial real. A complexidade de V sera

Ve ={u+iv,u,v €V}

Em 1 soma-se e multiplica-se por complexo de forma “natural”. Verificamos
que V¢ torna-se, assim, um espaco vetorial sobre os complexos.

Sendo T : V - V uma aplicacao linear, realizamos a definicdo da complexidade

de T desta forma: T¢ : V¢ — V¢ definida por T¢(u + iv) = Tu + iTv.
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Caso identifiquemos o vetor v € V com o vetor v+i0 €V, V serd um
subespaco de V. Identidade esta a ser utilizada no resultado seguinte:
Lema 2 Sejam V um espaco vetorial de dimenséao finta e T : V- V uma

aplicacao linear. Temos a seguir, situacdes validas:

I. Toda base de V € base de V;
il. Os polindbmios caracteristicos de T e T séo iguais;
iii. Sendo A um autovalor de T¢, entdo A é também um autovalor de T¢; sdo
iguais as multiplicidades algébricas dos autovalores 1 e A.
iv. Seja W um subespaco tal que w = u + iv € W implicaque w = u — iv €

W. Logo W possui uma base formada por vetores reais.
Demonstragéo:

I. Notemos apenas que as partes real u e imaginaria v de qualquer vetor
u + v podemos escrever como combinacgéao linear dos elementos da base de V.

il. Apresentamos como uma decorréncia do quesito anterior, com a
identificacdo V 3 v = v + i0 € V, pois entdo as representacdes de T e T huma base
de V sao iguais.

iii. Sejam A um autovalor de T¢ e p(z) o polinbmio carateristico de T¢. Os
coeficientes de p(z) sdo reais, pois este é também polindmio caracteristico de T.
Vemos na equacao p(4) = 0 que seu conjugado também resulta em zero, 0 que
mostra que A também é uma raiz do polinémio caracteristico de T¢. Sendo p'(A) = ... =
p@=Y() =0 e p@(1) # 0, mostrando que A também tem multiplicidade d.

V. Seja {wy, ..., wy} umabase de W, com w; = u; + iv;,j = 1, ..., k. Somando
e subtraindo os vetores w; e w;, obtemos que u; = u; +i0 e v; = v; + i0 estdo em W.
Assim, S = {u; vy, ..., u, v} € um conjunto de vetores reais que gera W. Uma base
formada de vetores reais € obtida ao se adquirir um subconjunto de S com k elementos

linearmente independentes em V.

Lema 3 Sejam T : V = V um operador linear e T sua complexidade. Se o
subespaco W c V. possui uma base formada por vetores reais, entdo ele é a

complexidade de um subespaco W c V.
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Demonstragéo. Sabendo que todo vetor W é da formaw = u + iv, sendou e v
vetores reais. Tomando u e v em termos dos vetores da base real, teremos que W é
a complexidade real W gerado pelos vetores dessa base.

Teorema 6 (Forma de Jordan real)

Sejam T : V — V um operador linear real. Logo existe uma base Cde Vonde T
€ representado por uma matriz J, diagonal em blocos, cujos blocos diagonais, podem

ter a forma:

3
em que D, 5= ( _C; o ) :

0 0 0 D,g DI
0 0 0 0 Dag

tendo ai a + if um autovalor complexo de T¢ e I, a matriz identidade 2 x 2.

Demonstracdo. Sabemos que o espaco vetorial V pode ser decomposto como
soma direta de espacos invariantes pela aplicacdo T. Caso A € R seja um autovalor
de T, obtemos o espaco invariante W,. A base do espaco W, na qual T assume sua
forma de Jordan nesse espaco existe como na demonstracédo do teorema de Jordan.

Desta forma, podemos observar apenas o caso de autovalores 1 € C\ R da
complexidade T¢ de T. Suponhamos que T; possua um autovalor 1 ¢ R. Sabemos
também que A é autovalor de T¢, 0 que nos garante que existem os espagos W, e Wj.
Se os vetores w; = u; + iv;,j = 1, ..., k, formam uma base de IW;, temos que os vetores
u; + iv;formam uma base de W73.

Temos entdo que

S ={uy vy, ..., Uy, Vi }

€ uma base de W, @ W3. De fato, como dim W, = W3 = k, o conjunto S tem dimenséo
do espaco W, @ W3. Qualquer vetor desse espago € combinagéo linear dos elementos
de S. Isso prova o afirmado.

Por fim, se w; = u, + iv; satisfaz Tcw; = Aw; paral =a +if € C\ R, logo:

T(wy) +iT(vy) = (auy — pvy) + i(Buy + avy).
Se, paraj € {2,...,r}, temos Tcw; = Aw; + w;j_;, VEMOS qUE:

Tu; +iTy; = (auj - By + uj_l) + i(ﬂuj + av; + vj_l),
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seguindo que, na base = {u; vy, ..., uy, v} de W, @ W3, T¢ € representado por bloco(s)
da forma descrita pelo inicio do teorema. Sabendo que T; = T para qualquer vetor

dessa base, a demonstracao esta valida.
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6 SUPERFICIE QUOCIENTE OU ABSTRATA
6.1 Definicéo

Uma superficie abstrata é um conjunto S composto de uma familia de
aplicacGes bijetivas x, : U, — S de conjuntos abertos U, c R? em S tal que

1. Ugxa(Ug) = S,

2. Para cada par a,f com x,(U,) =W # @, temos que x; (W), x[;l(W) sédo
conjuntos abertos em R? e Xg Loxg xzto xp sdo aplicacOes diferenciaveis (ver figura
seguinte).

O par (Uy x,) com p € x,(U,) € chamado parametrizagdo (ou sistema de
coordenadas) de S em torno de p. Temos que x,(U,) € uma vizinha coordenada, e
se q = x,(uy, v,) €S, que (u,v,) Ssdo coordenadas de q neste sistema de
coordenadas. A familia {U,, x,} € chamada uma estrutura diferencidvel em S. Diremos
que um subconjunto V c S é aberto em S se x;*(V) é aberto em R? para todo a.

Observando a opgéo 2, vemos que a mudanca de parametros

Xt o xg + 2z (W) - x5 (W)

é um difeomorfismo.

W e x o Uph M Xg(lp)

T
\ KRAW
/13 Ul

xp iy

Figura 1: Aplicacdes diferenciais
Observacao 1. As vezes é (til acrescentar um axioma a definicdo 1 e dizer que
a estrutura diferenciavel deve ser maxima em relagdo as condigcdes 1 e 2. Temos
entdo que {U, x,} ndo esta contida propriamente em nenhuma outra familia de

vizinhancgas coordenadas, satisfazendo assim as condi¢cfes 1 e 2 da definicao 1.
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Sejam S; e S, superficies abstratas. Uma aplicacdo ¢ : S; — S, é diferenciavel
em p € S; se dada uma parametrizacdo y : V c R? - S, em torno de ¢(x(U)) c y(U) e
a aplicacao
ytegox:UcCR? - R? (¥
é diferenciavel em x~1(p). ¢ é diferenciavel em S; se é diferenciavel em todo p €

S (ver figura seguinte).

P(x(4))

x(U)

TO
.

ylogox

Figura 2: ¢ € diferenciavel em S; se é diferenciavel em todo p € S;

Essa definicdo, observando a condicdo 2, ndo depende das escolhas de
parametrizagdo. A aplicagdo 1 recebe o nome de expressdo de ¢ nas
parametrizagoes X, Y.

Desta forma, faz sentido falar de aplicacdes diferenciaveis em superficies
abstratas, e ja demos o0 primeiro passo para uma generalizacdo da geometria
intrinseca.

Exemplo 1 Seja S? = {(x,y,z) € R3;x? + y? + z2 = 1} a esfera unitaria e seja
A : S?2 - S?a aplicacdo antipoda; A(X, Y, z) = (- X, - Y, - ). Seja P? o conjunto obtido de
S? identificando p com A(p) e denotemos por 7 : S? - P2 a aplicacdo natural de = =
{p,A(p)}. Cubramos S? com parametrizacbes x,:U, — S?tais que x,(Uy) N
(A » x,)(U,) = @. Como S? é uma superficie regular e A é um difeomorfismo, segue-
se que P2 munido da familia {U,, x, o m} € uma superficia abstrata, que denotaremos

também por P? . P2 é chamada de plano projetivo real.
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O plano projetivo € geralmente definido como sendo a esfera com os pontos
antipodas relacionados. Com a construcdo de espacos quocientes onde a esfera 52 =

{x € R3; |x| = 1} munido da topologia do subespaco S? c R3, introduziremos em S? a

relacdo que identifica pontos antipodas e assim temos definidas classes [x]
{x,—x} € §?/~ elementos de 5% /~. Construimos dessa forma o plano projetivo RP? =
(5%/~, Ts2). ).

Exemplo 2 Seja T ¢ R3 um toro de revolugéo (vide observacdo a seguir) com
centroem (0, 0, 0) € R3 e seja A: T - T definida por A(x, y, z) = (- X, - Y, - ) (ver figura
seguinte). Sendo K o espaco quociente de T pela relacédo de equivaléncia p ~ A(p) e
denotemos por mw:T —> K a aplicagdo n(p) = {p,A(p)}. Cubramos T com
parametrizacbes x,:U, —» T tais que x,(U,) N (4 o x,)(U,) = @. Como antes, é
possivel mostrar que K com a familia {U,, T o x,} € uma superficie abstrata, que é

chamada de garrafa de Klein.

Figura3: AX,y,2)=(-X, -V, -2)
Associemos agora um plano tangente a cada ponto de uma superficie abstrata
S. O plano tangente, nesse caso, € 0 conjunto de vetores tangentes em um ponto,
sendo um vetor tangente em um ponto definido como a velocidade neste ponto de
uma curva na superficie. Precisamos definir o que é o vetor tangente de uma curva
em uma superficie abstrata. Como ndo podemos contar com o R3, o que é onde vivem
0S vetores tangente as curvas, € necessario buscar uma propriedade caracteristica

de tais vetores que ndo dependa do R3.
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Seja a:(—¢&e&)—> R? uma curva diferenciavel em R?, com «a(0) = p.
Escrevendo  a(t) = (u(t),v(t)),t € (~&,&), e a(0)=(u'(0),v'(0))=w. Seja f

diferenciavel definida em uma vizinhanca de p. Podemos restringir f a « e escrever a

derivada direcional de f com relacdo a w da seguinte maneira:
d(fea) of du . af dv _ , 0 ) 9
o du ——lﬂ—bﬂ®w+vm%JI

dt |e=p (au dt = dvdt
Desta forma, a derivada direcional na direcao do vetor w é um operador sobre

funcdes diferenciaveis que depende apenas de w. Esta € a propriedade caracteristica

dos vetores tangentes.
OBSERVACAOQ: O toro é a superficie regular gerada pela rotacdo de um
circulo S de raio r e em torno de uma reta pertencente ao plano do circulo e a uma

distancia a > r do centro do circulo.

Figura 4: conceito de toro
Definicdo 1 Uma aplicacdo diferenciavel a : (—¢,¢) = S recebe o nome de
curva em S. Suponhamos que a(0) = p e seja D o conjunto de fun¢des em S que séo

diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva « emt =0 ¢é a fungdo a (0) : D » R

@ (0)(f) = %l feD

Um vetor tangente em um ponto p € S é o vetor tangente em t = 0 de alguma

dada por:

curvaa : (—¢,¢) » Scom a(0) = p.
Tratando com a parametrizacdo x : U - S em torno de p = x(0, 0), podemos
expressar a funcdo f e a curva @ em x por f(u, v) e (u(t), v(t)), respectivamente. Logo,

, _d(fea  _ af®p®))
a (0)(f) - dt ‘tzo - dt ‘t:o
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0 (), 0, -

= @ ), +r O ) )0

Isto sugere, dadas as coordenadas (u,v) em torno de p, que denotamos por

(i) 0 vetor tangente em p que aplica a funcéo f em (i) ; um significado analogo
ou 0 ou 0

sera referente a (%) . Observamos que (af ) (ﬂ) podem ser interpretados como
0 0

0 ou ov

vetores tangentes em p das curvas coordenadas u - x(u,0),v -

x(0,v), respectivamente.

Figura 5: u - x(u,0),v - x(0,v)
O conjunto de vetores tangentes em p, com as operacgdes usuais para fungoes,

€ um espaco vetorial bi-dimensional TpS chamado de espaco tangente de S em p.

Vemos também que a escolha de uma parametrizacdo x : U— T em torno de p

determina uma base associada {(i) + (i
u q ou

)q} de TpS para todo g € x(U).

Definicdo 2 Sejam S; e S, superficies abstratas e seja ¢ : S; - S, uma
aplicacédo diferenciavel. Para cada p €S, e cada w € T,S;, considere a curva
diferenciavel a : (—¢,¢) » S;, com a(0) =p, a' (0) =w. Faga f = ¢ o a. A aplicagéo
dg, : TpS1 = TS, dada por de,(w) = £'(0) € uma aplicacéo linear bem definida,
que recebe o nome de diferencial de ¢ em p.

Definicdo 3 Uma superficie geométrica (Variedade Riemanniana de dimenséo

2) é uma superficie abstrata S munida de uma escolha de um produto interno ( , ),
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em cada TpS, p € S, que varia diferencialmente com p no seguinte sentido. Para

alguma parametrizacao x : U - S em torno de p, as funcdes

E(u,v) = <%,%> F(u,v) = <%,%> G(u,v) = <i i>

v’ ov
séo funcdes diferenciaveis em U. O produto interno ( , ) € frequentemente chamado
de métrica Riemanniana em S.

Definicdo 4 Uma aplicacéo diferenciavel ¢ : S — R3 de uma superficie abstrata
S em R*® é uma imerséo se a diferencial dg, : TS — TpR? & injetiva. Se, além disto, S
tiver uma métrica ( , ) e (dg,(v),dg,(W))ym) =, )p, v,w € TpS, dizemos que ¢ €
uma imersao isometrica.

Vemos que o primeiro produto interno apresentado € usual do R3, ja o segundo
€ a métrica Riemanniana dada sobre S. Chegando assim que para uma imersao
isométrica a métrica induzida por R3 sobre S coincide com a métrica dada sobre S.

Exemplo 3 Seja R? um plano com coordenadas (X, y) € Tp,: R* > R? a
aplicacéo (translacéo) T, ,(X, y) = (x + m, y + n), onde m e n s&o inteiros. Definamos
uma relacdo de equivaléncia em R? por (X, y) ~ (x;,y,) Se existem inteiros m, n tais
que Ta(X, ¥) = (x1,y;). Seja T o espaco quociente de R* por esta relagdo de
equivaléncia e seja m: RE>T a projecao natural n(x,y) =
{Tm,n(x' y); para todos m, n inteiros}. Observamos que em cada quadrado unitario
aberto cujos vértices tenham coordenadas inteiras, teremos apenas um representante
de um elemento T, e T pode ser pensado como um quadrado fechado com os lados
opostos identificados (ver figura a seguir, nela temos que todos os pontos de R?
denotados por x representam o mesmo ponto p em T).

Temos que i, : U, € R? - R? é uma familia de parametrizacdo R?, sendo i,
aplicacéo identidade, onde U, N Ty, ,(U,) = @ em quaisquer m, n inteiros. Sabendo
que T,,, € um difeomorfismo, entéo a familia (U,, m o i,) € uma estrutura diferenciavel
pata T . T € chamado um toro (diferenciavel). Seguimos da propria definicdo de
estrutura diferenciavel em T que m: R? - T é uma aplicagdo diferenciavel e um
difeomorfismo local (vemos isso na figura seguinte onde temos que T € diomorfo ao
toro usual em R3.

Vejamos agora que T, € uma isomeria de R* e introduz uma estrutura

geométrica (Riemanniana) em T da seguinte maneira. Sejamp € T e v € T,T. Sejam
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71,92 € R*ew;,w, € R*tais que m(qy) = n(qy) =p e dmy, (wy) = dmg,(wy) = v.
Entéo q, ~ q3; logo existe T, , tal que T, , (q1) = g2, d(Tp) = G2, A(Tin) g, W1) =
w,. Como T,,, € uma isomeria, |w;| = |w,|. Definamos agora o comprimento de v
emT,T por |v| = |dnq (w1)| = |w;|. Pelo que acabamos de ver, isto esta bem definido.
Evidentemente, tal definicdo da origem a um produto interno ( , ), em T, T para cada
p €T. Como este é essencialmente o produto interno usual do R? e = é um
difeomorfismo local,  , ), varia diferencialmente com p.

Observemos que os coeficientes da primeira forma fundamental de T, em
qualguer uma das parametrizacdes da familia {Uy, ™ © i,},SG0E=G =1, F=0. Assim,
este toro se comporta localmente como um espaco euclidiano. Por exemplo, a sua
curvatura Guassiana € identicamente nula. Isto justifica o nome toro plano, que
usualmente € dado a T munido do produto interno que acabamos de descrever.

Evidentemente o toro plano ndo pode ser isometricamente imerso em R3, pois,
por compacidade, ele teria um plano com curvatura positiva. No entanto, ele pode ser
imerso isometricamente em R*.

De fato, seja F : R?> - R* dado por

1
F(x,y) = o (cos2mx, cos2my, sen2my).

Como F(x + m,y + n) = F(x,y) para quaisquer m,n inteiros, podemos definir
uma aplicagdo ¢ : T — R*, por ¢(p) = F(q),ondeq € n~(q). Eclaroque ¢ o m =
Fe,comor: R? - T éum difeomorfismo local, ¢ é diferenciavel. Além disto, o posto
do €éigual ao posto de dF que, por sua vez, verifica — se facilmente, € igual a 2. Assim,
@ € uma imersao. Para ver que a imersao é isomeétrica, observamos primeiro que se
e; = (1,0),e,= (0, 1) séo os vetores da base canénica em R?, os vetores dm,, (e;) =

fi,dmg (e;) = f2,q € IR? formam uma base para T,  T. Pela definicdo do produto

@
internoem T, (f;, f;) = {(e;e;),i,j = 1,2. Em seguida, calculamos

oF
P dF (e;) = (—sen2mx, cos2mx,0,0),
oF
@ = dF(e,) = (0,0, —sen2my, cos2my),

E obtemos que
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Figura 6: O toro

Assim, (do(£), do(f;)) = (dg (dn(e), dp(dn(e;))) = (f;, f;). Segue-se que ¢ &
uma imerséo isométrica, como haviamos afirmado.

Observemos que a imagem ¢(S) de uma imersao ¢ : S - R™ pode ser auto-
intersecdes. No Ultimo exemplo, ¢ : T —» R* é injetiva e, além disto, ¢ € um
homeomorfismo sobre sua imagem. Convém utilizar a seguinte terminologia.

Definicdo 5 Seja S uma superficie abstrata. Uma aplicacéo diferenciavel ¢ :
S = R™ é um mergulho se ¢ é uma imersdao e um homeomorfismo sobre a sua
imagem.

Por exemplo, uma superficie regular em R3 pode ser caracterizada como a
imagem de uma superficie abstrata S por um mergulho ¢ : S —» R3. Isto significa que
apenas aquelas superficies abstratas que podem ser mergulhadas em R3 poderiam
ter sido detectadas em nosso estudo das superficies regulares em R3. O exemplo

abaixo mostra que tal fato € uma séria restrigcéo.
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Exemplo 4 Observamos primeiramente que a definicdo de orientabilidade pode
ser estendida, sem mudar uma Unica palavra, as superficies abstratas. Considere
agora o plano projetivo real P? do exemplo 5.3. Afirmamos que P? é ndo — orientavel.

Para provar isto, fazemos primeiro a seguinte consideracao geral. Sempre uma
superficie abstrata S contenha um conjunto aberto M difeomorfo a uma faixa de
Mobius, ela é ndo-orientavel. Caso contrario, existe uma familia de parametrizacao
cobrindo S com a propriedade de gque todas as mudancas de coordenadas tém
Jacobiano positivo; a restricdo de uma tal familia a M induzira uma orientacdo em M,
0 que € uma contradicao.

P? é obtido a partir da esfera S? pela identificacdo de pontos antipodas.
Consideremos em S% uma faixa fina B formada por segmentos abertos de meridianos
cujos centros estdo sobre metade de um equador(ver figura seguinte). Através da
identificacdo dos pontos antipodas, € claro que B se torna uma faixa de Mobius em

P?. Assim, P? é ndo-orientavel.

Figura 7: O plano projetivo contém uma faixa de Mabius

Por um argumento analogo, pode-se mostrar que a garrafa de Klein K do
Exemplo 2 também é nao-orientavel. Em geral, sempre que uma superficie regular
S c R3 é simétrica em relacdo a origem de R3 , a identificacdo dos pontos simétricos
da origem a uma superficie abstrata ndo-orientavel.

Pode-se provar que uma superficie regular compacta em R3 é orientada.
Assim, P? e K nédo podem ser mergulhados em R3, e 0 mesmo acontece para as
superficies ndo-orientaveis geradas da maneira descrita acima. Desta maneira, se
nos limitarmos a superficies regulares em R3 teremos que deixar de lado muitas
superficies.

No entanto, P? e K? podem ser mergulhados em R*. Para garrafa de Klein K,

consideremos a aplicacdo G : R? - R* dada por
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u u
G(u,v) = ((r. cosv + a).cosu, (r.cosv + a).senu, R.sen v.cos E,r.sen E)

Notemos que G(u,v) = G(u + 2mm, 2nm — v), onde m e n sdo inteiros. Desta

forma, G induz uma aplicacdo ¥ da superficie que € obtida a partir do quadrado
[0,2m] x [0, 2n] c R?

qguando consideramos primeiro a reflexdo de um de seus lados em relagéo ao centro
deste lado e depois se faz a identificagdo dos lados opostos (ver figura seguinte).
Podemos ver que tal conjunto é a garrafa de Klein, como foi apresentado no exemplo
6.4., se desprezamos uma metade aberta do toro no qual os pontos simétricos estéo
sendo identificados e observamos que ambos os processos fornecem a mesma

superficie (ver figura seguinte).

Figura 8: Imagem em R3 da garrafa de Klein por uma imerséo
Desta forma, i é uma aplicacdo de K em R*. Observe também que
G(u+4mm, v+ 2mn) = G(u,v)

Temos ainda que G = o m; o, onde  : R? - T é essencialmente a projecdo natural
dotoro T em, : T — K corresponde a identificar pontos antipodas em T. Temos que
e m; sao, por definicdo de estruturas diferenciaveis em T e K, difeomorfismos locais.
Logo, ¥ : K » R* é diferenciavel e o posto de diy coincide com o posto de dG.
Calculamos facilmente que este ultimo € 2, entdo, ¥ € uma imersdo. Como K é
compacto e i € injetiva, vemos sem dificuldades que ¥~ é continua em ¥ (K). Assim,

1 € um mergulho, como desejamos.
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Para o plano projetivo P?, considere a aplicagcdo F : R3 - R* dada por
F(X, Y, 2) = (x? — y?, xy, Xz, yz).
Seja S% c R? a esfera unitaria com centro na origem de R3. A restricdo ¢ = F| $2é tal
que @(p) = ¢(-p). Assim, ¢ induz uma aplicacéo
¢ : P? > R* por ¢({p, —p}) = @(p).
Consideremos a parametrizagdo x de S?, para ver que ¢ (logo, @) é uma imerséo,
como x(X, y) = (X, y, +/1 — x2 — y2), onde x? + y% < 1. Logo
@ ox(x,y) = (x> — y%,xy,xD,yD), D = \/[1 — x2 — y2.

Analisamos que a matriz de d(¢ o x) tem posto 2. Desta maneira, ¢ é imersao.

Para ver que @ é injetiva, faca

x?—vy?=a,xy=b,xz=c,yz=d. (equaces*)

Precisamos apenas mostrar que, sob a condicdo x2 + y? + z? = 1, as equagdes acima
tém apenas duas solucdes que sdo da forma (x, y, z) e (- X, -y, - z). Podemos entéo
escrever
x%d = bc,y*c = bd,z?b = cd,x* —y? = a, x*+y?+2z% =1 (equagdes**), onde as
trés primeiras equacdes vém das trés ultimas equacdes*.

Se um dos nameros b, ¢, d é ndo nulo, as equacdes ** nos dao x2,y%,z% e as
equacOes* determinam o sinal de duas coordenadas, uma vez dado o sinal da
coordenada restante. Se b = ¢ =d = 0, as equac¢des* e a ultima equacado** mostram
que exatamente duas coordenadas serdo nulas, e a restante sera +1.Por
compacidade, ¢ € um mergulho, e isto conclui o exemplo.

Uma variavel diferenciavel de dimensdo n € um conjunto M munido de uma
familia de aplicacdes bijetivas x,: U, = M de conjuntos abertos U, ¢ R™ em M tal que

1. Uux,(U,) =M.

2. Para cada par a,f com x,(U,) Nxp(Us) =W = @, temos que xz*(W),
xgl(W) sao conjuntos abertosem R™ e xﬁ‘1 ° Xq, X ' © X5 S80 aplicacdes diferenciaveis.

3. A familia {U,, x,} € maxima em relagéo as condi¢bes 1 e 2.

A familia {U,, x,}, satisfazendo as condi¢cdes 1 e 2 € chamada uma estrutura
diferenciavel em M. Sendo assim, podemos completar esta estrutura em uma maxima
agregando a ela todas as possiveis parametrizagbes que, junto com alguma
parametrizagéo da familia {U,, x, }, satisfazem a condi¢c&o 2. Podemos entdo dizer que

uma variedade diferenciavel € um conjunto munido de uma estrutura diferenciavel.
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OBSERVACAO: Podemos definir em M uma familia de conjuntos abertos pela
regra a seguir: V. ¢ M é um conjunto aberto se para todo a, x;1(V nx,(U,)) € um
conjunto aberto em R™. Notemos que uma tal familia define uma topologia natural em
M. Nesta topologia, as aplica¢gbes x, sdo continuas e os conjuntos x,(U,) séo abertos
em M.

Para variedades diferenciaveis, as definicbes de aplicacdes diferenciaveis e de
vetor tangente se generalizam. Sabemos que o espaco tangente € agora um espaco
vetorial n-dimensional. As definicbes de diferencial e orientabilidade também se
estendem imediatamente para esta situagdo mais geral.

Uma variedade Riemanniana é uma variedade diferenciavel n-dimensional M
munida de uma escolha de um produto interno { , ), em cada T,M,p € M, que varia
diferenciavelmente com p no seguinte sentido. Para alguma, ou melhor, para todas

as parametrizacées x, : U, » M com p € x,(U,), as fungdes g;;(uy, ..., up) =

d d -
<6u 6u> i,j =1,..,n, sdo diferenciaveis em x;*(p); aqui (uy, ..., u,) sdo as
i

coordenadas de U, c R™.
Estrutura Riemanniana (ou métrica Riemanniana) em M é o nome que se da a

familia diferenciavel {( , ),,p € M}. Para o caso das superficies utilizamos a notagéo
tl’adICIOna| gll = E,glz = ng = FngZ = G

A extensao das nocdes da geometria intrinseca a variedades Riemannianas
nao é tao direta quanto no caso das variedades diferenciaveis.

Definamos primeiramente a no¢do de derivada covariante para variedades
Riemannianas. Para isto, seja x : U - M uma parametrizacdo com coordenadas

a
(uy, ..., u,) e coloque x; = o Desta forma, g;; = (x;, x;).
Desejamos definir a derivada covariante DY, de um campo de vetores v com
relagcdo a um campo de vetores w. Primeiramente, ela deve ter as propriedades

distributivas da derivada covariante tradicional. Assim, se u, v, w sdo campos de
vetores em M e f, g séo fungbes diferenciaveis em M, queremos

Dfu+gw(v) = fDy + gDy, (*)
Dy(fv+ gw) = fDY+ v+ gDy + 2w, (xx)
onde % , por exemplo, é uma func&o cujo valor em p € M é a derivada (f o a) (0) da

restricdio de fa umacurva a : (—¢,&) » M, a(0) = p,a (0) = u.
As equacbes (*) e (**) mostram que a derivada covariante D fica inteiramente
definida se conhecemos seus valores em uma base de vetores

ZF X, Ljk=1,..,n
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onde os coeficiente Fi’j séo fungdes ainda a determinar.
k cai fn At © A s (mk — Tk
Em segundo lugar, queremos que os I;; sejam simétricos em i e j (I3; = [};);
isto &
Dy xj = Dy x; para todo i e j. (xx*x)
Em terceiro lugar, faremos com que a lei do produto seja valida; isto é,
d
PG xj) = (D Xi, Xj) + (%3, Dy, %;). (wxx%)
Segue-se das equacdes (x*x*) e (x*xx) que:
a a d
a_uk<xi’ xj) + a_ui<xf’ X)) — a_uj<xk’ xX;) = Z(Dxl.xk, xj),

ou, de forma equivalente,

g+, — L. = L
9ij * 55 9ik ~ 5y ki 2% Tikgyj-

auk
Sabendo que det(g;;) # 0, podemos resolver este Ultimo sistema e obtermos
0S Fl-’j como funcGes da metrica Riemanniana g;; e de suas derivadas. Se pensarmos
em g;; COmo uma matriz e escrevermos a sua inversa como g%/, a solucéo do sistema
acima é

1 gy , 991 09ij
r‘k = - kl —Ju + — - ),
) 2 Zl 9 du; ou; oy

Desta forma, dada a métrica Riemanniana em M, existe uma Unica derivada
covariante em M, também conhecidas como conexdao de Levi-Civita da estrutura
Riemanniana dada, satisfazendo as equacdes apresentadas (x,*,xxx sxxx),

6.2 A Faixa de Mobius como Espaco Quociente

Seja 1> c R? com a topologia induzida (quando em f: X - Y sobrejetiva, temos
um V c Y tal que a inversa de f(V) pertence a topologia) pela topologia usual de R2.

Consideremos em |2 a relacdo de equivaléncia:

(X, y) ~ (X1, y1) © (X, y) = (X1, y1) ou (0, y) ~ (1, 1 - y), para todo (X, y), (X1, y1) € I?
Observemos que se x # 0, 1, entédo [(x, y)] = {(X, )} e [(O, ¥)] = [(1,1 - y)]. Em
particular,é [(0, 0)] = [(1, 1)] e [(0, 1)] = [(1, 0)]. Entdo, [[:1?> - (I?/~) é uma
identificacdo. Note que [] € bijetiva salvo para(0,y) e (1,1 - y) e (I?/~) = M, onde M

é a faixa de Mobius.
6.3 O Toro como Espaco Quociente

Seja I>c R?com a topologia induzida pela topologia usual de R2. Consideremos
em |12 a relacédo de equivaléncia:

(xy) ~ (x1,y1) © (x,y) = (x,y1) ou (0,y) ~ (1,y) e (x,0) ~ (x,1), para todo (X,y), (x1,y1) €
|2
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Observemos que se x # 0, 1, entdo [(x,y)] = {(x,y)} e [(O,y)] = [(1,y)] e sey =0,
entdo [(x,0)] = [(x,1)]. Em particular, [(0,0)] = [(1,0)] = [(0,1)] = [(1,1)]. Ent&o,
[1:1? - (I1?/~) é uma identificacdo. Note que [] é bijetiva salvo para (0,y), (1,y), (x,0)
e (x,1) e (I?/~) = S'x S*.

6.4 A Garrafa de Klein

Seja 1> c R2com a topologia induzida pela topologia usual de R?. Consideremos
em |2 a seguinte relacédo de equivaléncia:

(xy) ~ (x1,y1) & (x,y) = (x1,y1), ou (0,y) ~ (Ly) e (x,0) ~ (1 = x,1), para todo (X,y),
(x1,y1) € I2.

Se x,y #0, 1, entdo [(x,y)] = {(x,y)} e [(O.)] = [(L.y)] e [(x,0)] = [(1 = x,1)]. Em
particular, [(0,0)] = [(1,0)] =[(0,1)] = [(1,1)]. Entdo, []: I? — (I?/~) é uma identificacao.
Note que [] é bijetiva salvo para (0,y), (1,y), (x,0) e (1 = x,1).

(I?/~) é chamada garrafa de Klein. A garrafa de Klein contém uma faixa de
Mabius.

Figura 9: Garrafa de Klein
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho trouxe um maior conhecimento sobre a constru¢do dos niumeros
inteiros, racionais e reais, assim como suas operacfes e relacbes de ordem.
Estudamos os espacos vetoriais em classes de equivaléncia, analisando teoremas e
definicbes. Observamos também as superficies abstratas, com seus conceitos e
exemplos de planos projetivos reais e garrafas de Klein, proporcionando um maior

esclarecimento a respeito do assunto.
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APENDICE A — DEFINICAO

Relacéo de equivaléncia: Seja dado um conjunto A e uma relacéo R sobre ele.

Diz-se que R é uma relacdo de equivaléncia se possuir as seguintes propriedades:

1. Reflexiva: aRa, para todo a € A,
2. Simétrica: se a, b € A, e aRb, entdo bRa,;
3. Transitiva: para a, b, c € A, se aRb e bRc, entdo aRc.

Isomorfismo: Quando em T: XY, tivermos dim X =dim Y e T € bijetora.

Difeomorfismo: Quando uma aplicacado f: U-V for uma bijecao diferenciavel e

sua inversa também.

Espaco métrico: Uma métrica sobre um conjunto X € uma funcéo d: XxX — IR

gue associa a cada par ordenado de elementos X, y € X um numero real d(x, Yy)
chamado a distancia de x a y, de modo que se tenha, para todos X, y, z € X:

d.1) d(x,x) =0

d.2) Se x #y entdo d(x,y) >0

d.3) d(x, y) = d(y, x) (Simetria)

d.4) d(x, z) < d(x, y) + d(y, z) (Desigualdade Triangular)

Um conjunto X munido de uma métrica d (fixada) € chamado espaco métrico.

Homeomorfismo: Sendo M e N espa¢os métricos, um homeomorfismo de M

sobre N é uma bijecédo continua f: M—N, cuja inversa f: N-M também o é.

Plano projetivo real: E o conjunto P2 das retas de R® que passam pela origem.

E um exemplo de superficie abstrata.

Imersao: Diz-se que f: M — N é imerséo se qualquer p que pertenca a M for um
ponto regular para f, ou seja, a derivada de f em TMp—TNsp) € injetiva para cada p
pertencente a M.

Merqgulho: Para f ser mergulho precisa primeiramente ser imersao e também
ser homeomorfismo de M sobre um subespaco f(M) contido em N.

Métrica Riemanniana: E uma correspondéncia que associa a cada ponto p

pertencente a M, um produto interno no espaco tangente TMp.



