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conjuntos disjuntos e a modelagem € um meio
de fazé-las interagir .
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RESUMO

O trabalho apresenta um estudo sobre a Aproximacdo de Funcgdes pelos métodos de
Interpolacdo e de Ajuste de Curvas, a partir da Modelagem Matemaética. Cada método é
caracterizado, se estabelece uma comparacgdo entre ambos. A continuagdo mostra exemplos
simples de sua aplicacdo no municipio de Terra Nova do Norte — MT, onde foram avaliados o
crescimento populacional e a producéo de leite no municipio. No caso do estudo da populagéo
decrescente durante os ultimos 23 anos se mostra, que de continuar a taxa anual de
decrescimento a populacdo tera uma cota inferior. Este material pode ser util para os
professores de ensino médio que pretendam incursionar na Modelagem Matematica para a

familiarizacdo e introducédo deles neste apaixonante mundo.

Palavras-chave: Modelagem Matematica; Aproximacdo de Funcles; Ajuste de Curvas;
Interpolacéo.



ABSTRACT

The work presents a study on the Functional Approximation by the methods of Interpolation
and Curve Adjustment, from Mathematical Modeling. Each method is characterized,
establishing a comparison between both. Then, simple examples of its application are shown
in the municipality of Terra Nova do Norte - MT, in which population growth and milk
production in the municipality were evaluated. In the case of the study of the population that
has declined during the past twenty-three years, it is shown that, with the annual rate of
decline persisting, the population will have a lower quota. This material may be useful for
high school teachers who wish to venture into Mathematical Modeling for familiarization and
introduction in this exciting world.

Keywords: Mathematical Modeling; Approximation of Functions; Curve Adjustment;
Interpolation.
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INTRODUCAO

Qual professor ndo se sente desafiado a ensinar Matematica para um aluno, ou
melhor, para uma turma inteira? Desde o primeiro momento em que se decide ser professor,
estamos sendo desafiados a sair da monotonia das aulas de Matematica a que somos
apresentados a vida escolar inteira e dar um sentido ao ensino desta disciplina de forma mais
pratica e condizente com a realidade a nossa volta.

Vivemos dizendo que Matematica — “esta em todo lugar” — 0 que realmente é um
fato verdadeiro. Entdo por que é tdo dificil ensinar a ciéncia matematica de forma préatica? Por
que esse ensino ndo faz sentido para nossos alunos? E ndés mesmos, muitas vezes ndo
conseguimos aplicd-la. Em que momento a matematica deixou de ser uma ciéncia
extraordinaria e passou a ser o “bicho papao” das escolas brasileiras?

A atividade de praticar e aplicar a “matematica” ¢ tdo antiga quanto a propria
Matematica. Grande parte da ciéncia matematica surgiu por meio de problemas préaticos e
apos seu desenvolvimento passou a ser usada em novas situacdes e em diversas areas do
conhecimento. De acordo com AVILA (1995, p.07), “o ensino deve sempre enfatizar as ideias
da Matematica e seu papel no desenvolvimento da disciplina”.

Obvio que tornar a Matematica algo aplicavel em qualquer momento ou em qualquer
situacdo ndo é algo trivial. Isto exige do professor experiéncia, muita dedicacdo e muitas
horas de estudo e leitura. Nao € algo que se faca do dia para a noite. Mas seguir ensinando
Matematica nas escolas, sem que essa faca sentido, é algo que ndo podemos mais aceitar.

Considerando esses fatos, € necessaria uma mudanca de rumo no ensino de
Matematica nas escolas, onde essa ciéncia seja algo que pertenca ao cotidiano dos alunos e
sirva de ferramenta para que nossos discentes possam tomar decisdes, buscar respostas, fazer
analises, criar hipdteses, discutir soluc@es, debater erros etc. A Matematica sé fara sentido
quando o individuo, de posse “dela”, utilizar o conhecimento cientifico adquirido e
transformar o que esta em sua volta.

Ao aceitarmos o desafio de uma grande mudanca pedagdgica e metodoldgica no
ensino de Matematica em nossa profissdo docente, estaremos aceitando que nos sera exigida
mais criatividade, dinamismo, participacdo, inovacdo e a mudancga de muitos outros aspectos

condizentes com nossa atual realidade cientifica e tecnoldgica.
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Essa mudanca de habitos no ensino de Matematica sempre traz muita inquietacdo no
cotidiano docente. O aprofundamento de um tema que possa ajudar em sala de aula, que traga
“algo novo” para os alunos e que faga-nos sair daquele ensino tradicional € um primeiro passo
para um professor tornar-se diferenciado da maioria. Neste ponto, surge o interesse em
conhecer e estudar o assunto de “Modelagem Matematica”.

O primeiro contato com o assunto foi por intermédio de um colega da graduacéo que
abordou o assunto em seu trabalho de conclusdo. Ao entrar na area de Educacdo, uma coisa
fica clara, vida de professor ndo é féacil — planejamento de aulas; correcdo de avaliacOes;
docéncia em duas, trés ou mais escolas; a rigidez da grade curricular dos contetdos; trés
horas/aula semanais para 0 ensino médio — entre outras coisas, ndo nos permite, na maioria
das vezes, trabalhar de forma pratica e objetiva a Ciéncia Matematica nas escolas. Perde-se 0
foco do ensino-aprendizagem para “vencer” todo contetdo durante 0 ano letivo. A partir dai,
com a aprovacdo no mestrado o assunto foi retomado, surgindo assim, a oportunidade de
estudar e produzir um trabalho referente ao tema de Modelagem Matematica.

A producéo deste trabalho teve o objetivo de tonar a Matemética ensinada na escola
em algo prético e aplicavel, que realmente faca sentido ao ensinarmos, partindo de situacdes
de nosso cotidiano, buscando a construgdo de um “modelo matematico” para diferentes
ocasides.

Dessa forma, no primeiro capitulo do presente trabalho ser4 abordado o aspecto
teérico da Modelagem Matematica, tais como, 0 contexto histérico no Brasil, a
fundamentacdo, etapas ou fases, os modelos matematicos, as razdes para utilizacdo da
modelagem e, ainda, um esquema sobre a modelagem e o erro. Em seguida, realizaremos o
estudo da aproximacao de fungbes, focado nos métodos de interpolacdo, interpolacdo por
partes e ajuste de curvas.

Por fim, concluiremos o estudo com a aplicacdo da modelagem no crescimento
populacional do municipio de Terra Nova do Norte — MT nas ultimas trés décadas e na

producdo leiteira da cooperativa no municipio de Terra Nova do Norte - COOPERNOVA.
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1 MODELAGEM MATEMATICA

O mundo real é complexo demais, por isso durante a historia da humanidade o
homem para ter éxito em suas ac¢Oes de transforma-lo, construia modelos dessa realidade, que
eram imitacOes simplificadas, pois a realidade mesmo € infinita. Por isso podemos afirmar
que a modelagem ndo é exclusividade dos matematicos, todas as ciéncias constroem modelos,
com objetos préprios dessas ciéncias. Os modelos matematicos sdo construidos, portanto, com
objetos matematicos: variaveis, funcdes, equacdes etc.

Observamos que cada vez mais as ciéncias e as tecnologias aplicam em seu trabalho
a Modelagem Matematica, pois a principal caracteristica dela é que ajuda a entender ndo a
formalidade da realidade, mas o conteido geral da realidade. Estes avancos estdo dando um
carater geral, filosofico, a Modelagem Matematica. Os modelos matematicos sdo
simplificacbes da realidade que a simulam aproximadamente, ndo sé por simplificacGes ou
truncamentos matematicos, mas também por simplificacdes das ciéncias e da informatica,

sendo esses 0s erros de arredondamento.

1.1 HISTORICO NO BRASIL

A origem da Modelagem Mateméatica ndo se deu no ambiente da Educacéo
Matematica. Os primeiros conceitos e procedimentos em relacdo ao que caracteriza uma
atividade nesse sentido surgiram no gue se convencionou chamar de Matematica Aplicada.

Na perspectiva de mudanca no ensino de Matematica, em meados da década de 1960
por meio de um movimento conhecido como Utilitarista, comeca-se uma discussdo em nivel
internacional sobre modelagem e suas aplicagcbes na Educacdo Matematica. A modelagem
chega ao Brasil no final de 1970 e inicio dos anos 80, tendo fundamental importancia na
propagacao e na utilizacdo da Modelagem Matematica no pais, professores como Aristide C.
Barreto, Ubiratan D' Ambrdésio, Rodney C. Bassanezi, Jodo Frederico Mayer, Marineuza
Gazzetta, entre outros.

Esses professores incentivaram a utilizagdo e o ensino da Modelagem Matemaética na

educacdo Nacional. Surgindo dai discussbes sobre o tema, pesquisas sobre a modelagem,
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sobre a construcdo de um modelo e como a modelagem deveria ser ensinada juntamente com
ciéncia matematica. Essas questdes fizeram aflorar a area de Modelagem Matemaética no
ensino brasileiro.

A lista de nomes de professores que contribuiram para o desenvolvimento da
Modelagem Matematica é muito extensa, por isso, nao teriamos como detalhar todas as suas
contribuicdes. Entdo, iremos falar um pouco sobre dois grandes nomes da Modelagem no
Brasil, o precursor do tema no pais, o professor Aristide Camargo Barreto e o maior
disseminador do assunto, professor Rodney Carlos Bassanezi.

O professor Aristide Camargo Barreto teve seu primeiro contato sobre a modelagem
em seu curso de Engenharia. Ao se tornar docente na PUC-RIO, em meados dos anos 1970,
teve a ideia de utilizar-se da modelagem em Educacdo Matematica como estratégia de ensino
em disciplinas como Fundamentos da Matematica, Pratica de Ensino e Célculo Diferencial
Integral. Em 1976, teve sua primeira experiéncia pedagdgica no curso de Engenharia onde
elaborou diferentes modelos em areas especificas como Linguistica, Ecologia, Biologia, entre
outras.

Com suas experiéncias em modelagem, o professor Barreto observou que os alunos
ganhavam em motivacdo e mostravam mais interesse em aprender matematica. Por meio das
teorias os estudantes eram estimulados a ter criatividade e criticidade. Nesse meio tempo é
convidado pelo professor Ubiratan D' Ambrésio para fazer uma palestra na UNICAMP, onde
0 professor Rodney Carlos Bassanezi conhece pela primeira vez 0 termo e o assunto
Modelagem Matematica.

Sem duvida nenhuma podemos dizer que o professor Rodney Carlos Bassanezi € 0
maior divulgador da Modelagem Matematica no pais. Atuou em cursos e projetos na
UNICAMP que estimularam a formacdo de grupos em matematica aplicada, Biomatematica e
em Modelagem, juntamente com o professor Ubiratan D' Ambrdsio.

Bassanezi recebe um convite, em 1982, para coordenar um Curso de Pds-Graduacgéo
na Universidade Estadual de Guarapuava/PR. Esse curso deu origem ao primeiro Curso de
Pds-Graduacdo em Modelagem Matematica e, por consequéncia, a realizacdo de dezenas de
outros cursos sob sua coordenagdo nas mais diversas instituicdes de Educagdo Superior no

Brasil.
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1.2 FUNDAMENTACAO: MODELAGEM MATEMATICA

Qualquer mudanca sempre vem acompanhada de grandes expectativas e/ou, muitas
vezes, de grandes frustracdes. O trabalho com Modelagem Matematica exige uma grande
alteracdo nos rumos do ensino e da metodologia utilizada em sala de aula pelos professores.

Em sua apresentacéo, Biembengut e Hein (2003, p.07), afirmam que:

Hoje, a Modelagem Matemaética constitui um ramo préprio da Matematica que tenta
traduzir situagfes reais para uma linguagem matematica, para que por meio dela se
possa melhor compreender, prever e simular ou, ainda, mudar determinadas vias de
acontecimentos, com estratégias de acdo nas mais variadas areas de conhecimento.

Concluem ainda que “a modelagem matematica é a arte de expressar por intermédio da
linguagem matematica situacGes-problema de nosso cotidiano”.

De acordo com Biembengut (1999, p.20) “a Modelagem Matematica ¢, assim, uma
arte, ao formular, resolver e elaborar expressdes que valham ndo apenas para uma solugédo
particular, mas que também sirvam, posteriormente, como suporte para outras aplicacdes e
teorias”. A autora ainda conclui, “que matemdtica e realidade sdo dois conjuntos disjuntos e
a modelagem é um meio de fazé-las interagir”.

Ainda, Barbosa (2002, p.06) complementa, afirmando que:

A modelagem é um ambiente de aprendizagem no qual os alunos sdo convidados a
indagar e/ou investigar, por meio da matematica, situagdes oriundas de outras areas
do conhecimento. Se tomarmos modelagem de um ponto de vista socio-critico, a
indagacdo ultrapassa a formulagdo ou compreensdo de um problema, integrando os
conhecimentos de matematica, de modelagem e reflexivo.

Nesse contexto, a busca por esses processos pedagogicos alternativos para obtencao
de conhecimentos é algo constante no ensino de Matematica, sem perder, é claro, o objetivo
principal que é o ensino-aprendizagem da disciplina.

Assim, construir um ambiente de ensino-aprendizagem favordvel € o que a
Modelagem Matematica busca, percorrendo um caminho em dire¢do aos problemas reais no
cotidiano dos alunos e buscando possiveis respostas e solugGes. Nesse aspecto, Bassanezi
(2002, p.16) afirma que a “modelagem matematica consiste na arte de transformar problemas
da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas solucbes na

linguagem do mundo real”. Para Meyer et al. (2011, p.34), “a modelagem (...) vai resgatar
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pouco a pouco outras formas de se trabalhar com a Matematica (...) j& que sempre se vai
trabalhar com problemas da realidade, sendo essa, sua caracteristica primordial”.

Destarte, a modelagem usada como estratégia de ensino-aprendizagem possibilita aos
professores mostrar formas mais interessantes de expor os contetidos, dando a oportunidade
do aluno de resolver problemas reais do seu cotidiano, por meio de conceitos matematicos.
Tentando desenvolver no estudante a capacidade de reflexéo, de senso critico, deixando de ser
apenas um “copiador e repetidor” dos conhecimentos, para analisar, discutir, interpretar,
questionar e avaliar teoricamente suas vivéncias na pratica.

Segundo Almeida et al. (2013, p.12):

“(...) uma atividade de modelagem matematica tem em uma situagdo problema a sua
origem e tem como caracteristica essencial a possibilidade de abarcar a
cotidianidade ou a relacdo com aspectos externos & Matemadtica, caracterizando-se
como um conjunto de procedimentos mediante o qual se definem estratégias de acdo
do sujeito em relagdo a um problema”.

Vejamos na Figura 1, as estratégias de acdo do sujeito em relacdo a um problema, na
qual existe uma problematica que ¢ a “situacdo inicial” e por meio de procedimentos

matematicos chegamos a uma solu¢do caracterizada pela “situagdo final”.

Figura 1: Estratégias de acdo do sujeito em relacdo a um problema.

Modelagem Matematica
Situacdo inicial procedimentos > Situacdo final
(problematica) (solucdo para a problematica)

Fonte: Almeida et al. (2013, p.12).

Os autores explicam que o termo “problema” ¢ entendido como uma situagdo na qual
o individuo ndo possui esquemas a priori para a sua solucdo. Sendo que para a resolucédo de
situacOes problema, ndo ha procedimentos previamente conhecidos ou solugdes ja indicadas.
Para Bassanezi (2015, p.15), “A Modelagem Matematica € simplesmente uma estratégia
utilizada para obtermos alguma explica¢do ou entendimento de determinadas situagdes reais”.

Podemos caracterizar uma atividade de Modelagem Matematica identificando suas
fases: o inicio é uma situagao-problema; os procedimentos de resolucdo nao séo predefinidos

e as solucGes ndo sdo previamente conhecidas; ocorre a investigagdo de um problema;
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conceitos matematicos sdo introduzidos ou aplicados; ocorre a analise da solucdo, conforme
Almeida et al. (2013, p.17).

Na Figura 2, temos os elementos de uma atividade de Modelagem Matematica
descritos inicialmente por uma situacdo-problema, o uso de recursos matematicos, um

processo investigativo e por fim, a analise interpretativa dos elementos. Vejamos:

Figura 2: Elementos de uma atividade de Modelagem Matematica.

l “ELEMENTOS” DE UMA ATIVIDADE DE MODELAGEM MATEMATICA ‘ l

% . [ PROCESSO INVESTIGATIVO
LS_ITUAQAO-PROBLEML’ MATEMATICA

| ANALISE INTERPRETATIVA

Fonte: Almeida et al. (2013, p.17).

Dessa forma, podemos observar que atividades dentro deste contexto podem ser
utilizadas em aulas regulares de Matematica, constituindo assim, uma alternativa pedagogica
no ensino da ciéncia com questdes ndo essencialmente matematicas. Pois, além de envolver
um conjunto de a¢des, também utiliza a representacdo e manipulacdo de objetos matematicos,
assim como, utiliza metas e objetivos reconhecidos pelo aluno (Almeida et al., 2013, p.17).

Neste contexto, a modelagem, como metodologia alternativa, possibilita a
aproximacdo da teoria e pratica e vice-versa, procurando satisfazer as expectativas de
melhoria do ensino-aprendizagem da Matematica na escola, sendo utilizada como fator de
motivacdo e superacdo dos obstaculos do ensino tradicional. Segundo Biembengut e Hein
(2003, p.125), “o aluno aprende aquilo que lhe desperta interesse, tornando-se entao
corresponsavel pelo seu aprendizado”.

Isto posto, observamos na Figura 3, as fases da Modelagem Matematica destacando
uma situacdo inicial como a problematica, a criacdo de uma representacdo mental da situacéo
e logo apo6s a identificacdo do problema, essas subetapas conhecidas como “Inteira¢do”. Em
seguida, a “Matematiza¢ao e Resolu¢do” compreendendo o modelo e o resultado matematico
da situacdo. Finalmente, a “Interpretac¢do de resultados e a validagdo” que € a resposta para
0 problema, chamada de situacdo final. Encerrando, temos as “a¢fes cognitivas dos alunos”

que ndo entraremos em detalhes, pois foge do real interesse do trabalho.
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Figura 3: Fases da Modelagem Matematica e as a¢Ges cognitivas dos alunos.

Inteiracdo |
Identificacado do 2 i
problema S > Y100€20
O Omatemﬁtico |
2 i
() Representacio mental Matematizacio e
da situacao Resolucao
~ 4
Situacio
Inicial <
(problemitica) .. oy Situacéo final
‘(_,:6 ¥ _ (Resposta para o problema) |
\""Oi () Resultados
5 matematicos
Interpretagdo de
resultados e validacdo
As acgdes cognitivas dos alunos
1- Compreensdo da situacdo  4- Sintese
2- Estruturagao da situagéo 5- Interpretag@o e validag@o
3-Matematizagio 6- Comunicacio e argumentacao

Fonte: Almeida et al. (2013, p.19).

O desenvolvimento do raciocinio l6gico e dedutivo € muito valorizado no trabalho
com modelagem, pois estimula a relacdo de conceitos matematicos e o pensamento reflexivo
do aluno. A metodologia imposta pela Modelagem Matematica traz beneficios para a
motivagdo de professores e alunos, desenvolve a cidadania, tornando a aprendizagem com
mais significado no ambiente escolar. Podemos confirmar isso quando Bassanezi (2002, p.12)
diz que “a modelagem aplicada ao ensino pode ser um caminho para despertar maior
interesse, ampliar o conhecimento do aluno e auxiliar na estruturagdo de sua maneira de

pensar e agir”.

1.3 ETAPAS OU FASES DA MODELAGEM MATEMATICA

O processo de criagdo de uma modelagem passa por varias etapas ou fases. Em
seguida, destacamos alguns autores e suas etapas.
O inicio de uma modelagem se faz com a escolha de temas, fazendo-se um

levantamento de possiveis situagdes de estudo as quais devem ser abrangentes para que
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possam propiciar questionamentos em varias dire¢coes. Uma vez escolhido o tema, o proximo
passo é a coleta de dados, que pode ser qualitativa ou numérica. Por fim, a natureza dos dados
obtidos € que vai orientar a formulacdo matematica dos modelos, etapa conhecida como
formulacéo de modelos (Bassanezi, 2002, p.45-46).

Na Figura 4, Bassanezi (2002, p. 27) assim exemplifica as etapas da Modelagem:

Figura 4: Esquema de uma Modelagem.

| - Problema néao
Matematico

VY l : A i
! v / li

! |3 - Resolugao: Estudo
! Analitico e Numérico

Y

2 - Abstragao —>| lll - Modelo Matematico

1 - Experimentagao

Rt

5 - Modificagao

H Y v —"-x v v
; o T > s
Il - Dados Experimentais| 4 - Validagao B A = IV - Solugao
Y
6 - Aplicacao

Fonte: Bassanezi (2002, p.27).

Na Figura 4, conforme descreve o autor, as setas continuas indicam a primeira
aproximacédo do problema enquanto a “busca de um modelo matematico que melhor descreva
0 problema estudado torna o processo dindmico, indicado pelas setas pontilhadas” (Bassanezi,
2002, p. 27).

Dessa forma, para Bassanezi (2002, p.19-31), as etapas da Modelagem Matematica

podem ser assim resumidas (ver Figura 4):

Experimentacdo: E uma atividade essencialmente laboratorial na qual se processa
os dados;
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Abstracdo: E o procedimento que deve levar a formulacio dos Modelos
Mateméticos;

Resolucédo: O modelo matematico é obtido quando se substitui a linguagem natural
das hipoteses por uma linguagem matematica coerente — é como num dicionario: a
linguagem matematica admite “sindnimos” que traduzem os diferentes graus de
sofisticacdo da linguagem natural;

Validag&o: E o processo de aceitacdo ou ndo do modelo proposto. Nesta etapa, 0s
modelos, juntamente com as hipéteses que lhes sdo atribuidas, devem ser testados
em confronto com os dados empiricos, comparando suas solugdes e previsGes com
os valores obtidos no sistema real. O grau de aproximacdo desejado destas previsdes
sera o fator preponderante para sua validacéo;

Modificacdo: Alguns fatores ligados ao problema original podem provocar a
rejeicdo ou aceitacdo dos modelos. Quando os modelos sdo obtidos considerando
simplificaces e idealizacdes da realidade, suas solugdes geralmente ndo conduzem
as previsdes corretas e definitivas. (...), pois o aprofundamento da teoria implica na
reformulacdo dos modelos. (...) Nenhum modelo deve ser considerado definitivo,
podendo sempre ser melhorado, poderiamos dizer que um bom modelo é aquele que
propicia a formulagdo de novos modelos.

Por outro lado, no entendimento de Biembengut e Hein (2003, p.33), as trés etapas

que constituem a modelagem, transformando uma situagdo real em um procedimento

matematico por meio de um modelo, sdo a Interacdo na qual se busca o conhecimento da

situacdo-problema e a familiarizacdo com o assunto a ser estudado; a Matematizacéo que € a

formalizacdo e a resolucdo do problema em termos do modelo; e o0 Modelo Matematico que

busca a interpretacéo da solucao.

Ainda, de acordo com Almeida et al. (2013, p.12), “uma atividade de Modelagem

Matematica pode ser descrita em termos de uma situacdo inicial (problematica), de uma

situacdo final desejada (que representa uma solucdo para a situacao inicial) e de um conjunto

de procedimentos e conceitos necessarios para passar da situagdo inicial para a situacao final”.

Vejamos a Figura 5:

Figura 5: Situacdo inicial e situacdo final de uma Modelagem Matematica.

Situacdo inicial

Situagdo final
= | (soltgdo para a

(problematica)

INTEIRACAO

s situacdo inicial)
INTERPRETACAO DE

MATEMATIZACAO RESOLUGAQ g 2
RESULTADOS E VALIDACAO

Fonte: Almeida et al. (2013, p.12).

Os autores definem essas etapas em Inteiragdo: como o “ato de inteirar-se”,

“informar-se sobre”, sendo esse 0 primeiro contato com a situacdo problema; Matematizacéo:
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como a transformacdo de uma representacdo (linguagem natural) para outra (linguagem
matematica); Resolugdo: como a constru¢do de um modelo com a finalidade de descrever a
situacdo; e a Interpretacdo de resultados: como uma analise de uma resposta para o problema,
constituindo um processo avaliativo realizado pelos envolvidos na atividade e implica na

validacao da representacdo matematica associada ao problema (2013, p.15-17).

1.4 MODELOS MATEMATICOS

A Modelagem envolve a construcdo e obtencdo de um modelo matematico.
Entretanto, € importante ressaltar que cada autor tem sua forma peculiar de definir o que é um
Modelo Matematico, conforme serd demonstrado a seguir.

Bassanezi (2002, p. 20) exemplifica que “para McLone um modelo matematico ¢ um
construto matematico abstrato simplificado, que representa uma parte da realidade com algum
objetivo particular. Ferreira Jr. apresenta uma definicdo generalizada de modelo matematico a
partir de uma abordagem abstrata dos conceitos basicos de dimensdo, unidade e medida”.

Nesse contexto, Bassanezi (2002, p 19-20) afirma que, considerando a ambiguidade
do termo modelo, em se tratando de modelo matematico, podemos nos limitar a dois tipos de

modelo, quais sejam:

Modelo Objeto € a representacdo de um objeto ou fato concreto; suas caracteristicas
predominantes sdo a estabilidade e a homogeneidade das varidveis. Tal
representacdo pode ser pictérica (um desenho, um esquema comportamental, um
mapa, etc.), conceitual (férmula matemética), ou simbdlica. A representacdo por
estes modelos é sempre parcial deixando escapar variagdes individuais e pormenores
do fenémeno ou do objeto modelado. Um modelo epidemiolégico (sistema de
equacdes diferenciais) que considera o grupo de infectados como sendo homogéneos
onde todos os seus elementos tém as mesmas propriedades é um exemplo de um
modelo objeto. Um desenho para representar um alvéolo usado pelas abelhas é
também um modelo deste tipo.

Modelo Tedrico é aquele vinculado a uma teoria geral existente — sera sempre
construido em torno de um modelo objeto com um codigo de interpretagdo. Ele deve
conter as mesmas caracteristicas que o sistema real, isto é, deve representar as
mesmas variaveis essenciais existentes no fendmeno e suas relagdes sdo obtidas
através de hipdteses (abstratas) ou de experimentos (reais).

Entretanto, o autor afirma que o Modelo Matematico pode ser entendido, como:
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Um conjunto de simbolos e relagdes matematicas que representam de alguma forma
0 objeto estudado. O modelo pode ser considerado como uma sintese da reflexéo
sobre alguma parte da realidade. Seu objetivo é explicar ou entender a situacao
estudada para, eventualmente, poder agir sobre ela e, mesmo as situacbes mais
simples fornecem motivagdes para uma iniciagéo cientifica (Bassanezi, 2012, p.12).

Por outro lado, Biembengut e Hein (2009, p.16) afirmam que: “um modelo
matematico s6 é um modelo se servir de referéncia ou se permitir ser reproduzido para a
resolucdo de problemas semelhantes que originaram o modelo, além de ser mola propulsora

para o desenvolvimento de outros conhecimentos”.

r

Ja para Almeida et al. (2013, p.13), “um modelo matematico ¢ um sistema
conceitual, descritivo ou explicativo, expresso por meio de uma linguagem ou uma estrutura
matematica e que tem por finalidade descrever ou explicar o comportamento de outro sistema,
podendo mesmo permitir a realizagdo de previsdes sobre este outro sistema”. Os autores ainda
concluem, “Um modelo matematico €, portanto, uma representagdo simplificada da realidade
sob a Gtica daqueles que a investigam. Sua formulacdo, todavia, ndo tem um fim em si s0,
mas visa fomentar sobre este outro sistema”.

Por fim, Bassanezi (2002, p. 20-22) destaca que 0s modelos matematicos podem ser

classificados de acordo com o tipo de matematica utilizada:

i. Linear ou ndo-linear, conforme suas equagdes basicas tenham estas
caracteristicas;

ii. Estatico, quando representa a forma do objeto — por exemplo, a forma
geométrica de um alvéolo; ou dinamico quando simula variagdes de estagios do
fendmeno — por exemplo, crescimento populacional de uma colmeia.

iii. Educacional, quando é baseado em um nimero pequeno ou simples de
suposicOes, tendo, quase sempre, solucfes analiticas (...) geralmente estes modelos
ndo representam a realidade com o grau de fidelidade adequada para se fazer
previsdes. Entretanto, a virtude de tais modelos esta na aquisi¢do de experiéncia e no
fornecimento de ideias para a formulacdo de modelos mais adequados a realidade
estudada; ou Aplicativo é aquele baseado em hipdteses realisticas e, geralmente,
envolve interrelagbes de um grande nimero de variaveis, fornecendo em geral
sistemas de equacBes com numerosos pardmetros. Neste caso, um tratamento
analitico pode ser impossivel e os métodos utilizados para obtengdo das solugdes
devem ser computacionais.

iv. Estocéstico ou Deterministico, de acordo com o uso ou ndo de fatores
aleatdrios nas equacdes.

Os modelos deterministicos sdo baseados na suposicdo que se existem informacGes
suficientes em um determinado instante ou num estagio de algum processo, entdo
todo o futuro do sistema pode ser previsto precisamente.

Os modelos estocasticos sdo aqueles que descrevem a dindmica de um sistema em
termos probabilisticos (cf. M. Thompson). Os modelos praticos tendem a empregar
métodos estocasticos, e quase todos os processos bioldgicos sdo formulados com
estes modelos quando se tem pretensdes de aplicabilidade.
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Dito isso, independente da forma como conceituamos o termo Modelo Matematico,
certo é que sua importancia se da pelo fato de trazer uma linguagem clara e concisa de nossas
ideias, a fim de proporcionar um arsenal de resultados que propiciem o uso de métodos

computacionais para calcular solugdes numeéricas.

1.5 RAZOES PARA UTILIZACAO DA MODELAGEM MATEMATICA

De acordo com Gerdes (1992, p. 18), “A Modelagem nasceu da necessidade de se
mostrar a0 homem a matematica através da realidade”. Destarte, a utilizagcdo da Modelagem

Matematica como método pedagdgico pode ser justificada especialmente pela:

(...) motivacdo dos alunos e do préprio professor; facilidade da aprendizagem; o
conteido matematico deixa de ser abstrato e passa a ser concreto; desenvolve o
raciocinio logico e dedutivo; desenvolve o aluno como cidaddo critico e
transformador de sua realidade, compreendendo o papel sociocultural da
matematica, tornando-a assim, mais importante (Silveira e Ribas, 2004, p.01).

Ainda, podemos dizer que a Modelagem configura-se como uma importante
alternativa pedagogica na abordagem de problemas cotidianos que podem ou ndo ser
essencialmente matematicos, ou seja, € uma ferramenta relevante na docéncia e
aprendizagem da Matematica (Almeida et al., 2013).

Complementado o pensamento supracitado, em defesa do uso da Modelagem

Matematica, Bassanezi (2004, p.15) destaca alguns aspectos importantes de natureza:

Formativa: através das aplicages matematicas e resolugdes de problemas se
desenvolvem capacidades e atitudes criticas, criativas, e explorativas;

De competéncia critica: os estudantes sdo preparados para a vida real como
cidaddos atuantes na sociedade, formando suas proprias opinides;

Utilidade: o aluno aprenderd a fazer da matematica um instrumento para a resolucao
de seus problemas em diversas situacoes;

Intrinseca: pois a inclusdo da modelagem com suas resolucbes de problemas e
aplicacdes fornecem ao estudante uma forma mais eficiente de entender e interpretar
a propria matematica em seus meandros;

Aprendizagem: pois 0s processos aplicativos do método da modelagem possibilitam
um melhor entendimento dos argumentos matematicos, assimilacdo de conceitos e
resultados, e valorizacdo da disciplina.
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Ademais, Barbosa (2003) justifica a inclusdo da modelagem como método

pedagogico pelos seguintes fatores:

Motivagdo: os alunos sentir-se-iam mais estimulados para o estudo de matematica,
ja que vislumbrariam a aplicabilidade do que estudam;

Facilitacdo da aprendizagem: os alunos teriam mais facilidade em compreender as
ideias matematicas, ja que poderiam conecta-las a outros assuntos;

Preparacdo para utilizar a matematica em diferentes areas: os alunos teriam a
oportunidade de desenvolver a capacidade de aplicar matematica em diversas
situacdes, o que é desejavel para moverem-se no cotidiano e no mundo do trabalho;
Desenvolvimento de habilidades gerais de exploracdo: os alunos desenvolveriam
habilidades gerais de investigacao;

Compreensao do papel sociocultural da matematica: os alunos analisariam como a
matematica é usada nas préticas sociais.

Além disso, Almeida e Brito (2005) frisam que “uma das primeiras razdes apontadas
para se fazer modelagem em sala de aula € a necessidade de tornar visivel aos estudantes o
papel da matematica fora da sala de aula. Diversas decisdes sdo tomadas na sociedade com
base em modelos matematicos”. Destarte, “as situa¢des-problema abordadas pelos alunos nas
atividades de modelagem, constituem, de modo geral, um material potencialmente
significativo ¢ podem desencadear a predisposi¢do para aprender”. (Almeida e Borsoi, 2004,
p.21).

Da mesma forma, Bassanezi (2002, p.177) ainda leciona que:

A Modelagem Matematica utilizada como estratégia de ensino-aprendizagem é um
dos caminhos a ser seguido para tornar um curso de matematica, em qualquer nivel,
mais atraente e agradavel. Uma modelagem eficiente permite fazer previsdo, tomar
decisBes, explicar e entender, enfim, participar do mundo real com capacidade de
influenciar em suas mudancas.

O autor destaca a importancia da modelagem como uma renovagdo pedagdgica no
ensino de matematica nas escolas e sua contribuicdo em fatos e acontecimentos na vida real
dos alunos.

Por isso, Almeida et al. (2013, p.23), afirmam que:

(...) ao se envolver com atividades de modelagem os alunos se deparam com um
obstéculo para o qual ndo possuem, provisoriamente, conhecimentos suficientes para
supera-lo, emergindo assim a necessidade de construir esse conhecimento por meio
dessa atividade. Logo, em atividades de modelagem, os alunos tanto podem
ressignificar conceitos ja construidos quanto construir outros diante da necessidade
de seu uso.



26

Portanto, “a Modelagem Matematica em sala de aula pode ser vista como uma
atividade essencialmente cooperativa e a interagdo entre os alunos e entre professor e aluno
tém papel importante na construgdo do conhecimento. Por outro lado, a relacdo com a
sociedade também pode ser fortemente estimulada, uma vez que o problema investigado pelo
aluno tem nela sua origem” (Almeida et al., 2013, p.33).

Assim sendo, pode-se afirmar que a modelagem se destaca como uma forma dos
alunos construirem situacdes e resolver problemas com a utilizacdo da matemética sem que se
utilizem procedimentos previamente fixados, isto é, a modelagem possibilita vislumbrar
diversos resultados, os quais s6 podem ser detectados a partir do desenvolvimento da
atividade. Nesse ponto, pode-se concluir que “a modelagem consiste, essencialmente, na arte
de transformar situacdes da realidade em problemas matematicos cujas solucbes devem ser
interpretadas na linguagem usual” (Bassanezi, 2002, p.24).

Alias, segundo Bicudo (1987, p.42):

A Educacdo Matematica critica desafia os estudantes fornecendo experiéncias de
aprendizagem, fazendo com que professores e alunos sejam criadores e
investigadores e superem o medo da Matematica. Tendéncia esta que se desenvolve
através das pesquisas, interpretacdes e discussdes que, gerando debates e trazendo
experiéncias vivenciadas no cotidiano oferecem condicGes de interpretar e mostrar
as conclusdes através da Modelagem Matemética - definida como a arte de
expressar, atraves da linguagem matemaética, situagGes-problema do meio.

Conclui-se, pois, que a utilizacdo da Modelagem Matematica como método
pedag6gico tem como objetivo principal a reformulacdo dos métodos pedagdgicos
tradicionais, a fim de despertar no aluno maior interesse na aprendizagem de diversos topicos
matematicos, inclusive porque ela propicia a interpretacdo e compreensdo de indmeros

fendmenos do cotidiano, facilitando a compreensao dos mais variados conceitos matematicos.

1.6 MODELAGEM E O ERRO

Como falado no inicio, a solucdo de um problema com ajuda da Modelagem

Matematica tem intrinsecos erros. Continuando, esquematizou-se o processo de Modelagem

Matematica sob a dptica dos erros em diferentes fases. Veja Figura 6:



Figura 6: Esquema sobre o erro em uma Modelagem.
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—

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Um dos modelos mais utilizados em modelagem matematica € o da aproximacao de

dados por funcBes. Neste trabalho descreveremos as técnicas de interpolacdo e ajuste de

curvas para aproximacao de funcgdes.
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2 APROXIMACAO DE FUNCOES

O problema de “compreender a leitura” ou “ler nas entrelinhas” de fun¢des ou dados
em tabelas é comum quando se trata de aplicaces praticas, também é comum e ocorre com
frequéncia nos depararmos com fungdes definidas por expressdes indefinidas. Os métodos de
aproximacéo sdo dedicados a problemas dessa natureza.

Na interpolacédo, a funcéo interpoladora passa por todos os pontos dados, conforme

observado no grafico da Figura 7, veja:

Figura 7: Exemplo de Interpolacéo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

No ajuste de curvas, a curva nao necessariamente passa por todos os pontos dados,

conforme Figura 8:

Figura 8: Exemplo de Ajuste de Curvas.

¥
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15

10

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A interpolacdo é mais recomendada quando deseja-se obter valores intermediérios,
no interior do dominio dos dados. O ajuste de curvas pode ser usado para obter modelos que
extrapolam o dominio dos dados.

Na sequéncia detalhamos cada uma das técnicas.

2.1 INTERPOLACAO

A ideia principal da interpolacéo é aproximar uma fungdo f(x) por meio de uma
funcdo p(x), que na maioria das vezes sera polinomial. Os motivos principais para 0 uso
dessa técnica de aproximacao sao:

(a) conhecemos os valores de f(x) apenas em pontos discretos (X, , X;, X,, ...);

(b) f(x) é extremamente complicada e de dificil manuseio;

(c) f(x) ndo é conhecida explicitamente.

O caso classico de Interpolacdo é utilizado com as Fungdes Polinomiais, que sdo
funcdes continuas, derivaveis e de facil manuseio. Os dados sdo precisos e a curva de ajuste
coincide com os pontos dados (valores conhecidos em certos pontos da funcdo), também

conhecidos como “nds da interpolacéo”.

2.1.1 Interpolacéo Polinomial

A Interpolacdo é dita Polinomial quando a funcdo interpoladora é um polinémio.
Supondo conhecido o conjunto (X,, X;, X,, ..., X,) de “nods da interpolagao”, para 0s quais a
imagem de f é conhecida.

y,=f(x) ondei=1,2,..n.

Na interpolacdo polinomial temos trés problemas fundamentais (Alvarez et al.,
2007):

(i) Existéncia: Ha algum polinémio p(x) tal que p(x;)=y, parai=1,2, .., n?
(ii) Unicidade: Se tal polindbmio existe, sera unico?

(iii) Construcdo: Se existe tal polinémio interpolador e é Gnico, como encontra-lo?
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Para resolver os dois primeiros problemas, usaremos o Teorema 1.

TEOREMA 1:
Sejam n+1 nameros reais diferentes X,, X, X,, .., X, € f uma fun¢do que toma
valores y, = f(x,), y,= f(x), ... y, = f(x,). Entéo existe um e s6 um polinémio p de

grau menor ou igual que n tal que:
p(Xl) =Y
p(xz): Y, Q)

p(x,)=Y,

Demonstracdo: (Alvarez et al., 2007, p.228)

Podemos representar qualquer polindmio de grau menor ou igual que n por:
p(x)=a, +ax+a,x* +..+a,x" @)
Para satisfazer as condi¢des em (1), devemos provar que existe um e somente um

jogo de coeficientes a,, a,, a,, ..., &, que deem lugar a um polindémio:

2
p(x0)= a, +a X, +a,X, +"'+anxg =Y
p(x,)=a, +ax +a,x’ +..+ax' =V,
2
p(x,)=a, +ax, +a,x2 +...+a,x) =y, (3)

2 n
p(xn): ao +alxn +a2Xn +...+aan = yn

Também podemos representar esse sistema de equacdes na forma matricial:

1 X, X0 - x| |a Yo
2
1 % X X' || A
1 X, X22 e X; 1 =Y,
1 ox, Xt - oxp|la | Y.

O determinante da matriz desse sistema se chama determinante de Vandermonde e

sera designado por V__,, assim:

n+l?



31

XO XO XO

X X X

— 2 n
Via=L X, X; X,
1 x, X2 - X

Provamos a seguir, pelo Principio de Indugdo completa, que se 0s nimeros X; (com

1 X,

=X —X =0
Xl

i=1,2,..,n)sdo distintos, entdo V,,, é diferente de zero. Dai: V., :‘

Supondo que V,, néo é zero, concluiremos que V,,, também sera ndo nulo. Para isso,

devemos realizar as seguintes operagdes sobre V,,,, sem perda de generalidade e sem alterar
qualquer valor do determinante: subtrairemos a coluna n+1 pela coluna n multiplicada por

X, ,» assim sucessivamente. Logo, V,,, sera:

Xo X2 - X [0 x, x2 -+ x| L O 0 0
2 n n-1 2 n n-1
X, X o X0 Xy XgXp ot XoX| 1 X =X, X =X X, = Xo X
2 n n-1| _ 2 n n-1
X, Xy o0 Xo|—[0 Xg XgX, o XgXy |=H X, =Xg X5 = XX, ot Xy — XX
2 n n-1 2 n n-1
1 X, Xy oo X, 0 Xo XoXn o0 XX 1 Xo = Xo Xy = XX, o0 Xp = XX,
X=Xy XE=XgX e X = XX
2 n n-1
V. . = X=Xy Xy = XX, Xy = XX,
n+l — . .
2 n n-1
X, —Xo  Xn — XX, Xn — XoXq

Nas colunas 2, 3, ..., n tiramos os fatores comuns dos termos:

X1 =X Xl(Xl - Xo) Xlnil(xl - Xo)
X2 = %o Xz(Xz - Xo) Xgil(xz - Xo)
Vn+l = . . .
Xop =% X, (Xn - XO) XrTil(Xn - XO)
Extraindo os fatores comuns (X, — X, ), (X, =%,), ..., (X, —X, ), respectivamente das
1 X, XX - X
1 X, X5 - X7
H . _ 2 n-1
linhas 1, 2, ..., n, temos que: V., = (X, = X, J%, = Xo NXs = Xo )+ (X, =X L %, X2 v X]
1 x, x2 - XM
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Como os bindmios que estdo multiplicando o determinante sdo ndo-nulos (dai,

concluimos que os nos de interpolagdo sdo distintos) e por hipotese V, é ndo-nulo, sendo

assim: V. .20

n+l

Logo, V, #0=V,,, #0, da mesma forma V, = 0, sempre que 0s nos da interpolacéo

forem diferentes, provaremos para todo n>2 que V, = 0. Portanto, validamos o Teorema 1

e no sistema (3) admitimos que a solucdo é unica. u

Exemplo 1: (Elaborado pelo autor)
Provar que para trés nos de interpolacdo ndo podemos assegurar a existéncia de um polinémio

interpolador com grau menor ou igual que um.

Solucéo:
Para provar a proposic¢ao basta achar um exemplo.

Sejam x, =2 e y,=f(x)=4; x=5ey,=f(x)=7 ex,=7¢ey,="1f(x,)=11,
0s noés da interpolacdo e seus respectivos valores da funcdo interpoladora. Sendo
p(x)=a, +a,x um polinémio de grau menor ou igual que um. Sabendo que o grafico deste

tipo de funcéo é uma reta e os trés pontos ndo séo colineares, podemos garantir que nenhum

polindmio de grau menor ou igual que um pode interpolar esses valores.

Figura 9: Gréfico do Exemplo 1.

12

(7.11)

10

0 2 4 6 8

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Exemplo 2: (Alvarez et al., 2007, p.231)
Provar que para todos os nés de interpolacdo ndo podemos assegurar a unicidade do
polindbmio interpolador de grau menor ou igual que 2.

Solucéo:
Para provar a proposicao é suficiente darmos um exemplo.

Sejam x,=1e y,="f(x)=3, x,=2 e y,=f(x)=4, 0s no6s da interpolacdo e
suas respectivas imagens.
Dado o polindmio interpolador por p(x)=a0 +a,x+a,x*, as seguintes condigdes

p(x,)=a, +a,X, +a,xZ +...+a X, =

devem ser consideradas: yo, fazendo a substituicdo dos

p(x,)=a, +ax +a,x’ +..+a,x' =y,
nos, temos:
X, =ley,=f(x)=3 2p(x,)=a,+a +a,=3
x,=2ey="Ff(x)=4> p(x)=a,+2a +4a,=4
Observamos que no sistema com trés incdgnitas sdo admitidas infinitas solugdes,
sendo cada uma delas representada por um polinbmio de grau menor ou igual a dois.

Analisando geometricamente, estes polindbmios corresponderdo as infinitas pardbolas que

passam pelos pontos (1,3) e (2,4). u

Para encerrarmos esse primeiro momento o assunto do Teorema 1, representaremos

por P todos os polindmios de grau menor ou igual que n, desta forma, segundo Alvares et al.

(2007), concluimos que:

Dados n+1 nos de interpolagdo distintos: X,, X,, X,, ..., X, de uma funcéo f, entdo:

Se m < n ndo podemos garantir que em P, exista um polindmio que interpole f;
Sem>nem P, existem infinitos polindbmios que interpolam f;

Se m = n existe em P, um e somente um polindmio que interpola f.

A partir de agora, denominaremos “polinémio interpolador” o polinbmio de grau

menor ou igual que n sempre que tivermos n+1 nos de interpolagéo.
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2.1.2 Erro do Polindbmio Interpolador

Ao trabalharmos com uma funcdo interpoladora no lugar da funcédo interpolada néo
ficamos isentos de erros nessa aproximacao. As informacdes a seguir, segundo Alvarez et al.
(2007, p.232-234), nos dao uma ideia sobre a medida do erro do polinémio interpolador.

Sendo o polinémio p(x) uma fungéo interpoladora e f(x) a fungéo interpolada, o
erro é dado por R(x), onde: R(x)= f(x)— p(x). Como os nds da interpolagao (X, X,, Xy, ...,
x,) para f(x) e p(x) coincidem, temos que: R(x,)=0 parai=1,2, .., n.

Como a fungdo k- (x—x, Jx—% Xx=X,)---(x—x,) também se anula nos mesmos
valores, independentemente do valor de k , iremos analisar as diferengas de ambas as funcdes.

Considerando a fungdo F(x)=R(x)—k(x— X, X=X X=X, )---(x—x,) (4)

E fécil ver que F(x,)=0 parai=1,2, ..., n.

Agora, pensemos em um valor x = x*, sendo x* diferente dos nds da interpolagéo e

analisando o erro da interpolacéo neste valor, temos em (4) que:
F(x*) = R(x*) = k(x* =, x* =%, X * =X, )---(x *=x, ). (5)
Sabendo que 0 produto (X*—x, {X*—x, \X*—X, )---(x*—x,)#0, podemos encontrar
um valor para k ao qual F(x*) seja igual a zero, com k dependendo de x*. Quando k assume
este valor, a funcédo F(x) tera n+2 zeros: X,, X;, X,, ..., X, €0 proprio x*.

Supondo-se que f seja derivavel (n+1) vezes em um intervalo | que inclui todos os
nds da interpolacdo e também o valor x*, a fungdo F também serd. Dai, temos:
F(x)= f(x)— p(x)—k(x =%, Jx =% Nx=%,)---(x=x) (6)
e, exceto f(x), o resto das fungdes envolvidas na definicdo sdo polindmios infinitamente
derivaveis. Como F(x) é derivavel e toma o mesmo valor (zero) em pelo menos n+2 pontos
de I, entdo sua derivada se anulard ao menos uma vez entre cada dois destes pontos, isto é:
F’(x) tem ao menos n+1 zeros em I.

F’’(x) tem ao menos n zeros em 1.

F™*(x) tem ao menos 1 zero em |.
Para este zero atribuimos a letra ¢, provando-se que existe um namero ¢ em | tal que:

F™(c)=0.
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Derivando-se n+1 vezes em ambos 0s membros da equacéo (6), temos:
FO9(0)= £0(0) p 00—k (-3 o3k, (¢, )]
A derivada de ordem n+1 de p(x) € zero, pois p(x) € um polindmio de grau menor ou

igual que n. J para a fungdo (Xx— X, x—x,)---(x—x,) de grau n+1, sua derivada de ordem

n+1 ser4 a constante (n+1)\. Dai, temos que F™(x)= f™(x)—k(n+1), para x=c temos

que F™(c)= f™(c)-k(n+1)=0, logo: k = ()
T  hy
Resumindo: se x* ndo é um né de interpolacdo, podemos assegurar a existéncia em |
de um valor c tal que, de acordo com (5);
f (n+l)(C)
(n+1)
f (n+l)(C)
(n+1)

F(x*)=R(x*)- (x* =X, JX* =%, )---(x*=x, ), isto é:

R(x*)= (x*—x, Nx*=x )---(x*=x,), Vx* € R

Da importancia desta construcdo resulta o Teorema 2.

TEOREMA 2:

Se f(x) é derivavel n+1 vezes em um intervalo fechado | que inclui os nds de interpolagéo
Xy, Xi, - X, dO polindmio interpolador p(x) e o nimero x, ent&o existe em | a0 menos um

valor c tal que o erro de interpolagdo em x é:

f (n+1) (C)

R() = TS o) ) o

Exemplo 3: (Alvarez et al., 2007, p.235).

Dada a funcdo f(x)=sen(x), obtenha seu polinbmio de interpolacdo para os nés x, =0,

X, :% e X, :% e dé uma cota do erro da interpolacéo para 0 < x < %
Solucéo:
Para X, =0, temos que f(X,)=0, x, =% , temos f(x)) = %e X, =%, temos que

f (x,) =1. O Polindmio de interpolacdo é p(x)=a, +a,x+a,x.



36

Logo, p(x,)=0=a,+a,0+a,0°=0=a,=0

p(X)=£:>O+ f+a(Z)2=£: Zy
Vo2 SRR 2 7%

a, (%)2 =§

T T T T
p(xz):1:>0+a'1§+a2(z)2 =1:>a1§+a2(5)2 =1

Resolvendo o sistema, temos: a, =1164013 e a, =-0,335749, donde a fungéo
interpoladora é:
p(x)=-0,335749x +1,164013x
Como f(x)=sen(x) é derivavel indefinidamente, temos que: f ®(x) = —cos(x),

logo | f ¥(x)| <1. Com isto, 0 erro de interpolagao é:

1 V4 ) 1 V4 V4 ) 1 V4 V4
R(x) = ﬁ(x—o{x—zj(x—a) = gx(x—zj(x—zj , logo: [R(x)| < EX(X_ZJ(X_E)

2.1.3 Método de Lagrange

O método de Lagrange fornece um algoritmo eficiente para achar o polindmio
interpolador, mas também, permite encontrar o valor interpolado para um x especifico sem a
necessidade de achar a expressédo analitica do polinémio interpolador.

Sejam X,, X;, .., X,, N+1 nds de interpolacdo diferentes e f(x) a funcéo a ser

n?

interpolada. Sejam ; (xi) parai=1,2, ..., n,os valores de f nos no6s. O método de Lagrange

consiste em encontrar n+1 polindmios basicos de grau n: L,(x),L(x)...L,(X) que

satisfacam as seguintes condicdes (Alvarez et al, 2007):

Li(%)=1 Lx)=0 L(x)=0 - L,(x)=0
LO(Xl)ZO I—1(X1):1 LZ(Xl):O Ln(xl):O
Lo(xz):() I—1(X2):O Lz(xz):]- Ln(X2)=0
L0W=0 L(x)=0 Lx)=0 - Lfx)-1
Desta forma, obtemos o polinémio:
p(X)= Yo Lo () + Yyl () + .+ Y, L, (x) ®)

cumprindo as condicdes:



37

P(Xo)= YoLo(Xo)+ ViLli(Xo )+t Yo Ly (Xo) = Yo -1+ Y, -0 +.4 y, -0 =Y,
p(x)=YoLo(X)+ YL (X )+ VoL (X)) =Y, -0+ Y, -1+, 4y, 0=y,

p(xn)= yoLO(Xn)+ ylLl(Xn)+"'+ ynLn(Xn): Yo 0+ Y1 0+..+ Yn 1= Yn
Como p(x) é uma combinacdo linear de polinbmios de grau n seu grau serd menor
ou igual que n e é, portanto, o polinémio de interpolacdo buscado.

Para achar o polinémio bésico L,(x),i =0,2,...,n, nota-se que ele tem n zeros:

Xos Xpyeees Xi_g X X

Lo A Ajggaee Ay

ou seja, cada noé de interpolagéo exceto x; € um zero de L, (x) portanto:

L, () = K(x = % X = X, )---(x =%, X =%,y )---(x = ) 9)
K é um coeficiente a ser determinado. Como L,(x )=1, o valor de K serd encontrado
satisfazendo essa condicdo. Dai:
L, (%)= K(x =% X =% )---(x =% X=X, )---(x=x, ) =1
Donde K:
1

(Xi —Xo )(Xi =X ) ) '(Xi - Xi—l)(xi —Xig ) ) '(Xi — Xy )

K=

Substituindo K em (9), temos:

X) = (X_XO)(X_Xl)"'(X_Xi—l)(X_XHl)“'(X_Xn) i = n
SRR RN T S CR I B M2 0

Para ilustrar o método de Lagrange, analisaremos os exemplos.

Exemplo 4: (Elaborado pelo autor)
Determinar o polinémio interpolador de Lagrange para a funcdo conhecida pelos pontos
A(-14), B(0,1), C(2,1) e D(3,16).

Solucéo:
Primeiro usaremos (10):

_ (x=0)x—2)x-3)  —x*-5x*+6x
Lo(x)= (-1-0)-1-2)-1-3) 12

C(x+)(x—2)x-3) x*—4x*+x+6
Lix)= (0+1f0-2)0-3) 6
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~ (x+1)(x=0)x—3) —x*+2x%+3x
L(X)_(z+1)(2—o)(2 3) 6

L(x)= (x+1)x—-0)x—-2) x®—x*—

(3+1)3-0)3-2) 12
Como encontramos L,(x), L,(x), L,(x) e Ly(x) e temos y, =4, y, =1, y,=1¢

y, =16, substituimos em (8), logo:

3 Ey2 3 fy2 3 2 3 g2
p(x):4-( X° —5x +6x]+1'(x 4x +x+6j+1'( X +éx +3xJ+16_[x X ij

12 6 12

Portanto, p(x)=x®—4x+1.

Por fim, sua forma geométrica:

Figura 10: Gréfico do polindémio interpolador p(x)= x* —4x+1.

D

81 p(x) =X —4x+1

0
5 2 | \/'2 4 & 8 10
_2 4

-4

Fonte: Elaborado pelo autor.
Exemplo 5: (Cunha, 1993, p.100).

Encontrar o polindmio de grau 2 que interpola f(x):i2 nos pontos X, =2, x =25 e
X

X, =4.

Solucéao:
Inicialmente vamos encontrar as imagens dos nos X,, X, € X,:
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1 1 1 1 1 1
f(x,)=—=-=0,25, f(x,)= =——=016¢e f(x,)=— =—=0,0625
(%) =27 =7 ()= G o7 525 () =7 =1

Substituindo em (10), temos:

X—25)x—4 ) X—2)x—4 —4Ax? +24x 32
LO(X):EZ—T)M:X —6,5x+10, Li(x):(2(15_2§2’5_)4): : e
x—2)Yx-25) x?—-45x+5
L) 2Naas) 3

Utilizando (8), encontraremos o polindmio interpolador p(x):
2 2
p(x)=(0,25)- (x* - 6,5x +1) +(0,16): [%j +(0,0625). ( %J

Logo, p(x)=0,0575x* —0,4388x +0,8975.
Por fim, analisamos geometricamente que as funcBes f(x) e p(x) coincidem nos

nos de interpolacdo e sdo muito proximas no intervalo trabalhado [2,4]. Fora do intervalo
elas divergem.

Figura 11: Gréfico das funcbes f(x) e p(x)e os nés da interpolacao.

(2.5,0.16) (4,0.06)

(2,0.25)

0 05 1 15 2 25 3 35 1 45 5

Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.2 INTERPOLACAO POR PARTES

A interpolagdo global provoca uma maior variagdo da curvatura da funcéo,
aumentando o erro de aproximacgdo. O uso de polinémios de grau elevado provoca picos e
para contornar essas oscilagcdes, surgiu a “Interpolacdo por Partes”, na qual fazemos do
dominio uma particdo e para cada subintervalo construimos uma funcdo particular. Um dos
métodos mais utilizados pela interpolacdo por partes sdo os Splines. Grande parte é construido
utilizando fungGes polinomiais.

Vamos entdo desenvolver a teoria para construcdo do Spline Cubico, em particular o
chamado Spline Natural. Observando a Figura 12, percebemos os subintervalos do dominio
na interpolacdo por partes, na qual S1(x), S2(x), S3(x) e S4(x) sdo funcBes polinomiais de
terceiro grau. Vejamos Figura 12:

Figura 12: Gréfico exemplificando a Interpolagéo por Partes.

L//f—'
5000 | -
.-VQ_“-»
e
0000 |
5000 | — S1(x)
S2(x)
[ S3(x)
2 1 2 2 2 L 2 2 2 L 2 2 2 L 2 2 2 L 2 A 2 L 2 2 2 '
L 2 4 o 8 10 12 14 || — S4x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.1 Funcéo Spline

Em termos gerais, uma funcdo Spline é uma funcdo polinomial por partes que €
continua e tem derivadas continuas até certa ordem. Também deverd satisfazer algumas

condigdes adequadas ao problema que se quer resolver: passar por um conjunto de pontos do
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grafico de f(x) (spline interpolador), aproximar-se de um conjunto de pontos experimentais

(spline de melhor ajuste), cumprir certos requisitos estéticos e também quanto ha alguns
valores de pontos de controle (problema de desenho grafico).

Suponha-se um conjunto de n+1 numeros ordenados em forma crescente { X,, X, ...,

X, } e que se utilizem polindbmios de grau k, entdo o spline s(x) é uma func¢do da forma:

onde p,(x) (i=12,...,n) representa um polindmio de grau k. Como um polinémio de grau k
tem k+1 coeficientes, o spline em seu conjunto tem n(k+1) coeficientes. O fato que s(x) deve
ser continua em todos os nos interiores { X,, X,, ..., X, } ja representa (n-1) condi¢des. Para

que o spline possua varias derivadas continuas é necessario tomar um grau k, de maneira que

a quantidade de parametros permita satisfazer todas as condicdes exigidas.
2.2.2 Interpolagéo por Spline Cubico

Considera-se que para cada um dos n+1 nos ordenados em forma crescente { X,, X;,
..., X, } se conhece o valor de uma funcdo f(x). Seja y, = f(x;) onde i=012,..,n e se

necessita que o spline satisfaca as condi¢des de interpolacédo global:

s(x)=y, ei=012,..,n (11)

Como se trata de um spline cubico, sua expressdo analitica sera:

ax’+bx*+cx+d, se x,<x<X
S(x) = a,x’ +b,x* +c,x+d, se X <X<X, (12)

ax®+bx*+cx+d, se x
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Aqui se estd supondo que 0s nos da interpolacdo coincidem com o0s pontos que
limitam os subintervalos do spline: em um enfoque mais geral, isto ndo teria que ser assim.
No entanto, este é 0 caso mais simples e mais frequente e se limitara a esta anélise.

Como cada um dos n polindmios de terceiro grau que formam o spline tém quatro
coeficientes, o spline tem 4n coeficientes os quais permitem satisfazer, conforme Alvarez et

al. (2007, p.258), as seguintes condigdes:

Condigéo de interpolagéo: s(x) =Y, i=012,..,n+1

Condicao de continuidade: s(x) é continuaem X; i=12,..,n-1

Condicao de suavidade: s'(x) é continuaem X i=12,..,n-1
s''(x) é continuaem X, i=12,..,n-1

Para encontrar as formulas que determinam s(x) seguiremos o procedimento de ir

impondo sucessivamente as condi¢des de interpolacédo, continuidade e suavidade, ainda que
ndo nessa ordem. No entanto, conseguimos formar 4n-2 equacgdes e temos 4n incognitas, este
elemento impde a necessidade de se definir duas condi¢des e os valores predefinidos, o que
permite a construcdo de diferentes spline cubicos em dependéncia das condi¢bes colocadas.

Utilizaremos a seguinte notacao:

M, =s"(x) i=012,..,n

h =X, — X i=12,..,n-1
sendo, M,, M., ..., M o valor da segunda derivada do spline nos n6s de interpolagéo e h,,
h,, ..., h,,,as distancias dos intervalos em que estéo definidos os n polindmios do spline.

A dedugdo que segue, enquadra-se na parcela numero i, donde X, <X<X,, e

1=12,...,n—1. Como neste intervalo s(x) é cubica, sua segunda derivada € uma funcéo linear

que toma valores (Alvarez et al., 2007, p.259):

$"(%)=M; e s"(X..) =M, (13)
Donde:
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(X1 = XM, +(x =% M

h.

s (x) = b (14)

Observamos que esta € uma funcéo linear e que satisfaz as condi¢fes (13). Nota-se
também que, como em cada intervalo acontece algo parecido, a funcdo no intervalo [xo, xn] é

uma poligonal continua, como mostra a Figura 13. Isto significa que ja foi satisfeita a

condicéo de continuidade da segunda derivada do spline.

Figura 13: Gréfico da fungdo s"(x) nos intervalos [x,, X, |.

457(%)

e

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se integrarmos sucessivamente cada membro da equacdo (14), podemos obter, salvo

uma constante arbitraria K, a fungdo s'(x;) no intervalo x; <X<X;:

5100 = 1060 e M

%(Xm _X)Z M, +%(X_Xi )2 M, +K,

$'(x)=-
Integrando novamente se obtém, sempre no intervalo X, < X< X, ;:

1 2 1 2
s(x) = —Z—hij(xi+l —X) Midx+2—hij'(x— X; ) Mi+ldx+.[K1dx

1 1
s(x) =—a(xi+1—x)3Mi +a(x—xi M, +Kx+K, (15)
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Se na equacdo (15) se impde as condi¢bes s(x,) =Y, e s(x,,) =Y,,,, Serdo satisfeitas
as condicBes de interpolacdo e de continuidade de s(x) . Desta forma se acham as constantes

K, e K,. Em efeito:

1 1
s(x) = _G_hi(xm - X)3 M; +6_hi(x =X )3 M., + K x+K,
Onde: y, = lh;’-Mi +Kx, + K, (16)
6
1 3 1 3
s(X,1) = a(xm - Xi+1) M; + a(xm - Xi) M., + KX, + K,
Onde: Vi = %th KX, + K 17)

As equacdes (16) e (17) formam um sistema linear em K, e K, que se resolve

facilmente. Obtemos (Alvarez et al., 2007, p.260):

K — Yia —Yi _hi(MHl_Mi)
' h, 6

K. — YiXia — YiaXi h, (M i1 % Mixi)
2 h 6

Substituindo estes valores de K, e K, na expressao (15), se chega a:

(Xi+1 — X)S M i T (X —X )3 M i (Xi+l — X)yi + (X — X )yi+1 _ hi [(Xi+1 — X)M i T (X —X )M i+l]
6h, h. 6

(X)) =
para X; < X< X, (18)
Para efeito de avaliacdo de s(x) é preferivel, para diminuir o nimero de operacdes,
definir as variaveis u e v como: u=Xx-X; € V=X, — X, entdo:

VM, +U’M, 4 vy, Uy, h [VMi +UMi+1] (19)
6h; h; 6

S(Xi+1) =

Para satisfazer as condicdes de continuidade de s'(x) se requer que, em cada um dos
nos X; (i :1,2,...,n—1), a derivada lateral pela esquerda e pela direita coincidam. Como a
formula (18) da equacédo de s(x) no intervalo x; < x<X,,,, derivando esta funcéo e avaliando

em X; se obtem a derivada lateral em Xx; pela direita, isto é:

(20)

i+1

2 2
(Xi+l_X) Mi+(x_xi) Mi+l+yi+1_yi_hi[Mi+l_Mi]’para XiSXSX
2, h 6

S(x) =
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2
()= UM yaoy M=)

]

-hM; N Yia — i _hi[Mi+1
h. 6

ecomo hy=x,,—x:s'(x")= (21)

Se na equacdo (20) troca-se i por i—1 se obtém a expressdo de s'(x) no intervalo
Xy S X< X; . Assim:

$'(x) = ~ (% =X M+ (x=x)M, LYiTYia h(Miy—M,,)
2h, his 6

para X, ; <X <X,

Ao avaliar esta fungdo em Xx; se obtém a derivada em X; pela esquerda, ou seja:

(Xi _Xi—l)zMi + Yi = VYia hi—l(Mi - Mi—l)
2h. , h., 6

(%)=

ecomo h_, =X —X,;:

hoMi Y-V, hi—l(Mi - Mi—l)

s'(x;) = +
(0)=" - -

(22)

Igualando (21) e (22) obtemos uma importante relagdo entre M, ;, M, e M,,,:

_hiMi + Yia — Vi . hi(Mi+1_Mi)= hi—lMi + Yi—Yia _hi—l(Mi _Mi—l)
2 h, 6 2 h., 6

Agrupando termos e transpondo:

hMi_1 Phah M, —EMi+1 Y=Y Yim¥i paraj=12,..,n-1 (23)
6 3 6 h h

i i-1

A expressdo (23) constitui um sistema linear tridiagonal com a diagonal principal
que contém (n-1) equacdes e (n+1) incognitas: M,,M,,...,M . Agregando as duas condi¢des
que ainda faltam, se converte em um sistema linear de n+1 equagfes que se pode resolver
muito eficientemente. Uma vez resolvido este sistema, as equagdes (18), ou melhor, em sua

forma (19), permitem avaliar o spline s(x) para qualquer x do intervalo x, <X<Xx,,, para

i=12,...,n-1 (Alvarez et al., 2007).
2.2.3 Spline Natural
Observamos que essas duas condigdes adicionais estdo relacionadas com as

derivadas de segunda ordem nos extremos do intervalo. O spline natural é definido quando as

derivadas de segunda ordem nos extremos se anulam:
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s'"(x)=M,=0e s"(x,)=M_, =0 (24)
Quando tomamos essas condicBes adicionais, podemos demonstrar que o spline

resultante ¢ a fungdo que, passando pelos n + 1 pontos (X, Yo ), (X, ¥, heor(X,, Y, ), Minimiza a

Xy 2

integral: I [g"(x)] dx (25)

Xo
Como g'"(x) esta relacionada com a curvatura do grafico de g(x), significa,
geometricamente, que a spline natural minimiza a curvatura global da fungéo interpoladora.
Do ponto de vista fisico, como a energia potencial de uma barra fina, flexivel e eldstica,
depende da curvatura em cada ponto, resulta que, se uma barra com tais propriedades é

obrigada a passar pelos n + 1 pontos do plano (X,, Y, (X, Y; )-r(X,. Y, ), €la toma a forma

gue minimiza sua energia potencial elastica, que é, precisamente, a do spline cubico natural
que interpola tais pontos. Deste fato fisico provém a palavra “spline” que originalmente se
usava para designar uma espécie de curvigrafo utilizado na figura, formado por uma barra que
se fez passar por varios pontos de um plano.

Tendo em conta as condic¢des adicionais (24), o sistema de equacdes (23) toma para o

spline natural, a forma (Alvarez et al., 2007):

o+l Y VYo
1 2

6 h, hy
ﬁMl+h1+h2 M2+&M3= Ys=Yo Yo=Y
6 3 6 h, h,
&M2+h2+h3 M3+EM4ZY4_y3_y3_Y2
6 3 6 h, h,

h M L hn—2 + hn—l M = Yo = Yna _ Y1~ Yoo
6 3 hn—l hn—2

Que escrevendo em sua forma matricial, temos que:

H.M=Y
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Logo:
h,+h,  h ]
3 6 .
h, h+h, h, M,
6 3 6 M,
H - h,  h+h eM=| M, | =
6 3 .
. h., :
6 _M n-1 |
h., h_,+h_
L 3
I Yo=Y _ Yi—Yo |
hy ho
Ys— Y, _ Y= %
h, hy
= Y= Yo=Ys Y=Y
hs h,
Yo = Yo _ Yo1 " Yno
L hn—l hn—2 _

Seguimos o0s critérios usuais nas matrizes tridiagonais, de ndo escrevermos 0S
elementos nulos. O sistema que se obtém é tridiagonal e com a diagonal principal, portanto
pode ser resolvido com grande eficiéncia pelo método de Gauss.
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2.2.4 Programacao de Spline Cubico Natural

Programacdo no Mathematica (versdo Free) para calcular e construir os graficos do

Spline Cabico Natural. (Elaborado pelo autor)

Splinecubico[m_List]:=Module[{h,n,mtD,mY,MR},n=Length[m];h=Table[m[[i+1]][
[111-m[01000.{3,2,0-13];

(*formando o sistema de equacdes™®)

(*formando a matriz h*)

mtD=Table[

If[col==row || Abs[row-col]==1,

If[row==col,
(h[[row]]+h[[row+1]])/3,
h[[ Max[{row,col}]]]/6

1,0] .{row,1,n-2,1} {col,1,n-2,1} ];

(*formando a matrix coluna Y*)

mY=Table[

(m[[row+2]][[2]]- m[[row+1]][[2]])/h[[row+1]] - (m[[row+1]][[2]]-
m[[row]][[2]])/h[[row]]

{row,1,n-2,1}];

(*resolvendo o sistema tridiagonal HM=Y*)

MR=LinearSolve[mtD,mY]//N;

MR=Insert{MR,0,1];MR=InsertfMR,0,-1];

(*formando a fungéo spline *)

S=Function[x,Piecewise[Table[{((m[[iI+1]][[1]]-x)"3 MR[[i]] + -m[[i]1[[1]D"3
MRI[i+1]])/(6 h[[il]) +((mI[i+11][[21]-x) m[i][[2]] +(x-mI[AIDmI+12ID/hLT] - -
(hI[iI ((m[i+1]]1{[111-x) MRI[i]] + (x-m[[iILID
MRI[i+1]1))/6 x>=m[[i[I[[1]]&&x<=m[[i+1]][[1]]}{i.1.n-1}]1];

(*graficando o spline*)

g1=Plot[S[X],{x,m[[1]][[1]],m[[n]][[1]]}];92=ListPlot[m,PlotStyle-
>{Red,PointSize[Large]}];Show[gl,92]];
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2.3 AJUSTE DE CURVAS

O Ajuste de Curvas é um método que consiste em encontrar uma curva que se
ajusta a uma série de pontos e que possivelmente cumpra uma série de condic¢Ges. Por meio de
dados conhecidos, usa-se 0 ajuste de curvas para fazer extrapolacGes, ajustando-se a curva que
mais se aproxima aos dados disponiveis. Conhecida a equacdo desta curva, pode-se
determinar valores fora do intervalo conhecido.

Segundo Bassanezi (2015, p.85):

Uma regressdo ou ajuste de curvas é sempre um recurso formal para expressar
alguma tendéncia ou relagéo entre a variavel dependente X, e a independente n, ou

seja, € um mecanismo que fornece uma relagéo funcional X, = f(n) quando se

tem alguma relacdo estatistica.

Fazer um ajuste de curvas significa simplesmente determinar os coeficientes de uma
funclo, dada genericamente a priori, de modo que, no intervalo de valores
considerado, esta fungdo e os dados estatisticos sejam “proximos”. Dependendo do
que entendemos por proximidade entre funcdo ajustada e dados experimentais,
teremos diferentes solugBes para f(n). De qualquer forma, s6 podemos garantir a

proximidade entre a curva de regressao e 0s pontos dados no intervalo limitado onde
tais pontos foram tomados. Fazer previsGes de valores futuros é o objetivo principal
de uma modelagem, e um ajuste dos valores conhecidos nem sempre pode servir
para tal. Entretanto, como modelos parciais 0s ajustes sdo fundamentais no processo
de modelagem global.

O Método dos Minimos Quadrados (MMQ) é um dos métodos mais usados para a

aproximacdo dos parametros de uma funcdo. A seguir analisaremos este método.

2.3.1 Método dos Minimos Quadrados (MMQ)

Construiremos 0 MMQ partindo da interpolacdo, para entender melhor a suas
diferencas.

Da férmula (1) podemos dizer que procuramos o0s coeficientes do polinémio
interpolador exigindo que todos os residuos (diferenca entre valor real e o valor estimado)

sejam simultaneamente iguais a zero. Em formato vetorial significa:

R :\?—Y , onde:
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a0 (X)) +...+a,0(X) Y1 0
Q _ al¢1(X2)+""+ak¢)k (X,) Y = y:2 e 0= 0
a1¢1(xn)+"'+ak¢k (Xn) yn 0

O MMQ consiste em encontrar a fungdo de aproximagdo partindo de uma base de
funcBes. Se tomarmos a mesma base de polinbmios da interpolacéo anterior, teriamos:
B={1,x %, ..., x"}.
Procurariamos entdo a funcdo de aproximag¢do como uma combinacgdo linear das

funcOes da base B e a funcdo aproximacao teria 0 mesmo formato da interpolagéo:
P(X)=a, +a,X+...+a,Xx"

Entdo, qual é a diferenca no MMQ?

Supondo que temos uma base de fungdes para gerar a funcdo de aproximacgéao
Base={¢,¢,,..0J,  procuramos os  coeficientes da  combinagdo linear
ao (X)+a,p,(X)+...+a,¢, (X) exigindo que os produtos escalares do residuo R com cada
vetor fungdo da base ¢.(X) sejam iguais a zero simultaneamente. Expressando-o em forma
vetorial, temos:

(¢ (X),R)=0,0ondei=1,2, ..,k sendo:

k — numero de fun¢des da base;

Figura 14: Grafico do vetor residual (R).

'"Q)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O vetor Y (curva real) é projetado no espaco de fungdes da base como combinagéo

linear delas obtendo a curva de aproximacgdo Y =a,@, (X)+a,e,(X)+...+a,¢, (x), com erro

ou residuo (R) perpendicular a todas as funcdes da base simultaneamente.

@, (%) Xy
.(X) = (01(:)(2) e X = X:2
ng(Xn) Xn

Os vetores sdo ditos ortogonais quando o produto escalar deles é igual a zero.

VVamos ver no exemplo:

Ajuste Linear utilizando como base {1, x} essas fun¢bes geram retas cuja equacgdo €é
y=a,+aXx.

Os dados observados sédo apresentados na Tabela 1:

Tabela 1: Tabela dos n valores x e y.

X1y
WA
X 1 Yo
Xo | Yn

Entdo, vamos ter um vetor com dois produtos escalares, isto é:
QG taX -y

1)_ ao"'aqzxz_ﬁ -0

@1
a0 + aan - Y
a0 + a‘lxl - yl

G +a X, -y,

(Xl Xy oo Xn)' =0

a, +a, X, —Y,
Resolvendo o produto escalar e agrupando os termos com a,, &, e 0s termos livres,

formamos o sistema. A primeira equacdo tem um significado que a soma de todos os residuos

é igual a zero. Fica, entdo, o sistema para n dados de x e y, onde:
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aozn:1+ alzn:xi —Zn:yi =0
i=1 i=1 i=1

aoixi +a1ixi2 _Zn:XiYi =0
i=1 i=1 i=1

Que é um sistema linear de equacdes de facil solucdo. Observe que a dimenséo do
sistema ndo coincidira necessariamente com o nimero de dados, ele depende da diferenca da
interpolacdo do nimero de funcbes da base e sempre sera igual ao nimero de parametros a
determinar.

Vamos ter infinitas funcdes que satisfazem para os mesmos dados o0 MMQ. Como
entdo, escolher entre elas, a melhor? Ou, pelo menos escolher uma boa? A Estatistica nos

permite aplicar outros critérios, do ponto da Algebra Vetorial. A norma de um vetor

V =(v,,V,,...,V, ) é 0 modulo do vetor, e calcula-se para um vetor de n coordenadas como:

V|= JV2 +VZ 4.4V

n

ZYi
Vetores residuais E = (Y, -Y;), EM =(Y, =Y, ) comi=1,..,ne Y_ =&
n

Onde:

Y, — sdo os valores estimados pela funcdo de ajuste;
Y, —sdo os valores observados;

Y,, — € amédia aritmética dos valores reais observados.

[Em]” [

> que é chamado de R? e podemos escrever
[EM]|

Utilizaremos como critério

também como:

|EI

Em]*

2 _

Podemos interpretar que a dispersdo absoluta da fungéo interpoladora com relagdo a

dispersdo dos dados reais é pequena e quanto menor o desvio (mais proximo de zero), mais
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perto de 1 estard R?, o que representar melhor sera o ajuste.

Outro critério para decidir o ajuste do MMQ, pressupfe-se que 0s residuos seguem
uma distribuicdo normal e todas as fungdes que formam a base também devem seguir essa
distribuicdo com algum desvio que pode ser medido pelo critério do P-valor, e da para saber
qudo significativo é o desvio e trocar funcdes da base quando o P-valor for significativo.

Este elemento exige profundos conhecimentos estatisticos que saem de nosso
objetivo principal e o utilizaremos como ferramenta computacional para melhorar nossa

analise.
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3 APLICACOES

3.1 Crescimento Populacional de Terra Nova do Norte — MT

3.1.1 Breve histdrico do municipio

A formacéo histérica do nome de Terra Nova do Norte vem da migracdo de sem-
terras da regido galcha de Nonoai, Planalto, Miraguai e Guarita. Expulsos das terras
indigenas Kaigang, os posseiros foram atendidos pelo Estado do Rio Grande do Sul,
juntamente com o Governo Federal, em 1978. A solucdo encontrada foi levar os desabrigados
para a regido do futuro municipio. O trabalho de abertura prévia da regido, preparacdo da
infraestrutura e transporte nos primeiros dias foi confiado a Cooperativa Agréria de Canarana,
com sede em Canarana. Foram destinados 435 mil hectares de terras para 0s assentamentos. A
Cooperativa abriu 1.062 lotes em nove agrovilas. O pastor luterano Norberto Schwantes
efetuou um eficiente servico de orientacdo aos colonos, dispondo de equipe técnica em
agropecuaria. O municipio de Terra Nova do Norte foi criado em 13 de maio del1986, por

meio da Lei Estadual n® 4.995, com territério desmembrado do municipio de Colider.

3.1.2 Aplicagéo 1

Aplicacdo de Interpolacdo e Ajuste de Curvas no crescimento populacional do

municipio de Terra Nova do Norte-MT.

Tabela 02: Populacdo terranovense nas Ultimas trés décadas.

Ano Populagao
1991 17712
1992 17892
1993 18950
1994 19998
1997 15622
1999 15404
2000 13694
2004 12181
2005 11846
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2006 11514
2010 11191
2015 10167
2016 9816
Fonte: IBGE

Da andlise da Tabela 2, depreende-se que evidentemente a populagdo esta
diminuindo, tendo crescido até o ano 1994, quando foi seu maximo e, a partir dai, comecando
a decrescer.

VVamos construir uma funcéo de Interpolagéo por Spline Natural utilizando uma parte

dos dados, deixando o resto para verificar o erro de aproximagéo cometido.

Figura 15: Gréfico da Tabela 02.

0
Q
0

]
T
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15

m

Fonte: Elaborado pelo autor.

Obtemos uma interpolagéo por Spline Natural:

—2066.432453013925 + 1906.58603564125x — 83.62887087350278x" + 1.07216501119875356x 20 <x = 26

35138.168825266985 — 3674.1131561008865x + 195.40608871360402x" — 3.57341764858636x" 14 <x < 20

EE16.4974437627825 + 2437.673568507157xy — 241.15010590125618x" + 6.815777461291264x° 10 < x = 14

5(x) = 59221.352874346754 — 13343.78306066802%x + 1336.9955570162624x% — 45.7890779692927x T <x < 10
4472.,854573504888 + 10115.859066121337x — 2014.953318239361%° +113.82753513811795x° 4Cx=L7
16373.0907585%3826 + 1194.6819310546302x + 216.34096552731523x" —72.11365517577174x° 1<x=4



Figura 16: Grafico do polindmio s(x) por Spline Natural.

56

Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos estimar o erro nos nds. Observe a Tabela 03:

Tabela 03: Tabela do Erro Relativo do polinémio s(x) por Spline Natural.

Ano Populacao Pop. Estimada Erro Relativo
por “Spline” (%)
1991 17712 17712 0
1992 17892 19050 6,5
1993 18950 19957 53
1994 19998 19998 0
1997 15622 15622 0
1999 15404 14043 8,8
2000 13694 13694 0
2004 12181 12181 0
2005 11846 11915 0,58
2006 11514 11719 1,7
2010 11191 11191 0
2015 10167 10082 0,83
2016 9816 9816 0

Aplicamos o método de Minimo Quadrado, tomando como base também funcGes
polinomiais de terceiro grau. Obtemos a fungéo f(x):

f(x) =18993.500163876615 — 172.18078124012706x — 31.610956379962637 x>
+ 0.9560266502923151x°



Figura 17: Gréafico do polindmio de terceiro grau f(x) pelo MMQ.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 04: Tabela do Erro Relativo do polindmio de terceiro grau f (x) pelo MMQ.

Ano Populagéo Pop. Estimada Erro Relativo
pelo “MMQ” (%)
1991 17712 18811 6,2
1992 17892 18456 31
1993 18950 18060 4,7
1994 19998 17629 11
1997 15622 16179 3,5
1999 15404 15135 1,7
2000 13694 14606 6,7
2004 12181 12565 3,1
2005 11846 12101 2,1
2006 11514 11666 1,3
2010 11191 10324 7,7
2015 10167 9945 2,1
2016 9816 10095 2,8

Existem infinitas funcdes para ajustar os dados pelo Método dos Minimos Quadrados

(MMQ), para decidir uma boa aproximacdo, teremos que nos apoiar em outros critérios. Por

exemplo, coeficiente de determinacio R*:




58

o > (PE,-PR, )

> (PR, —PM, )’

Onde:
PE; sdo os valores da populacao estimadas pelo funcéo de ajuste;
PR; séo os valores reais de populacéo; e
PM; é a média da populacéo real.

Este coeficiente mede qudo forte ¢ a dependéncia da funcdo ajuste, sendo a
Populagdo (quantidade de habitantes) a varidvel dependente e a varidvel independente neste
caso € o tempo.

Logo, R?= 0,88. Para o exemplo tal, mostrado anteriormente, temos:

Outro elemento a considerar, que é sobre o desvio que as fungdes polinomiais
provocam na distribuicdo normal. Neste contexto, aplicaram-se 0os P-valores correspondentes

a base de polindmios utilizados, para analisar o caso, observamos a Tabela 05:

Tabela 05: Tabela dos P—valores do polindmio de terceiro grau f (x) gerado pelo MMQ.

Funcéo P —valor
X3 0,028
X? 0,065
X 0,72

Veja que X tem certa influéncia sobre o desvio da distribuicdo normal, podemos
aumentar o grau do polinémio deixando o termo linear ou retirando-0. Vamos experimentar o
primeiro caso. Neste caso, 0 polindmio a ser considerado é o de 4° grau.

Entdo, obtemos:

flx) = 16736.46487972478 + 1685.5095812338764x — 373.13793397624505x7
+ 21.552476803707883x% — 0.3881337043365603x*



59

Tabela 06: Tabela do Erro Relativo do polinémio de quarto grau f(x) pelo MMQ.

Ano Populacao Pop. Estimada Erro Relativo
pelo “MMQ” (%)
1991 17712 18070 2
1992 17892 18781 4,9
1993 18950 18985 0,18
1994 19998 18788 6
1997 15622 16711 7
1999 15404 14847 3,6
2000 13694 13948 18
2004 12181 11428 6,2
2005 11846 11153 5,8
2006 11514 11023 4,2
2010 11191 11509 2,8
2015 10167 10805 6,3
2016 9816 9757 0,6

Figura 18: Gréfico do polindmio de quarto grau f(x) pelo MMQ.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O novo ajuste gerou R?=0,96, que é uma boa aproximacao. Os P-valores também sdo

considerados bons. Veja Tabela 07:



Tabela 07: Tabela dos P—valores do polinémio de quarto grau f(x) pelo MMQ.

Funcao P —valor
X 0,0408
X3 0,06497
X? 0,1534
X 0,3126
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Vamos experimentar a segunda variante, aumentar para o grau 4 e tirar o termo linear

que tem maior incidéncia. A funcéo ajuste via MMQ fica:

f(x) = 19208.17418995404 — 106.83706927997605x2 + 6.814385348845838x 3

—0.12452595068566961x*

Entdo, obtemos R2=0,92 e a Tabela 08:

Tabela 08: Tabela do Erro Relativo do polindmio de quarto grau f(x) sem o termo linear.

Ano Populacao Pop. Estimada Erro Relativo
pelo “MMQ” (%)
1991 17712 19108 7,9
1992 17892 18833 53
1993 18950 18420 2,8
1994 19998 17903 10
1997 15622 16011 2,5
1999 15404 14705 4,5
2000 13694 14093 2,9
2004 12181 12182 0,016
2005 11846 11684 0,15
2006 11514 11608 0,82
2010 11191 11064 1,1
2015 10167 10266 0,97
2016 9816 9850 0,35
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Figura 19: Grafico do polinbmio de quarto grau f(x) sem o termo linear.

10000 | \‘\.

Il " " : . Il " " " " 1 " " : : L " " " " 1 : A
s 1in 15 =0 e
o J . J Ao

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 09: Tabela dos P—valores do polinémio de quarto grau f(x) sem o termo linear.

Funcéo P —valor
x4 0,023
X3 0,045
X? 0,139

Os resultados dos P—valores melhoraram.
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3.2 Producéo Leiteira de Terra Nova do Norte - MT

3.2.1 Breve historico da Coopernova

A Cooperativa Agropecuaria Mista de Terra Nova Ltda. — COOPERNOVA - foi
fundada em 31/10/1987 na cidade de Terra Nova do Norte. Atualmente, atende em cinco
unidades: Terra Nova do Norte, Nova Guarita, Agrovila Norberto Schwantes, Unido do Norte
(Peixoto de Azevedo) e Guarantd do Norte. Possui 1546 associados na Bovinocultura, 135 na
Fruticultura, 30 na Ovinocajucultura, 20 em Cereais e 712 em outras atividades. Abrange dez
municipios da regido: Terra Nova do Norte, Nova Guarita, Peixoto de Azevedo, Nova Santa
Helena, Colider, Guarantd do Norte, Matupa, Novo Mundo, Itaiba e Nova Canad do Norte.
Sua capacidade de industrializacdo do leite € de 200 mil litros/dia; de 3000 kg/hora de frutas;
fabricacdo de racOes e suplementos minerais de 10 ton/hora; recepgdo e armazenamento de
cereais. Total aproximado de 2500 associados e 250 funcionarios. (Coopernova, junho, 2016).

3.2.2 Aplicacéo 2
Estudo da producdo de leite no municipio de Terra Nova do Norte — MT nos ultimos
cinco anos com os dados da COOPERNOVA, construiremos um modelo para estimar a

producdo média esperada, veja Tabela 10:

Tabela 10: Producéo leiteira de Terra Nova do Norte (em litros).

MES / ANO 2012 2013 2014 2015 2016
JANEIRO 1441090 | 1384356 | 1591033 | 1509881 | 1554006
FEVEREIRO 1296204 | 1239579 | 1343972 | 1305749 | 1417583

MARCO 1362334 | 1307299 | 1383652 | 1344443 | 1355628
ABRIL 1313673 | 1280336 | 1406980 | 1290341 | 1288065
MAIO 1375001 | 1348682 | 1408937 | 1314305 | 1293236
JUNHO 1278504 | 1269290 | 1415556 | 1218996 | 1154292
JULHO 1148346 | 1173222 | 1270894 | 1142395 | 1024516
AGOSTO 981191 | 1086512 | 1171765 | 1069985 | 1025607

SETEMBRO 980825 | 1168263 | 1186239 | 1153060 | 1102815
OUTUBRO 1325865 | 1468124 | 1460769 | 1438199 | 1417679
NOVEMBRO 1374402 | 1518802 | 1507767 | 1573512 | 1447381

DEZEMBRO 1452468 | 1625007 | 1594653 | 1652690 | 1503884
Fonte: COOPERNOVA.
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Figura 20: Gréfico dos dados da Tabela 10.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

No modelo de estimacdo (ver p.62), do diagrama de dispersdo, observamos que a
funcdo seno e o polinbmio combinam com aparéncia grafica da distribuicdo (ver Figura 20),
que tem uma convexidade perto do més de agosto por isso a poténcia 4. Tomamos como zero
o valor de t=8, por ter visivelmente trés mudancas de convexidade, colocando além da (t-8)*,
tet’,

Propomos a seguinte base de fungdes: {t, t°, £, (t-8)*, t.sen(t)} e aplicamos 0 MMQ,

obtendo os resultados da Tabela 11:

Tabela 11: Tabela dos P—valores da producéo leiteira de Terra Nova do Norte.

Funcao P—valor
t° 8,0942 . 107
(t-8)* | 590866 .10
£ 4,45121.10°
t 0,00712513
t.sen(t) 1,65474 .10°°

Os P-valores sdo baixos, que indica que o desvio da distribuicdo normal é bem baixo.
Além disso, temos que R?=0,81.
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Figura 21: Grafico do polindmio L(t) pelo MMQ.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Modelo de estimacéo:

L(t) = 1208.6634590252693 + 0.11744077229162862(—8 + t)* + 14.573659038306754¢
—0.36345928199620126¢3 + 0.0025866440138476257t5
—19.61613104153566tSin[t]

Onde:
L — litros de leite (mil por unidade);

t — tempo (em meses).
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3.3 Prognostico do Crescimento populacional de Terra Nova do Norte

No que se refere a epigrafe anterior, utilizamos as técnicas para a construcdo das

aproximacdes de funcdes, mas sem intencdes de prognosticar ou extrapolar os intervalos de

dados trabalhados. Nesta ultima aplicagdo mostraremos como fazer esse prognostico

utilizando-se do MMQ.

3.3.1 Aplicacéo 3

A partir do ano 1994, com o fechamento dos garimpos e a queda no valor do ouro,

inicia-se a migracdo da populacdo para outras regides do estado e do pais. Consequentemente,

havendo a reducéo dos habitantes no municipio. Vejamos a Tabela 12:

Tabela 12: Populacédo de Terra Nova do Norte de 1994 a 2015.

Ano Populacao
1994 19998
1997 15622
1999 15404
2000 13694
2004 12181
2005 11846
2006 11514
2010 11191
2015 10167

Este decrescimento da populacédo, simularemos por meio da funcéo:

P(t) =

1

(a+bhe

nos quais, temos dois pardmetros a e b e 0,023 é a taxa média anual de reducédo

(decrescimento) da populagdo no periodo abordado. Vejamos o decrescimento na Figura 22:
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Figura 22: Gréfico da Tabela 12.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

N&o é uma funcgdo linear, mas pode ser linearizada com a mudanca de variaveis,

1 -
donde: —=a+be ¥
p
as mudancas de variaveis sao:
Y = i e X = g 0023t
Y

a equacdo muda para Y =a-+b.x que corresponde a uma fungdo linear com relagdo aos

parametros a e b, portanto, com a Tabela 13, temos:

Tabela 13: Valores para Y e X.

Ano | Populagdo | 1/Populagdo | Exp[-0,023(Ano-1994)]
1994 19998 0,00005 1

1997 15622 0,00006401 0,933326680078202
1999 15404 0,00006492 0,8913661439068313
2000 13694 0,00007302 0,8710986917457983
2004 12181 0,0000821 0,794533602503334
2005 11846 0,00008442 0,7764678818237378
2006 11514 0,00008685 0,7588129307612413
2010 11191 0,00008936 0,6921171816887304
2015 10167 0,00009836 0,6169298233735474
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Aplicando MMQ, chegamos a calcular a = 0,000175 e b = -0,00012 com R?*=0,97.
Multiplicando e dividendo a parte direita da funcdo (*), podemos transforma-la
convenientemente e obter uma assintota horizontal que indica que a populagédo ao ritmo que

decresce nunca sera menor que 5714 habitantes.

1
P(t)=—--2
14 = go02at
a
1 b : «
Sendo os valores para 2 5714 e 2 —0,6857 temos finalmente, a funcéo:
P(t) o714 com

T 1-0687.¢ 0%
lim P(t) = 5714

Ficando o grafico do ajuste e da assintota horizontal, conforme Figura 23:

Figura 23: Gréfico do ajuste e da assintota horizontal.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

E o grafico da funcédo P(t), conforme Figura 24:



Figura 24: Gréfico da fungéo P(t).
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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A estimacéo do ano 2016 foi p(22) = 9741 e o valor real p = 9816 estimado com um

erro relativo de 0,75%.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A Modelagem Matematica, conforme vimos, configura-se como uma “ferramenta”
no ensino-aprendizagem da disciplina de Matematica, permitindo a alteracdo nos rumos do
ensino e da metodologia utilizada em sala de aula pelos professores.

Ademais, que a Modelagem nédo esta restrita a problemas matematicos, pois é
possivel sua utilizagdo em diversas areas, 0 que certamente favorece a interdisciplinaridade
com as demais areas do conhecimento, razdo pela qual pode ser considerada uma forma mais
interessante de expor os conteidos.

Nesse contexto, o uso da Modelagem Matematica pode ter como beneficios a
motivacdo do professor e a facilitacdo da aprendizagem, visto que é capaz de transformar
problemas do cotidiano em problemas matematicos, na tentativa de provocar uma maior
fixacdo do contetdo estudado e estimular o interesse na disciplina.

No gue concerne aos aspectos da modelagem, verificamos, em sintese, que o inicio
de uma modelagem se faz com a escolha de temas, apos, realizasse a coleta de dados e,
finalmente, passasse a matematizagdo dos dados por meio da formulacdo de modelos.

Além disso, no capitulo de Modelagem Matematica adicionamos um esquema
resumo dos tipos de erro que sdo cometidos durante o processo de Modelagem Matematica,
alertando para os cuidados na construcdo e solu¢do dos modelos matematicos. Também sobre
a infinitude do processo, 0 modelo que resolve hoje um problema, amanhad precisa ser
analisado e melhorado.

Por outro lado, importa ressaltar que a abordagem dos métodos de aproximagdo com
0 objetivo de diferencia-los ndo pretendia dar preferéncia de um em detrimento de outro, ao
contrario, demonstra que ambos sdo importantes e inseparaveis, e estdo em constante
interacdo para melhorar os métodos.

Por fim, acreditamos que o trabalho pode ser de grande utilidade aos professores de
ensino médio que pretendem aplicar a Modelagem Matematica como método de ensino,

especialmente por meio da abordagem das técnicas de aproximacéo de funcgdes.
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