A UNIVERSIDADE DO ESTADO DE MATO GROSSO
A‘}A CEAMPUS DE SINOP '
FACULDADE DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL PROFMAT

PROFMAT

MARLON PRUDENCIANO DA SILVA

EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS:
APLICACOES E UMA COLETANEA DE
PROBLEMAS

Sinop
2017






MARLON PRUDENCIANO DA SILVA

EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS:
APLICACOES E UMA COLETANEA DE
PROBLEMAS

Dissertacao apresentada ao programa de Mes-
trado Profissional em Matematica em Rede
Nacional-PROFMAT, da Universidade do Es-
tado de Mato Grosso - UNEMAT como requi-
sito parcial para obtencéo do grau de Mestre em
Matematica.

Prof. Dr. Rogério dos Reis Gongalves
Orientador

Prof. Dr. Oscar Chong Gonzalez
Coorientador

Sinop
2017






CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

S586e Silva, Marlon Prudenciano da.
Equagdes e fungdes quadraticas: aplicagdes e uma coletanea de problemas/
Marlon Prudenciano da Silva. — Sinop, 2017.
56 p.: il.

Orientador: Dr. Rogério dos Reis Gongalves.
Dissertagdo (Mestrado) — Universidade do Estado de Mato Grosso,

Campus Universitario de Sinop, Faculdade de Ciéncias Exatas e Tecnologicas,
Programa de P6s-graduagao Profissional em Matematica.

1. Fungoes Quadréticas. 2. Equages Quadraticas. 3. Matematica - Resolugdo

de Problemas. 4. Mestrado Profissional em Matematica. I. Gongalves, R. dos
R., Dr. II. Titulo. III. Titulo: aplicagbes e uma coletanea de problemas.

CDU 511.55

Ficha catalografica elaborada pelo bibliotecario Luiz Kenji Umeno Alencar - CRB1 2037.



ESTADO DE MATO GROSSO

rp SECRETARIA DE ESTADO DE CIENCIA E TECNOLOGIA p B8
@ UNIVERSIDADE DO ESTADO DE MATO GROSSO .
CAMPUS UNIVERSITARIO DE SINOP Jey
MATCC‘?;;SSSO FACET — FACULDADE DE CIENCAIS EXATAS E TECNOLOGICAS. W

svomerRansionucie  MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
PROFMAT UNEMAT - SINOP

MARLON PRUDENCIANO DA SILVA

EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS: APLICACOES E UMA
COLETANEA DE PROBLEMAS

Dissertagdo apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional da Universidade do Estado de Mato Grosso - UNEMAT no Campus
Universitario de Sinop, para obtencgao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Rogério dos Reis Gongalves

Aprovado em: 29/06/2017

BANCA EXAMINADORA:

Prof. Dr. Rogério dos R;g;ec?g‘ams - UNEMAT

Prof. Dr. Rodney Carlos anezi — UNICAMP/Campinas

</ :
]

Prof. Dr. Mlgﬁ'elgfn'd'ayﬂki Koga - UNEMAT

SINOP — JUNHO - 2017

= Programa de Mestrado Profissionalizante em Matemdtica em Rede Nacional ""‘

FYy . . 2 - AL/
MAT- Sinop Avenida dos Ingas, n? 3001 - Centro — CEP: 78.555-000 — Sinop—

A s ", SBM

MT.Tel./Fax: (66)9601-8925 — Cx. Postal: 680 — profmat-unemat@unemat-net.br




A minha mde que sempre se importou com meus estudos e em especial a minha esposa Luana,

que esteve ao meu lado me apoiando e incentivando.



AGRADECIMENTOS

A Deus, por ter me concedido o dom da vida, toda a for¢a e saude para chegar até aqui;

A minha familia que esteve sempre ao meu lado me apoiando e incentivando em todos os

momentos;

A todos os colegas do PROFMAT, que contribuiram diretamente nesta etapa de novos co-
nhecimentos, principalmente ao Raul, Alessandro, Ricardo e Prina pelo companherismo

em todos 0s momentos;

Ao orientador Professor Doutor Rogério dos Reis Gongalves, pelo estimulo e pelas vali-

osas contribui¢des, sem as quais ndo conseguiria concluir este trabalho;

Ao Professor coorientador Doutor Oscar Antonio Gonzalez Chong por todo conheci-

mento transmitido no decorrer do curso;
A todos os professores do PROFMAT que trabalharam conosco durante o curso;

A CAPES pelo apoio financeiro.



“Se enxerguei mais longe,
foi porque me apoiei sobre os
ombros de gigantes”.

Isaac Newton



RESUMO

Este trabalho foi desenvolvido com o intuito de elaborar um material que pode ser utilizado
por professores e alunos do Ensino Bésico e Superior, como fonte de pesquisa para o estudo de
equagoes e fungdes quadraticas. Trazemos um numero consideravel de problemas que podem
ser resolvidos por meio destes temas e, em especial, varias aplicagdes que utilizam propriedades
da pardbola. No estudo das fun¢des quadraticas, damos um maior destaque ao uso das suas
formas candnica e fatorada, visto que elas apresentam caracteristicas importantes que facilitam
a compreensdo da fungdo e de seus elementos. Além disso, acreditamos que essas formas sao

pouco utilizadas pelos professores.

Palavras-chave: Fung¢des Quadraticas. Equa¢des Quadraticas. Forma Candnica. Forma Fato-

rada. Parabola.



ABSTRACT

This work was developed with the objective of elaborating a material that can be used by tea-
chers and students of Basic and Higher Education, as a research source for the study of equa-
tions and quadratic functions. We bring a considerable number of problems that can be solved
through these themes, and in particular, several applications that use properties of the parabola.
In the study of quadratic functions, we emphasize the use of its canonical and factored forms,
since they have important characteristics that facilitate the understanding of the function and its

elements. In addition, we believe that these forms are little used by teachers.

Keywords: Quadratic Functions. Quadratic Equations. Canonical form. Factored Form. Para-
bola.
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1 INTRODUCAO

O estudo de equagdes e fungdes € essencial no ensino de matematica, além de que o uso
delas pode ser percebido em outras areas no curriculo do ensino médio, como Fisica, Quimica,
Biologia, dentre outras. Em especial, as equagdes e fungdes quadraticas, objeto de nosso traba-

lho, sdo utilizadas frequentemente nessas areas.

Ha ainda, segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais, a necessidade de que o aluno

desenvolva as seguintes habilidades e competéncias:

Reconhecer e utilizar a linguagem algébrica nas ciéncias, necessaria para expressar a
relagdo entre grandezas e modelar situagdes-problema construindo modelos descritivos

de fenomenos e fazendo conexoes dentro e fora da Matemdtica.

Compreender o conceito de fungdo, associando-o a exemplos da vida cotidiana.

Associar diferentes fungoes a seus grdficos correspondentes.

Ler e interpretar diferentes linguagens e representa¢des envolvendo variacoes de gran-
dezas. (BRASIL, 2007)

A pratica de ensino tradicional comumente utilizada pelos professores do ensino basico que
consiste em decorar formulas e resolver exercicios insistentemente sem nenhuma ligagdo com o
cotidiano do aluno, na maioria das vezes, causa desestimulo e desinteresse pela matematica. A
simples exposi¢do do conteudo de equagdes e fungdes quadraticas, simplesmente utilizando-se
de manipulagdes algébricas e alguns exemplos, ndo tem se mostrado eficaz. Tendo em vista

essa situagdo e levando em consideragdo os Parametros Curriculares Nacionais que nos diz:

...A riqueza de situagdes envolvendo fung¢des permite que o ensino se estruture per-
meado de exemplos do cotidiano, das formas grdficas que a midia e outras areas do

conhecimento utilizam para descrever fenomenos de dependéncia entre grandezas.
(BRASIL, 2007)

Trazemos uma coletanea de exercicios envolvendo aplicagdes dessas equacdes e fungdes, além

de algumas aplicacdes delas ou de seus elementos no cotidiano do aluno.
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Grande parte dos professores de matematica da educagao basica tem dificuldade em propor
atividades que proporcionem aos educandos a assimilacdo do contetdo e também que sejam
atrativas. Além disso, muitos relatam a seguinte indagagdo por parte dos alunos: "Professor,
onde vou usar isso?". Observamos que ha, por grande parte dos alunos, desinteresse na apren-
dizagem da matematica e que ¢ uma perda de tempo estudar algo que ndo esta ligado com sua

realidade e que acreditam nunca usar.

Por outro lado, é comum encontrarmos alunos que demonstram paixdo pela matematica
e areas afins e que conseguem, sem muito esforgo, sucesso na aprendizagem desta maravi-
lhosa disciplina. Diante disso, a fim de enriquecer o ensino de fungdes e equagdes quadraticas,
propomos neste trabalho, problemas e situacdes voltadas a aplicagdo de equagdes e fungdes
quadraticas que devem servir de estimulo a ambos os grupos de alunos, desde os desestimula-
dos, trazendo mais proximidade a vida cotidiana, e aos que possuem afinidade, causando, como

causam no autor, fascinio pela aplicabilidade dessas fungdes no dia a dia.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Assis (2015) apresentou um trabalho sobre fungdes quadraticas fundamentando teorica-
mente suas propriedades a fim de obter seu grafico; Além disso, apresentou aspectos da meto-
dologia de Resolug@o de Problemas e os resultados de sua aplicagdo na terceira série do Ensino

Médio para o ensino da fun¢do quadratica.

Cruz (2015) propos como metodologia de ensino uma abordagem das principais fungdes
reais, tais como, afins, quadraticas, exponenciais, logaritmica e suas respectivas representacdes
gréficas a partir de situagdes problemas do cotidiano. Apds identificar qual expressdo se adequa
a situagdo, foram discutidas as principais caracteristicas dessa fung¢do e como elas se relacionam
com o cotidiano descrito. Ainda, foram apresentados problemas inéditos e de processos de
selecdo universitaria, identificando qual o tipo de questdo pode ser usada como avaliagdo, como

demonstram o alinhamento deste método com o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Braga e Viali (2010) objetivaram a analise das potencialidades da planilha eletronica na
compreensdo do conceito de fungdo quadratica por meio da coordenagdo de registros de re-
presentacdo algébrico, tabular e grafico, com base na teoria dos registros de representagdes

semioticas de Raymond Duval.

Ribeiro (2013) faz uma resenha historica sobre a fun¢do do segundo grau nas civilizagdes
antigas e as contribui¢des que cada uma deu para o desenvolvimento da matematica, também

traz uma abordagem formal da fun¢@o quadratica.
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Junior (2011) discorre sobre o uso de tecnologias como ferramenta essencial no processo de

ensino-aprendizagem e destaca o uso do software geogebra no ensino de fungdes quadraticas.

Sousa (2013) faz um estudo detalhado da funcdo quadratica, trazendo desde as defini¢des
mais simples trabalhadas no ensino fundamental a definicdes mais complexas. Ainda, ¢ dis-
cutido a caracterizagdo da parabola, os intervalos de crescimento e decrescimento da funcdo e
também o comportamento da curva mediante variagdo dos coeficientes da expressdo algébrica

que a representa.

Soares (2013) traz um breve histdrico das equacdes polinomiais do 2° grau e apresenta
alguns problemas histéricos que podem ser resolvidos através deste tipo de equagdo, faz uma
apresenta¢do da fun¢do quadratica utilizando a forma candnica e a forma fatorada, também

define parabola e mostra que ela ¢ o grafico da funcao do 2° grau.

Alquimim (2016) faz um levantamento histérico sobre o desenvolvimento do conceito de
funcdo, apresenta as habilidades e competéncias exigidas pelo ENEM, bem como as compe-
téncias presentes nos PCNEM relacionadas ao ensino de matematica e, por fim, expde uma

sequéncia didatica utilizando o software Geogebra no ensino de fun¢des quadraticas.

Paiva (2016) destaca a importancia da utilizacdo de recursos tecnoldgicos na pratica do-
cente, faz uma analise do uso do software winplot como uma ferramenta de ensino e apresenta

uma proposta para o ensino de fun¢des quadraticas utilizando esse software.

Silva (2015) também enfatiza o uso das tecnologias existentes hoje em dia como ferramen-
tas de auxilio no processo de ensino/aprendizagem. Ultiliza o software Geogebra como uma
ferramenta de aprendizagem, pois proporciona uma interacdo dindmica entre a fungdo e o seu
grafico. Acredita que a visualizagdo grafica e a interagdo com o ambiente informatizado tornam

a aprendizagem mais dindmica, prazerosa e significativa para os alunos.

Anjos (2015) apresenta uma importante aplicacdo de fungdes afim e quadratica na educagdo
para o transito, mostrando a relagao entre essas fungdes e o tempo médio de reagdo visual de
uma pessoa, forgas de atrito e coeficientes de atrito de veiculos em repouso € em movimento,
situagdes de frenagem e parada total de um carro. Mostrando assim que o campo de aplicagio

dessas funcdes é muito grande, e pode ser usado para instigar os alunos ao seu estudo.

Cance (2015) apresenta uma sequéncia didatica que tem como principal objetivo o estudo de
funcdes quadraticas, para isso, langa mao de uma de suas aplicacdes, langamento de projéteis. A
sequéncia consiste na fabrica¢@o de canhdes, numa competicdo de langamentos de projéteis e no
desenvolvimento de atividades com o auxilio do software Geogebra para o estudo da trajetoria

do projétil.
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1.2 OBJETIVOS DO TRABALHO

1.2.1 OBJETIVOS GERAIS

Apresentar problemas e aplicagcdes de equagdes e fungdes quadraticas.

1.2.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

Apresentar alguns conceitos relevantes no estudo das equagdes e fungdes quadraticas;

Apresentar aplicacdes de equagdes e fungdes quadraticas que devemos utilizar no dia a
dia;

Apresentar aplicagdes de equagdes e fungdes quadraticas que fazem parte do nosso coti-

diano mas, em geral, ndo conhecemos;

Apresentar aplicagdes interessantes sobre equagdes e fungdes quadraticas para o professor

discutir em sala de aula.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

No presente capitulo ¢ apresentada introdugdo do trabalho. No Capitulo 2 apresentamos um
breve histérico da equagdo do 2° grau, retratando a evolugdo do estudo e resolucdo desse tipo
de equacdo no decorrer dos séculos. No Capitulo 3, partindo da defini¢do de funcdo quadratica,
chegamos a sua forma candnica e a partir desta desenvolvemos a formula resolutiva de equacdes
do 2° grau, soma e produto das raizes ¢ também a forma fatorada. No Capitulo 4 apresentamos
a definicao de pardbola e mostramos que ela representa o grafico de uma fun¢do quadratica.
Neste capitulo, também analisamos o “papel” dos coeficientes da fun¢do quadratica, em relacio
ao comportamento do seu grafico. No Capitulo 5 apresentamos varios problemas e aplicacdes
sobre equacdes e fungdes quadraticas, a fim de instigar o leitor ao seu estudo. Por fim, no

Capitulo 6 apresentamos nossas consideracdes finais.
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2  EQUACOES DO SEGUNDO GRAU

2.1 ASPECTOS HISTORICOS

Nao podemos iniciar o estudo das fun¢des quadraticas sem antes falar sobre a historia e o
desenvolvimento das equagdes do segundo grau. Analisando a historia da matematica notamos
que o conhecimento matematico ndo nasceu da "noite para o dia", foi sim construido durante
séculos e por varios pesquisadores e estd em constante expansdo. O mesmo ocorreu com o

desenvolvimento das equagdes do segundo grau, ndo surgindo de um momento para o outro.

Podemos descrever a trajetoria da equagdo do 2° grau listando as civilizagdes que contri-
buiram para o seu desenvolvimento. Dessa forma, entendemos que € interessante conhecermos
um pouco sobre como se deu o desenvolvimento do estudo destas equagdes, a fim de iniciarmos

o estudo de fung¢des quadraticas. Para isso, utilizaremos (FRAGOSO, 1999) nesta secio.

Iniciando pelos egipcios, que tiveram seus registros em papiros ha mais de 4000 anos. Ape-
sar de ndo ser encontrados registros de equagdes do 2° grau nesses papiros, historiadores ma-
tematicos creem que eles tenham desenvolvido alguma forma de abordar este tipo de equacgio.
Os primeiros registros envolvendo essas equacgdes sdo atribuidos a civilizagdo mesopotamica
em placas de argila, ndo apresentada na forma simbolica que utilizamos hoje em dia, como no

problema a seguir:
Qual € o lado de um quadrado, se a area menos o lado da 8707

Os mesopotamicos resolviam de forma retorica, descrevendo os passos a serem seguidos

para chegar a solugdo do problema. A solucdo do problema acima ¢ descrita da seguinte forma:

"Tome a metade de um (coeficiente de x), que € 0,5, e multiplique 0,5 por ele mesmo, o que
da 0,25. Some o resultado a 870 (termo independente, ou seja, o termo ndo acompanhado da
incdgnita), o que da 870,25. Isto €, na verdade, o quadrado de 29,5, que, somado a metade de

um, vai dar o lado do quadrado, que ¢ igual a 30."

Pesquisadores matematicos traduziram esta "receita"para a forma usual, ficando da seguinte
9
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forma:
2
X = g + (B) +4q

Desenvolvendo essa formula obtemos:

P _ (13)2
X 7 5 +q
2 2 2
_E) _ 1/(13)
(x 2 ( 2) 4
2 2
ro_r
X px-l-4 = 4+q
2 2
» _ PP
T T AR
¥ = px+q

Fazendo p =1 e ¢ = 870, temos a equacdo que representa o problema anterior.

x> =x+870

Atualmente sabemos que os mesopotamicos podiam resolver equagdes da forma x* + px =

g, x> = px+q ex*+qg = p, com p e g positivos.

Na Grécia a equag@o do 2° grau aparece na obra de Euclides "Os Elementos", mas com
solucdes geométricas. Além de Euclides, também ha registros de Diophanto que apresentou

uma outra forma de representacio da equacgdo do 2° grau chamada forma sincopada’.

Os hindus tiveram também uma grande contribui¢cdo no estudo de equagdes do 2° grau,
resolviam tais equagdes completando quadrados, descartavam as raizes negativas, mas aceita-
vam as irracionais. Dentre os matematicos hindus podemos destacar Brahmagupta (628 d.C.) e
Bhaskara (1114-1185 d.C.) por suas contribui¢des no estudo das equagdes do 2° grau. O pri-
meiro, assim como Diophanto, também representava a equac¢ao na forma sincopada, o segundo,
Bhéskara, considerado o mais importante matematico do séc. XII. Dentre outras atividades,
tratou das equagdes lineares e quadraticas, utilizando-se do método de completar quadrados,
Bhaskara chegou ao processo algébrico muito semelhante a formula que utilizamos atualmente
para resolver equagdes do 2° grau, intitulada "Formula de Bhaskara" em homenagem a esse bri-
lhante matematico. Lilavati, livro de Bhaskara sobre equagdes, tem muitos problemas, escritos

em versos, recebeu esse nome em homenagem a sua filha.

I'Supressdo, eliminagio das palavras por simbolos matematicos.
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Os arabes impulsionaram a matematica no seu periodo. Com relagdo as equagdes do 2°
grau podemos citar um importante matematico, Al-Khowarismi, que apresentou uma resolucao
pelo método de completamento de quadrados, usando-se de geometria para demonstrar suas
solugdes retoricas. Os chineses desenvolveram uma técnica para a resolugdo de equagdes do

segundo grau baseados nas aproximacdes sucessivas, denominado método fan-fan.
Podemos expressar o método fan-fan do seguinte modo:

X2+ bx, +c

— =0,1,2,...
1+2xn+b,00mn [ Al 9

Xn+1 = Xn
onde x,, é a aproximagao da raiz x procurada.

Na Europa vamos citar Frangois Viéte (1540-1603), considerado por muitos historiadores

matematicos o responsavel por introduzir a linguagem simbodlica na matematica.
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3  FUNCOES QUADRATICAS

3.1 CONCEITOS PRELIMINARES

O conhecimento das func¢des quadraticas sdo de grande importancia para os alunos do en-
sino bdsico, pois muitas de suas aplicagdes estdo presentes em nossas vidas. O estudo que
faremos neste capitulo envolve o desenvolvimento das formas candnica e fatorada desta fungao,
por acreditarmos que essas formas servem para um melhor entendimento das caracteristicas

dessa fung¢do e facilita a identificacdo dos pontos notaveis do seu gréfico.
Definicao 3.1. Uma funcdo f: R — R é chamada de fun¢do quadratica quando existirem

niimeros reais a, b e ¢, com a # 0, tais que f(x) = ax’ +bx+c, para todo x € R.

Na Sec¢do 3.2 estudaremos a forma canonica de uma fun¢@o quadratica. Esta forma baseia-
se na técnica de "completar quadrados". Esta forma pode, em um primeiro momento, parecer
complicada para alguns alunos. No entanto, ela contribuira, em especial, no estudo de outros
temas da dlgebra e também da geometria analitica. Além disso, a forma candnica nos fornece
com clareza os pontos notaveis do grafico da fun¢do, como por exemplo, os zeros da funcdo, a

intersec¢do do grafico com o eixo y e o vértice da pardbola.
3.2 FORMA CANONICA

A partir da Defini¢do 3.1, sera feito o desenvolvimento da forma canonica.

Seja f(x) = ax? + bx+c. Assim

fx) = ax’+bx+c

()
= a|lx +—x+-
a a

2+b +b2 b2+c
= aglx+—>x+-———5+-
a 4a’> 4a’  a

_ (b dac—t?
- 2a 4q?
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( b)z dac — b
= aflx+— ) +——

2a 4a
4 12
Denotando m = —i e k= Lb, obtemos:
2a 4a
S(x) =alx—m)*+k (1

A fungdo quadratica representada na Equagdo (1) é chamada forma canénica de f(x).

Abaixo seguem algumas observagdes sobre a fun¢do quadratica na forma candnica f(x) =

a(x—m)* +k.

Observacio 1. Se a > 0, claramente podemos notar que f ndo é limitada superiormente, pois

para qualquer que seja M € R, existe x € R tal que f(x) > M, visto que a expressdo a(x —m)*

pode tomar valores suficientemente grandes. Ainda, neste caso, como a(x — m)2 > 0, qualquer

que seja x € R, segue que o valor minimo de f ocorre quando x = m = y e o valor minimo
dac — b*

sera dado pory =k =
4a

. A andlise do caso em que a < 0 é andloga.

Observacio 2. Para iniciar o estudo de fun¢oes quadrdticas na sua forma candnica e, con-
sequentemente, conjecturar resultados, é importante que o professor primeiramente proponha
aos alunos que escrevam fungdes quadrdticas na sua forma canonica e que 0 mesmo os ins-
tiguem a perceber os resultados obtidos nas observagdes anteriores. Somente a partir dai o

aluno devera escrever suas ideias de forma genérica.

Na préxima se¢do vamos utilizar a forma candnica para demonstrar outros resultados im-

portantes que envolvem a func¢do quadratica.
3.3 FORMA FATORADA

Antes de falarmos sobre a forma fatorada da fun¢do quadratica precisamos de alguns con-

ceitos prévios que serdo apresentados agora.

Primeiramente, partindo da forma canonica da fun¢do quadratica e igualando-a a zero, po-

demos deduzir a férmula para encontrar as raizes de uma equacgao do segundo grau.
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( b>2 dac — b
a\x+>—1] + = 0

2a 4a
. h\? 4ac — b?
a — = —
2a 4a
b 2 4ac — b?
x4+ — =
2a 4a?
LA e ¢
o 2a - 4a?
b b? —4ac
—~ = 4+

X+ 2a 4a?

b Vb? —4dac

X+— = +——>—

2a 4a?
b Vb?—4ac
X g —_— :I: - @@ @
2a 4a?
—b+Vb?—4ac
x =
2a

Fazendo A = b? — 4ac e chamando de x| ¢ x, as raizes da equagdo, podemos escrever da

seguinte forma:
b+ VA
N 2a

_—b—VA

o 2a

X2

Claramente se A > 0 a equagdo possui duas raizes reais distintas, se A < 0 a equacdo ndo
possui raizes reais e se A = 0 a equag@o possui duas raizes reais iguais.
Ao somarmos as raizes temos:
—b+VA —b—+V/A
X1+x2 = +
2a 2a

(—b+\/Z) + (—b— \/Z)

2a

_ —b+VA-b—VA
- 2a
_ —b—b+VA-VA
- 2a
B —2b
 2a

b

a



E ao multiplicarmos temos:

X1X2
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~b+VA\ [—b—VA
2a 2a
(=b)* = (VA)?
4a?
»—A
4q?
b? — (b* — dac)
4q?
b? — b +4ac
4q?

dac
4a?

Assim a soma e o produto das raizes de uma equagdo do segundo grau podem ser expressas,

respectivamente, pelas expressoes:

b
X1 +xpy = —;

c
X1x2 =~
a

Dada a fungdo f: R — R definida por f(x) = ax? + bx+c com a,b,c € R e a # 0, vamos

fazer algumas manipulacdes algébricas a fim de obter sua forma fatorada.

J()

ax® +bx+c
(e 5)
alx" +x—+-—

a a
()

a a

a (x2 —x(x1 +x2) +x1%2)
a (x2 —XX] — XX2 -|-x1x2)
a(x(x—x1) —x2(x—x1))

alx—x1)(x—x2)

E claro que para trabalhar com a forma fatorada da fungio quadratica o aluno deve possuir

grande dominio na fatoracdo de polindmios, o que nem sempre encontramos na sala de aula,

porém esta forma ¢ bastante 1til pois deixa evidente as raizes ou zeros da func¢ao.
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4 UM ESTUDO SOBRE A PARABOLA DO SEGUNDO GRAU

4.1 CONCEITOS PRELIMINARES

Lendas dizem que Arquimedes (287-212 a.C.) incendiou uma frota de navios romanos que
atacava Siracusa, sua cidade na ilha da Sicilia. Supostamente, ele o fez fazendo uso de uma

propriedade notavel da parabola (ROUSSEAU; SAINT-AUBIN, 2015).

Definicao 4.1. Uma pardbola é o lugar geométrico no plano dos pontos que estdo a igual

distancia de um ponto F (chamado o foco da pardbola) e uma reta d, a diretriz da pardbola.

O ponto pertencente a pardbola mais proximo da reta diretriz ¢ chamado de vértice da
parabola e a reta que passa pelo vértice e o foco chama-se eixo da pardbola. A parabola ¢
simétrica em relagdo a este eixo. O vértice, o foco e o eixo de simetria da pardbola podem ser

observados na Figura 1.

Figura 1 - Pardbola

A .
Fixode simetria

Fonte: Elaboragdo do autor
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4.2 POR QUE O GRAFICO DE UMA FUNCAO QUADRATICA E UMA PARABOLA?

E comum associarmos o grafico de uma fun¢do quadratica a uma parabola, o que normal-
mente aceitamos sem demonstrar. Entendemos que ¢ importante provar tal resultado e faremos
a seguir, mas, primeiramente, apresentaremos dois resultados na forma de lema que serdo utili-

zados em sua demonstragao.

Lema 4.1. Sejam A1 (x1,y1) e A2(x2,y2) dois pontos quaiquer no plano xy. Se d(Ay,A3) repre-

senta a distdncia entre os pontos Ay e A, entdo d(A1,43) =/ (x2 —x1)2 + (12 — 1)~

Lema 4.2. Sejam A(xg,yo) um ponto dado e ax+ by + ¢ = 0 a equagdo geral da reta r. A
distdncia d(A,r) do ponto A a reta r é dada por

V/ (axo +byo +¢)?

A =

Com o objetivo de provar que o grafico de uma fungao quadratica € uma pardbola, conside-
raremos primeiramente o caso particular em que f(x) = ax?, onde a ¢ um niimero real diferente

de zero.

Teorema 1. O lugar geométrico dos pontos (x,y) que satisfazem a equagdo y = ax* + bx +c,

emque a, b, c € R, a# 0, é uma pardbola.

Demonstracio:
Para demonstrarmos o teorema, vamos escrever a fungdo quadratica y = ax® + bx + ¢ na sua
forma canénica y = a(x — m)2 + k (ver notagdo utilizada na Equagéo (1)), visto que essa forma
mostrara com clareza como determinar o ponto F e a reta d, conforme denotado na Defini¢ao
4.1.

Vamos considerar trés casos:

Caso 1: y = ax?

1
Seja P(x,ax?) um ponto genérico do grafico de y = ax?. Consideremos o ponto F (O, 4—) e
a

1 o
areta d de equagdo y = —a7 com a # 0. Mostraremos que F e d representam o foco e a diretriz
a

dessa fungdo quadratica. Para isso, basta provarmos, pela Defini¢do 4.1, que d(P,F) = d(P,d).

Pelos lemas 4.1 e 4.2 temos que

d(PF) = \/x2 i <ax2 _ 4—1a>2
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1 2
\/(0x+ax2 + —>
da

V02 + 12
Como d(P,F) e d(P,d) sdo nimeros reais ndo negativos, segue que d(P,F) =d(P,d) se, e
somente se, d(P,F)?> = d(P,d)>.

d(P.d) =

Dessa forma, para provarmos o Teorema 1, basta mostrarmos que d(P,F)? = d(P,d)?.

De fato,

2

1 2
d(P,F)? = \/x2+(ax2——4a>
2 2 1 2

2

2 2.4 X 1

—x-l-ax—?-l-@
2

_ 24, % 1

—czx-l-2-|-16a2

2 1 2
= (ax ‘|‘@>
1\? ’
<0x+ax2-|-—>
da

V0% +12

2 1 2
= (ax +@)

Caso 2: y = a(x —m)?

Nota-se que um ponto P qualquer do grafico de y =a(x — m)2 ¢ dado por P (x, a(x— m)z) :
1 1 o
Neste caso, F <m, 4—> ¢ofocoey= 1o representa a equagdo da reta diretriz d.
a a

De forma anéloga & utilizada no Caso 1, verifica-se que d(P,F)? = d(P,d)?, o que nos

mostra que o grafico da equagdo y = a(x —m)?

¢ uma parabola.
Caso3:y=a(x—m)*+k

Um ponto P qualquer do grafico de y = a(x—m)* + k ¢ dado por P (x, a(x—m)? +k).
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1
Assim, o foco F' ¢ o ponto F (m, 10 +k> e a reta diretriz d € representada pela equagdo
a

1
=—-——+k UJ
Y 4a+

Observacio 3. Sugerimos que o professor discuta, a partir do Caso 1, como determinar o foco
e a reta diretriz das parabolas representadas nos casos 2 e 3. A nog¢do de transladar grafico
¢ muito interessante. Essa ideia é suficiente para garantir que ndo haveria necessidade de se
chegar aos resultados encontrados nos dois ultimos casos. Para demonstrar o teorema, bastaria

considerar o primeiro caso.

4.3 O "PAPEL"DOS COEFICIENTES DE UMA FUNCAO QUADRATICA

Dada a fungéio /: R — R definida por f(x) = ax? +bx+ccoma, be c € Re a# 0, vamos

analisar o papel dos coefeicientes a, b e ¢ desta fung@o.

O mais simples ¢ o significado do coeficiente ¢, para tanto basta calcular f(0) = c e clara-
mente notamos que ¢ ¢ o valor da ordenada do ponto em que o grafico da func¢do corta o eixo

OY. Como podemos ver na Figura 2

Figura 2 - “Papel” do coeficiente ¢

(a) (b)

P(0,c¢)

N \

Fonte: Elaboragdo do autor

Para entendermos o significado do coeficiente b na fun¢io quadratica, precisaremos primei-

ramente da defini¢do de reta tangente a uma parabola.

Definicao 4.2. A tangente a uma parabola no ponto P é a reta que tem em comum com a
parabola esse unico ponto P e tal que todos os demais pontos da pardbola estdo do mesmo

lado dessa reta.
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E também do seguinte teorema:

Teorema 2. Se a pardbola é o grdfico da funcdo f(x) = ax® + bx + ¢, sua tangente no ponto
P = (x0,)0), onde yy = ax% + bxo + ¢, é a reta que passa por esse ponto e tem inclina¢do igual

a2axy+b.

Demonstrac;éol :

Suponhamos a > 0. Mostraremos que, para todo x # xp, 0 ponto (x,y) da parabola, com
y = ax? + bx + ¢ esta acima do ponto (x, o + (2axg +b)(x — X)), de mesma abscissa x, situado

sobre a reta. Noutras palavras, queremos provar que:

X # X0 = ax® + bx + ¢ > ax} + bxg + ¢+ (2axo + b) (x — xo)

De fato,

ax? + bx + ¢ — [ax§ + bxo + ¢ + (2axo + b) (x — x0)]
=ax’+bx+c— [ax(z) + bxo + ¢+ 2axxg — 2ax(2) + bx — bxo
= ax? + bx — bx+ ¢ — ¢ — bxy + bxo — 2axxg —ax%-l—2ax%
= ax? — 2axxy + ax(z)

= a(x? — 2xxo +x3)

2

=a(x—x9)">0

Isso mostra que a reta de inclinag@o 2axy + b que passa pelo ponto (xg, o), com yg = f(xg)
tem este Unico ponto em comum com a parabola que ¢ o grafico de f e que todos os pontos
da parabola estdo acima dessa reta. Logo esta reta ¢ tangente parabola neste ponto. Quando
a > 0, a parabola se situa acima de qualquer de suas tangentes, conforme acabamos de ver. Se

for a < 0 entdo a parabola se situa abaixo de todas as suas tangentes.

Note que no ponto P = (0, ¢), temos xo = 0 € y9 = ¢. Assim a inclinag8o,A, da reta tangente

¢ igual a 2a0+ b = b e a equagdo da reta

y—yo=A(x—x0)=y—c=b(x—0)=bx+c

Entdo podemos dizer que o coeficiente b da func¢do ¢ a inclinag@o da reta tangente no ponto

em que o grafico corta o eixo OY, e que essa reta é y = bx + c¢. Na Figura 3 podemos ver um

Esta demonstragio assim como o teorema constam em (LIMA, 2014)
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exemplo.

Figura 3 - “Papel” do coeficiente b

t=bx+c

i((), c)
Q’ C)

X
\\_/ t=br+c

f

Fonte: Elaboragdo do autor

Papel do coeficiente a.

Primeiramente analisando a forma candnica da fungio quadratica, f(x) = a(x + m)* +k,

verificamos dois fatos:

Se a > 0 a funcdo f ndo ¢ limitada superiormente, ou seja, a concavidade da parabola ¢é

voltada para cima. Como mostra a Figura 4a.

Se a < 0 a funcdo f ndo ¢ limitada inferiormente, ou seja, a concavidade da parabola ¢

voltada para baixo. Como mostra a Figura 4b.

Figura 4 - Concavidade da parabola

(@a>0 (b) a < 0

. , ¢ r
y

a>0

a<0

X f

Fonte: Elaboragdo do autor

Além de estar relacionado com a concavidade da parabola, o coeficiente a também influén-

cia na “abertura” da pardbola, como mostraremos a seguir.

Visto que o grafico da fungiio f(x) = ax? 4 bx+c origina-se do grafico da fungdo g(x) = ax?,

por meio de uma translagdo horizontal seguida de uma vertical ou vice-versa, para analisar o
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papel do coeficiente @ numa fungdo quadratica basta analisar na fungio g(x) = ax.

Sendo g(x) = ax? e h(x) = a'x?

,coma,d >0ea>d,temos g(x) > h(x) para todo x € R,
assim o grafico de g(x) ¢ interno ao grafico de A(x). Do mesmo modo, sendo a,d’ <0ea>d,
temos também g(x) > A(x) para todo x € R, mas nesse caso o grafico de /(x) ¢ interno ao
grafico de g(x). Assim podemos concluir que quanto maior for o valor absoluto do coeficiente

a da fungdo quadratica, mais “fechado” sera o seu grafico, conforme mostrado na Figura 5.
Figura 5 - “Abertura” da parabola

(@) a,d >0

(b)a,d <0

Fonte: Elaboragdo do autor

4.4 PROPRIEDADE REFLETORA DA PARABOLA

Todos os dias as pessoas se deparam com uma superficie parabdlica, seja uma antena de
TV, antena de radar, ou mesmo no farol do carro. O que a maioria destas pessoas ndo sabe ¢

que existe uma explicagdo matematica para o emprego dessas superficies nesses equipamentos.
Nesta secdo vamos mostrar a matematica por tras desses aparelhos.

Definicao 4.3. O dngulo entre uma reta e uma pardabola que se intersectam num ponto P, é o

angulo entre essa reta e a reta tangente a parabola que passa por este ponto.
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Lema 4.3. As retasy =ax+b ey =dx+b', coma+#0 ed #0, sdo perpendiculares se, e
somente se, d = ——.
a

A demonstragdo do Lema 4.3 consta em (LIMA, 2014).

Pelo Teorema 2 podemos notar que o grifico da fungdo f(x) = ax? 4 bx -+ ¢, tem no ponto

P = (x,y), uma tangente de inclina¢do 2ax + b.
: 1 : . o
Considerando o ponto Q = (x, k— 4—) , p¢ da perpendicular baixada de P sobre a diretriz
a
1
deF = (m, k+ 4—> o foco da pardbola, vamos calcular a inclinacdo da reta F'Q.
a

Inicialmente, vamos determinar a inclinagdo A da reta FQ:

4a 4a
k—k : L_ A( )
4a 4a xem
2
1 = A(x—m)
1
~5 = A(x—m)
Isolando A, obtemos:
1
A=—
2a(x —m)
Como visto anteriormente, m = 2
a

Portanto, podemos reescrever a igualdade acima do seguinte modo:

A = ——

b
2a(x—|— Z)

1
_2ax—i—b

Como a inclinagao da reta tangente a parabola no ponto P ¢é igual a 2ax+ b ¢ a inclinagdo da

1
reta FQ éigual a — 7 , segue do Lema 4.3 que a reta F'Q ¢ perpendicular a reta tangente.
ax

+b
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Ainda, pela Definicao 4.1, segue que o tridngulo F'PQ ¢ isésceles de base F'Q. Portanto, a

reta tangente contém a bissetriz do angulo P.

Figura 6 - Propriedade refletora da parabola - 1

«

F.

|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
| «
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
|
I
|
|
I

Fonte: Elaboragdo do autor

Assim, os raios que incidem na parabola paralelamente ao seu eixo refletem na superficie e

sdo direcionados para o foco, conforme Figura 6.

Figura 7 - Propriedade refletora da parabola - 2

(a) Reflexdo para o foco (b) Reflexdo para o meio externo

Fonte: Elaboragdo do autor

Esta propriedade da parabola, mostrada na Figura 7, possui varias aplicagdes interessantes,

as quais serdo apresentadas na Se¢do 5.2.
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5 APLICACOES DE EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS

Neste capitulo serdo apresentados varios problemas sobre equagdes e fungdes quadraticas,

cujo objetivo € instigar os professores a aplica-los em sala de aula.

5.1 APLICACOES DE EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS QUE DEVEMOS UTI-
LIZAR NO DIA A DIA

5.1.1 A Mesa Quadrada Pode nio Ser a Melhor Escolha

Muitas vezes nos deparamos em situagdes em que devemos fazer escolhas aparentemente
simples e que na verdade nossa intui¢ao pode ser falha. Por exemplo, digamos que uma pessoa
more em um apartamento e queira comprar uma mesa que caiba 6 pessoas € que ocupe a menor
area possivel. Apos alguns calculos, essa pessoa verificou que tal mesa devera ter um perimetro

de aproximadamente 48dm. Serd que a melhor escolha ¢ uma mesa quadrada?

Vamos mostrar que, dentre os formatos retangulares, o quadrado ocupa a maior area, o que

ndo interessa a essa pessoa.

De acordo com os dados do problema, se uma das dimensdes for representada por x, a outra

dimensdo sera dada por 24 — x, conforme mostrado na figura abaixo.

X

| L

24 —x 24 — x

] [

Dessa forma, a area S da mesa sera representada, em sua forma fatorada, pela fung¢do qua-
drética

S(x) = x(24 —x) = —x* 4 24x
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Escrevendo S em sua forma canoOnica, temos

S(x) = —(x—12)2+ 144

Note que 144 ¢é o valor maximo de S e ocorre quando x = 12. Neste caso, a mesa terd a
forma de um quadrado, contrariando a intui¢@o de muitas pessoas que pensam que este formato

¢ a melhor opcao em relacao a ocupar pouco espacgo, quando se fixa o perimetro.

5.1.2 Um Problema sobre a Venda de Alcool em um Posto de Combustivel

O problema 5.1 foi extraido do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e refere-se
a venda de alcool em um posto de combustivel, em que o proprietario desse posto percebeu
que poderia aumentar o seu lucro se diminuisse o pre¢o vendido por cada litro de alcool, pois
aumentaria a venda. Apesar do fato de podermos calcular o valor que se pode diminuir no
preco do alcool para que o lucro seja maximo e também calcular esse lucro maximo, o intuito

do problema ¢ verificar se o aluno ¢ capaz de modelar esta situagdo por meio de uma funcao.

Problema 5.1. Um posto de combustivel vende 10.000 litros de alcool por dia a R$ 1,50 cada
litro. Seu proprietario percebeu que, para cada centavo de desconto que concedia por litro,

eram vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no dia em que o prego do dlcool foi R$
1,48, foram vendidos 10.200 litros.

Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado no prego de cada litro, e V o valor,

em R$, arrecadado por dia com a venda do dlcool, entdo a expressao que relacionaV e x é

a) ¥ = 10.000 + 50x — x?
b) ¥ = 10.000 + 50x + x>
¢) V =15.000—50x —x?
d) V =15.000+ 50x — x?

e) V =15.000— 50x +x2

Resolucio:

A cada x centavos de desconto no preco do litro, gera um aumento de 100 litros na venda,

e ainda como V' € dado em reais, temos:

custo quantidade

/ x ‘r 7\
Vix) = (1,5 - m) (10000 -+ 100x)
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Aplicando a propriedade distributiva e reagrupando os termos semelhantes, segue que
V(x) = 15000 + 50x — x*

Portanto, a resposta correta € o item d).

5.1.3 Area de um Terreno Retangular

Problema 5.2. Manoel dispoe de 200m de tela para cercar um terreno retangular e quer apro-
veitar um muro ja construido em sua propriedade que mede 150m de comprimento. Utilizando

apenas esses 200m de tela, qual a area maxima do terreno que Manoel pode cercar?

Resoluciio: De acordo com os dados do problema, se uma das dimensdes for representada

. . , X .
por x, a outra dimensao sera dada por 100 — 2 conforme mostrado na figura abaixo.

150m

muro

\ I I
I I I

A drea do terreno pode ser expressa por meio da seguinte fungio 4(x) = x(100 — 3).

Escrevendo-a na sua forma canonica temos:

Alx) = x (100— ’Ec)

2

X
— 100x— =
T

I

I

ES
_|_
[—
S
=

(x* —200x)

(x* —200x + 10000) + 5000

(x — 100)% + 5000

l\)l'—‘l\)l'—‘l\)l'—‘w “

Logo, a 4rea méaxima do terreno sera igual a 5000m? e esta ocorre quando x = 100.
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Observacio 4. Apos a resolugdo deste problema em sala de aula, é interessante que o professor
instigue os alunos a pensar sobre o seu resultado. Note que no retangulo a medida do lado
paralelo ao muro é igual ao dobro da medida do outro lado. Isso foi coincidéncia ou essa
relagdo ocorre sempre quando um dos lados ja é utilizado, como por exemplo o muro? Juntos

poderao concluir que essa relagdo sempre ocorre.

52 APLICACOES DE EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS QUE FAZEM PARTE
DO NOSSO COTIDIANO MAS, EM GERAL, NAO CONHECEMOS

Outra aplicacdo da pardbola, grafico da fungio quadratica, diz respeito a sua propriedade re-
fletora descrita na se¢ao 4.1. Nesta secdo trazemos algumas destas aplicagdes que estio ligadas
diretamente ao cotidiano das pessoas, mas a maioria delas utilizam sem saber o fundamento ma-
tematico que existe por detrds dos equipamentos que se beneficiam desta notavel propriedade.

Esperamos que isto sirva de estimulo para o estudo das fungdes quadraticas.

5.2.1 Antenas Parabolicas

As antenas parabdlicas estdo presentes em varias residéncias brasileiras, mas, em geral, os
usuarios ndo sabem o motivo dessa denominagéo e tampouco sabem por que elas sdo emprega-

das nas telecomunicagdes.

Antes de revelarmos a matemadtica por detrds desse equipamento, precisamos entender
como funciona a transmissdo dos sinais de TV via satélite, para isso usaremos como base
(NICE; HARRIS, 2002).

Essencialmente ha cinco componentes principais envolvidos na transmissdo de TV via sa-

télite:

e Fontes de programacdo: sdo simplesmente os canais que fornecem a programagao para a

transmissio.

e Centro de transmissdo: recebe os sinais de diferentes fontes de programacdo e envia um

sinal para o satélite em Orbita geoestacionaria.

e Satélites: recebem os sinais da estacdo e os retransmitem para o solo. Os satélites de
televisdo estdo em Orbita geoestacionaria, ou seja, eles permanecem estacionados em um
local no céu em relacdo a Terra. Assim o usudrio precisa direcionar a antena parabolica

para o satélite somente uma vez.
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e Antena parabdlica: capta o sinal do satélite e o envia para o receptor na casa do usuarios.

e Receptor: processa o sinal e o envia para o aparelho de televisao.

Estes componentes estdo representados na Figura 8

Figura 8 - Transmissdo de TV via satélite

OBS Provider
Broadcast Center

}
..Fﬂ‘!--'.,,\_-_,-_;".-

Fonte: (NICE; HARRIS, 2002)

Vamos nos atentar ao funcionamento da antena parabolica, por estar relacionado ao estudo

de fungdes quadraticas, mais precisamente a parabola.

Se girarmos uma pardbola em torno de seu eixo de simetria vamos gerar um sélido de
revolugdo denominado superficie parabdlica (por isso que elas foram denominadas antenas pa-
rabolicas). Esta superficie conserva a propriedade da figura plana demonstrada na Secdo 4.4.
Assim, quando os sinais de TV provenientes de um satélite incidem na superficie da antena
parabolica, essa os reflete para o foco, intensificando a for¢a do sinal que é captado por um
conversor localizado neste ponto e transmitido através de um cabo ao receptor que o processa e

envia ao aparelho de TV onde € interpretado e transforma-se em filmes, telejornais, novelas etc.

5.2.2 Farois de Carro

Outra aplicagdo da pardbola que a maioria das pessoas desconhece € sobre sua utilizacdo
no farol dos veiculos. Aqui vamos citar o funcionamento de um farol comum, que consiste no

emprego de um espelho parabolico e uma lampada incandescente.

Dentro do bloco 6ptico do farol ¢ colocado um espelho parabdlico, conforme Figura 9a

e Figura 9b, e uma lampada, Figura 10, posicionada exatamente no foco desse espelho. Esta
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lampada possui dois filamentos, um que gera os raios luminosos exatamente no foco do espelho,
fazendo com que o feixe ao incidir na superficie seja refletido paralelamente ao eixo de simetria
da pardbola para o meio externo. O outro, localizado um pouco antes do foco, gera os raios que
refletem com um angulo menor, fazendo-os divergir. Assim podemos ter “luz baixa”, quando

os raios sdo gerados no foco e “luz alta”, quando os raios sdo gerados antes do foco.

Figura 9 - Bloco optico de um farol

(a) Farol de carro (b) Farol de motocicleta

Fonte: Proprio autor

Figura 10 - Lampada incandescente

Fonte: Proprio autor

5.2.3 Radares

O radar € um equipamento que pode ser empregado em varias areas, uma delas, a que vamos
citar neste trabalho para exemplificar a aplicagdo da parabola, ¢ para localizar objetos a longa

distancia.

O radar ¢ basicamente constituido de dois sistemas, o transmissor € o receptor. O sistema
transmissor dispara, por meio de uma antena parabdlica, um feixe de alta intensidade de ondas
de radio de alta frequéncia, que ao atingir o objeto a ser monitorado, ecoam de volta para a
antena, onde eles refletem na superficie e pela sua propriedade refletora sdo direcionados ao
foco, onde esta localizado um dispositivo que capta essas ondas e as transmitem ao receptor,

onde sdo interpretados e enviadas ao visor para analise do operador.
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A aplicacdo da funcdo quadratica, assim como nas transmissdes de TV via satélite e nos
fardis do carro, consiste no uso da antena parabolica, Figura 11, para enviar e/ou receber ondas

de radio, usando-se da propriedade demonstrada na Secdo 4.4.

Figura 11 - Antena de radar

5.2.4 Lancamento de Projéteis

Considere o langamento de uma particula com velocidade escalar vo, numa direcdo for-
mando um angulo & com o plano horizontal. Podemos desprezar a forca de resisténcia do ar

durante o movimento da particula, assim a Unica for¢a que atua sobre ela ¢ a forga peso.

Sem perda de generalidade podemos considerar o lancamento na origem do sistema carte-

siano como na Figura 12.

Figura 12 - Trajetoria da particula

y
' -9
-_—
Vo -~ - = ~
vy Sena - ~
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N
« AN
0 V0 COS (v X

Fonte: Elabora¢do do autor

Utilizando o principio da independéncia de Galileu, podemos dividir 0 movimento em

dois movimentos separados, um horizontal ao longo do eixo x, com velocidade escalar inicial
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vo cos & e outro vertical ao longo do eixo y, com velocidade escalar inicial vosena e aceleragdo
_g'
Deste modo, temos como equagdo hordria do movimento horizontal a partir do instante

to = 0 e do ponto de langamento x¢ = 0:

x = (vpcos o)t (2)

Da mesma forma, temos como equagao horaria do movimento vertical a partir do instante

to = 0 e do ponto de langamento yy = 0:

y = (vosena)t — ‘gtz 3)

Isolando 7 na Equagdo (2) e substituindo em (3), obtemos a Equagio (4).

g 2
= (tanot)x— ——> 4
y= (tana)x 2(vocosoc)2x @
Fazendo
a:—L e b=tana,
2(vp cos )2

pois sdo constantes no movimento, podemos reescrever a Equagao (4) da seguinte forma:
_ 2
y =ax" + bx,

0 que nos mostra que a trajetoria descrita pela particula, quando ¢ desconsiderada a resisténcia

do ar, ¢ uma parabola.

53 APLICACOES INTERESSANTES SOBRE EQUACOES E FUNCOES QUADRATICAS
PARA DISCUTIR EM SALA DE AULA

5.3.1 O Caozinho e o Balao

Problema 5.3. Um cdozinho esta a 10m de um baldo pousado no solo. O cdo come¢a a correr
em diregcdo ao baldo no mesmo instante em que este se desprende do solo e inicia uma ascensdo
vertical, conforme mostrado na Figura 13. Se o cdo corre com velocidade de 2m/s e o baldo
ascende com velocidade de Im/s, qual a distancia minima entre o cdo e o baldo? Quantos

segundos apos o inicio da corrida essa distancia é minima?

Resoluciio: Sabendo que a distancia inicial entre o cachorro e o baldo é de 10m e que ele

corre a uma velocidade de 2m/s temos que a fungdo que determina a distancia (s) em fungdo do
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Figura 13 - O caozinho e o baldo
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Fonte: http://clubes.obmep.org.br/blog/problemao-descubra-as-idades.
Acesso em 24 de margo de 2017.

tempo (), entre o cachorro e o ponto de partida do baldo é s = 10 — 2z.

Sabemos ainda que o baldo sobe a uma velocidade de 1m/s, assim temos que a distancia (/)
em fun¢do do tempo, entre o baldo e seu ponto de partida ¢ dada por # = ¢. Como o cachorro
corre horizontalmente e o baldo sobe verticalmente, podemos representar essa situagdo através
do tridngulo retangulo, onde o catetos sdo a distancia entre o cachorro e o ponto de partida do

baldo, ou seja, s = 10 — 2¢; e a distancia do baldo ao solo, ou seja, 7 = 1.

A hipotenusa ¢ a distancia entre o cachorro e o baldo, que vamos chamar de d, conforme

mostra a figura abaixo.

@ Baldo apds t segundos
4
/ t
C3ozinho C3ozinho /
no instante inicial apos t segundos \ /
L — — E Baldo no instante
10 — 2t inicial

I

| 10
Assim,

d? =>4 (10— 21)?

O nosso objetivo € encontrar a distdncia minima entre o cachorro e o baldo. Isso ocorre

quando @ for minimo. Mas d? ¢ uma fungio quadratica e sua forma canonica ¢ dada por

d?=5(t—4)%+20

Assim, o valor minimo da fungédo @ ¢ igual a 20, o qual ocorre em ¢ = 4.
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Portanto, a distdncia ¢ minima apo6s 4 segundos. Note a distdncia minima ¢ igual a /20

metros.

5.3.2 Um Problema sobre Orientacio de dois Carros

Problema 5.4. Dois carros A e B come¢cam no mesmo ponto O. O carro A come¢a a dirigir
para o norte a 80 km/h. Duas horas mais tarde o carro B comega a dirigir para o leste em 60
km/h. Quanto tempo depois do carro A comegar a viajar, é preciso que os dois carros figuem a

400 quilometros de distancia?

Resoluciio: Sejar o tempo, em horas, que os carros estdo viajando, tais que a distancia entre
eles seja igual a 400 km. Assim, a distancia percorrida pelo carro A ¢ igual a 807 e a distancia
percorrida pelo carro B sera igual a 60(f — 2). Assim, respeitando as diregdes do problema,
temos que o valor de 7 pode ser calculado pela relagdo de Pitagoras, conforme sugere a figura

abaixo. Logo,

400

|| N\
O 6@t-2 B

(80¢)% + (60(r —2))? = 400°

A equagdo acima ¢ quadratica. Simplificando-a, obtemos
10072 — 144t — 1556 = 0

Usando a formula quadratica, segue que

t_ 144 + /643136
- 200

Temos duas solugdes e precisamos determinar qual é a correta. Convertendo em decimais, com

0 apoio de uma calculadora, temos

t=4,729788 e t=—3,289788
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A resposta negativa simplesmente ndo faz sentido. Assim, o carro A viajou por aproxi-
madamente 4,73 horas quando eles estavam finalmente a 400 quilometros de distancia. Além
disso, mesmo que no problema ndo tenha sido solicitado, o segundo carro viajou por, aproxi-

madamente, 2,73 horas.

5.3.3 O Numero de Diagonais de um Poligono Convexo

Problema 5.5. Mostre que o numero de diagonais de um poligono convexo pode ser determi-

nado por uma expressdo quadrdtica em fungdo do numero de lados.

Resolucio:
Considere o poligono convexo 4145 ...A, de n lados representado na Figura 14.

Figura 14 - Poligono convexo de » lados

As A

Al A4

AQ A3

Fonte: Elaboragdo do autor

Note que de cada vértice partem » — 3 diagonais. Logo, pelos n vértices podemos tracar
n(n — 3) diagonais. Porém, cada diagonal foi contada duas vezes. Dessa forma, o niimero de

diagonais ¢ igual a metade de n(n — 3).

Portanto, O nimero de diagonais d de um poligono convexo de » lados ¢ dado pela formula

quadratica:
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ou, equivalentemente,

Apresentamos uma deducdo construtiva, baseada no poligono acima. No entanto, sua de-

monstracdo segue pelo Principio de Indugéo.

5.3.4 O Problema das torneiras

Problema 5.6. Em um tanque hd duas torneiras. Se ambas estiverem totalmente abertas, elas
podem encher o tanque em 2 horas. Sabe-se que a segunda torneira gasta 1 hora mais do que

a primeira para enché-lo. Quanto tempo levaria cada torneira para encher o tanque?

Resolucio:

Seja V' a capacidade do tanque e ¢ o tempo, em horas, gasto pela primeira torneira para

. , . . Vv
enché-lo. Assim, temos que a vazdo (volume de agua por hora) da 1? torneira sera igual a " e

Vv
a vazdo da 2% sera iguala ——.
t+1

. : .2y
Logo, em 2 horas, o volume de agua despejado pela 12 e 22 torneiras sdo iguais a — e

2V .
——, respectivamente.
t+1

Dai, segue a seguinte relagao

= (5)
Da Equagdo (5), obtemos a equacdo quadratica
#—3t-2=0

cujas raizes sdo

t_3+\/ﬁ t 3-V17

e
2 2
Temos duas solugdes e precisamos determinar qual € a correta. Convertendo em decimais,

com o apoio de uma calculadora, temos

t1 =3,5616, e t=-0,5616

Note que ©, = —0,5616 ndo satisfaz a restri¢do de ndo negatividade. Assim, a 12 torneira
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levaria aproximadamente 3,56 horas para encher o tanque e a 22 levaria aproximadamente 4,56

horas.

Observacio 5. O numero 2 na Equagdo (5) representa a capacidade de uma unica torneira

substituir a vazdo das outras duas. Este problema é uma aplicagdo de Média Harménica.

5.3.5 Um Problema sobre uma Cultura de Bactérias em uma Estufa

Problema 5.7. (Enem 2015) Um estudante esta pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de
bactéria. Para essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A tempera-
tura no interior dessa estufa, em graus Celsius, é dada pela expressdo T (h) = —h? +22h — 85,
em que h representa as horas do dia. Sabe-se que o numero de bactérias é o maior possi-
vel quando a estufa atinge sua temperatura mdxima e, nesse momento, ele deve retird-las da
estufa. A tabela associa intervalos de temperatura, em graus Celsius, com as classificacoes:

muito baixa, baixa, média, alta e muito alta.

Intervalos de temperatura( °C ) | Classifica¢do
<0 Muito baixa
0<T1T<17 Baixa
17<T<30 Meédia
30<T<43 Alta
T>43 Muito alta

Quando o estudante obtém o maior numero possivel de bactérias, a temperatura no interior

da estufa esta classificada como

a) Muito baixa
b) Baixa

¢) Meédia

d) Alta

e) Muito alta

Resolucio:
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Inicialmente vamos escrever a funcdo que modela a temperatura da estufa na sua forma

canonica:

T(h) = —h*+22h—85
= —[W*—22h+83]
= —[(h—11)? =117 +85]
= —[(h—11)*-36]
= —(h—11)>436

Assim podemos verificar que a fung¢do assume valor maximo quando # = 11 e esse valor ¢
igual a 36, ou seja, neste instante a temperatura no interior da estufa ¢ igual a 36°C. De acordo

com a tabela apresentada no problema, esta temperatura esta classificada como alta.

5.3.6 O Campo de Futebol

Problema 5.8. O campo do estadio de futebol de um certo clube é de grama sintética e apa-
rentemente, parece ser plano. No entanto, sua superficie real possui a forma de uma pardbola,
visto que é necessdrio que a dgua da chuva corra para os lados. Se tomarmos uma segdo

transversal desse campo, a superficie pode ser modelada pela fungdo
y =—0,000234(x — 80)> 41,5

em que x representa a distancia da extremidade esquerda do campo e y representa a sua altura,
conforme mostrado na Figura 15. Qual é a largura do campo? Note que a unidade de medida

utilizada no modelo é dada em pés (ft).

Figura 15 - Campo de futebol

| Altura do campo o T——

Distancia da linha latefal

Largura do campo

Fonte: Elaboragdo do autor
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Resoluciio: Note que a largura do campo ¢ igual a diferenga entre as raizes da funcdo
y=—0,000234(x— 80)2 +1,5. Sabemos que as raizes de uma fung¢ao sao os valores da variavel
independente x, para os quais se obtém f(x) = 0. Assim, precisamos encontrar os valores de x,
tais que —0,000234(x — 80)2+1,5=0.

0,000234(x —80)> = 1,5
1,5
802 = >
(x—380) 0,000234
(x—80)> = 6410,2564

x—80 = =£1/6410,2564

£80

=

|
o
(e
I

Logo, as raizes sdo x = 80 480 = 160 oux = 80 — 80 = 0.

Portanto, a largura do campo ¢ igual a 160 ft.

Observacao 6. Alguns alunos poderiam indagar o por qué x = 0 ndo é um zero da fungdo
y=—0,000234(x —80)2 41,5, contrariando sua intui¢do baseada na Figura 5. E importante
que o professor comente em sala de aula sobre os erros de aproximag¢do nos experimentos e
que o modelo matemdtico é uma aproximagdo do problema real. Note que 0,000234 é uma
aproximagdo de 0,000234375, mas no modelo matemdtico foi preferivel utilizar a forma deci-
mal finita com trés algarismos significativos. No entanto, em virtude da natureza do problema,
x = 0 pode ser considerado uma solu¢do da equagdo —0,000234(x — 80)2 + 1,5 =0, assim

como x = 160.

5.3.7 Maximizando a Receita: Vendas de Bolsas

O Problema 5.9 ¢ andlogo ao Problema 5.1. Contudo o objetivo agora ¢ descobrir como

maximizar a receita na venda de bolsas.

Problema 5.9. Uma empresa vende 45 mil bolsas por més no valor de 500 reais cada. A
empresa fez algumas pesquisas e percebeu que, para cada redugdo de 20 reais no prego, eles
podem vender 5000 bolsas a mais por més. Qual o valor que a empresa devera vender cada

bolsa para maximizar as receitas mensais?

Resolucio:

Primeiramente vamos modelar esta situagdo por meio de uma fungdo. Note que para cada

desconto de R$20,00 no preco unitario da bolsa a empresa aumenta em 5000 o numero de
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bolsas vendidas. Assim, a receita mensal pode ser expressa pela seguinte fungdo quadratica:
¥y = (500 —20x) (45000 + 5000x),

em que 500 — 20x representa o preco de venda de cada bolsa e 45000 + 5000x a quantidade de

bolsas vendidas mensalmente.

Aplicando a propriedade distributiva e somando os termos semelhantes, temos que

y = —100000x% + 1600000x 4 22500000

Como o coeficiente dominante da fun¢ao quadratica ¢ menor que zero, segue que ela admite

valor maximo e o ponto de maximo ¢ exatamente a abscissa do vértice. O valor dessa abscissa

pode ser encontrado usando a relagdo xy = 2 ou seja,
a

_ 1600000

= 7200000

Portanto, para maximizar a receita mensal devemos ter x = 8 e, consequentemente, cada
bolsa devera ser vendida por 500 — 20x = 340 reais. Logo, para maximizar as receitas mensais,

a empresa devera vender cada bolsa por 340 reais.

5.3.8 Um Problema sobre Chuveiros Elétricos

O Problema 5.10 foi extraido do ENEM 2012 e ¢ uma aplicagdo de fun¢do quadratica, o qual
relaciona a poténcia P de um chuveiro elétrico com as grandezas resisténcia elétrica, corrente
elétrica e energia elétrica. Uma das exigéncias ¢ que o candidato saiba relacionar quando duas
grandezas sdo diretamente proporcionais € quando uma ¢ diretamente proporcional ao quadrado

da outra. Posteriormente, exige que o mesmo faga a transposicao algébrica para a grafica.

Problema 5.10. Existem no mercado chuveiros elétricos de diferentes poténcias, que represen-
tam consumos e custos diversos. A poténcia (P) de um chuveiro elétrico é dada pelo produto
entre sua resisténcia elétrica (R) e o quadrado da corrente elétrica (i) que por ele circula. O

consumo de energia elétrica (E), por sua vez, é diretamente proporcional a poténcia do apare-
lho.

Considerando as caracteristicas apresentadas, qual dos graficos a seguir representa a re-
lagdo entre a energia consuida (E) por um chuveiro elétrico e a corrente elétrica (i) que circula

por ele?

Resoluciio: Desconsiderando o conhecimento prévio das formulas que relacionam as gran-
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(@) (b) (c)
(d) (e)

dezas citadas no problema e analisando apenas as hipoteses dadas, temos que
P=oR? ¢ E=pP

em que o ¢ 3 sdo constantes reais.
Assim, segue que

— R

=

Logo,
E = AR

emque A = of.

Como o grafico de £ em fungdo de i passa pela origem e é representado por uma parabola,

segue que a resposta correta ¢ a letra d).

5.3.9 Uma Taca Parabélica

Um dos problemas aplicados no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) no ano de 2013
referia-se a determinar a altura do liquido em uma taca. No entanto, essa taga tinha o formato
parabdlico. Essa informagao, além de contribuir no calculo da altura do liquido, incentiva aos

alunos a gostar de matematica e ver que ela estd inserida no nosso cotidiano, em particular, nas
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formas dos objetos que utilizamos. O problema segue abaixo:

Problema 5.11. A parte inferior de uma taga foi gerada pela rotagdo de uma pardbola em
torno de um eixo z, conforme mostra a figura.

Eixo de rotagao (2)
y{em) &

| —
——

> X (cm)

A fungdo real que expressa a parabola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei
flx)= Exz —6x+C, onde C é a medida da altura do liquido contido na taca, em centimetros.
Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o vértice da parabola, localizado sobre o eixo x.
Nessas condig¢oes, a altura do liquido contido na taga, em centimetros, é:

a) 1 b) 2 c)4 d s e 6

Resolucao:

Como o vértice da parabola esta localizado sobre o eixo x, temos que A = 0.

Assim:

b —dac =

(—6)? —4(%) Cc =

36 -6C =

A o o O

C:

Podemos notar que o valor do coeficiente C ¢ numericamente igual a medida da altura do

liquido. Logo, a resposta correta estd representada no item e).

Observacio 7. Foi apresentada uma proposta de resolu¢do, mas sugerimos que o professor
discuta com seus alunos outras propostas, como por exemplo, determinar o valor da abscissa

do vértice e, sabendo-se que esta abscissa é um zero da fun¢do, determina-se o valor de C.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Ao analisar a historia da matematica, pode-se perceber que as equagdes quadraticas tém um
lugar de destaque, muitas foram as civilizagdes que se dedicaram ao seu estudo. Além disso, o
estudo de equagdes e fungdes quadraticas € tema inerente do curriculo do Ensino Bésico bra-
sileiro, porém uma consideravel parcela dos estudantes do Ensino Bésico queixam-se sobre o
motivo de se estudar algo que eles acreditam ndo estar relacionado com a vida deles. Acredita-
mos que esta impressao esta diretamente ligada ao uso de atividades repetitivas de manipulagao
algébrica sem nenhum vinculo com o cotidiano dos alunos. Nao defendemos a extingao de tais
atividades, mas acreditamos que problemas que visam estabelecer relagdes entre o conteudo e a
vida do aluno oportunizam um aprendizado significativo. Nessa perspectiva, este trabalho dis-
ponibiliza aos professores e alunos do Ensino Bésico uma coletanea de problemas que podem
ser modelados por meio de equacdes e fungdes quadraticas, problemas estes que relacionam
o cotidiano do aluno com o tema. Além disso, traz algumas das aplicagdes da pardbola em
equipamentos como o farol do carro, antena parabolica e de radar, dentre outros, que a maioria
utiliza sem conhecer os fundamentos matematicos existentes por tras deles, afim de instigé-los

no estudo do tema.
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APENDICE A - MAIS APLICACOES ENVOLVENDO RELACOES
QUADRATICAS

Neste capitulo sera apresentado algumas aplica¢des cujo modelo matematico esta associado

a uma relacdo quadratica.
A.1 A Ponte Juscelino Kubitschek
A Ponte Juscelino Kubitschek em Brasilia ¢ uma lindissima ponte que merece ser vista!

Esta ponte, mostrada na Figura 16, ao ser projetada, os seus arcos arquitetonicos foram descritos

através de uma fungdo quadratica (trés arcos logo trés parabolas).

Figura 16 - A Ponte Juscelino Kubitschek

Fonte: (GOMES, 2014)

A.2 Forno solar em Odeillo

Construido na década de 60, este grandioso forno, representado na Figura 17, utiliza-se
da propriedade refletora da pardbola para focalizar a energia solar e assim utiliza-la para fins

metalurgicos.
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Figura 17 - Forno solar em Odeillo

Fonte:
https://casailicia.wordpress.com/2015/11/10/circuit-de-decouverte-des-fours-solaires-des-pyrenees-orientales/.

Acesso em 16 de maio de 2017

A.3 Walkie Talkie

A Figura 18, nos mostra uma foto de um prédio localizado na cidade de Londres, projetado
pelo arquiteto Rafael Vinoly. Este prédio recebeu o apelido, “Walkie Talkie”, devido a sua
forma curva, forma essa que causou um incidente no ano de 2013, ao refletir os raios solares e
derreter parte da lataria de um automdvel que se encontrava estacionado na rua, dentre outros

problemas causados em virtude de sua forma.

Figura 18 - Walkie Talkie

Fonte: http://gl.globo.com/mundo/noticia/2015/09/predio-que-derrete-carros-ganha-premio-de-aberracao-
arquitetonica.html.

Acesso em 16 de maio de 2017.
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A.4 Igreja da Pampulha

A Igreja de Sao Francisco de Assis, apresentada na Figura 19, conhecida como Igreja da
Pampulha, foi projetada pelo renomado arquiteto Oscar Niemeyer e inaugurada em 1943. A
Igreja da Pampulha apresenta em sua estrutura arcos parabdlicos que formam com um Unico

elemento a cobertura e as paredes de cada aboboda.

Figura 19 - Igreja da Pampulha

Fonte: (SOUZA, 2012)

A.5 Ponte Hercilio Luz

Ponte pénsil ¢ uma ponte suspensa, sustentada por cabos ou tirantes de suspensio, feitos

com um formato parabolico.

A ponte Hercilio Luz ¢ a maior ponte pénsil do Brasil, localizada em Floriandpolis, cons-
truida na década de 20, recebe este nome em homenagem ao seu idealizador. Uma foto desta

ponte pode ser vista na Figura 20.

Figura 20 - Ponte Hercilio Luz

Fonte: http://www.imobiliariaflorianopolis.com/florianopolis/cultura-florianopolis/ponte-hercilio-luz.html.
Acesso em 16 de maio de 2017.
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