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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o conjunto solugao de equagoes da forma
Ax* + Boy + Cy* + Drx + Ey + F =0

onde A,B,C,D,E.F € R, com A, B, C nao simultaneamente nulos. Introduziremos a
notagao matricial e ferramentas da algebra que permitirdao simplificar o estudo da mesma.
Para isso se traz um estudo sobre rotagao e translagoes no plano, além da diagonalizacao

de matrizes.

Mostra-se que as solugoes se correspondem com elipses, hipérboles e parabolas; e com

coOnicas degeneradas, como retas ou ponto.

Ao final, é proposto um plano de aula contendo exemplos detalhados de todos os contetidos
abordados no trabalho, a fim de que seja aplicado aos estudantes do ensino médio que

queiram se aprofundar no tema, ou ainda a estudantes no inicio da graduacao.

Palavras-chave: Classificacdo de Conicas. Transformacao de Sistemas de Coordenadas.

Ensino de Matematica



Abstract

This work aims to study the solution set of equations of the form
Ax* + Boy + Cy* + Drx + Ey + F =0

where A,B,C',D,E.F € R, with A, B, C not simultaneously zero. We introduce matrix
notation and algebra tools that will simplify the study of it. For this is carries out a study

on rotation and translations in the plane, besides the diagonalization of matrices.

We will show that the solutions correspond with ellipses, hyperboles and parabolas and

degenerate conics, such as straight lines or point.

At the end, a lesson plan containing detailed examples of all the contents addressed in
work is proposed, so that it can be applied to the high school students who wish to study

the subject or to the students at the beginning or their graduation.

Keywords: Conic classification. Coordinate Sistem Transformations. Teaching of Mathe-

matics.
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Introducao

O estudo sistematizado das conicas teve seu inicio com Apolonio de Perga em
261 a.C. com o “tratado sobre conica“. Apolonio mostrou que, a partir de um cone reto com
base circular, obtem-se sec¢es conicas como a parabola, a elipse e a hipérbole. Contudo,
o estudo analitico das conicas s6 aconteceu com Fermat (1601-1665), que determinou
equacoes simples para a hipérbole, elipse e parabola expressas por equagoes do segundo

grau nas coordenadas (z,y).

Como dito anteriormente, as conicas sao obtidas através da seccao de um plano
em um cone reto. A elipse é gerada por um plano que corta apenas uma das “folhas® do
cone, interceptando todas as geratrizes. A hipérbole é obtida pela seccao de um plano a
ambas as“folhas* do cone, obtendo assim, um par de curvas, uma em cada folha do cone.

A parédbola ¢é obtida através da seccao de um plano paralelo a geratriz do cone.

As aplicagoes das conicas se dao nos mais variados segmentos: fisica, medicina,

tecnologia e arquitetura.

O fisico alemao Johannes Kepler (1571-1630) escreveu que o movimento descrito
pelos planetas (6rbita) estd na forma eliptica, sendo o Sol um dos focos. Na satde, podemos
observar como um exemplo de aplicacao de elipse os espelhos refletores dos dentistas,
que concentram o maximo de luz onde se esta trabalhando, evitando assim que os raios

luminosos atinjam a vista do paciente.

Outro exemplo, na actstica da propriedade de reflexao da elipse pode encontrar-
se em salas que tém a forma de um elipsoide. Se duas pessoas se posicionarem nos focos e
uma delas falar, a outra ouvira perfeitamente, ainda que a sala seja grande e haja outros
ruidos. Duas salas que podemos tomar como exemplo sao a Catedral de Sdo Paulo em

Londres e o edificio do Capitdlio em Washington, D.C.

Qualquer objeto, atirado de forma obliqua, descreve uma discreta curva para-
bdlica, assim como a agua que jorra de um bebedouro. Um outro exemplo interessante é a
antena parabdlica. Ela recebe os sinais de radio ou luz pela parabola e os concentra em

um tnico ponto, o foco, que os amplia e depois os reflete.

Na engenharia civil, temos o hiperboloide (s6lido originado da rotagao de uma
hipérbole) que é utilizado na construcao de torres de refrigeracao de usinas nucleares. A
estrutura nesse formato permite uma minimizacao dos ventos transversais e mantém a

integridade estrutural com uma utilizagdo minima de materiais de construcao.

O objetivo desse trabalho é estudar o conjunto solugao de equagoes do segundo
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grau da forma
Ax? + Bay + Cy* + Dx + Ey + F =0

onde A,B,C,D,E.F € R, com A, B, C' ndao simultaneamente nulos, mostrando assim,
tratar-se das conicas ou de um caso degenerado. Apresenta-se no primeiro capitulo as
defini¢oes de conicas, os elementos principais e caracteristicas gerais, bem como as conicas

degeneradas.

No segundo capitulo, utiliza-se das ferramentas da algebra linear para trans-
formar a equacao do segundo grau em uma escrita matricial, a fim de facilitar o estudo.
Trata-se também de conhecimentos preliminares sobre espago de matrizes e dos processos
para a diagonalizagdo de matrizes simétricas, ferramenta essa, que serd muito importante

para o desenvolvimento do trabalho.

O terceiro capitulo traz ao leitor as transformagdes no plano e classificagdo das
cOnicas, ou seja, as aplicagoes dos capitulos 1 e 2 com exemplos de facil entendimento,

baseados nas teorias estudadas.

O quarto capitulo contém um plano de aula, como sugestao, para ser utilizado
por professores do Ensino Médio que queiram se aprofundar no estudo de conicas com os

estudantes. O mesmo também poderd ser utilizado por estudantes no inicio da graduacao.

Para tanto o embasamento tedrico apoiar-se-a4 nos capitulo dois e trés com as
devidas demonstragoes e exemplos que podem ser seguidos e estudados pelos interessados,

assim como, algumas questoes propostas para aplicagdo e verificacao do entendimento.
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1 Definicoes e Exemplos

De maneira geral, uma cénica é o conjunto de pontos P = (x,y) no plano tais
que
Az? + Bxy + Cy* + Dz + Ey + F = 0,

onde A, B, C, D, E, Fe R, com A, B, C' nao simultaneamente nulos. Esse capitulo se
propoe ao estudo das conicas nao degeneradas, os elementos principais e caracteristicas
gerais. Também havera uma breve discussao sobre conicas degeneradas. As referéncias
bésicas utilizadas para este capitulo sdo os livros de G. Iezzi [3] , A. Santos Machado [6] ,
Anthony Pettofrezzo [7] e de Reginaldo Santos [8].

1.1 Elipse

A elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano para os quais a soma das
distancias a dois pontos fixos dados, F} e Fy, do plano, ¢ igual a uma constante 2a, maior

que a distancia dis(F, F»), isto é, o conjunto de pontos P tais que:

dis(P, Fy) + dis(P, F,) = 2a.

Figura 1 — elipse

Os pontos Fi e F» chamam-se Focos e a medida do segmento F)F; é chamada
de distancia focal que sera representada por 2c. A reta a qual os focos pertencem é um
eixo de simetria da curva que intercepta a elipse nos pontos A; e Ay (que chamam-se de

vértices da elipse). O segmento A; Ay é chamado eixo maior da elipse.

No ponto médio dos focos se encontra o centro da elipse e passando uma reta
perpendicular por ele, tem-se outro eixo de simetria da curva. Esse eixo intercepta a elipse
nos pontos By e By. O segmento determinado por esses pontos é chamado eixo menor e
sua medida sera representado por 2b.

2

Do triangulo retangulo formado decorre a relacdo a* = b* + ¢? e, portanto,

sempre se tem a > b.
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Figura 2 — elipse

Chama-se de excentricidade ao quociente entre as distancias entre focos e a

distancia entre vértices, isto é

d(Fy, F)
d(Ay, Ay)’

Observa-se que, da definicao, para a elipse e < 1.

e =

Considere A; e Ay pontos onde a elipse intercepta o eixo maior. Observa-se

que dis(Ay, As) = 2a. De fato, sejam

di8<A1, F1> =, diS(F&7 FQ) = 2c (§ diS(FQ,Ag) =Y.

Como o A; esta na elipse tem-se que, da equacao,
dis(Ay, Fy) + dis(Ay, Fy) = 2a.
Utilizando dis(Ay, Fy) = dis(Ay, Fy) + dis(Fy, Fy) tira-se que
2z + 2¢ = 2a

Analogamente, tem-se 2y + 2¢ = 2a. Subtraindo estas duas equagoes, vé-se que = = ¥y, ou
seja, dis(Ay, F1) = dis(As, Fy). Logo,

diS(Al,AQ) = diS(Al, Fl) + diS(Fl,FQ) + diS(FQ,Ag)
= r+2c+y
= 2a.

Exemplo 1.1. Considere a elipse que no sistema cartesiano tem os focos no eixo das
abscissas, isto é, Fy = (—c,0) e Fy = (¢,0). Deduz-se a equagio da elipse, neste caso,

considerando a distancia entre os vértices 2a. Assim, da definicdo, se tem:
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2 _

V(T +¢)? + 12 +\/(x c)? +
(7 + P + 1
(l’ 6)2 2

= ay/(x =) +y?

+ a2y2

—c*x —i—a2y2

A)a? + ay?

— a*(z — ¢)®
— %% —
— (a® —

— b%2? + a%y?
2y

:>7—'|——

bQ

20 =
2a —\/(x —¢)? + y? =
4a* —darn/(z + )2+ > + (v — o) + y* =

GZ—CZ‘:

(a®

CL4 — CL262 —

—cr)? =

a*(a®> — ) =
a’h —
1.

De modo analogo, obtém-se a equacao da elipse que no sistema cartesiano tem

os focos no eixo das ordenadas, isto é, F} =

equacao:

(0,¢) e Fy = (0, —c). Dessa forma, se tem a

Quando a elipse tem centro em um ponto diferente da origem mas paralelo ao

sistema OXY suas equagoes sao

(z — 900)2 (y — yo)2 —1
a? b2 N
com o eixo maior sobre a abscissa e
(90 - 900)2 (y yo) 1
b2 a? N
com o eixo maior sobre a ordenada.
Exemplo 1.2. Seja
2 2
yf + £ 1
25 16

a equacao de uma elipse com centro na origem do sistema cartesiano. Observa-se que o

etxo maior se localiza sobre o eixo das ordenadas e o eixo menor sobre as abscissas, logo a

equacao é da forma

Tem-se a> = 25, b> = 16, logo a = 5 e b = 4, de onde obtém-se ¢ = 3.

Comparando com a teoria desenvolvida, conclui-se que os focos sio F1(0,—3) e

F5(0,3) e os vértices A1(0,5) e Az(0, —

O grdfico da curva é dado por:
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Figura 3 — Elipse

1.2 Hipérbole

A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos de um plano para os quais a
diferenca das distancias a dois pontos fixos dados, F; e F5 do plano é, em valor absoluto,
igual a uma constante 2a menor que a distancia dis(F}, F»), isto é, o conjunto de pontos
P tais que

|dis(P, Fy) — dis(P, F3)| = 2a.

Figura 4 — Hipérbole

Os pontos Fi e F» chamam-se Focos e a medida do segmento F;F; é chamada
de distancia focal, que sera representada por 2c. A reta na qual os focos estao localizados
é um eixo de simetria da curva que intercepta a hipérbole nos pontos A; e As, chamados
de vértices. A distancia entre os vértices sera representada por 2a. O segmento A; Ay é

chamado eixo real da hipérbole.
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No ponto médio dos focos encontra-se o centro da hipérbole, e passando uma
reta perpendicular por ele, tem-se o outro eixo de simetria da curva. Esse eixo intercepta a
hipérbole nos pontos B; e Bs. O segmento determinado por esses pontos é chamado eixo

conjugado (ou imaginério) e serd representado com medida 2b.

Figura 5 — Hipérbole

Do tridngulo retangulo formado obtém-se a relacio ¢* = a® + b%.

Chama-se de excentricidade o quociente entre as distancias focais e as distancias

entres os vértices, isto é

_d(F, )

d(Aq, Ag)’

Observa-se que, da defini¢do, para a hipérbole e > 1.

Considere A; e A; pontos onde a hipérbole intercepta o eixo real. Observa-se

que dis(Ay, Ag) = 2a. De fato, sejam

dis(Ay, Fy) =, dis(Fy, Fy) =2c e dis(Fy, Ag) = v.

Como o A; esta na hipérbole, tem-se da equacao,
dis(Aq, Fy) — dis(Ay, Fy) = 2a.
Utilizando que dis(F}, Fy) = dis(Fy, Ay) + dis(Ay, Ag) tem-se que
2c = 2z — 2a.

Analogamente prova-se que 2c = 2y — 2a. Subtraindo estas duas equagoes se vé que = = v,
ou seja, dis(Fy, Ay) = dis(Ay, F»). Logo,

d’iS(Al,AQ) = diS(Fl,FQ) — [d?;S(Fl,Al) + diS(Az,Fg)
= 2c—|v4+y]=2c—22
= 2a.

Exemplo 1.3. Considere a hipérbole que no sistema cartesiano tem os focos no eizo das

abscissas, isto € Fi(c,0) e Fy(—c,0). Assim, da defini¢io deduz-se a equagao da hipérbole:
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\/($+0)2+y2—\/($—6)2+y2 = 4204 =

— WET P T = (- TR =
= (z+c)’+y* = 4a’tdar/(x+c)2+ i+ (z—c)P +y =
= fdar/(z — )2 +12 = 4a* —4dcz =
— (+da/(v — )2 +42)* = (4a* —4dcz)? =
— (a® — )2+ ¥y = d*(a* - F) =
= V2’ +d’y = —dV’ =
2y

De modo analogo, obtém-se a equagao da hipérbole que no sistema cartesiano
tem seus focos no eixo das ordenadas, isto é, F1(0,¢) e F5(0, —c). Dessa forma, se tem a

equagao:

2 2
Yy
PER
<F‘
A,
= -
F2
2 2
. Y x
Flgura6—?—b—2:1

Quando a hipérbole tem centro fora da origem, mas com os eixos paralelos ao

OXY suas equagoes sao
(575 - 5130)2 _ (y *yo)Q —1
a? b2 B

com o eixo real sobre a abscissa e

(?J - yo)2 (95 - xo)Q —1
a? B b2 N

com o eixo real sobre a ordenada.

Assintotas: Pode-se observar na figura 1.5 o retangulo formado de dimensdes
2a e 2b. As retas que contém as diagonais desse retangulo sao as assintotas da hipérbole e,

como elas passam pelo centro da hipérbole, sua equagao é dada por

b
y==x-x
a
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no caso da hipérbole ter a reta focal coincidente com o eixo das abscissas, ou

b
T ==x-y
a

no caso de ter a reta focal coincidente ao eixo das ordenadas.

Exemplo 1.4. Seja
2 2

T ()
Y7

16 9
a equacao de uma hipérbole com centro na origem do sistema cartesiano. Observa-se que
o eixo real estd localizado sobre o eixo das abscissas e eixo conjugado sobre o eiro das

ordenadas, portanto a equagdo geral € da forma

Tem-se a®> =16 e b* =9, logo a =4 e b =3, e assim ¢ = b.

Comparando com a teoria desenvolvida, conclui-se que 0s focos sao 0s pontos
Fi(=5,0) e F5(5,0), e os vértices A1(—4,0) e Ay(4,0). As equagoes das assintotas sao
3
=tz
O grafico da curva é dado por:

Figura 7 — Hipérbole

1.3 Parabola

A parédbola é o lugar geométrico dos pontos P de um plano equidistantes de

uma reta (diretriz) dada e de um ponto F (foco), entdao
dis(P, F') = dis(P,r).

Toma-se também um ndmero positivo 4p, chamado de parametro que sera a distancia
entre o foco e a diretriz. Na parabola se encontra o vértice no ponto médio do foco e da

intersecao da diretriz com o eixo da parabola.
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Figura 8 — Pardbola

Exemplo 1.5. Considere uma pardbola que no sistema catesiano tem seu foco no eixo
das abscissas, isto €, F(p,0) e a diretriz de equagio v = —p. Deduz-se a equagdo reduzida

da pardbola nesse caso partindo da definigdo:

dis(P,F) = dis(P,r) =

—\(z-p’+y* = |z+p—
= (z-p)’+y’ = (z+p)’=
=2 —2pr+p*+y* = 2P+ 2pr+p’ =
— —2pr+9y° = 2pr =
— ¢ = dpu.

Nessas condigoes, se F esta a direita de V, a equacao da parabola sera da forma
y* = dpz,
e, se F estda a esquerda de V, a equacao da pardbola serd da forma

y* = —dpx,

De modo analogo, obtém-se a equagao da parabola quando o vértice esta na

origem do sistema e o foco no eixo das ordenadas. Nesse caso tem-se
2 _
x” = dpy,

quando F estd acima de V e,

® = —dpy,

quando F esta abaixo de V.
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A
c
| V F/=_

Figura 9 — y* = 4px

Y

Figura 10 — 2% = —4py
Se a parabola nao estiver com seu vértice localizado na origem do sistema mas
se o eixo que contém o foco for paralelo a abscissa tem-se a equagao
2 =2
(v — y0)* = 2p(x — )
. E se o eixo que contém o foco estiver paralelo ao eixo da ordenada tem-se a equacgao

(x — x0)* = 2p(y — yo)

Exemplo 1.6. Seja (y —8)* = 6(x — 7) a equagdo de uma pardbola do tipo (y — yo)* =
dp(x — x0), com eizo paralelo ao eixo das abscissas e I d direita de V(7,8). A figura abaizo

representa graficamente essa equagdo:

1.4 Conicas Degeneradas

Como se vé, a elipse, a hipérbole e a pardbola tém equacoes que serao repre-
sentadas na forma Az® + Bxy + Cy* + Dz + Ey + F = 0. Entretanto, nem toda equacio
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30

20

Figura 11 — Pardbola

dessa forma, representa uma das curvas ja citadas. H4 equagoes que representam uma
Unica solucao, ou seja, um ponto; ou ainda, um par de retas. Essas representagoes sao as

cOnicas degeneradas, que se vera a seguir.

1. Par de retas: o conjunto solucao de uma equacgao do segundo grau que pode ser
fatorada na forma (a;x + b1y + ¢1)(asx + bay + ¢2) = 0, onde ay, as, by, by, c1, ¢y s80
reais e a; # 0 ou by # 0, as # 0 ou by # 0 representa um par de retas, podendo ser

paralelas, concorrentes ou mesmo coincidentes.

Exemplo 1.7. A equacio 2* + 2zy +y* — 1 = 0 representa um par de retas paralelas,

pois pode ser fatorada como (x +y+ 1)(z +y —1) = 0.

Exemplo 1.8. A equacio x° + 2y* — 3zy + x — 3y — 2 = 0 também representa um
par de retas, ja que pode ser fatorada como (x —2y —1)(z —y + 2) = 0.

Exemplo 1.9. A equacio x*> — 4y* = 0 representa retas concorrentes que em sua
forma fatorada fica (x + 2y)(x — 2y) = 0.

2. Um ponto: o conjunto solu¢ao de uma equacao do segundo grau que pode ser escrito
na forma ki (z — 20)® + (y — y0)*> = 0 com k; > 0 e ky > 0 representa um ponto, pois

s6 o ponto (xg,yo) satisfaz essa equagao.

A equacdo 2? + 3? = 0 representa um ponto, o (0,0).
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2 Matrizes, Autovalores e Autovetores

2.1 Introducao

Esse capitulo se introduzird uma linguagem que simplificard a manipulacao das

equagoes estudadas. Esta é a linguagem matricial.

As matrizes podem ser vistas como transformacgoes sobre uma estrutura algé-

brica muito importante em matematica, a dos espagos vetoriais.

Em particular, como a matriz que dirige a equacao da conica é simétrica, se
vera que ela sempre serd diagonalizada por meio de uma matriz ortogonal O, isto é, se A
¢ a matriz que dirige a conica, entdo existe uma matriz diagonal D e uma ortogonal O tal
que O'AO = D. Isto vai simplificar trabalho.

Neste capitulo utiliza-se como referéncias os livros de Hoffman e Kunze [2], Elon
Lages Lima [5] , Serge Lang [4] e Anthony Pettofrezzo [7] . Destaca-se que as demonstragoes

dos teoremas 2.6 e 2.7 foram adaptacgdes conveniente dos resultados das referéncias.

2.2 Espaco Vetorial

Comeca-se o capitulo com a definicdo de Espaco Vetorial.

Definicao 2.1. Um Espaco Vetorial V' é um conjunto de elementos, chamados vetores,
munido de duas operacoes: adicao + : V xV — 'V e multiplicagao por escalar - : VxR — V
satisfazendo as sequintes propriedades:

1) Associativa: (u+v) +w =u + (v + w).

2) Elemento neutro: Ezxiste um elemento de V' de tal forma que 0 + v =u + 0 = u.

3) Comutativa: u+v = v + u.

4) Simétrico: Dado um elemento qualquer de V existe um elemento —u de tal forma

que u + (—u) = 0.
5) Distributiva a(u + v) = au + av.
6) (a+bv=av+ bv.
7) (ab)v = a(bv).

8) Elemento neutro: Para todo elemento de V' tem-se que 1.v = v.
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Observacao: Na verdade um espago vetorial pode ser definido sobre um corpo
de escalares qualquer e ndo somente sobre os reais. Como no trabalho nao se utilizara
nada além de ntimeros reais, sera apresentada a teoria para este caso. Portanto, quando se
refere a um espaco vetorial se considerard um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros

reais.

Exemplo 2.1. Seja o espaco vetorial R™. Sobre o conjunto
R™ = {(z1,...,2,), z; € R},
introduz-se as operacoes soma e produto por escalar da sequinte forma:
e Dados dois vetores u = (uy, Uz, ..., Up) €V = (V1, Vg, ...,v,) de R" se define

U+ v = (U + v, ., Up + Vp).
e Dado um vetor v = (vy, Vg, ..., v,) de R™ por um escalar a, define-se por
av = (avy, ..., avy,).

Mostra-se agora que, com estas operagoes, o conjunto R"™ é um espago vetorial

provando cada uma das propriedades:

1) Associativa (u+v) +w =u + (v + w):

[(w1, .oy tn) + (V1 ooy 00) ] + (W1, ey wn) = (U, ooy W) + [(V1, o, 0) + (W1, oo wy) ]
(ug 4+ 1y ey U + V) + (W1, ey wy) = (Ury ey Up) + (V1 + Wy ey Uy + W)
(up + v1 + Wi, ooy Uy + 0 +wy) = (U + 01+ Wy, ey Uy + Uy + W).

2) Seja O = (0,0, ...,0) o vetor nulo de R", entdo u + O = u, pois

(up 4+ 0, .oyt +0) = (Upy ooy Up).

3) Comutativa: w + v = v + u.

(Uly ooy Up) + (V1 ey ) = (U1, ey V) + (U, oy Uy,)
(Up + U1, ey Uy FU) = (V1 F Uty ooy Uy + Up).
4) Seja —u o simétrico de u definido por —u = (—uq, ..., —Uy), entdo u+(—u) =

0, pois,
(U1, ey Up) + (—ug, ..., —uy) = (0,...,0).
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5) Distributiva: a(u + v) = au + av.

a(uy + v,y Uy +v,) = (auq,...,auy,) + (avy, ..., avy,)

(auy + avy, ..., au, + av,) = (auy + avy, ..., au, + avy,).

6) (a + b)u = au + bu.

(a+b)(uy,...,u,) = (auy,...,au,) + (buy, ..., buy,)

(auy + buy, ..., au, + buy,) = (auy + buy, ..., au, + buy,).

7) (ab)u = a(bu).

ab(uy, ..., u,) = a(buy,...,buy,)

(abuy, ...,abu,) = (abuy,...,abu,).

8) lu = u, pois,
Ly, ooy tty) = (Ug, ey Up)-

Definicao 2.2. Seja V' um espago vetorial. Um subespaco de V' é um subconjunto W de
V' tal que munido com as operagoes de soma e multiplicagao por escalar de V' é um espago

vetorial.

Teorema 2.1. Um subconjunto ndo vazio W de V' é um subespago se, e somente se, para

quaisquer dois vetores u e v em W e qualquer escalar a o vetor au +v e W.

Demonstragio. =) Se W é subespago entao W é espago vetorial com a soma e produto

herdada de V', donde para qualquer escalar a e vetores u, v e W tem-se au + v € W.

<) Assuma que para quaisquer dois vetores u e v em W e qualquer escalar a o
vetor au + v € W. Mostra-se que todas as propriedades de espaco vetorial sao satisfeitas.
Mas isto é simples, partindo da hipdtese pois, s6 se deve variar a, u e v de forma tal de

provar o pedido. O]

Exemplo 2.2. Em R", n > 2, o conjunto
W = {(z1,...,2,), ¥ = 0},

¢ um subespago de R". De fato, dados u = (0,us,...,u,), v = (0,v9,...,0,) € a € R"
tiramos que

au+ v = (0,aug + vy, ..., au, +v,) € W.

Teorema 2.2. Seja V' um espago vetorial. A intersecao de qualquer colecio de subespacos

de V' é um subespaco de V.
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Demonstracao. Para mostrar este resultado denota-se por W = nyca W, a intersecao de
uma colecao de subespagos Wy. Sejam u, v € W quaisquer e a € R, entdao u, v € W) para

todo A € A, donde au + v € W), para todo A. Portanto, au + v € W e W é subespago. [

Definicao 2.3. Seja S uma colecio de vetores em V. O subespago gerado por S € definido

como a intersecdo de todos os subespagos de V' que contém S.

Definicao 2.4. Seja V' um espago vetorial e uy, us, ..., u, 0s elementos de V. Diz-se que
- 7z . ~ . . .

um vetor v é combinacao linear desses vetores, se existirem escalares, x1, xs,...x, € R tal

que

— — — —
V=21 Uy +T2 U +... + Ty Up .

ica .b. Seja um espaco vetoria e sejam ui, Us, ... U, elementos de V. Diz-se
Definicao 2.5. S t v, , U, ... Uy el tos de V. D
que Uy, Us, ..U, Sao linearmente dependentes se existem escalares ay,as, ...,a, em V', nao
todos nulos, tais que

— — —
ap uy +as ug +... + a, u,= 0.

Se nao existirem tais niimeros, os vetores sao linearmente independentes. Um
. — - ~ ~ / . ~ ~ .
caso especial: se os vetores © e v nao sao multiplos um do outro, entdo sao linearmente

independentes.

Exemplo 2.3. Verifique a dependéncia ou independéncia linear dos vetores U= (1,1) e
v=(1,2).

Solucao: Partindo da definicdo, verifica-se a dependéncia linear entre esses
vetores através da erpressao

a uy +bﬁ;=0,

e determina-se os escalares:

a(1,1) + b(1,2)
(a,a) + (b,2b)

a+b=0
a+2b=0.

Resolvendo o sistema tem-se a = b = 0, ou seja, escalares todos nulos, portanto

0
0

ou, equivalentemente,

0s vetores sao linearmente independentes.

Exemplo 2.4. Verifique se o vetor v= (2,3) é combinagio linear de vi= (1,—1) e
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Solucao: Deve-se encontrar a e b que satisfaz a equagdo vetorial

— — —
v=awv; +bwvy.

Ou seja,
(2,3) =a(l,—1)+b(0,1).

Resolve-se o sistema de equagoes formado por

a+0b=2
—a+b=3

Portanto, a = 2 e b = 5. Logo, o vetor v pode ser escrito como combinagio

. — i .

linear de vy e vy da sequinte forma:
— — —
v=2v +5 vy .

Teorema 2.3. O subespaco gerado por um subconjunto nao vazio S de V € o conjunto de

todas as combinagoes lineares dos elementos de S.

Demonstragio. Seja W = span{S}, isto é, a interse¢do de todos o subespagos que contém
S, e L o conjunto de todas as combinagoes lineares dos elementos de S. Se x € L entao

claramente x estd em todo subespaco que contém S, onde x € W. Por outro lado, como

S c L e L é subespaco temos que W < L. O]
Definicao 2.6. Se S4,...,5, sdo subconjuntos de um espaco vetorial V', o conjunto das
somas

UL+ ...+ Up
de vetores u; € S; é chamada de soma dos subconjuntos Si,...,S, e é denotada por Z S;.

=1
Definicao 2.7. Seja V' um espago vetorial. Um subconjunto S de vetores em V' € dito line-

armente dependente se existem vetores uq, ..., u diferentes entre si e escalares ay, ..., ay

n
Z a;u; = 0.
i=1

Um conjunto que nao € linearmente dependente € chamado linearmente independente.

em R, nao todos eles 0, tais que

Definicao 2.8. Sejam Wy, ..., Wy subespagos de V. Dizemos que W, ..., W), sdo linear-
mente independentes se
up + -+ u =0, u; € W;

implica u; = 0 para todo i. Neste caso dizemos que a soma Z W; € direta e a denotamos

(2

por Wi @®...0 W,
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Corolario 2.1. Um subconjunto S = {uy,...,u;} € linearmente independente se, e so-

mente se, para toda combinacao linear

n
Z a; U; = 0.
i=1

implica que a; = 0, para todo 1.

n

Demonstragio. =) Se Z a;u; = 0 e algum dos a; # 0 entao o conjunto ¢ linearmente
i=1

dependente.

<) trivial da defini¢ao. O

Definicao 2.9. Seja V' um espago vetorial. Uma base de V' é um conjunto de vetores
linearmente independentes que geram V. O espaco V € finito dimensional se tem base
finita.

Exemplo 2.5. O subconjunto S de R"™ formado por
{(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}

¢ uma base de R™.

O seguinte resultado é o mais importante de espacos vetoriais. Nao se apresenta
aqui a demonstragao, pois ela esta baseada no Lema de Zorn, cuja discussao e pré-requisitos

para o enunciado do mesmo foge do escopo do presente trabalho.

Teorema 2.4. Todo espaco vetorial admite uma base. Mais ainda, duas bases de um

mesmo espaco vetorial possuem a mesma cardinalidade.

Definicao 2.10. A dimensao de um espaco vetorial V' € igual a cardinalidade da base do

espaco.

Portanto, um espaco vetorial de dimensao n possui uma base de n elementos.

Neste trabalho sempre se tratara com espacos vetoriais de dimensao finita.
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2.3  Matrizes

Nesta secao se estudara o espago vetorial das matrizes. Estas fornecem uma

linguagem que permitem simplificar as equacoes tratadas neste trabalho.

Uma matriz pode ser representada por uma tabela com dados dispostos em

linhas e colunas.

Algebricamente uma matriz pode ser prepresentada por

a1 a12 e Qip

921 929 o Qop
A =

Am1 Am2 ... Omn

Os elementos da matriz A sao indicados por a;;, onde o indice 7 representa a
linha e o indice j representa a coluna na qual o elemento esté localizado. A matriz de m
linhas por n colunas é chamada de matriz de ordem m x n. Denota-se por M(m x n) ao
conjunto das matrizes sobre os nimeros reais de tamanho m x n. Quando m = n, diz-se

que a matriz é quadrada.
Representa-se a matriz A por A = (a;;), isto é, pelos elementos.

O conjunto das matrizes é um espaco vetorial quando munidos das seguintes
operagoes: adi¢ao+ : M(m x n) x M(m x n) - M(m x n) e multiplicagdo por escalar

i R x M(m x n) — M(m x n). Estas operagoes sao definidas da seguinte forma:

o Sejam A = (a;;), B = (b;;) matrizes de tamanho m x n, entdo a soma A+ B ¢ a

matriz C' = (¢;;), também de tamanho m x n, cujos elementos sao dados por
Cij = aij + bij,
para todo 7, j.

e Seja A = (a;;) uma matriz de tamanho m x n e a € R um escalar. A multiplicacao
por escalar kA é uma matriz C' = (¢;;) de tamanho m x n cujos elementos estao
dados por

cij = (kag;).
Logo, a multiplicacao da matriz por um escalar é comutativa

k(aij) = (aij)k = (kaij),

para todo 7, j.

E facil verificar que com estas operagoes o conjunto das matrizes formam um

espaco vetorial.
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Considere as matrizes A = (a;;), B = (b;;) e C = (¢;;). Para a adigdo é facil
mostrar que as propriedades sao validas pois, a mesma sé se pode efetuar quando as

matrizes sao de mesma ordem.

Mostra-se que a propriedade comutativa é valida, tomando as matrizes A = (a;;),
B = (bij) e C' = (c;;) de mesma ordem. A propriedade comutativa afirma que A+B = B+A,

entdo a;; + b;; = b;; + a;; para todo par (i, j).

A associatividade (A + B) + C = A+ (B 4 C) também ¢ vélida pois, (a;; +
bij) + Cij = aij + (bZ] + Cij)-

Exemplo 2.6. Sejam as matrizes

A 2 4 . B 5 3 '
3 —1 -1 7
A+B:<”)_

2 6

Seja O a matriz nula, composta somente por elementos zeros. Para toda matriz

Entao

A de ordem m por n existe uma matriz nula de mesma ordem tal que A+0=0+ A = A.

Entao facilmente verifica-se a propriedade do elemento neutro para a adicao.

Observa-se que a matriz A e a matriz kA serao de mesma ordem, entao se
k = —1temos A+ (—1)A = (ai;) + (—a;;) = 0. Sendo assim, (—1)A ¢é o aditivo inverso da

matriz A.

Sejam k e [ nimeros e A e B matrizes de mesma ordem, entao:

kA+ 1A= (k+ 1A,
KIA = k(1A) = 1(kA) = (k) A,
k(A+ B) = kA + kB.

Exemplo 2.7. Seja a matriz B do exemplo anterior. Se quiser multiplica-la por c=3

1
3A = > 9 .
-3 21

2.3.1 Produto de Matrizes e Transposta de uma matriz

tem-se

Como apresentado anteriormente, o espago das matrizes formam um espaco
vetorial. No entanto existem outras operagoes que podem ser definidas nestes conjuntos e

que enunciar-se-a a seguir.
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Multiplicacao de Matrizes

Além das propriedades estudadas é importante definir uma operacao entre as
matrizes que é a multiplicagdo de matrizes. Esta operacao tem algumas restri¢gdes, como
se vera a seguir, quanto a ordem das matrizes, porém no caso das matrizes quadradas nao

representara nenhum problema.

Dada uma matriz A = (a;j)mxn, € uma matriz B = (bji)nxp, denomina-se
produto de A por B, a matriz C' = (Cig)mxp, tal que o elemento c;;, é a soma dos produtos

da i-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B. Escreve-se:
C = AB = Cy, = anbi + azpbay + ... + ainbps.

Exemplo 2.8. Sejam as matrizes

2 3 -2 2
A= e B = J ,
1 —4 1 0 -1
efetuando o produto de A por B:
2 -2 2
A.B = 3 3 =
1 —4 1 0 -1

23+31  2(=2)+30 2.2+ 3(—1)
134 (—4).1 1(=2)+ (=4)0 1.2+ 9—4)(-1)

ap=|( 7 )
-1 -2 6

O produto entre duas matrizes A e B s6 existe se o nimeros de colunas A for

Entao

igual ao nimero de linhas de B. Portanto, se o produto AB existe, o produto BA pode

nao existir, isso significa que o produto de matrizes ndao é comutativo.

Exemplo 2.9. Considere as matrizes

1 6 5 s

A= -2 1 e B=< ),

-1 2
4 0

verifique se é possivel efetuar o produto de A por B, assim como o de B por A.

Solucao: Fscrevendo o produto AB:
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1 6 5 5 -3 17

AB=| -2 1 [. ( ) =| =7 =8
-1 2

4 12 10

No entanto o produto BA ndo existe, pois, o numero de linhas da matriz B

nao € igual ao numero de colunas da matriz A.

A multiplicacdo de matrizes também possui algumas propriedades, dentre elas:
1. Associativa: A.(BC) = (AB).C’

Demonstragio. Seja A = (a;;), B = (bi;) e C = (¢;;) matrizes de ordem k xm, m xn
e n x p, respectivmente. Entao os produtos AB, BC, A(BC') e (AB)C existem. Os
elementos da i-ésima linha de A s@o a;1, a2, ..., @im, € 0s elementos da j-ésima coluna

de BC sao

buclj + b1202j +...+ blncnj, bglclj + b22c2j +...+ bgncnj, cevy bmlclj + meCQj +...+ bmncnj-

Além disso, os ij-ésimos elementos de A(BC) sao:

;1 (bllclj—i-...+b1nCm’)+a12(b21C1j+b2202j+...+b2ncnj)+...+aim(bm101j+bm262j+...+bmncnj),
que é 0 mesmo que
(ailbu—l—...—i—aimbml)clj—i—(aﬂblg—&—aigbm—l—...—i—aimbmg)czj—i—...+(aﬂbm—i—aigb%—i—...—i—aimbmn)cnj,

que representa o ij-ésimo elemento de (AB)C'. Entao

A(BC) = (AB)C.

2. Distributiva: C(A + B) = CA + CB.

Demonstragio. Seja A = (a;;) e B = (b;;) matrizes de ordem m x n, e seja C' = (c¢;5)
uma matriz de ordem k x m. Entdo A + B, CA, CB e C(A + B) existem. Os

elementos da i-ésima linha de C sao

Ci1, Ci2y -+ Cim
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e os elementos da j-ésima coluna de A + B sao

a1j + bij, g + boj + ... 4 Qi + by
Além disso, os elementos de C'(A + B) sao
cilarj + byy) + cioagy + baj) + ... + Cim(amj + bmj),
o que significa
(cira1; + CinQaj + .. + Cim@myj) + (cinbij + ciobaj + ... + Cimbm;),

que é a soma dos ij-ésimos elementos de C'A e C B, respectivamente. Entao

C(A+B)=CA+ CB,

Transposicao de Matrizes

Dada uma matriz A = (a;;) de tamanho m x n defini-se a matriz transposta
como sendo a matriz B = (b;j) de tamanho m x n cujas entradas sdo dadas por b;; = aj;.

Denota-se esta matriz por A’.

Exemplo 2.10. Se

a=(13 -9).

Entao

At =1 3

A operagao da transposicao possui as seguintes propriedades:
e A operacgao da transposicio é reflexiva, ou seja, (A")" = A.

Demonstragio. Seja A = (a;;) e A* = (b;;). Entdo b;; = a;; para todo par (i,j). A
transposta de A* é (b;;) que ¢ igual a a;;. Logo, (A")" = A. O]

e A transposta da soma (ou diferenga) de duas matrizes é igual a soma (ou diferenca)

das transpostas, ou seja, (A + B)' = A" + B'.
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Demonstragdo. Seja A = (a;;) e B' = (b;;) duas matrizes m x n. Entdo A+ B = C
onde C = Cij = Q45 + bU
AL = (aj),
B" = (),
Entao,
(A+B) = (ci)
= (azi + bji)
= A'+ B".
0

e A transposta do produto de duas matrizes é igual ao produto das transpostas na

ordem contraria, ou seja, (AB)" = B'A".
Demonstragio. Seja A = (a;;) uma matriz k x m e B = (b;;) uma matriz m x n.
Seja também o produto AB = (¢;;). Entao

Cij = ailblj + aigbgj + ...+ aimbmj,

e os elementos da j-ésima linha de i-ésima coluna de (¢;;)" = (AB)".

Os elementos by, byj, ..., by; da j-ésima coluna de B sao os j-ésimos elementos da linha
de B*. Os elementos a;1, ajo, ..., @iy da i-ésima linha de A sdo os j-ésimos elementos

da coluna de A'.

O produto de B'A" = bija;1 +bajaie + ... + aimby,j, que consequentemente corresponde
a (AB)' = B' A",

]

2.3.2 Tipos particulares de Matrizes

Enuncia-se algumas matrizes que serao utilizadas neste trabalho.

e Matriz Simétrica:
Uma matriz quadrada A = (a;;) é dita simétrica A = A",

Exemplo 2.11. A matriz

0 2 -5
A= 3 6 |,
56 4

¢ simétrica pois quando se troca as linhas pelas colunas ela permanece a mesma.
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e Se A e B sao matrizes simétricas, entao AB é uma matriz simétrica se, e somente

se, AB = BA.

Demonstracio. Seja A e B matrizes simétricas de mesma ordem de modo que AB é

uma matriz simétrica. Entao,

AB = (AB)!
_ BtAt
= BA.

Consequentemente, AB = BA. Se AB = BA, onde A e B sao matrizes simétricas,

entao:
(AB)" = (BA)

— AtBt

= AB

)

desde que A e B sejam matrizes simétricas.

Consequentemente, AB é uma matriz simétrica.

e Matriz Anti-simétrica:

Uma matriz quadrada A = (a;;) é dita anti-simétrica quando A = —A".

(0 5)

¢ um exemplo de matriz anti-simétrica.

Exemplo 2.12. A matriz

Observa-se que toda matriz quadrada pode ser escrita como soma de uma matriz

simétrica com uma anti-simétrica. De fato, dada A matriz quadrada escreve-se

1 1
A= -(A+A) + (A - A").
2 2
e Matriz Ortogonal
As matrizes ortogonais sao exemplos de matrizes que representam rotac¢oes no plano
em torno da origem, que serd melhor tratado no capitulo 3. Por enquanto apresenta-se

apenas a definicao:
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Seja A uma matriz quadrada e A’ sua transposta. A matriz A serd dita ortogonal se
A.A" = I. Além disso, A" = A7, ou seja, uma matriz é ortogonal se, e somente se, a

transposta e inversa sao iguais.
Pode-se mostrar também que:

- se A é uma matriz ortogonal entdo (A7')(A™!)" = AN (AN = A" A = I, o que

significa que a inversa de uma matriz ortogonal é uma matriz ortogonal.

-Se A e B sdo matrizes ortogonais, entdo (AB)" = B'A' = B"'A™! = (AB)™..

Exemplo 2.13. Verifique a ortogonalidade da matriz
V2 o2
2 2
V2 V2

2 2

Solugdo: Para determinar se wma matriz é ortogonal verifica-se A.A* = I

VZOVIN [V A2
> 2 || = 2 _(10)
V2 ova || vaove

5 /\% 3

01

2

2.4 Produto Interno

Seja V' um espaco vetorial. O produto interno é uma operacdo < u,v >:
V xV — R que associa a um par de vetores u e v um numero real e que satisfaz as

seguintes propriedades:

Sejam u, v, w vetores do plano e £ um nimero real, entao:
- — — 2
1) <u,u>=|u| =0.

— —
<u,u>= 0 se, e somente se, u = 0.

)

- — - —
U, V>=<V, U>.

w
A

)

)

)

4) <u 1 v, W>=<U,V ¥ w>.

5) <l<;_1;, v>=k <u,v>.

Exemplo 2.14. Considere sobre o espaco vetorial R™ o produto interno por
< U,V >=21Y1 + T2Y2 + ... + TplYp.

Sejam u = (x1, T2, ..., Tn) € V= (Y1, Y2, ..., Yn), pode-se observar

<u,u>=a] + 15+ ... + 32 = 0;
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< U,V >=T1Y1 + ToYa + ..TpYp = Y11 + Y22 + ... + YTy =< UV, U >,

o que confirma as propriedades 1 e 3.

Para a propriedade 2 se tem:

<uu>=zi+rs+.+ri=0sn=.=1,=0su=0.

Para a propriedade 4: Seja w = (wy,wy, ...w,), entdo:

<u+v,w> = (r1+y)w + (T2 + y2)we + ...(Ty + yp)wy,
= (r1w1 + Taws + ...xwy,) + (Yrw1 + Yows + ...y, wWy)

= <u,w>+<v,w>.

Para a propriedade 5: Seja k um nimero real, entdo:
< ku,v >= (kx1)ys + (kxoy2) + ... + (kxp)yn = k(x1y1 + T2ya + ... = Tpyn) = k < u,v > .

Portanto, tem-se um produto interno.

Exemplo 2.15. Calcule z € R de modo que, o produto interno dos vetores u= (3,—4) e

v=(z,2) seja igual a 6.

Solucao: Tem-se

6 = <u,v>
6 = 3r—4.2
14
r = —.
3
Exemplo 2.16. Sejam v = (3,1,0) e w = (=2,1,9). O produto interno de v por w é dado
por
< v,w >= vw; + vowy + vzwg = 3.(=2) + 1.1 + 0.9 = =5
O produto interno permite definir o conceito de norma de um vetor. A norma
de um vetor é uma aplicacdo que associa a cada vetor um nimero real (isto é || || : V — R)

que é definida por
l|Jv]| = /< v, v >.

A aplicagdo norma possui as seguintes propriedades:
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o
o |]>0.

— —
o ||ul||=0se es6se u=0
o llaw || =lal || 4|l

Definicao 2.11. Dois vetores u, v em um espago vetorial V. com produto interno < , >

sao ditos ortogonais se < u,v >= 0.

Seja {vy,..., v} um conjunto linearmente independente de vetores sobre um
espaco com produto interno V' e seja W o espago por ele gerados. Entao pode-se construir
um conjunto {uy,...,u;} de vetores linearmente independentes tais que ||u;|| = 1 para
todo i e < w;,u; >= 0 se ¢ # j. Para isto se utiliza o método de Gram-Schmidt que

consiste em aplicar recursivamente o seguinte

1
uy =
[|o1]]
1 < Vji1, Uy >
uj-‘rl ) . Uj+1 — Z 721%
H <vj“ — Qi %“2) H = llull

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Dado um subespaco W < V' define-se por
W+ ao conjunto
Wt={veV, <vu>=0 YueW}

Lema 2.1. W ¢ um subespaco de V' e, mais ainda, V=W @ W+.

Demonstracio. Dados v,w e W e a € R vé-se, para todo u € W, que

<av+tw,u> = <av,u>+<w,u>

= a<v,u>+<w,u>=0.

Onde av + w € W e portanto W é subespaco.

Para a segunda parte, primeiramente se vé que W n W+ = {0}. De fato, se
ue W n W+ entdo

HuHZ =<u,u>=0,

pois u é ortogonal a ele mesmo. De onde tem-se © = 0. Prova-se o resto por inducao na

dimensao de W. Se dim(W) = 1, entdo seja {u;} sua base. Dado u € V' defina

<U,U1 > U
W=U— ————
[Jual]

Claramente < u;,w >= 0 e, portanto, w € W+. Como

<U,Uu; > U
U= —T—"m5 " + w,
[Jua]
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tem-se que V. =W @ W

Assumindo que vale para dim(W) < k vemos o caso k + 1 (sempre assumindo
k < m pois nesse caso é trivial). Se dim(W) = k + 1, seja v € W um vetor nao nulo.
Entao, como W é um espaco vetorial com produto interno herdado de V' se tira que, se
W, é subespago de W perpendicular a subespago de W gerado por {u;} se tem pelo passo
anterior que:

W = {u} & W;.

Observa-se que W; é um subespaco de V' de dimensao k e que u; € VVIL Por hipdtese
indutiva, V = W; + I/VlL Assim, se u € v existem vy, vy tais que v € Wi e vy € Wf e

u = v1 + vy. Escreve-se entao

< V2,U1 > Uy < Vg2,U1 > Uy
wr =t W2 =V2— ——7 15
||| |||
Claramente w; € W e wy € W e u = wy + wy. ]

Definicao 2.12. Um vetor v em um espago vetorial V' com produto interno < , > € dito

unitdrio se ||v|| = 1.

Defini¢ao 2.13. Uma base {uy,...,u,} de um espago vetorial V. com produto interno

<, > € dita ortonormal se

1 se 1=
< U U; >= L.
0 caso contrario.

Exemplo 2.17. Determine o normalizado do vetor u= (—1,5).

Solugao: Como ||u|| = 4/(—1)? 4+ 52 = /26, entdo o normalizado é:

L u ( -1 5 )
U= ——=|—,—= | .
Yl \V267 /26
Pode-se observar que existe uma relagao entre a multiplicagdo de duas matrizes

e o produto interno. Seja a matriz

a1 Q12 A1n

Q21 A22 Q2
A= ,

Am1 Am2 ... Amn

pode-se considerar cada linha ou coluna da matriz como um vetor pertencentes a R".
. g / . . .
Assim, tem-se o vetor a;= (a1, 12, ...a1,) que é formado pelas entradas da primeira linha

. , —
da matriz, bem como também o vetor a,= (ain, azn, --., &mn) formado pelas entradas da

ultima coluna da matriz.

Na multiplicacao de matrizes efetua-se o produto interno entre os vetores linhas

e os vetores colunas das matrizes dadas.
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Exemplo 2.18. Sejam as matrizes

-(40) ()

Os vetores linha que compée a matriz A sio a;= (1,2) e an= (—1,3), e os

vetores coluna que compoe a matriz B sao by= (0,2) e by= (4, —1).

O resultado da multiplicacao dessas matrizes serd uma matriz C', de ordem
2 x 2 tal que cada elemento c;; serd o resultado do produto interno dos vetores linhas de A
pelos vetores coluna de B. Ou seja, o elemento c11 = 1.0+2.2 =4, ¢c1o = 1.4+ 2.(—1) = 2,

1 = —1.0+3.2=06 e o elemento cog = —1.4 + 3.(—1) = —=7. Tais elementos podem ser

0:(2_27).

Lema 2.2. Se A for uma matriz ortogonal entao suas linhas e colunas formam uma base

escritos na forma matricial:

ortonormal. Mais ainda, se {ui,...,u,} € uma base ortonormal de R", entao a matriz

A = (u| - |un) cujas colunas sao dadas pelos vetores da base, é uma matriz ortogonal.

Demonstragcio. A primeira parte é imediata da definicdo de ortogonalidade da matriz. De

fato ao fazer AA' = I ou, equivalentemente, A'A = I tem-se, da discussdao acima que se

A = (u] - |u,) onde us sdo os vetores formados pelas colunas da matriz entao:
1 se 1=
< U U; >= L.
0 caso contrario.
Quanto a segunda parte segue da ortonormalidade da base. O]
= 2 2 - 2 V2
Exemplo 2.19. Sejam os vetores vi= \Qf’ \§> € Vg= (—{,{) de R%. Jd foi

demonstrado que eles formam uma matriz ortogonal. Toma-se seu produto interno e tem-se

2.5 Autovalores e Autovetores

Nessa secao estudar-se-a os conceitos de autovalores e autovetores que serao de

utilidade no estudo das conicas.

Seja V' o espaco vetorial das matrizes coluna de tamanho m x 1. Um elemento
v eV é chamado de autovetor da matriz A de tamanho n x n se existe um escalar \ tal

que Av = A\v. Diz-se que A é um autovalor de A associado ao autovetor v.
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Utilizando a matriz identidade I pode-se reescrever esta equagao como (A —
A)X = 0.

Seja I a matriz identidade:

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Sabendo que I X = X, entdo a equacao pode ser escrita como
AX =M X,

ou

(A= AX = 0.

Assim, qualquer vetor nao nulo X, tal que (A — AM)X = 0 é chamado de

autovetor da matriz A associado ao autovalor .

Vé-se, assim, que um autovetor nao nulo é uma solucao nao trivial do sistema
linear homogéneo (A — AI)X = 0. A teoria de resolugao de sistemas lineares nos permite
concluir entao que para encontrar as solugoes nao triviais do sistema, o determinante
det(A — XI) = 0. Essa equagao é chamada de equagao caracteristica. Na forma algébrica

matricial tem-se

ail — A a2 Q1in
- .. n
det(A—\[)=| ™ 1,
a/nl ang e ann — )\

Ao desenvolver a equacao caracteristica, encontra-se um polindémio em A,

chamado de polindémio caracteristico, onde, sua solugao, sao os autovalores reais de A.

Exemplo 2.20. Determine os autovalores da matriz
5 3
A= .
2 4
Solugdo: Escrevendo a equagao caracteristica tem-se

5-A 3
F(\) = |A— M| =

Entao:
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I
o

(5—-A)(4—\)—6
A2 — 9\ + 14

I
e

As solugoes \y =T e Ay = 2 sdo os autovalores da matriz.

Exemplo 2.21. Determine os autovalores e autovetores da matriz

2 =2 3
A=|1 1 1
1 3 -1

Solucao: Fscrevendo a equagdo caracteristica tem-se

2\ -2 3
FO)=|A=M|=| 1 1-x 1 |=o0.
1 3 —-1-A

Entao:
2=N1=XN)(-1-X)—=2+9-3(1-X)—=32—-N)+2(-1-X)=0
—A* 42X + 5A =6 = 0.
As solugoes \1 = 1, Ao = =2 e A\3 = 3 sao o0s autovalores da equacdo caracteristica. Como

para cada autovalor existe um autovetor associado, tem-se que:

Para A\ = 1 a equagio (A —11)X =0 fica assim escrita:

2 =2 3 100 1

11 1 -1 010 xy | =0,

1 3 -1 0 01 x3

portanto,
1 -2 3 1 0
1 0 1 xy |=10
1 3 —2 T3 0
onde x1 = —x3 e x1 + 3x3 = 2x9 portanto, o conjunto solucao € da forma

S ={z(l,-1,-1), x e R},

logo, vi = —1,-1).

1 (1
\/g )
Para Ay = =2 a equagdo (A +21)X = 0:



Capitulo 2. Matrizes, Autovalores e Autovetores 42

2 -2 3 100 1
1 1 1 +21 0 10 xo |=1| 0 [,
1 3 -1 0 01 T3
portanto,
4 -2 3 x1 0
1 3 1 Ty | = 0|,
1 3 1 x3 0
onde r1 = —3x9 — x3 € x3 = —14x9. Portanto, o conjunto solucao é da forma

S ={z(11,1,-14), z e R}

1
logo, vy = ﬁ(ll, 1,—14).

Para A3 = 3 a equagio (A —31)X = 0:

2 -2 3 100 1
1 1 1 -31 010 Ty | = ,
1 3 -1 001 T3
ou ainda,
-1 -2 3 1 0
1 -2 1 x |=1 0 |,
1 3 —4 T3 0

onde 3x3 = x1 + 2x9 € 1 = 2x9 — x3. Logo, o conjunto solucao € da forma e,
S ={z(1,1,1), z€R,}

1
portanto, vg = —(1,1,1).

V3

2.6 Teoremas

Nesta secao colocar-se-a em sequéncia os teoremas fundamentais para o de-
senvolvimento do trabalho e que simplificam o estudo do conjunto solugao das equagoes

consideradas neste trabalho.

Teorema 2.5. Se os autovalores de uma matriz sdo diferentes, entdo os autovetores

associados sao linearmente independentes.

Demonstracao. Seja A uma matriz quadrada de ordem n com diferentes autovalores Ay, Ag,

..y Ap, € associados aos autovetores X, X, ..., X,,, respectivamente, assume-se que o
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conjunto dos autovetores é linearmente dependente. Entao, existem escalares ki, ko, ..., k,,,
nao todos zeros, tais que k1 Xy + ko Xo + ... + k, X,, = 0.

Multiplica-se ambos os lados por (A — Aol)(A — A3])...(A — k,I) e utilizando a
equagao (A — NI)X; =0, obtém-se: k(A — Xl )(A — A\3I)..(A -k, 1) X, = 0.

Como (A —MI1)X; =0 éigual a AX; = A\ X, pode-se reescrever a equagao

da seguinte forma

k1(A1—A2) (A1 — A3)(...(A — Ap) Xy = 0 que implica que k; = 0, o que contradiz

a hipétese. Portanto, o conjunto dos autovetores é linearmente independente.

]

Teorema 2.6. Se A ¢ uma matriz simétrica, entdo os autovalores de A sdao nimeros reais.

Demonstracio. Seja A uma matriz simétrica, \; um autovalor de A, e X; o autovetor

associado a ;. Entao

(A-NDX; = 0.
AX; = NX; = 0.
XIAX, - AX!X;, = 0.

Uma vez que cada autovetor é diferente de zero, X!X; ¢ um ntimero real

XIAX;
diferente de zero e \; = )Z(? x Tem-se também que
XIAX;, = X!A'Xi
= (XjAXy)
= X!A'X,.

isso é, X! A'X; é igual ao seu conjugado, e portanto, é real. Além disso, \; é o quociente

de dois niimeros reais, portanto é real.

O

Teorema 2.7. Se A é uma matriz simétrica, entdo A possui autovetores.

Demonstracao. O seguinte argumento de célculo sera utilizado: toda funcao real continua
em valores reais sobre um conjunto fechado e limitado assume seu valor maximo no

conjunto.

Seja A uma matriz real simétrica de tamanho n x n. Define-se a funcao
f(z) = |< x, Az >| sobre S" ! = {z € R, ||z| = 1}. Observa-se que a esfera ¢ fechada e

limitada portanto f assume seu valor méaximo A € R nela sobre o ponto zg, isto é

A =max{f(z),zr € S,_1} = |< xo, Az >|.
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Substituindo A por —A, se necessario, podemos assumir que
< Xy, AZL‘O >= \.

Mostra-se que xq € o autovetor de A com autovalor \. Observa-se que zg € S,_1 também

garante que ro # 0. Também tem-se que:

< (A — )\I)Qj‘o, (A — )\[).fo > = < A[L’O,Axo > -2\ < Al‘o,xo > +)\2 < o, Tgo >
= < Al’o,AxO > —2)\2 + )\2

= < Ax(],ALEO > —)\2,

< (A — )\I)l’o, (A + )\[)IO > = < A.’JZ(],ALUO > -\ < Axo,l‘o >+ < AQJ(),.TO > —>\2 < Xg, g, >

= < ASL’(],AIO > —)\2.

Subtraindo as equagoes tem-se que:

< (A — )\I)JZ(),AI'O >= 0.

Onde
< AC(I(),AJ]O > —/\2 = 0.
Portanto,
[(A = AL)o| =0,
e, consequentemente, Axrg = Axg. ]

Teorema 2.8. Se A ¢ uma matriz simétrica, entdo os autovetores de A associados com

diferentes autovalores sdo mutuamente vetores ortogonais.

Demonstragcdo. Seja A uma matriz simétrica, s considera-se X; e X, os autovetores

associados a dois autovalores distintos \; e Ay respectivamente. Entao:

(A—)\ll)Xl =0 (& (A_>\2[)X2 = O,

isso é,

AXl = )\1X1 (& AX2 = )\QXQ.
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Multiplicando ambos os lados da primeira equagio por X4, tem-se

MXGX, = XJAX,
= XIA'X,
= (AXL)'X,
= MWX1X).
Entao "

XpX1 = XX
1

Como A\; e Ay sd0 numeros reais e distintos, X;Xl deve ser zero. Consequente-

mente, X; e X5 sao autovetores ortogonais. O

2.7 Diagonalizacao de Matrizes

Ver-se-4 como funcionam os resultados acima para obter a diagonalizacao de
uma matriz simétrica. Comega-se entdo com uma matriz simétrica A de ordem n x n.

Denota-se por {ej,...,e,} a base canonica de R" na qual
e; =(0,...,0,1,0,...,0)

com a entrada 1 na posicao j.

Dada A sabe-se (pelos teoremas 2.6 e 2.7) que existe um autovalor A\; e um

autovetor, que se escolhe unitario, u; tal que

Au1 = )\1U1.
Chama-se de W, ao subespaco gerado por {u; } e escolhe-se uma base ortonormal {vy, ..., v}}
de Wi-. Desta forma, a matriz O; cujas colunas sio dadas por Oy = (u1|vs] ... |v}) é uma

matriz ortogonal. Com isto, a matriz By = OiAOl ¢ uma matriz simétrica. Mais ainda ela

A
Bl = ' ! )
0 A

com A; matriz simétrica de tamanho (n — 1) x (n — 1). De fato, ao fazer

é da forma

<Blel76]‘> = 620{140161

= )\1 (Olej)tul

B A1 se 7 =1
0 caso contrario.
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Como A; é simétrica, tem-se, novamente pelos teoremas 2.6 e 2.7, que existe um vetor
unitario us € R" ! e um escalar \y (que pode ser igual a A;) tal que Ajus = Agus.
Primeiramente verifica-se que se \; é autovalor, caso contrario procura-se Ao # Aj.
Observa-se também que, como a matriz O; é ortogonal, o autovalor de A; é autovalor
de A. Seja W5 é o subespaco de R™ ! gerado por {us} e escolhe-se uma base ortonormal

2 2 1
{vi,...,v;} de W5 . Escreve-se

10 - 0 O
0 upy w3y -+ vy

Entao, By = O;OiAOlOQ ¢ uma matriz simétrica da forma

A0 0
Bz == 0 )\2 0
0 0 A,

com A, simétrica. De fato, ao fazer

<BQ€1,€]' > = 6;050514010261
= )\1(0102€j)tul

- A1 se 7=1
0 caso contrario.

010261 = O1e1 = Uy,

Pois se j = 1, entao,

ese j > 1 entao Oqze; L g, e portanto, O102¢; L u;. e

< Bzeg,ej > = 6305310262

0
= )\Q(Ogej)t ( )
U2
_ Ay se ] =2
0 caso contrario.

Observa-se que o produto 010, define uma matriz ortogonal, pois
(010:)(0,0,)" = 0,0,050% = 1.

Assim, tem-se novamente uma matriz simétrica As de tamanho (n—2) x (n—2). Repetindo
o argumento anterior n vezes, chegar-se-a a existéncia de n matrizes ortogonais Oy, ..., 0,

de tamanho n x n tais que

AN O O - 0

PR t DY e 0 A2 0 o 0
(Ol On) A(Ol On) - . . .

0O 0 - 0 M\,

Pela ortogonalidade das matrizes O; tira-se que O = Oy - - - O,, é ortogonal.
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Teorema 2.9. (Teorema dos eiros principais) Dada uma matriz simétrica A de
tamanho n x n, existe uma matriz ortogonal O tal que a matriz D = O'AO ¢é diagonal e
as entradas da diagonal sao dadas pelos autovalores de A. Mais ainda, as colunas de O

estiao formadas pelos autovetores de A.

Demonstracdo. Pelo escrito anteriormente tem-se que existe uma matriz ortogonal O e

escalares Ay,..., A\, tais que
A 0 0
O'AO=1| 0o . 0
0O 0 M\,
Escreve-se O = (v1|va] - - - |v,,) onde cada v; é a coluna na posigao i. Observa-se que
AO = (Avq|Avy] - - - |Avy,)
e que
A 0 0
O o0 = (Alvl\)\gvg\-~-])\nvn).
0 M\,
Como
)\1 0 0 )\1 0 0
O'A0=| o 0 = AO=01] o 0
0 0 M, 0 0 A,
Entao,

Aviz)\ivi Vi=1...n

Exemplo 2.22. Determinar se a matriz

-1 -2 -2
A= 12 1 |,
-1 -1 0
¢ diagonalizavel.

Primeiramente calcula-se os autovalores da matriz dada.

-1-Xx -2 =2
1 2—-X 1 |=0.
-1 -1 =
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Entao:
(—1=XN2=N(=N+2+2-22=-XN)—(—D(-1=-X) =2\ = 0=
— N +MN+A-1 = 0.
Portanto, os autovalores da matriz sao Ay = 1 e Ay = —1. Como o0s autovalores

sao distintos, entdao os autovetores também serdo. Assim, para o autovalor A\ = 1 tem-se
que calcular (A —11)X =0

-1 -2 -1 1 00 1 0
1 2 1 -1 010 2 |=1 0 [,
1- -1 0 001 T3 0

2 —2 -2 7
1 1 1 z |=1 0],
1 -1 -1 T3

onde r1 = —xy — x3, portanto, o conjunto solucdo é da forma

S = {x3(~1,1,0) + 23(—1,0,1), = € R}

Para Ay = —1 tem que calcular, da mesma forma (A + 11)X = 0 Entao:

-1 -2 -1 100 T
1 2 1 |+1} 010 Ty | = ,
- -1 0 0 01 X3
0 -2 =2 1 0
1 3 1 T2 |=1 0 [,
-1 -1 1 T3 0
onde r9 = —x3 e x1 = 2x3 portanto o conjunto solucao € da forma

S = {23(2,-1,1) z € R.}

Os wvetores (—1,0,1), (=1,1,0) e (2,—1,1) sao linearmente independentes. Portanto a

matriz, dada é diagonalizavel.
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3 Classificacao de conicas

3.1 Introducao

Neste capitulo se desenvolvera o principal resultado do trabalho, que é o bem
conhecido teorema de Classificacdo de Conicas. Comegar-se-a4 discutindo o conceito de
sistemas de coordenadas para depois passar a transformacoes de sistemas de coordenadas.
Em particular, se estudard Rotagdes e Translagoes de coordenadas. Finalmente se daréd a

demonstracao do resultado principal.

As referéncias utilizadas para a redacgao deste capitulo sao os trabalhos de R.
Santos [8]e A. Petoffrezzo [7] . Embora o tratamento da parte de sistemas de coordenadas e a
demonstragao do Teorema 62 sejam de composi¢ao do autor do trabalho nao encontrando-se

nestas referéncias.

3.2 Sistema de Coordenadas

Conforme exposto anteriormente, uma codnica é o conjunto de pontos P(x,y)

que satisfazem uma equacao da forma
azx® + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + f =0

na qual (a, b, c) # (0,0,0). Portanto, para comegar a estudar a equagao, surge a seguinte

pergunta: O que significa P(z,y)? ou melhor, como represento no plano o ponto P(z,y)?

Tem-se habituado ao plano euclideano, onde se traga duas retas perpendiculares
(que chamamos de eixos coordenados) e sobre elas se medem distancias para depois achar o
ponto. Embora esta construcao seja visualmente satisfatoria, nao é a melhor para manipular
a equacao algébrica acima. Portanto, comecgar-se-4 revisando o conceito de Sistema de

Coordenadas.

Fixa-se R? como espaco vetorial com o produto interno
< (a,b),(c,d) >= ac + bd.
O plano seré identificado com R?.

Definicao 3.1. Um sistema de coordenadas de eizos ortogonais sobre o plano R* consiste
num conjunto S = {O, {v1,v2}} formado por um ponto O no plano, chamado origem de
coordenadas, e dois vetores {vi,vs} que formam uma base ortonormal de R*. Os eivos

cooordenados sdo identificados com os subespagos Ey = span{vi} e Ey = span{vy}. Neste
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—

caso, diz-se que um ponto P no plano tem coordenadas P(x,y) se o vetor OP é escrito
como combinacao linear
OP= z v; +y Vs .

Observa-se que, segue trivialmente da defini¢do, que O tem coordenadas (0,0).

Além disso, os eixos coordenados sao dados por
E; = {P(z,0), x € R} Ey = {P(0,y), y € R}.

Exemplo 3.1. Considere o sistema de coordenadas canonico S = {O,{?z (1,0),;2
(0,1)}}. Neste caso

Decorre disto que, x estd associado a uma distancia sobre o eixo associado a ?, ey sobre
=

o eizo associado a j. Observa-se que ao fazer o grafico do sistema de coordenadas deve-se

fazer, sobre o papel, uma escolha de um ponto e de duas direcoes ortogonais, assim como

de uma unidade de medida. Feito isso, os pontos podem ser naturalmente caracterizados

pelas suas coordenadas.

Com esta definicao clara de sistema de coordenadas pode-se entender a equacao
da coOnica

az® + 2bxy + cy® + 2dx + 2ey + f =0

como uma equacao sobre os coeficientes das combinagoes lineares.

3.3 Transformacoes no plano

Um sistema de coordenadas é uma escolha de um conjunto S = {O, {vy, v2}},
visto acima. Cada ponto do plano é representado por P(x,y) relativas a este sistema.
O problema surge quando se tem um outro sistema de coordenadas S = {O’, {uy,us}},
no qual o mesmo ponto P serd representado por coordenadas P(z',y’). Surge entdo a

necessidade de “traduzir de S’ para S e o procedimento para fazé-lo. Esta “traducao’

serd chamada de transformacgoes de coordenadas.

Para comecar precisa-se de alguma informacao. Assim, supoe-se que se tem as

coordenadas do ponto O'(xg, yo) segundo o sistema S, isto é

00'= x¢ v +yo va,
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e que
— — — — — —
u= a vy +b vy Ug= ¢ U1 +d vy .
para nimeros reais a, b, c e d.

Primeiramente se observa que, do fato de || uy || = 1, || uz || = 1 e <uy, us>= 0,
tem-se que
2 32 _ 2 2 _
a”+b"=1, c“+d°=1 e ac+bd =0.

Nesse caso, pode-se escrever a = cos(f), b = sen(f), ¢ = cos(¢) e d = sen(¢) para
0, ¢ € [0,2m). Claramente estas escolhas de a, b, ¢ e d satisfazem as primeiras duas

equacoes. A terceira, pode ser escrita

0=ac+bd = cos(f)cos(¢)+ sen(f)sen(o) (3.1)
= cos(f — ¢), (32)

onde § = ¢ + m/2 e, portanto,
uy = cos(@)vy + sen(0)vy ug = —sen(f)v; + cos(6)vs.
Com esta informagao obtém-se que as coordenadas do ponto P(z’,1/), segundo

S', e (z,y) segundo S, se relacionam por

—

O'P = 2'ui + y'us

= 2(cos(0)vy + sen(0)vy) + 3 (—sen(f)vy + cos(6)vs)

= (2’ cos(f) — y'sen(0))vy + (2'sen(d) + y' cos(6))vs.
Como

0P-00' + O'P,
tem-se
TV 4+ Yve = Tou1 + Yova + (2’ cos(f) — y'sen(0))vy + (2'sen(h) + y' cos(6))vy
= (zo + 2’ cos(8) — y'sen(8))v1 + (yo + 2'sen() + y' cos(h))vy.

Onde,

x = xo+ a2 cos(h) — y'sen(h)
y = 1o+ a'sen(6) + y' cos(6).

Ou, em notacao matricial,

AN cos(f) —sen(6) x
(y)‘(yo)+<sen<9> cos(9) )(y)

Identifica-se duas transformacoes.
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3.3.1 Rotacdo de Coordenadas

A rotagao se corresponde com a mudanga de coordenadas da forma

x\ [ cos(f) —sen(0) x’
Y sen(f) cos(f) y )
Neste caso, o sistema de coordenadas

S" = {0, {cos(0)vy + sen(0)vy, uy = —sen(f)vy + cos(f)va}}.

I cosf —senf
senf cosd

é uma matriz ortogonal, chamada de matriz de rotacao. Por ser uma matriz ortogonal

A matriz

U~' = U', cada linha ou coluna dessa matriz de rotacao representa um par tinico de
vetores ortonormais. Por outro lado, se U é uma matriz ortogonal, facilmente se deduz do

dito acima que existe um 6 tal que a matriz se escreve dessa forma.

Graficamente vé-se que o sistema de coordenadas S’ comparte origem com o
sistema S mas seus eixos coordenados estao rotacionados um angulo 6. Por isto o nome de

rotacao.

Figura 12 — Rotagao

Exemplo 3.2. Determinar as coordenadas da imagem do ponto P = (v/3,1) sobre um

angulo de rotacao de 300 a partir da origem.

1 3
Solucao: Seja o angulo de rotacao 0 = 300, entao senf = — e cost = \g A
matriz de rotacao pode ser escrita na forma

V3

DO | »—tl\a‘
M‘g |
WD | =
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Escrevendo na forma matricial correspondente, tem-se:

(V)

Portanto, a imagem do ponto P é o ponto P' = (1,V/3).

Exemplo 3.3. Determinar a equagao que apresenta o conjunto de pontos da imagem da

equacio x> — xy + y° = 16, sobre um dngulo de 450 a partir da origem. Seja

2
sen4so = cos 4bo = \Qf,

a equacao matricial correspondente é:

, V22
X _ 7_7 x
(y’) V2 V2 (y)
2 2

Entao:

e y por

na equacao i Yy + y2 = 16:

o Py (L Y2y

(

o+ -y = 16

2 2 2 2 2
l’/2 12 $/2 12 3312 $l2
7x’+x’y'+%+7—%+7—x/y'+7 = 16
3 12 /2
; + % — 16

Ou ainda 3z 4+ y"* = 32 que representa a equacio de uma elipse.



Capitulo 3. Classificacio de conicas 54

Observa-se que a mudanga de coordenadas

x\ [ cos(f) —sen(0) x
y |\ sen(d) cos(6) y )
pode também ser escrita na forma

/

x cos(f) —sen(f) 0 T
= | sen(d) cos(@) O Yy
1 0 0 1 1

Escrever as rotacgoes desta forma nao acrescenta nada do ponto de vista tedrico, mas do

ponto de vista pratico ajuda na hora de manipular expressoes.

3.3.2 Translacao de coordenadas

A translagao se corresponde com a mudanca de coordenadas da forma

x x x
= )+ )
) Yo Y
Neste caso, o sistema de coordenadas

S = {Ol(x07y0)7 {U17 UQ}}‘

Graficamente vé-se que o sistema de coordenadas S tem seus eixos coordenados
paralelos aos do sistema S, porém seu ponto origem esta transladado como se observa na

figura:

A o'

Figura 13 — Translacao no plano

Na forma matricial, podemos-se escrever:

T\ o+ 2’
y Yo + 4
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Ou ainda,

x 1 0 =z T
y =101 w y
1 0 0 1 1

onde (z',9',1) sdo as coordenadas da imagem do ponto (z,y,1). E a matriz

o O =
oS = O
-5

¢ a matriz de translacao.

Exemplo 3.4. Determinar a equacao que satisfaz as imagens dos pontos do conjunto
32% + 2y% — 62 + 8y — 7 = 0, sofrendo uma translacdo no plano com origem no ponto
(—1,2).

Solugao: Como v = 2’ + 19 ey =y + vy, sendo xyg = —1 e yo = 2, basta

substituir esses dados na equacao dada. Logo:

3(r+12+2y—22%—6(x+1)+8y—2)—7=0.

Desenvolvendo os quadrados e simplificando os termos semelhantes conclui-se
2 2

que a equacao que satisfaz o enunciado é uma elipse tal que 5 +=—=1.

9
Exemplo 3.5. Determinar as coordenadas da imagem do ponto P(—5,—2) apds uma

translagao no plano com origem no ponto (5,2).

Solucao: Baseado na teoria anterior pode-se escrever um sistema matricial da

sequinte maneira:

x 1 0 =z x
y o= 0 1 wo
1 0 0 1 1

Apds realizada a multiplicagio das matrizes tem-se que o ponto P'(0,0) € a

imagem do ponto P(—5,—2).
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Também pode-se realizar essas transformagdes ao mesmo tempo: rotagao seguida
de translacao; ou translacao seguida de rotacao, ja que suas imagens geram pontos diferentes.

Considera-se os dois casos, escrevendo na forma matricial respectivamente:

x’ 1 0 =z cos —senf 0 T xcost — ysenb + x
y =10 1 y senfl  cosf 0 y | =1 zsenb + ycost + yo
1 00 1 0 0 1 1 1

x’ cos —senfl 0 1 0 =z x

y | = senf cos® 0O 0 1 % y | =

1 0 0 1 00 1 1

xcosl — ysenb + xocost — yosentd
= | wxsenf + ycosl + xosend + yocosl
1

3—5v3 5+4/3
2 b

de 300 em torno da origem, sequida de uma transla¢io em torno do ponto (2,—1).

Exemplo 3.6. Encontre a imagem do ponto P = ( ) sofrendo uma rotagao

1 3
Solugdo: Sabendo que sen3d0o = 5 ¢ cos30o = - ¢ utilizando a forma matricial

exposta no texto, tem-se:

V3 o1 3—5v3 V3
7 2\ 2 2 Y| =2 57
v | = —1 1 @ 0 5+ V3 = 1
1 00 1 2 2 2 2

0 0 1 1 1

3.4 C(lassificacao das Conicas

Uma vez introduzidos todos os conceitos e ferramentas, parte-se para o objetivo

do trabalho: estudar o conjunto solucao de equagoes da forma
az® + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.

Primeiramente observa-se que, com a linguagem matricial, escreve-se a equagao da seguinte

forma:
a b d T
<a:y 1) b ¢ e y |=0. (3.3)
d e f 1

Percebe-se que a matriz
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A:(a b>7
b ¢

chamada de matriz da seccdo conica é uma matriz simétrica, ou seja, A = A’

Segundo os teoremas estudados no capitulo anterior, existe uma matriz ortogo-

R'AR = A0 .
0 A\

para A, Ag € R. A matriz R pode ser interpretada como uma matriz de rotagdo escrita

nal R tal que

como
0 0
R cos sen '
—senl  cos
Quando se considera a rotacao do sistema de coordenadas, se tem
x cos  senf 0 x
= | —senf cosh 0 !
1 0 0 1 1
Assim, sustituindo isto na equacao 3.3 se obtém
cos —senf 0 a b d cosf  senf 0 x
( oy 1 > senfl  cosf 0 b ¢ e —senf cosf 0 y | =0,
0 0 1 d e f 0 0 1 1

ou, fazendo as contas,

M 0 « 2’
(¢ v 1)l 0 xs ||y |=0 (3.4)
a B f 1
onde,

o = dcost — esenb
B = dsenf + ecost

Tem-se uma equagao sem o termo misto em xy, isto ¢, no novo sistema de coordenadas
tendo que a conica pode ser descrita como o conjunto de pontos P(z’,4') que satisfazem a
equagao

M’ 4+ Moy + 2ax’ + 28y + f = 0.

Deve-se a partir daqui analisar dois casos.
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1) Se)\17508)\2750.

Pode-se realizar uma translacao no plano a fim de eliminar os termos em z’ e v/

substituindo a seguinte equacao:

SU/ 1 0 _/\7 x/l
v o[=101 8 ’
1 A2 1
00 1
Substituindo na equacao 3.4, se tem
Q@
1 O O )\1 O a 1 O _)\7 .Z'”
< " Vi 1) 0 1 0 )\2@ 01 _é " :0’
_a _ﬁ 1 B f Az 1
NN @ 00 1
ou, fazendo as contas
)\1 0 0 l'”
< I” y// 1 > 0 )\2 0 y// — O’
0o 0 f 1
o2 2
onde f' = f — ~ o Portanto, a conica fica descrita, neste ultimo sistema de
1 2

coordenadas, como o conjunto de pontos P(z”,4") que satisfazem a equagao

)\1.%”2 + A2y//2 + f/ =0.

Analisa-se os possiveis valores para os autovalores da matriz da sec¢do conica a fim

de determinar qual é a conica que a equagao esta representando.
Pode-se ter os seguintes casos:

a) Se A\; e Ay tiverem o mesmo sinal e [’ # 0, entdo a equacdo representa uma elipse.

O caso em que os \; e f' tenham sinais iguais é entendido como o conjunto vazio.

b) Se A\; e Ay tiverem o mesmo sinal e f = 0 entdo a equagio representa um ponto

que é uma conica degenerada.

¢) Se A\; e Ay tiverem sinais opostos e f' = 0 entdao a equagdo representa um par de

retas concorrentes.

d) Se A1 e Ay tiverem sinais opostos e f’ # 0, entdo a equacao representa uma

hipérbole.
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2) Se)\1=0e)\27$0.

Neste caso procede-se de maneira semelhante ao caso anterior, fazendo uma translagao

de coordenadas, que na nossa linguagem ¢ o mesmo que:

/ 1 0 0 2

xr
/ _ 0 1 0 "
f
1 0O —— 1 1
A2

1 0 O 0 0 « 10 0 "
(x” y 1) 0 15 0l o 8]]o01 _f v —o,
2

ou, fazendo as contas

0 0 « x’
(:U” y" 1) 0 X O y" | =0.
a 0 f 1

Portanto, a equacao pode ser escrita no sistema z”"y” como:

Aoy/? + 2ax” + f' = 0.

Novamente, tem-se dois casos:

a) Para o caso em que a = 0 tem-se que a equagao representa um par de retas

paralelas.

b) Se o # 0 a equagao representara uma parabola.

Desta discussao, tem-se o seguinte resultado que caracteriza os conjuntos

solugoes para equagoes polinomiais em duas variaveis de grau 2.
Teorema 3.1. O conjunto de pontos P(x,y) no plano que satisfazem a equagdo
az® + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + f =0

pode ser uma das sequintes possibilidades: elipse, hipérbole, pardabola, um ponto, um par de

retas concorrentes, um par de retas paralelas ou o conjunto vazio.
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Exemplo 3.7. Utilizando a teoria enunciada, identifique a conica representada pela

equacio v* + vy +y> + 2z — 3y + 5 = 0.

Solugdo: Primeiramente escreve-se a equagdo em sua forma matricial corres-

pondente:
1
1 2
( r oy 1 ) 5 1 -3 y |=0
2 -3 5 1
A equacao caracteristica da matriz da seccao conica € dada por:
1
1—A 3
= 0.
1
e
2
Entao:
1
(1—)\)(1—/\)—1 = 0

AN2—8\+3 = 0.

3 1 ) . o
Os autovalores A\ = 5 e Ay = 3 sao as raizes da equacao caracteristica.

Pode-se concluir que, como os autovalores sao diferentes de zero e possuem o

mesmo sinal, essa equac¢ao pode representar uma elipse ou um ponto. Para determinar
A . s ~ . / .

se a conica € degenerada ou ndo, analisa-se agora o valor de f'. Para isso, calcula-se os

autovetores respectivos aos autovalores.

3 3
Para A = 3 tem-se que |A — 2I'X =0:
1 3
-1 0 = Z2
2 2

Onde tem-se x1 = x5, portanto o conjunto solugdo é da forma

S = {a5(1,1) z € R}.

Para o cdlculo do autovetor unitdrio correspondente tem-se que obter a norma

que se dd por:

I(L,1)] =v2.

Entao divide-se as coordenadas do conjunto solugdo pela norma, obtendo o

1 1
vetor v1 = (, .
V2 ﬁ)
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Sabendo que o = dcost) — esenb se tem:

1 5 1
RN

a=2

5
Logo, o = E
Sabendo que B = dsenf + ecos tem-se
1 1
=2—+ (-3)—=.
b=27% ()ﬂ
L I6] L
0go, f = ———.
! V2
o? 2
Como ' = f — NN obtém-se
2 2
() (&)
V2 V2
e e
2 2
13
L =
ogo, f' =~

Conclui-se que, como [ # 0, trata-se de uma elipse. Escreve-se sua equagao

que ¢ da forma
AlmIIQ + )\Zyl/Q + fl _ 0

Logo, a equacao da elipse é dada por

3 "2 1 "2 13
= Y- =0.
2" T T3

Ou ainda
91_//2 + 3y//2 — 26.

Exemplo 3.8. Utilizando a teoria enunciada, identifique a conica representada pela

equagio 5x* + 6xy + 5y* = 0.
Solucao: Primeiramente, escreve-se a equagao em sua forma matricial corres-

pondente:

530\ /[«
(myl) 35 0 —0
000)/\1

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica € dada por:

5—A 3
3 5—=A
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Figura 14 — Elipse

Entao

5-=NbB-X)=9 = 0
A —10A+16 = 0.

Os autovalores A\ = 2 e Ay = 8 sao as raizes da equagdo caracteristica.

Conclui-se que como os autovalores sao diferentes de zero e possuem o mesmo
sinal, essa equacao pode representar uma elipse ou um ponto. Para determinar se a conica é
degenerada ou ndo, serd analisado agora o valor de f'. Para isso, calcula-se os autovetores

respectivos aos autovalores.

Para Ay =2, tem-se |A — 21| X =0:

5 3 2 0 7\
35 0 2 Ty '
Tem-se que x1 = —xo. Portanto o conjunto solugdo é da forma

S ={xs(—1,1) z € R}.

Para o cdlculo do autovetor unitdrio correspondente tem-se que obter a norma

que se dd por

(=1, Dl = v2.

Entao, divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtendo o vetor

()

Sabendo que o = dcost) — esenfl, tem-se o = 0, pois d = e = 0.
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Sabendo que 8 = dsenf + ecostl, se tem que 5 =0, pois d =e = 0.
Como F = 0 na equagdo dada, entdo f' = 0.
Portanto, a equacao representa um ponto, uma conica degenerada.

FEscreve-se a equagao na forma

M+ Ay + f = 0.

Logo, a equagdo do ponto é
2x//2 + 8y”2 =0.
Exemplo 3.9. Utilizando a teoria enunciada, identifique a conica representada pela
equagio 3x* — 8xy — 12y* 4+ 81 = 0.

Solucao: Primeiramente, escreve-se a equagcao em sua forma matricial corres-

pondente:

3 -4 0 x
(x Y 1) -4 —-12 0 y |=0.
0 0 81 1

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica € dada por:

(B3=N)(=12—-X\)—-16 = 0
M 4+9r—52 = 0

Os autovalores A\ = 4 e Ay = —13 sao as raizes da equagdo caracteristica.

Pode-se concluir que, como os autovalores sao diferentes de zero e tem sinais
opostos, essa equacao pode representar uma hipérbole ou um par de retas. Para determinar
se a conica é degenerada ou ndo, serd analisado o valor de f'. Para isso calcula-se os

autovetores respectivos aos autovalores.

Para \y = 4 tem-se |A — 41| X = 0, entao:

(%) ))(z)-
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Tem-se que x1 = —4x4, portanto o conjunto solugdo é da forma

S ={xy(—4,1) x e R}.

Para o cdlculo do autovetor unitdrio correspondente tem-se que obter a norma

que se dd por

1(=4, 1)l = V17.

Entao, divide-se as coordenadas do conjunto solu¢do pela norma obtendo

-4 1
(k)
Sabendo que o = dcost — esenf), se tem que a = 0, pois d = e = 0.

Sabendo que [ = dsenf + ecostl, tem-se que § =0, pois d = e = 0.

O{2 2

Tem—sefle—A—f mas a = 3 =0, entio [ = F = 81.
1 2

Portanto como f' # 0 a equagdo representa uma hipérbole.

Escreve-se a equacao na forma de

)\133//2 + )\Qy//Q + f/ = 0.

Logo, a equacgao é dada por

42" — 13y" + 81 = 0.

40 -
20 A
/
a
-G0 -40 - 20 40 B0
-20 4
40 4
-GE0 4

Figura 15 — Hipérbole

Exemplo 3.10. Utilizando a teoria enunciada identifique a conica representada pela

equacdo 92 + 32 + 6xy — 10v/10x + 104/10y + 90 = 0.
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Solucao: Fscreve-se a equacdao em sua forma matricial correspondente:

9 3 —10V/10 T
(v v 1) 3 1 1010 y =0
—104/10 104/10 90 1

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica € dada por:

9-X 3
3 1—A

Entao:

9—-N)1-=XN—=9 = 0
A2 — 10\

|
o

Os autovalores \y = 0 e Ay = 10 sdo as raizes da equagdo caracteristica.

Conclui-se que como um dos autovalores € zero, essa equagdo pode representar
uma pardbola ou um par de retas. Para definir se a equagdo representa uma conica ou Sua
degenerada se analisa o valor de 3. Para isso calcula-se os autovetores correspondentes

ao0s autovalores.

Para Ay =0 tem-se |A— 01| X =0:

(32) G I ) -

Tem-se que xo = —3x1, portanto, o conjunto solucdo € da forma

S ={x1(1,-3) x e R}.

Para o cdlculo do autovetor unitdrio correspondente tem-se que obter a norma

que se dd por

1(1,=3)| = v10.

Entao, divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtendo o

vetor

Sabendo que o = dcost) — esenf tem-se que

1 3
1010 —— — 10V10.———.
“ V10 V10
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Logo, o« = —40.

Sabendo que 5 = dsenf + esenfl tem-se que

3 1
= —10v10.—= + 10v10. —.
& v10 v/ 10

Logo, 8 = 40.
Como [ # 0, entdo a equacao é uma pardbola.

Para escrever a equacio da conica, calculamos o valor de f'. Como f' =

a? 62
F— SEDW. substituindo os valores ja calculados tem-se
1 2
402
"=90-0-— —.
/ 10
Logo ' = —70.

Pode-se escrever sua equacao que € da forma

M + Ny + f = 0.

Logo, a equacdo da pardbola é dada por

10y"* — 70 = 0.

204

-40 -20 20 40

-20

Figura 16 — Parabola

Exemplo 3.11. Utilizando a teoria enunciada, identifiqgue a conica representada pela

equagio v + 2xy +y* — 1 = 0.
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Solugdo: Primeiramente se escreve a equagdao na sua forma matricial corres-

pondente:

11 x

( r y 1 ) 11 y |=0
00 —1 1
A equagdo caracteristica da matriz da seccio conica € dada por:
1-X 1 _
1 1—A

Entao:

1-N1-XN—-1 =0
A =2\ = 0.

Os autovalores A\ = 2 e Ay = 0 sao as raizes da equagdo caracteristica.

Conclui-se que como um dos autovalores € zero, essa equagao representa uma
parabola ou um par de retas. Para definir se ela representa a conica ou a degenerada,

analisa-se o valor de [3.

Como nessa equagdo os valores de D = E = 0, ndo se faz necessdrio calcular os
autovetores, pois B = dsenf + ecos e, nesse caso, B = 0. Portanto, a equagdo representa

um par de retas.

Escreve-se sua equagdo na forma

)\1:1://2 + )\QyIIQ 4 f/ _ 0

De onde conclui-se
22" —1=0.
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-3

Figura 17 — Retas Paralelas
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4 Plano de aula

O capitulo traz ao professor um plano de aula sobre o conteiido deste trabalho
para que ele possa aborda-lo de forma segura e embasada na teoria matematica, contendo

as questoes a serem propostas aos alunos e as devidas resolugoes.

Este plano destina-se a alunos que estejam concluindo o ensino médio e queiram

se aprofundar no tema como também para alunos que estejam no inicio da graduagao.

As primeiras aulas destinam-se a explicagao dos conceitos que diferenciam as
conicas, seguidos de exemplos e exercicios propostos. O exemplos que deverao ser utilizados
para a explanacao da teoria ficam a critério do professor, podendo utilizar o material

proposto neste trabalho ou outro de sua preferéncia.

Questoes a serem propostas:

1. Determine a equagao da elipse, sendo os focos F1(—6,0) e F»(6,0) e a = 10.

Solucao: Observa-se que os focos estao localizados sobre o eixo OX, entao a equagao

da elipse é da forma

Cv
2Tt

Como a distancia focal é

2c = diS(Fl,FQ)
- VE- (6P +(0-07 - 12,

tem-se que ¢ = 6.

Da relagao

a’ = b+,

ve-se que b = 8. Logo, substituindo esses dados na equacao reduzida se tem que

¢é a equacao procurada.

—3)? —2)?
2. Determine os focos da conica de equagao (z oF ) + v 5 ) = 1.

Solugao: A equagao da conica em questao trata-se de uma elipse da forma

(96 - 950)2 (y - yo)2 -1
a? * b2 -
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|

Figura 18 — Centro da elipse

Verifica-se também que o centro dessa elipse estd sob o ponto 0'(3,2). Além disso, o
eixo maior ¢é paralelo ao eixo das abscissas. Ou seja, houve uma translacao dos eixos

coordenados, o centro deixou de ser o ponto O(0,0), para ser o ponto O'(3,2).
Tem-se a® = 25, b* = 9, logo, a = 5 e b = 3, tendo ¢ = 4.

Portanto, os focos estao deslocados 4 unidades para a esquerda e 4 unidades para a
direita a partir do centro da elipse. Além disso, os focos pertence a reta y = 2, entao
os focos sao F1(—1,2) e F»(7,2).

3. Construa o gréafico das fungoes dadas e em seguida classifique-as.

.ZUQ yQ
LY
3 5ty

Solucdo: O centro da elipse é a origem (0,0). Como a* = 25 é o denominador

de x, isto indica que o eixo maior esta sobre o eixo das abscissas.

Para construir o grafico se tem:
sea’=25eb?>=09,entdoa=>5eb=3, tendo ¢ = 4.

Logo, os valores das coordenadas de A; = (5,0), A; = (=5,0), B; = (0,3) e
By = (0,-3).

Portanto, a visualizacdo do grafico:

¢ 2
o
- 0 2 4

&

Figura 19 — Elipse
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b)

z? — 15y% = 60.
Solugao: Divide-se a equagao dada por 60 para deixar na forma candnica, de

onde se tem ) )

z Y

60 4
Como na hipérbole o eixo real coincide com o eixo da coordenada correspondente

a variavel de coeficiente positivo, no nosso caso, o eixo real é o eixo das abscissas.
Como a? = 60 e b* = 4, entdo a = V60 e b* = 4, tendo ¢ = 8.

Logo, os valores das coordenadas de A; = (v/60,0), Ay = (—+/60,0), F; = (8,0)
e Fy, = (=8,0).

Portanto, a visualizacao do grafico:

o 10 20

104

Figura 20 — Hipérbole

x? — 22 — 20y — 39 = 0.
Solucao: A equacdo dada nio possui o termo y?, entdo, separa-se os termos da
equacao e completa-se quadrado no termo em z, a fim de visualizar a equacao

na forma reduzida.

A equacao fica reescrita na forma:

? =2z +1 = 20y +39+1,
(x —1)* = 20y + 40,
(x—1)* = 20(y +2).

A equacao encontrada representa uma parabola da forma
(z —0)* = 4p(y — vo)-

Segundo a teoria, a pardbola tem seu vértice na coordenada V = (1,—2) e da
relacao 4p = 20, tem-se p = 5. Logo, o gréfico:

y? 4 2y — 16z — 31 = 0.

Solucao: A equacdo dada nao possui o termo em 2, entdo, separa-se os termos

da equacao e completa-se quadrado no termo em vy, a fim de visualizar a equagao
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20

-20

Figura 21 — Parabola

na forma reduzida:

Yy +2y+1 = 162+ 31 + 1,
(y+1)* = 162 + 32,
(y+1)> = 16(z +2).

A equacao encontrada representa uma parabola da forma
(y — Z/o)2 = 4p(z — xo).

Segundo a teoria, a pardbola tem seu vértice na coordenada V = (—1,—-2) e da

relacao 4p = 16, tendo p = 4. Logo, seu grafico

Figura 22 — Pardbola

4. Determine as coordenadas do vértice da parabola cuja equacio é 22° +4x+3y—4 = 0.

Solucdo: A equacdo dada nao tem o termo em y?, entdo manipula-se algebricamente

a equagao, a fim de reescrevé-la na forma reduzida, de forma que observa-se os
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elementos.

20 +4r+3y—4 = 0

3y
242y = 22
x® + 2z 9
P +2r+1 = 2—32y+1
(z+1)7° = g %Y
2
(z+1)° = 3(—%+1)
3
(z+1)° = 5 W—2).

A equagao encontrada é (x — x0)2 = 4p (y — yo) que é uma parabola. Portanto, o
vértice da parabola é o ponto V(—1,2).
. Determine as coordenadas dos focos da hipérbole cuja equacio é 144y* — 2522 = 3600.

Solucao: Divide-se a equagao por 3600, assim, se tem a equacgao da hipérbole reescrita

em sua forma reduzida. Logo

W o i
25 144
A equacao da hipérbole é do tipo
2 2
v,
a? b

Como a® =25 e b® = 144, entdo a = 5 e b = 12, tendo ¢ = 13.
Portanto, os focos sdo Fy = (0,13) e I = (0,—13).

. Considere a parabola (y — 5)* = 12(z — 3), determine o vértice e o foco.

Solugao: Sabendo que a equacao da parabola em questao é

(y — 0)* = 4p(x — ),
o vértice é dado por (3,5).

Da relacao 4p = 12, tem-se p = 3; valor esse, que determina a distancia entre a
diretriz e o foco. Entao, a distancia entre o foco e o vértice é g = 1,5, portanto o
foco F' = (4,5;5).

. Mostre que a equacéo 22 + 2y? — 3zy + x — 3y — 2 = 0 representa um par de retas.

Solucao: Um equacao representa um par de retas quando ela pode ser fatorada na
forma (a;x + byy + ¢1)(asx + bay + ¢2) = 0. Para isso, calcula-se o valor de z em

funcao de y reorganizando os termos da equagao dada da seguinte forma:

2?4+ (=3y + D+ (2y* — 3y — 2) = 0.
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Resolvendo a equacao do segundo grau formada:

N TR ERVI Rk
5 :
By-DE+3)

2

Portanto, as solu¢oes da equagao sao x1 =2y +1lexy =y — 2.

A forma fatorada de uma equacao do segundo grau é a(z — z1)(z — x2) = 0. Logo,
(x—2y—1)(x—y+2)=0,
é a forma fatorada da equacao que representa um par de retas, sendo uma delas
rx—2y—1=0,

e a outra
r—y+2=0.
8. Qual a representacao grafica no plano cartesiano de 22 + y* — 2z — 6y + 10 = 0?7

Solucao: Completa-se os quadrados perfeitos, ja que essa equagao nao tem o termo

misto em xy:

24+ =22 —6y+10 = 0
=204+ 149> —6y+9 = —10+9+1
(z—1)2+(@y-3?* = 0.

A solugao para essa equagao é o ponto P = (1, 3).

A sequéncia de exercicios que seguem se trata dos conceitos abordados no
capitulo 2 desse trabalho, no qual pretende-se que o aluno estude os conceitos fundamentais

dos topicos de matrizes, autovalores, autovetores e diagonalizagao de matrizes.
1. Dada as matrizes

A=03, B -1 5 . C - 12’
4 -1 0 7 -7 8

calcule:

a) A+B
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b) B-C
Solugao: Para que se possa efetuar as operacoes de adi¢ao e subtracao de matrizes
se faz necessario que elas sejam de mesma ordem. Como esse fato se verifica, se

resolve a questao somando ou subtraindo os elementos correspondentes:

a)

0 3 -1 5 0—1 3+5 -1 8
A+ B = + = — '
4 -1 0 7 44+0 247 4 5

b)

B_C:<—1 5)_(1 2):<—1—1 5—2>:<—2 3>'
0 7 78 0—(=7) 7-8 7 -1

2. Dada a matriz

1 -1 0
A=14 3 2 |,
0 1 =2

obtenha a matriz X tal que X = A + A"

Solucao: E necessario lembrar que a operagao da transposicao é aquela que troca as
linhas pelas colunas de uma matriz, sendo assim, a transposta da matriz A, designada

por A’ é dada por:

1 4 0
A= -1 3 1
0 2 —2

Para obter a matriz X, basta resolver a adicao de A + A"

1 -1 0 1 4 0 2 3 0
A+A'=14 3 2 |+] -1 3 1 =1 3 6 3
-2 0 2 =2 0 3 —4

3. Dada as matrizes:

1 1 -1
s 0 3 . B 9
6 4 5 0 2 5
calcule 34 — 2B.

Solucao: Calcula-se o produto das matrizes pelos escalares 2 e 3, para entdo subtrair

os resultados. Logo:

013 19 -1
3A—-2B =3 -2 .
6 4 5 0 2 5
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0 3 9 2 18 2\ (-2 -15 11
18 12 —15 0 4 10/ \18 8 —25)°

4. Calcule a e b de modo que

()0 )

Solucao: Como a e b sdo os escalares que estao multiplicando as matrizes antes da

adicao acontecer, se efetua essa operacao:

—a 2a N b —=3b\ 9 -23

3a 0 26 —b -2 -5 )
Calculando a adi¢ao das matrizes:

—a+b 2a—-3b _ 9 23
3a+20 0-b ) \ —2 —5 |

Para que a igualdade das matrizes seja verificada é necessario que todos os elementos

correspondentes sejam iguais, entao tem-se as seguintes equacoes:

—-a+b =9
2a —3b = —23
3a+20 = -2
-b = —b5.
Na quarta equagao b = 5. Substituindo na primeira equagao a = —4.

O estudante pode ainda substituir os valores encontrados nas outras duas equacoes

a fim de verificar a sua solucao.

5. Efetue, se possivel, o produto entre as matrizes.

(2 3)(%)

(213)]

0

a)
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3 6
1 2

2 1
-1 0

10

Deve-se verificar primeiro que para que a multiplicacdo de duas matrizes A e B

c)

seja possivel, para isto, o nimero de colunas de A deve ser igual ao niimero de
linhas de B. S6 sera possivel resolver os itens a e b, ja que no item ¢ a definicao

nao se verifica. Portanto:

a)
5 -2 1) (51-2-2\ (9
7 3 —2 ) \71+3-2 ) \1)°
2

(21 3) —01 —(22+1(-1+30 ) =(3).

6. Verifique a ortogonalidade da matriz

w

V31
-1 2 2
S G
2

2

w

Solucdo: Para responder a essa questao verifica-se A.A' = I. Entéo:

A I

5 > | (1o}
V3 V3 0 1

2 2 2 2

7. Escreva a equacgao caracteristica, e calcule os autovalores e autovetores para cada

V3

M—tl\')‘
M—t[\)‘

item. Em particular, calcule os autovetores unitarios.

A(58)

A equacao caracteristica da matriz A é dada por:

ap; — A 12 —0
a1 azy — A
Entao:
5— A 2
= 0.
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Onde:

(5-M8=XN—-4 = 0
A —130+36 = 0.

Os autovalores A\ = 9 e Ay = 4 sd0 as raizes da equacao caracteristica. Cada
autovalor tem um respectivo autovetor correspondente, calcula-se separadamente

cada autovalor. Para A\; = 9:

IA— 91| X = 0.

(2) Gl ) -

Onde tem-se que x5 = 2x1, portanto o conjunto solugao é da forma

O que equivale a:

S ={z1(1,2) zeR}.

Para o calculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que

se da por:

I(1,2)] = V5.

Entao, divide-se as coordenadas do conjunto solu¢ao pela norma, obtendo o

vetor
(55)
n=\—=—]1.
RV

Seguindo as mesmas etapas para A\ = 4 escreve-se

|A—4I| X = 0.
5 2 1 0 I
—4 = 0.
2 8 0 1 To
Tem-se que 1 = —x5. Portanto, o conjunto solugao é da forma

S ={xy(-2,1) x € R},

Para o céalculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que

se da por:

[(=2.1)] = V5.

Entao, divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtendo

(%)
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b)

A equacao caracteristica é:

1-X -1
-1 1-X

Entao:

1-XN1-X-1 =0
A2 —2\ = 0.

Os autovalores \; = 0 e Ay = 2 sdo as raizes da equagao caracteristica. Cada
autovalor tem um respectivo autovetor correspondente, calcula-se separadamente

para cada um. Para A\; = O:

|A—0I| X =0,

1 —1 I
-0 = 0.
—1 1 T
Tem-se que x; = 5. Portanto o conjunto solugao é da forma

S = {z:1(1,1) z € R}.

Para o célculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que

se da por:

|1, 1)) = V2.

Entao divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma obtendo
1 1
n=\——].
! V2742
Seguindo as mesmas etapas para Ay = 2:

IA— 21| =0,
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Tem-se que zo = —x1, logo, o conjunto solugao é da forma
S ={x1(1,-1) x € R},

Para o calculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que
se da por:

[, =1 = v2.

Entao divide-se as coordenadas do conjunto solugao pela norma obtendo

()

8. Verifique se é diagonalizavel a matriz

A=(_12 —12).

Solucao: Calcula-se os autovalores da matriz dada:

=X =2 |
-2 1-A ’

Entao:

(1-XN?—-4 =0

N —22-3 = 0.
Portanto, os autovalores da matriz sdo A\; = —1 e Ay = 3. Como os autovalores sao
distintos, os autovetores também serao. Assim para o autovalor A\; = —1 calcula-se
(A+1) X =0.

de onde x; = x4, e, portanto, o conjunto solu¢ao é da forma
S ={z1(1,1) x € R}.

Para Ay = 3 calcula~se (A —31)X = 0:

(%)= ())(5) -
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(=) ()

de onde x; = —x», e, portanto o conjunto solugao é da forma

S ={xy(—1,1) x € R},

Como os vetores (1,1) e (—=1,1) sdo linearmente independentes, a matriz dada é

diagonalizavel.

A matriz diagonal D é a matriz composta pelos autovalores de A. Assim:

D=<_01 g)

Conclui-se o plano de aula deste material com alguns exercicios sobre o contetido
estudado no capitulo 3. Trata-se de questoes que englobam translagoes e rotagdes de pontos
inicialmente e posteriormente de conicas, bem como questoes que tratam da classificacao

das conicas, objetivo deste trabalho.

1. Determine a equacao que representa o conjunto de pontos da imagem da equagao

22% — 3y® = 1, tendo sofrido uma rotacio de um angulo de 450 em relacdo a origem.

- 2 . . ~
Solugao: Tem-se sendbo = cos4b0 = ——. Assim, escreve-se a matriz de rotacao

correpondente:

Querendo os novos valores para x e y, reescreve-se a equacao matricial da seguinte

maneira;:
VZooV2 ,
T _ 9 5 T '
Y V2 V2 y
2 2
Assim:
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Substituindo na equacio 222 — 3y* = 1:
V2, V2 )\ V2, V2
2 v v - 3 o v= v= 1 — 1
< 5 T+ 9 Y 5 T+ 5 Y
Desenvolvendo e simplificando os termos semelhantes, o resultado é a equacgao

—2? + 102"y — " = 2.

2. Determine as coordenadas da imagem do ponto P(3, —4) apds uma translagdo no

plano em torno do ponto (5,2).

Solucao: Sabendo que uma translagdo no plano pode ser descrita pela equacgao

matricial

T 1 0 x9 T
y/ = 01 Yo )
1 00 O 1

onde xq e g sdo as coordenadas do ponto P. Resolve-se a equacao:

' 1 0 3 5 8

—_
e}
—_
—_
—_

Portanto, no novo sistema de coordenadas o ponto P = (8,—2) é a imagem de

P(3,—4) apos realizada a translagao no plano em torno do ponto (5,2).

3. Determine as coordenadas da imagem do ponto P(3+\/§ , 4—\@) apds uma translacgao
no plano com origem no ponto (—3, —4) seguida por uma rotacao do plano em torno

da origem de um angulo 6 de 450.
Solugao: Sabendo que uma translagao no plano seguida de uma rotagdo pode ser
descrita pela equacao matricial

/

x cos) —senf 0 x x

/

1 0
= | senf cosf O 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1

Entdo, a imagem do ponto P(3 + v/2,4 —/2), é o ponto P’, onde:

V2
0 10 -3 3+4/2

2

V2o 01 —4 || a4-v2 [,
2 00 1 1
0

@\
I

o ol&lE
[\ [\

1
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V2 V2 42
v 22 2 342
yol= V2 V2 -T2 4-v2
] 2 2 2 ]

0 0 1

A imagem do ponto P(3 4+ /2,4 —1/2) apés as transformacoes é o ponto P’ = (2,0).

4. Seja a quadratica z? — 2zy + y? = 0. Escreva sua forma matricial correspondente,
encontre a mudanca de coordenadas e o novo sistema na qual a equagao pode ser

escrita na sua forma elementar.

Solugao: A equagao pode ser escrita na forma matricial correspondente a:
(=)

b

2 x =0,

c Y
ondea=1,b=—-2ec=1:

G )0)

Considerando a matriz candnica A, a equacgao caracteristica é dada por:

NS 2

1-Xx -1
-1 1-X

Y

(1-MN1-=XN—=1 = 0
A =2\ = 0.

Os autovalores A\; = 0 e Ay = 2 sdo as raizes da equagao caracteristica. Como, cada

autovalor tem um autovetor correspondente, para A; = 0, se tem

|A—0I| X =0,

1 -1 T
-0 =0,
-1 1 )
Tde onde tem-se x1 = x4, e, portanto, o conjunto solucao é da forma

S ={z1(1,1) x € R}.
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Para o calculo do autovetor unitario correspondente, deve-se obter a norma que se
da por

|1, D] =v2.
Entao, divide-se as coordenadas do conjunto solugao pela norma, obtendo
1 1
v=|(—7,—4|.
Fo\V2 2

Seguindo as mesmas etapas para Ay = 2:

|A—2I|X =0,
1 -1 10
—9 L
-1 1 0 1 T
Tem-se x1 = —xo portanto o conjunto solucao é da forma

S = {z2(~1,1) eR}.

Para o célculo do autovetor unitario correspondente, deve-se obter a norma que se
da por

I(=1,1)] = v2.

Divide-se as coordenadas do conjunto solugao pela norma obtendo

1 1
vp=|—72,—].
2 \/57 \@
Segundo o estudo dos capitulos anteriores, a escrita matricial e candnica se da pela

seguinte multiplicacao:

1 1 1 1
Loy
O G S I B

V2 V2 V2

V2

)

5. Identifique a cOnica representada pela equacao e reescreva em sua forma simplificada.

a) 5a?® + day + 8y* — 36 = 0.

Solugao: Sabendo que a escrita matricial dessa equagao ¢ da forma
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b
CLEd T
<:)3y1> gce y | =0,
d e f 1

ondea=5b=4,c=8d=e=0,¢e f=-306, se tem:

5 2 0 x
(a:y1>280 y | =o.
00 —36 )\ 1

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica é dada por:

5—A 2

=0,
2 8— A

entao:

BG-NB=N—4 = 0
A —130+36 = 0.

Os autovalores \; = 9 e Ay = 4 sdo as raizes da equacao caracteristica.

Conclui-se que como os autovalores sao diferentes de zero e possuem mesmo sinal,
logo, essa equacao pode representar uma elipse ou um ponto. Para determinar
se a conica é degenerada ou nao, analisa-se agora o valor de f’. Para isso,

calcula-se os autovetores respectivos aos autovalores.

Para \; =9 tem-se |[A —9I| X = 0:

5 2 9 0 ),
2 8 09 T '
Tem-se x5 = 2x1, portanto o conjunto solucao é da forma:

S ={r1(1,2) x € R}.

Para o calculo do autovetor unitario correspondente, deve-se obter a norma que

se da por:

[(1,2)] = V5.
Divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtendo o vetor
(12
(3
Como D = E =0, entdo a = g = 0.
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Portanto, f' = —36. Conclui-se, que como f’ # 0, trata-se de uma elipse.

Escreve-se a equagao na forma
M + Xy + f = 0.
Logo, a equacao da elipse é dada por

92" + 4y"* — 36 = 0.

Ou ainda,
ﬁ + ﬁ =1
4 9 '

Segue a visualizacao grafica:

Figura 23 — Elipse

x? — 12zy — 4y° = 0.

Solugao: Sabendo que a escrita matricial dessa equacao ¢ da forma

b
<a:y1>gce y | =0,
d e f)\1

ondea=1,b=—-12,c=—-4,d=e= f =0:

1 -6 0 T
(xyl) 6 —40 ||y |=0
o 0 0/)\1

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica é dada por:

1-A -6
—6 —4-— )\

Y

(1-=XN)(=4-X)—-36 = 0
A +30—40 = 0.
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Os autovalores \; = 5 e Ay = —8 sdo as raizes da equacao caracteristica.

Conclui-se que, como os autovalores sao diferentes de zero e tem sinais opostos,

essa equacao pode representar uma hipérbole ou um par de retas concorrentes.

Para determinar se a conica é degenerada ou nao, analisa-se agora o valor de

f'. Para isso, calcula-se o valor dos autovetores respectivos.

Para A\; = 5 tem-se |[A —5I| X = 0:

() -(s))(z)-

de onde tem-se x9 = —gxl, e, portanto, o conjunto solucao é da forma

- {o (1-2) s sex).

Para o célculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que

L 2)| Vi3
3)) 0 3
Dividindo as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtém-se o vetor
3 2
v=—,——=].
P\VI 13
Como D =FE=F =0, entdao a =3 =0e f = 0. Portanto, trata-se de um

par de retas concorrentes.

se da por

Escreve-se a equagao na forma
Mz + Xy — f = 0.
A equacao é dada por
52" — 8y"* = 0.
x? — 2wy +y? + 4y = 0.

Solucao: Reescreve-se a equacao em sua forma matricial correspondente:

1 -1 0 x

(:cy1> 1 1

0 4 0 1

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica é dada por:

1-x -1
-1 1-A
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Figura 24 — Retas

1-MN1-X—-1 =0
A2 -2\ = 0.

Os autovalores \; = 0 e Ay = 2 sdo as raizes da equacao caracteristica.

Como um dos autovalores é zero, a equagao representard uma parabola ou um

par de retas.

Para determinar se é uma conica ou um caso degenerado, analisa-se o valor de

B, pois se 3 # 0 é uma parabola, e se 5 =0 é um par de retas.
E necessario primeiro calcular os autovetores correspondentes aos autovalores.

Para A; = 0 tem-se |A — 0| X = 0:

1 —1 T
-0 =0,
—1 1 T2
de onde tem-sexr; = x,. Portanto, o conjunto solucao é da forma:

S{r1(1,1) z € R}.

Para o céalculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que

se da por:

|1 = V2.
Divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtendo o vetor
1 1
n=\——]).
V2TV

Consegue-se descobrir que o angulo de rotagao sofrido por essa conica, degene-

2
rada ou nao é de 6 = 450, sendo o cos = \Qf
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Finalmente, calcula-se o valor de 3, que é dado por

[ = dsendbo + e cos 450

Entao,

Como f # 0, entdo a equagao representa uma parabola.

Para escrever sua equagao, calcula-se o valor de v que se da pela equagao
a = d cos 4bo — esen4bo.

Entao:

O valor de [’ é dado pela equacio

o2 2
/ — —_—— — —
=17 N
Entao \/»
24/2
/ — _ 0 _Zzv=

= —=v2.

Escreve-se a equacao na forma
)\11'”2 + A2y”2 o f/ — 0
Logo, a equacao ¢ dada por:

2y//2 + \/5 = 0.

—7x% + 8zy — y* + Vbx + /5y = 0.

Solucao: Reescreve-se a equacao em sua forma matricial correspondente:

—7 4 5 T
(a:yl) 4 -1 /5 y
V5 V5 0 1
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v

Figura 25 — Parabola

A equacao caracteristica da matriz da seccao conica é dada por:

—7—=A 4
4 —1-A

(=7T=XN(=1=X)—16 = 0
M 4+8A—9 = 0.

Os autovalores \; = 1 e Ay = —9 sdo as raizes da equacao caracteristica.

Como esses sao valores sao distintos e possuem sinais opostos, tem-se uma

hipérbole ou um par de retas.

Para determinar se temos a conica ou um caso degenerado, analisa-se o valor
de f'. Se f # 0, se tem a hipérbole, se f' =0, a reta.

Para isso, é necessario calcular os autovetores correspondentes aos autovalores.
Entao, para A\; = 1 tem-se (A — 1)X = 0:

(4) G-
(Fa)(n)

de onde tem-se x5 = 2x1, e, portanto, o conjunto solu¢ao é na forma:

S ={x1(1,2) z € R}.

Para o céalculo do autovetor unitario correspondente deve-se obter a norma que

se da por

(1,2)] = V5.
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Divide-se as coordenadas do conjunto solucao pela norma, obtendo o vetor

(Vsvs)
vn=|—,—%=]).
VBB

Para \y = —9 tem-se (A + 91)X = 0:

(5 ) =G
()

de onde tem-se 1 = —2x4, e, portanto, o conjunto solugao é da forma

S ={xy(-2,1) x € R},

Dividindo as coordenadas do conjunto solugao pela norma:

(%)
v=|—=,—=].
f VBB
Sabendo que a = dcosf — esenf) obtém-se

a =B

1
5%+\f

5.2
7

Logo, a = 3.

Sabendo que 3 = dcosf — esen:

1 2
5:\/3%4-\/5%

Logo, 8 = 3.
042 52
, —_— —_— — —
Como f'=f Ny
-1 2 32
1 (—9)
Logo, f' = —8. Conclui-se que como f’ # 0, trata-se de uma hipérbole.

Escreve-se a equagao que na forma
Mz + Xy + f = 0.
A equacao da hipérbole é dada por:
12" —9y"* —8 = 0.

Ou ainda,
"2 "o
r =9y =8.

Obtendo a visualizagdo grafica abaixo:
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10 4

/o

Figura 26 — Hipérbole

10
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo principal o estudo do conjunto solucao de
equacoes de segundo grau na forma Az + Bry + Cy®> + Dz + Ey + F = 0, utilizando das

ferramentas da algebra linear.

Mostra-se que tais soluc¢oes referem-se as conicas: elipses, hipérboles e parabolas,

bem como as conicas degeneradas, ponto ou retas.

A partir das ferramentas da algebra linear, estuda-se o espago das matrizes a
fim de reescrever a equacao na forma matricial e, com isso, mostrar que a equagao que

dirige a conica ¢ uma matriz simétrica e que ela pode ser sempre diagonalizavel.

Outras transformacoes no plano se fizeram necessarias para simplificar a equacao
quando B # 0. Para realizar essas transformacoes do espaco R? se fez necessério o estudo
das transformacoes nos eixos coordenados, como a translacdo e a rotacao. Assim a equagao
em estudo ficaria mais simples de ser estudada e, com isso, a cOnica seria mais facilmente
identificada.

A abordagem do tema foi feita de forma simples, mas embasada em fundamen-
tagoes tedricas e com exemplos a cada novo tépico, a fim de facilitar a compreensao do

leitor.

Espera-se que este trabalho contribua para a formacgao do estudante do ensino
médio, que hoje, encontra-se defasada no assunto; também possa servir de norte aos alunos
no inicio da graduacao, onde a linguagem matematica muitas vezes se torna complexa e

de dificil compreensao.
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