NG

¥

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica

FERDINANDO CAIQUE GENGHINI DANTAS LOBO

NUMEROS COMPLEXOS, POLINOMIOS E EQUACOES
ALGEBRICAS

CAMPINAS
2017



FERDINANDO CAIQUE GENGHINI DANTAS LOBO

NUMEROS COMPLEXOS, POLINOMIOS E EQUACOES
ALGEBRICAS

Dissertagao apresentada ao Instituto de Mate-
matica, Estatistica e Computacao Cientifica da
Universidade Estadual de Campinas como parte
dos requisitos exigidos para a obtencao do titulo
de Mestre.

Orientador: Anténio Carlos do Patrocinio
ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA
DISSERTAGCAO DEFENDIDA PELO ALUNO FERDINANDO
CAIQUE GENGHINI DANTAS LOBO E ORIENTADA PELO
PROF. DR. ANTONIO CARLOS DO PATROCINIO.

CAMPINAS
2017



Agéncia(s) de fomento e n°(s) de processo(s): N&o se aplica.

Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Maria Fabiana Bezerra Muller - CRB 8/6162

Lobo, Ferdinando Caique Genghini Dantas, 1989-
L786n Numeros complexos, polinbmios e equacdes algébricas / Ferdinando
Caique Genghini Dantas Lobo. — Campinas, SP : [s.n.], 2017.

Orientador: Antonio Carlos do Patrocinio.
Dissertagcédo (mestrado profissional) — Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Matemaética, Estatistica e Computacgao Cientifica.

1. Numeros complexos. 2. Polinbmios. 3. Matematica (Ensino médio). I.
Patrocinio, Antonio Carlos do,1941-. Il. Universidade Estadual de Campinas.
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. Ill. Titulo.

Informacées para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Complex numbers, polynomials and algebraic equations
Palavras-chave em inglés:

Complex numbers

Polynomials

Mathematics (high school)

Area de concentragdo: Matematica em Rede Nacional
Titulagdo: Mestre

Banca examinadora:

Antonio Carlos do Patrocinio [Orientador]

Sergio Antonio Tozoni

Ires Dias

Data de defesa: 23-02-2017

Programa de Pds-Graduacgao: Matematica em Rede Nacional



Dissertacéo de Mestrado Profissional defendida em 23 de fevereiro de 2017

e aprovada pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof(a). Dr(a). ANTONIO CARLOS DO PATROCINIO

Prof(a). Dr(a). SERGIO ANTONIO TOZONI

Prof(a). Dr(a). IRES DIAS

A Ata da defesa com as respectivas assinaturas dos membros
encontra-se no processo de vida académica do aluno.



Para Bianca Bazani, amor da minha vida.



Agradecimentos

Agradego aos meus avés Alzira e Alcides (in memoriam), por tudo que me ensinaram, além
da forca e dedicacao com que formaram uma familia.

A minha namorada Bianca, por ter surgido em minha vida e me dado forca em todos os
momentos.

Ao meu orientador Prof. Patrocinio, pela paciéncia e pelos ensinamentos, que me acompa-
nham desde a graduagao.

A CAPES, a SBM e ao IMPA, pela criacdo e manutencio do PROFMAT.

A minha mae Débora, por sempre se dedicar ao maximo para me fazer feliz.

Aos meus tios Hélio e Angela, pelos ensinamentos e pela formacao do meu carater.

Ao meu primo Helinho, por ser um grande irmao.

A minha avé Arlette, meu pai José e minha irma Priscila, por me apoiarem em todos os
momentos.

Aos meus tios Valdemar (in memoriam) e Celso (in memoriam), pela dedicagdo durante
minha criagao.

Ao meu sogro Chico, sogra Nice, cunhados Thiago e Gustavo, por me acolherem como parte
da familia.

Aos meus padrinhos Alberto e Neide, pelo apoio durante minha formacao.

Ao meu amigo Betinho, por ser um grande parceiro durante o ensino médio e minha gradu-
acao.

Ao professor Nivaldo, por ser mais que um professor de karaté, trazendo ensinamentos para
a vida.

Aos meus amigos do Interact e Rotaract, que me acompanham ha muitos anos e ajudam
em meu desenvolvimento pessoal.

Aos meus professores, que foram grandes inspiradores para eu seguir na profissao.

Aos meus alunos e ex-alunos, que me motivam para ser professor e buscar aprender sempre
mais a cada dia.



Resumo

Este trabalho apresenta o desenvolvimento da teoria dos niimeros complexos em suas formas
algébrica e trigonométrica, com énfase na resolucao de exercicios que podem ser aplicados no
Ensino Médio. Em seguida, passa-se para o estudo dos polindmios e equagoes algébricas,
baseando-se principalmente na divisao de polinémios pelo Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini,
nas Relagoes de Girard e em métodos de pesquisa de raizes de equagoes. No final, é apresentada
uma lista de exercicios resolvidos que podem ser utilizados por professores e alunos do Ensino
Médio, visando a fixacao desses assuntos.

Palavras-chave: Numeros complexos, Polindmios, Matematica (ensino médio)



Abstract

This work shows the development of Complex Numbers theory in their algebraic and trigono-
metric forms, with emphasis on the resolution of exercises that can be applied on High School.
Then, it passes to the study of polynomials and algebraic equations, basing mainly on the
polynomials division using the Ruffini-Horners’s method, Relations of Girard and in ways to
find roots of equations. In the end, a list of solved exercises which can be used by High School
teachers and students is shown with the purpose of memorization of those topics.

Keywords: Complex numbers, Polynomials, Mathematics (high school)
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo desses 7 anos que tenho trabalhado com o ensino de matematica, vejo muitos
alunos que se encantam com a teoria de nimeros complexos, polinémios e equagoes algébricas.
No curriculo brasileiro, o estudo desses topicos é realizado, geralmente, no 3° ano do ensino
médio, ou seja, no final do ciclo do ensino béasico.

Para seguirem estudando numa universidade, hé a necessidade de passarem pela prova do
vestibular, fazendo com que tenham que revisar praticamente tudo que estudaram até esse
momento em todas as matérias do curriculo escolar. Como grande parte dos alunos estao nesse
momento de decisao sobre o que fazer quando esse ciclo terminar, muitas vezes, o aprendizado
desses conceitos ficam limitados ao que ”cai no vestibular” e sdo ensinados muito rapidamente,
j& que estao sendo vistos pela primeira vez e nao como revisao.

Nessa dissertacao, busco fazer um estudo detalhado dos niimeros complexos, polindémios e
equagoes algébricas, com o foco para a utilizacao de teorias do ensino médio, aliado a utilizacao
dos recursos computacionais e a visualizacao dinamica de alguns resultados. A utilizacao dos
computadores serd vinculada, principalmente, ao estudo da formacao de graficos de funcoes
polinomiais e a procura de raizes de equagoes algébricas.

No Capitulo 2, fago uma breve introdugao histérica dos assuntos que serdo trabalhados,
partindo do Egito Antigo, passando pelo desenvolvimento das equacoes algébricas, pelo surgi-
mento dos numeros complexos e pelos fatos que desencadearam na demonstragdo do teorema
fundamental da algebra.

No Capitulo 3, introduzo o conceito dos niimeros complexos na forma algébrica, passando
pela representagdo em pares ordenados e a forma trigonométrica. Ha um detalhamento das
operacoes nas formas algébricas e trigonométricas, terminando com énfase na interpretacao
geométrica dos conceitos estudados.

Nos Capitulos 4 e 5, desenvolvo a teoria de polindmios e equagoes algébricas. Sao apresen-
tadas as defini¢oes e propriedades dos polindomios, bem como as operagoes definidas entre eles.
Ha um destaque para a divisdo de polindmios com a apresentacao do Método de Descartes,
do Método da Chave e do Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini, além de algumas aplicagoes do
Teorema do Resto. Ao trabalhar com equagoes algébricas, mostro métodos para achar suas rai-
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zes, enfatizando a reducdo do grau de uma equagao algébrica através da divisao de polindmios.
Também apresento o Teorema Fundamental da Algebra e o Teorema da Decomposicao (este
primeiro, sem demonstragao), bem como as relagoes entre os coeficientes de um polinémio e
suas raizes, conhecidas como Relagoes de Girard. Ao final, mostro alguns resultados importan-
tes para polindmios com coeficientes reais e aplica¢oes graficas.

Para complementar o estudo, no Capitulo 6, resolvo exercicios que podem ser usados por
professores e alunos interessados no aprofundamento dos trés capitulos anteriores, sendo exer-
cicios dos exames vestibulares de acesso para diversas universidades brasileiras. Encerro, no
Capitulo 7, com as consideragoes finais sobre os assuntos discutidos e uma reflexdo sobre o
ensino de matematica no ensino médio.
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Capitulo 2

Das equacoes aos complexos

Durante muitos séculos, boa parte do desenvolvimento da matematica se baseou no inte-
resse pela resolugao de equacoes e métodos que pudessem generalizar a busca por suas solugoes.

Vejamos um problema retirado do papiro de RhindE] e que data de cerca de 1650 a.C.:
Uma quantidade; sua metade e seu terco sio adicionados a ela. Ela se torna 10.

volvi . . L. .
Atualmente, com o desenvolvimento da algebra, isso se torna um problema de facil resolucao,
que nos da como solucao a "quantidade” de %:

60
x+g+§:10:6x+3m+2x:60:11x:60=>x:ﬁ.

Varias equagoes quadraticas, associadas a diversos métodos de resolucao, também surgiram
ao longo dos anos. O problema a seguir consta em um livro drabe escrito pelo mateméatico
arabe Muhammad Ibn Musa Al-Khwarizmi (780-850) por volta do ano 825:

Um quadrado e dez raizes dele sdo iguais a trinta e nove dz’rhemf]. Quer dizer, quanto deve
ser o quadrado, o qual, quando aumentado por dez de suas proprias raizes, é igual a trinta e
nove?

Novamente, utilizando uma notagao atual, chamaremos o quadrado do niimero desconhecido
de 22, dez raized’| dele serdo 10z e o problema se traduz a % + 10z = 39, que apresenta como
solugoes x = 3 ou x = —13. De fato,

2% + 102 = 39 = 22 + 10z + 25 = 39 + 25 = (v + 5)? = 64,

de onde tiramos que t +5 =8 ou z + 5 = —8, ou seja, x = 3 ou x = —13.

Uma colecdo de problemas provavelmente utilizada para treinar jovens escribas no Egito Antigo. O nome
faz referéncia ao arquedlogo A. Henry Rhind, que o levou para a Inglaterra no século XIX.

2Moeda &rabe no final do século IX.

3Na notacdo da época, o que se entende por raiz é a raiz quadrada positiva.
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No livro, somente a solucao x = 3 é apresentada. Como ocorre nesse problema envolvendo
dinheiro, em que nao fazia sentido uma quantia negativa, as solugdes negativas eram descarta-
das por muitos anos e chamadas de solucoes falsas, devido a nao aplicabilidade na contagem e
medicao de coisas. Excecao a essa regra foram os chineses, que trabalhavam com quantias ne-
gativas, tendo registros nos "Nove Capitulos da Arte Matematica” datando de cerca de 200 a.C.

A notacao que utilizamos atualmente decorre da juncao de diversos simbolos e métodos
utilizados ao longo da histéria. Mateméticos indianos ja utilizavam abreviagoes para repre-
sentar incégnitas, simbolos para adicao e subtracao ja eram utilizados desde o Egito Antigo,
matematicos arabes ja utilizavam simbolos para representar poténcias das incognitas em vez de
palavras, mas faltava unir todas as diversas formas de notagdo numa férmula que relacionasse
as operagcoes, as incégnitas e os simbolos com o que chamamos hoje de coeficientes da equacao.
Esse passo crucial foi dado pelo matemaético francés Frangois Viete (1540-1603), que permitiu
uma generalizacao do estudo das equacoes a partir de "casos”, como equagodes quadraticas que
citamos anteriormente.

No século XVI, época do Renascimento na Europa, o polimata italiano Girolamo Cardano
(1501-1576) publicou em seu livro, Ars Magna (A Grande Arte), uma descrigio completa de
como resolver qualquer equagao cubica. O matematico italiano Rafael Bombelli aplicou a
famosa férmula apresentada no livro de Cardano para resolver a equacio z° — 15z — 4 = 0,
chegando a seguinte solucao:

v =2+ 121 + {2 — V121

Mesmo sem haver uma fundamentacao teérica bem definida pra isso, Bombelli operava li-
vremente com os radicais de ntimeros negativos, criando algumas regras para as operacoes.
Com isso, ele mostrou que, através da férmula de Cardano, essa solugao correspondia a x = 4,
o que, de fato, é solucao da equagao dada.

Apés a publicagao dos métodos de resolucao de qualquer ciibica, o matematico italiano Lo-
dovico Ferrari (1522-1565), aluno de Cardano, publicou um método de resolucao das equagoes
de quarto grau, as quarticas.

No século XVII, o filésofo, fisico e matematico francés René Descartes (1596-1650), em seu
Discurso do Método, dava inicio ao Teorema Fundamental da Algebra, afirmando que ”Nem
sempre as raizes verdadeiras (positivas) ou falsas (negativas) de uma equagao sdo reais. As
vezes, sao imaginarias.” Devido a isso, utilizamos até hoje as nomenclaturas de "ntimeros ima-
ginarios” e "unidade imaginaria”. Para facilitar a nota¢ao, o matematico e fisico sui¢co Leonhard
Euler (1707-1783) introduziu o simbolo i para substituir v/—1 e aprofundou a teoria de ntimeros
complexos, relacionado-a com a de fungoes exponenciais e trigonométricas.

No século XIX, o livreiro e matemadtico amador francés Jean-Robert Argand (1768-1822)
publicou um trabalho com a representacao geométrica dos niimeros complexos, e, alguns anos
depois, o matematico, astrénomo e fisico alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
utilizou a representacdo geométrica em suas publicagoes, mostrando grande aplicabilidade des-
ses "novos numeros” que estavam surgindo. Gauss, em sua tese de doutorado, publicou uma
prova do Teorema Fundamental da Algebra. Ela foi considerada correta por muitos anos, mas
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apresentava alguns problemas que s seriam resolvidos pelo matematico ucraniano Alexander
Markowich Ostrowski em 1920.

Em 1821, o matemético noruegués Niels Henrik Abel (1802-1829) achava ter conseguido
uma férmula para a resolucao das equagoes do quinto grau, as quinticas. Apods cair em contra-
digao ao tentar usa-la em alguns exemplos, Abel provou, trés anos depois, paralelamente com o
matemético francés Evariste Galois (1811-1832), que nao seria possivel a existéncia de férmulas
para a resolucao de equagoes de grau maior ou igual a cinco.

Isso revolucionou a matematica na época, pois muitos matematicos passaram a buscar
outros métodos para trabalhar com as equagoes, como trabalhar com a relacdo entre raizes
e coeficientes ou ainda métodos numéricos. Um gigantesco impulso veio com a invencao dos
computadores e o desenvolvimento da matematica aplicada. O estudo de niimeros complexos,
polinémios e equagoes algébricas se mostrou muito importante, ja que surgiram aplicacoes
relacionadas com engenharia elétrica, engenharia de controle e automacao, aerodinamica, em
varias teorias fisicas e em muitos outros campos que sao usadas até hoje.
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Capitulo 3

Numeros Complexos

3.1 Definicao e forma algébrica

Sendo i = v/—1 a unidade imagindria, com i> = —1, define-se um nimero complexo como

sendo uma expressao da forma z = a + bi, com a,b € R. A parte real de z sera denotada por
Re(z) = a e a parte imagindria de z serda denotada por Im(z) = b. Se b = 0, z serd um ntmero
real. Se a =0 e b # 0, z serd um nimero imaginario puro.

Todos os nimeros da forma z = a4+ bi formarao o conjunto dos niimeros complexos, que sera
denotado por C. Como no nimero complexo z = a + bi, ao tomarmos b = 0, temos o niimero
real z = a, o conjunto dos niimeros reais estd contido no conjunto dos nimeros complexos, ou
seja, R C C.

3.2 Igualdade

Os nuimeros complexos z = a+ bt e w = ¢+ di, com a, b, ¢ e d reais, sdo iguais se, e somente
se, suas partes reais forem iguais e suas partes imaginarias também forem iguais, isto é,

z=wsat+bi=c+disa=ceb=d.

3.3 Poténcias de

Calculando as poténcias de ¢ com expoentes naturais, percebemos uma sequéncia interes-
sante:

=1

it =

2=-1

B =2i=(—1)i=—i
=22 =(-1).(-1) =1
P=iti=1i=1i
=2 =1.(-1)=—1
=i =1.(—i) = —i
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Y =8i=1i=1
i10 = 48,42 —1)=-1
it =843 (—i) = —i

Ou seja, o resultado das poténcias se repete a cada 4 valores consecutivos. Podemos gene-
ralizar, tomando n, k € N:

Se n = 4k, temos " = i** = (iY)F = 1% = 1;

Se n =4k + 1, temos i" = %+ = (YH)*i =1k = 1.4 = i;

Se n = 4k + 2, temos 1" = i**2 = ()F 2 = 1F(—-1) = 1.(-1) = —1;

Se n = 4k + 3, temos i" = *+3 = (i)k 3 = 1% (—4) = 1.(=i) = —i.

Deste modo, temos que i" € {1,7,—1, —i}, com i" = i", onde r é o resto da divisdo de n
por 4.

Exemplo 3.1. Calcule 1234567890,

Resolugao: Pelo resultado acima, basta verificarmos o resto da divisao do nimero 1234567890
por 4. Como o critério de divisibilidade por 4 nos diz que wm numero natural é divisivel
por 4 se o numero formado pelos dois ultimos algarismos for divisivel por 4, basta verificar o

resto da dz’m’sdo de 90 por 4. Sabendo-se que 90 = 4.22 + 2, o resto da divisdio ¢ 2, ou seja,
;1234567890 _ ;2 _ 1

Exemplo 3.2. Calcule
2016 2016

S+ I "
k=0 k=0

Resol’u,gdo: Sendo Zi()lofi Zk — Z'O + Z'l + ?;2 + 2'3 + .+ ,l'2012 + ,l'2013 + ,l'2014 + ,l'2015 + ,l'2[)16 —
I+i+ (=) +(=i)+...+14+i+(—1)+ (=) + 1 =1, pois percebemos que, a cada 4 poténcias
com expoentes consecutivos, a soma dd zero.

Sendo [0 ik = i%.4t.i%45. .. .. 32016 — JOHIH243+..42016 5 expoentes estdo em progressio arit-
L. 1+2016).2016
mética cuja soma vale 1 + 2 + 3+ ...+ 2016 = % = 2033136, o que nos leva a
JOH1H234.42016 _ ;2033136 _ ;0 _ 1 Asszm chegamos a:
2016 2016

i+ [ =1+1=2
k=0 k=0

Exemplo 3.3. Calcule (1 + 1)'2.
Resolugdo: (1+i)? = ((14+4)*)°=(1+2i+4*)°%= (1+2i—1)% = (2:)° = 2545 = 64.(—1) =
—64.
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3.4 Operacoes na forma algébrica

Sejam z = a + bi e w = ¢+ di, com a,b,c,d € R. Para somar ou subtrair dois nimeros
complexos, basta somar ou subtrair as respectivas partes reais e partes imaginarias:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,

z—w=(a+bi)— (c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

Para multiplicar dois niimeros complexos, utilizamos a propriedade distributiva:

zaw = (a+ bi).(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Definimos o conjugado de z = a + bi como Z = a — bi. Note que:

2%z = (a+bi).(a — bi) = a* + abi — abi — b*i* = a®> + b* € R.
Para efetuarmos z + w, com w # 0, utilizaremos o conjugado de w:
a+bi (a+bi) (c—di) ac—bd+ad+bc,
= . = 1.
c+di  (c+di) (c—di) cE+d> A+d?

Exemplo 3.4. Sendo 2 =2 — 31 ew =4 +1, efetue z+w, z —w, z.w € 2+ w.
Resolugdo:

zHw=(2-3i)+ (4+1i) =6 — 2i,
z—w=(2—3i)— (4+1i) = -2 — 4,

zaw = (2 —3i).(4+14) =8+ 2i — 12i — 3i* = 11 — 104,

2—-3i  (2-3i) (4—i) 8-2i—12i+3* 5 14

A

A0 (A+4) (A—d) 16 + 1 1717

Z-w =

Utilizando a divisdo entre niimeros complexos, podemos estender as poténcias de i para

expoentes inteiros, que também serd limitada ao conjunto {1,7, —1, —i}.
Exemplo 3.5. Escreva i~ na forma algébrica.

S0 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 i
Resolugdo: i = g7 =5===—-'=1=1i.

2

Exemplo 3.6. Determine z, tal que z° = 1.
Resolugdo: Seja z = a+ bi, com a,b € R. Temos

2 =i (a+bi)?=i—a®+2abi + %% =i — a® — b* + 2abi = i.
Pela igualdade entre nimeros complexos, temos que:

a® —b* =0, (3.4.1)

2ab = 1. (3.4.2)

De (3.4.1), sabemos que a = =£b.
Supondo a = b e substituindo em (3.4.2), chegamos em:

V2

20°=1=a=+-—.
a a 2



Supondo a = —b e substituindo em (3.4.2), chegamos em:
2 2 1
—2a"=1=a :—iéﬂa,beR.

+ Y2 oy 2z = —

Assim, as solugoes sdo z = 5

IS
IS
s
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Exemplo 3.7. Encontre os valores de z, que satisfazem a equagdo do 2° grau z* — 4z +5 = 0.

Resolugao: Sabemos que:

—b+Vb? —4dac

a?+bz+ce=0= 2=

2a
ou seja,
—(—4) £+ /(—4)2—-4.15 4+ /=4
P4z 4+5=0=2= =4 (=4 =>z2=—.
2.1 2
. o : . . 4+ 2
Como 21.2i = —4, podemos substituir \/—4 = 2i, chegando as solugoes z = 5

Assim,
S={2+i;2—1i}.

3.5 Plano de Argand-(Gauss

= 2%

Considerando um sistema de coordenadas ortogonais, sendo o eixo das abscissas denomi-
nado "eixo real” (Re) e o eixo das ordenadas "eixo imaginario” (Im), podemos representar todo

nimero complexo neste plano.

Este plano serd denominado Plano de Argand-Gauss ou Plano Complexo. O ponto (a;b)
serd o afixo ou a imagem de z = a + bi, cuja abscissa corresponde a parte real e a ordenada a

parte imaginéria de z.

Figura 3.1: Plano de Argand-Gauss com o afixo de z = a + bi
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3.6 Modbdulo de um niimero complexo

O médulo de um nimero complexo z = a + bi, com a,b € R, serd representado por |z| ou
pela letra grega p, sendo definido como a distancia do afixo de z até o ponto (0;0), ou seja, até
a origem do plano complexo.

Figura 3.2: Modulo de 2

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, podemos verificar que p? = a®>+b?, ou seja, p = Va2 + b2.

Exemplo 3.8. Mostre que 2.z = |z|*.
Resolugdo: Sendo z = a+ bi, com a,b € R temos Z=a — bi. Logo,

2%z = (a+ bi).(a — bi) = a® — abi + abi — b**> = a® + b* = |2|%.

Exemplo 3.9. Dar o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z, tais que |z — i+ 1| <
2.
Resolugdo: Seja z = a+ bi, com a,b € R. Entao,

atbi—it1l<2= |+ 1)+ 01l <22 /(a+1)2+(b-1)2<2.

Como \/(a +1)2+ (b—1)2 >0, temos que:

(a+1)2+(b-1)<4.
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Figura 3.3: Regido do Plano Complexo limitada por |z —i + 1| < 2

Sendo a,b € R, (a+ 1)? + (b — 1)? < 4 representa um circulo de raio 2 centrado no ponto
<_17 1)'

Exemplo 3.10. Dados zg = a+bi, com a,b € R, er € Ry, mostre que o lugar geométrico dos
afixos dos nimeros complexos z, tais que |z — zg| = r € uma circunferéncia de raio r, centrada
no ponto (a;b).

Resolugdo: Sendo z = x + yi, com x,y € R temos que:

|z =20l =r=|(z+yi) — (a+ bi)|=r =

(@—a)+(y =il =r=(x—a) +(y b2 =r=
(= a)* + (y = b)* =77
que representa uma circunferéncia de raio r e centro (a;b).

Im

=T

W Re

Figura 3.4: Circunferéncia de raio r e centro (a;b)

3.7 Argumento de um niimero complexo

Seja z = a + bi, com a,b € R, 2 # 0 e |z| = p. O argumento de z, representado por arg z é
definido por:
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cosf = g,
P
argz = 0 < sen&zé
p?
0<6<2m.

Se tomarmos 6 fora do intervalo 0 < 6 < 27, faremos a correspondéncia com o angulo da
primeira volta do ciclo trigonométrico.

Sendo P = (a;b) o afixo de z e O a origem do Plano Complexo, o argumento pode ser

interpretado como o angulo formado no sentido anti-horario entre o semieixo real positivo e o
segmento OP.

0‘ Re

Figura 3.5: Argumento de z

Exemplo 3.11. Calcular o argumento de z =1 — i.
Resolugao: Temos:

pPr=1+(-17=p"=2=p=V2

V2

cosf = ,
2

Sl

senf =

SIL
ol
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lo=1x/4

Figura 3.6: Argumento de z=1—1
T
Como 0 < 60 < 2w, temos que § = argz = 1
3.8 Forma trigonométrica de um niimero complexo

Seja um numero complexo na forma algébrica z = a + bi, com a,b € R, z # 0, médulo p e
argumento 6.

b z=a+ bi

Figura 3.7: Modulo e Argumento

Pela defini¢ao, temos que cosf) = 2 e senf = %, ou seja, a = pcosf e b = psenf. Substi-

tuindo esses valores na forma algébrica, temos:

z=a+h
= (pcost) + (psenB)i
= p(cosh +i.send).

Chamaremos z = p(cos #+1.sen @) de "forma trigonométrica” do nimero complexo z. A "forma
trigonométrica” também poderd ser chamada de "forma polar”.
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Observacao 3.12. Dois nimeros complexos com mesmo modulo e argumentos que diferem em
2km, k € Z serao iguais.

Observagao 3.13. As trés formas a sequir sdo equivalentes para a representacdo de um niumero
complexo:

a+bi = (a;b) = p(cosf+i.send).
~—— ——r
Forma algébrica Par ordenado Forma trigonométrica

3.9 Operacgoes na forma trigonométrica

Vamos analisar as operacoes de multiplicacao, divisao, potenciacao e radiciacao de nimeros
complexos na forma trigonométrica.

3.9.1 Multiplicacao

Teorema 3.14. Dados os niumeros complexos z1 € zo, tais que

21 = p1(cos by +i.senb),

29 = po(cos By + i.sen by),
o produto de zy por zy serd dado por
21.29 = p1.p2(cos(0y + 02) + i.sen(6y + 62)).
Demonstragao: Utilizando a propriedade distributiva, temos
21.29 = p1(cos By + i.sen 0y).pa(cos Oz + i.sen Os)
= p1.pa(cosfy. cos By +i.cosfy.sen By + 4. sen ;. cos O + 2. sen 0. sen 6

= p1.p2(cos b;. cos O — sen 0. sen Oy +i.(cos 0;. sen Oy + sen 0. cos 05)

cos(01+62) sen(61+62)
= p1.p2(cos(01 + 03) + i.sen(6y + 62)).
Assim, completamos a demonstracao. O]

Ou seja, na multiplicacao de dois niimeros complexos na forma trigonométrica, multiplicam-
se os modulos e somam-se os argumentos. Isso é ilustrado geometricamente na figura 3.8.

Im Im

» P1-P2

[ \ 61 + 62
} Re Re

Figura 3.8: Multiplicacdo na forma trigonométrica
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3.9.2 Divisao
Teorema 3.15. Dados os numeros complexos z1 e zy, com zo # 0, tais que

21 = p1(cos by +i.senb),

29 = po(cos by + i.sen by),

o quociente de z1 por zy serd dado por

1 pP1

—(cos(01 — 02) +i.sen(fy — 63)).

zZ9 P2

Demonstracao: Efetuando-se a divisao, temos

21 pi(cosfy +i.sen b))

z  pa(cosfy +i.sen by)

_ p1 (cost +i.senf;) (costh —i.senbs)

p2 (cosBy +i.senfy) (cosBy —i.senby)

p1 (cosby.cosby —i.cosB;.sen by + i.sen by. cosy — i?. sen by . sen Oy)

P2 cos® Oy + sen” 6,
1
= Z; - (cos ;. cos Oy + sen 0. sen 6, +i.(sen 6. cos O — cos ;. sen b))
cos(61—02) sen(61—02)
= g;(cos(ﬁl — 03) + i.sen(6; — 6)).
Assim, completamos a demonstracao. O

Ou seja, na divisao de dois nimeros complexos na forma trigonométrica, dividem-se os
modulos e subtraem-se os argumentos. Isso é ilustrado geometricamente na figura 3.9.

o
P

Re 0 Re
01 — 0,

Figura 3.9: Divisao na forma trigonométrica

Exemplo 3.16. Considere os niumeros complexos:

(oo (55) e (35))
= - . n -
21 COSs 12 1.5€ 12 s
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,@:2G%(g>+i%ngg».

Efetue z1.29 € 21 + 25, escrevendo o produto e o quociente na forma algébrica.
Resolugao: Pela formula da multiplicacao, temos:

82( (57r+7r>+. (57T+7T>)
2o = 8. — 4+ — sen | — + —
21.22 cos { 15+ 15 i.sen | o + 15

16 (cos (7). 5.5en (57)
=:HSGDS<2>'%$SG]<2))

—16(0 +i.1)
= 16i.

Pela formula da divisao, temos:

. 8 (cos (57r W)—i—'se <57T 7T)>
21+ 2= = — = == r.sen ( — — —
L7279 12 12 12 12

4

Assim, temos que z1.29 = 161 e 21 + 20 = 2+ 24/3i.

3.9.3 Potenciacgao

Teorema 3.17. Esta férmula é conhecida como 1° férmula de De MoivrdY. Dados o niimero
complezo z = p(cosf +i.senf) e n € N, temos

2" = p"(cos(nb) + i.sen(nh)).
Demonstragao: Vamos fazer a demonstragdo por inducao.

e Paran =0en =1, oresultado ¢ imediato.
Para n = 2, temos 2° = 2.z = p(cosf + i.senf).p(cos @ + i.sen §), que, de acordo com
a férmula de multiplicacio, é igual a p?(cos(260) + i.sen(26)). Deste modo, verificamos a
validade da féormula paran =0, n=1en = 2.

e Assumindo que a férmula seja valida para n = k, vamos mostrar a sua validade para
n=k+1. Assim, assumimos 2" = p¥(cos(kf) + i.sen(kf)) como nossa hipétese de indu-
cao (H.I.)

4Abraham de Moivre (1667-1754), matematico francés.
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Queremos mostrar que 2" = pf*1(cos((k + 1)6) +i.sen((k + 1))). Sendo assim, temos

K= 28 2 = pF(cos(kB) + 4. sen(kB)) .p(cos O + i.sen §)

H.I.

= " (cos(kf). cos O + i cos(kB). sen 6 + isen(kd). cos 6 + i* sen(kf). sen 6)

= p"t!(cos(kB). cos 0 — sen(kd). sen 0 +i(cos(kB). sen § + sen (k). cos 6))

cos(k6+6) sen(k6+0)

= p"(cos((k + 1)0) +i.sen((k + 1)0)).

Assim, completamos a prova por inducao. O

Ou seja, elevando um ntimero complexo na forma trigonométrica a enésima poténcia, ele-
vamos o modulo a enésima poténcia e multiplicamos o argumento por n.

Podemos estender o teorema anterior, para n € Z. Sejam m,n € Z, onde n >0 e m = —n.
Entao:

2™ = (p(cos @ +i.senf))™
= (p(cos@ +i.senf))™"
1
(p(cosf +i.senf))"
1(cos0 +i.sen0)
~ p*(cos(nd) +i.sen(nf))’

Pela férmula da divisao, temos:

1(cos 0+ i.sen0) 1 .
p"(cos(nf) +i.sen(nd)) — pr (cos(0 — nf) + i.sen(0 — nh)

= p "(cos(—nb) + i.sen(—nb))
= p"(cos(ml) + i.sen(mb)).

Assim, verificamos a validade para o expoente inteiro.

12
Exemplo 3.18. Encontre a parte real e a parte imagindria do nimero complexo z = (§ + %1) .

Resolugdo: Inicialmente, escreveremos ?4—%2 na forma trigonométrica, calculando o modulo

e o argumento:
V3212 3 1
4 J(? () =G ri)=vi=n
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Y34l — cos (%) + 7.sen (%) Utilizando a formula da potenciagao,

2 2
12
3 1
Z:(f+i>

2 2
T NN 12
= (cos (6) + 7. sen <6>)
(127r) iy <127r>
= cos | — i.sen | —
6 6

= cos(27) + 7. sen(2m)

=1+10
=1

Assim, temos que
chegamos em:

Assim, temos que Re(z) =1 e Im(z) = 0.

3.9.4 Radiciagao

Teorema 3.19. FEsta formula é conhecida como 2¢ formula de De Moivre. Dados o nimero
complexo z = p(cos@ + i.senf), sendo z # 0, e n € N, sendo n > 2, existem n raizes
enésimas distintas de z. Uma dessas raizes serd zy = (/ﬁ(cos% + 7.sen %) e as demais raizes
possuem o mesmo modulo de zy, mas seus arqgumentos formardio com o arqgumento de zy uma
progressao aritmética (P.A.) de primeiro termo % e razio 2. Ou seja, sendo k € N e k €

{0,1,2,...,n — 1}, as n raizes serdo

2 2
2 = /p (cos (M—nkW) + 1. sen (W)) )

Demonstracao: Estamos procurando as raizes enésimas de z. Chamando uma raiz de w,
sabemos que
w= 1z " =z

Sejam z = p(cos @ +i.senf) e w = r(cos ¢ + i.sen ¢). Como w" = z temos
r"(cos(ng) + i.sen(ng)) = p(cos @ + i.send).

Pela igualdade de dois niimeros complexos, concluimos que r™ = p, ou seja, r = /p, ja
que r > 0, e também n¢ = 6 + 2km, ou seja, ¢ = %. Como as funcdes seno e cosseno
sao periddicas de periodo 2w, os valores do seno e cosseno de % e H% sao iguais, ou seja,
identificamos as n raizes com k € Ne k=0,1,2,...,n— 1. O

Observacao 3.20. Dado n € N, sendo n > 2, o numero complero z = 0 possui somente uma
raiz, que serd zy = 0.

Observagao 3.21. Quando trabalhamos com niumeros reais e queremos calcular raizes eneési-
mas, nem sempre a quantidade de raizes que encontramos corresponde ao indice da raiz pro-
curada. Por exemplo, em R, as raizes quadradas de 1 sao 1 e -1, duas raizes. Jd as raizes
quartas de 1 também sao 1 e -1, também duas raizes no cdlculo de uma raiz quarta. Quando
estendemos para C, sempre haverd n raizes enésimas distintas de um numero z # 0. No caso
anterior, as raizes quartas de 1 seritam 1, —1, v, —i, ou seja, quatro raizes.
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Exemplo 3.22. Calcule as raizes cubicas de z = —8i, escreva-as na forma algébrica e represente-
as no plano de Argand-Gauss.
Resolugao: Inicialmente, escrevemos z = —8i na forma trigonométrica como:

(oo (35 e (35)).

Utilizando a formula da radiciacao, encontramos:

3
Vz=+8 (cos (;) + i.sen (
2 (von (3) + 100 (3))
=2(cos|— i.sen | — ).
2 2
Chamando esta primeira raiz de zg = 2 (COS ( ) + 7. sen (2>>, as outras duas raizes possuem o
mesmo mdédulo, porém os argumentos estio em P.A. com primeiro termo igual a 3 e razdo %’r
Assim, temos:

20 =2 (cos (g) + i.sen (g)) =2(041.1) = 24,
21:2(cos< )—l—z se n< )) :2(_;/§+z'._21> = V31,
22:2<cos <67T> + 1. sen(lgr>> :2<\f+i._21) =3 -

o ol

Re

z21=—vV3— i. .22 = \/5 —i

Figura 3.10: Raizes ctbicas de z = —8:

3.9.5 Expoente racional

Podemos generalizar os resultados obtidos em Potenciacao e Radiciacao introduzindo a
notagdo com expoente racional. Sejam m,n € Z, n # 0, z # 0, z = p(cosf + i.senf) e
ke {0,1,2,...,n— 1}, temos que:

= /" (cos (T: 0+ 2k:7r)) +i.sen <m

n

6+ 2k7r))> .

. . m 1\m . e~
Para verificar essa igualdade, basta escrever z» = (zn) e aplicar o teorema de radiciacao

. o 1
em z, seguido do teorema de potenciacao em zn.
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Observacao 3.23. Nesta dissertagdao, limitaremos o estudo até os expoentes mcionazlﬂ

3.10 Raizes da unidade

Como 1 = cos0 + i.sen 0, podemos escrever as raizes enésimas da unidade como:

2 2
= CcoS (kﬂ) + 7. sen (kﬂ> k=0,1,2,....,n—1.
n n

Sendo k£ = 0, temos a propria unidade como raiz. Sendo k = 1, denotaremos a raiz por w, tal

que:
27 . 21
W = COS <) 4+ 7.s€en <) .
n n

Aplicando a 1* Formula de De Moivre, temos que as raizes serao:

3=

1

2 3 n—1
1w, w',w, ..., w"" .

No plano complexo, essas raizes estao sobre uma circunferéncia de raio 1 e centrada na origem.
Para n = 2, temos as raizes quadradas da unidade que sao 1 e —1 e que sao extremidades de
um didmetro da circunferéncia. Para n > 3, as raizes sdo os vértices do poligono regular de n
lados inscrito na circunferéncia.

. 7 2
2% | wt

Figura 3.11: Raizes quadradas, ctubicas e sextas da unidade

Proposicao 3.24. Sejam w = cos (27”) + 7. sen <2%) e 2o uma raiz enésima qualquer de z =

p(cosf +i.sen ), entdo 2, zow, zow?, ..., zew" ™' sio as n raizes enésimas de z.
Demonstracao: O resultado é imediato, pois multiplicar z, por w* corresponde a aumentar
de 2’“7” o argumento de zy. Com k € {0,1,2,...,n — 1}, temos as n raizes. ]
Proposicao 3.25. Sejam 1,w,w?,...,w" ! as raizes enésimas da unidade. A soma S =
14+w+w?+ ...+ w" ! vale zero.
Demonstracao: Sabemos que as n rafzes 1, w, w?, ..., w" ! sdo distintas e que w* = cos (2’“7”)—1-
i.sen (2’“7“), ou seja, w" = cos (22”) + i.sen (2"7”) = cos (2m) + i.sen (27) = 1. Logo:
S=l+w+w’+...+w" ", (3.10.1)
wS =w+w + w4+ ..+ w (3.10.2)
Subtraindo (3.10.1) de (3.10.2), chegamos em wS — S = w" — 1 = 0, ou seja, S(w — 1) = 0.
Como w # 1, chegamos que S = 0. [

SPara uma generalizagio com expoentes reais e complexos, veja referéncia [I] (pp.57 a pp.59).



33

Capitulo 4

Polinomios

4.1 Definicao

Dados nimeros complexos a,, an_1, ..., a2, a1, a9 € n € N, definimos uma fun¢ao polinomia]ﬁ
p:C — C, por:
_ n n—1 2
p(x) = apx™ + ap_12™ + ...+ asx” + a1 + ag.

Em relagao a p, temos que:

e 0S8 NUMEros dy,, dy,_1,- .., ds, a1, 0y sS40 0s coeficientes;

e x é a variavel,

o apT", an_12" L, ..., ax?, ayx, ag sdo os termos ou mondmios;
e ag é chamado termo independente ou termo constante;

e se a, # 0, em que n é o maior expoente de x dentre os termos, dizemos que p tem grau
n e escrevemos gr(p) = n.

Observacao 4.1. Se nao forem especificados o dominio e o contradominio de uma fung¢do
polinomial p, ficard convencionado dominio e contra dominio C.

4.2 Valor numérico e raiz

Dada a fung¢ao polinomial p : C — C, sendo p(z) = a,2" + a, 12" 1 +. .. + a2 + a1z + ay,
chamaremos de valor numérico de p para z = a o nimero p(a) = a,a" + a, 1" ' + ... +
a2a2 + a1 + ag.

Se p(a) = 0, dizemos que « é raiz de p(x).

Se a =1, temos p(1) = a,+a,_1+...+as+aj;+ag, que é igual a soma dos coeficientes de p.

Se a = 0, temos p(0) = ag, que é igual ao termo independente de p.

6Consultar referéncia [6] (pp. 200 a pp.203) para mais detalhes sobre a sutil diferenca entre funcio polinomial
e polinémio. Ao longo do texto, trabalharemos como sinénimos.
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Exemplo 4.2. Considere o polinémio p : C — C, sendo p(x) = z* + 2ix? + 3z. Calcule p(1) e

p(i).

Resolugdao: Temos:

p(1) =1 +2i12 +3.1=1+2i+3 =4+ 2i,
p(i) = i* +2i.4% 4+ 3.0 = (—i) + 2i.(=1) + 3i = 0.

Assim, verificamos que 1 ndo € raiz e que i € raiz de p(x).

4.3 PolinOmios identicamente nulos

Teorema 4.3. Se existem n + 1 numeros complexos distintos que anulam a expressao a,x"™ +
12" P+ asx? + arx + ag, entdo a; =0, Vi € {0,1,2,...,n}.

Demonstragao: Sejam x1, s, ..., 2T,, Tyy1 08 1+ 1 nimeros complexos distintos que anulam
a expressao anT” 4 ap_ 12"t 4 ...+ asx? + a1 + ag, ou seja:

an (21)" + Q1 (1) 4+ ag(zy)? + a2y +ag =0,
an (22)" + Q1 (22)" P 4. ag(22)? + arxe +ag = 0,

an (20)" + @1 (20)" 7+ ..+ ag(2,)? + a1, +ag = 0,

n (Tng1)" + Gno1 (Tng)" 4 F a2 (Tng1)? + 12040 + ag = 0.

Este é um sistema linear homogéneo que apresenta n+1 equagoes e n+1 incognitas (ag, ai, ag, . . ., Gp_1, ay).
Os coeficientes para a resolucao do sistema formam um determinante Vandermonde:

2 n—1 n
1 = A ) i ]
2 n— n
1 2 Ty e T Ty
2 n—1 n
1 =z, T, e XTp X T,
2 n— n
L ngr 2y 0 T T
Como, por hipétese, x1,xs,...,x,, 11 sao valores distintos, o determinante é diferente de
zero. Com isso, o sistema linear homogéneo possui solucao unica, ou seja, a solugao trivial
Ay =01 =Q3 = ... = Qp_1 = a, = 0. L]

Corolario 4.4. Um polinomio de grau n possui, no mdximo, n raizes complezas.

Demonstracao: Seja p(z) = a,z™ + Ap_12" L+ ...+ ax?® + a1x + ap um polindmio de grau
n. Suponhamos que esse polindmio possua n + 1 raizes complexas. Pelo teorema anterior,
Gy = a1 = Ay = ... = p_1 = a, = 0. Isto é um absurdo, pois como o polinémio é de grau n,
a, # 0. Logo, o polindbmio possui, no maximo, n raizes complexas. O

Um polinémio p chama-se identicamente nulo quando tem-se que p(x) = 0, Vo € C. Escre-
veremos:
p(z) = anz™ + ap_12" ..+ ag2® +ayx +ag = 0.
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Verificamos que p possui infinitas raizes, pois todo niimero complexo é raiz de p(zx), e, por-
tanto, #n € N, tal que n seja grauﬂ de p. Com isso, afirmamos que ag = a1 = as = ... = Gp_1 =
a, = 0.

De fato, se houvesse algum a; # 0, poderiamos definir o grau do polindémio e ele possuiria
um numero finito de raizes, o que seria um absurdo. Desta forma, também podemos escrever
o polinémio identicamente nulo como:

p(z) = 02" + 02" ' +...+02° + 0z + 0= 0.

4.4 Adicao, subtracao e multiplicacao de poliné6mios

Vamos introduzir uma notagdo com somatoério para facilitar a definicdo das operagoes.
Considere os polinomios p, q : C — C, tais que:

n

~1 2 ;

p(r) = apz™ + ap 12" + ..+ agx® +ajx + ag = E a;x",
i=0

Q(x) = bnl’n + bn_ll‘n_l + ...+ b2$2 —+ blx + bO — Z bZZEZ
=0

Observagao 4.5. Mesmo que os polindmios nao possuam o mesmo grau (suponhamos que p
tenha grau n e q tenha grau m, com n > m), podemos completar os coeficientes daquele de
menor grau com zeros para efetuar as operagoes (byy1 = bpyo = ... =b, =0).

4.4.1 Adicao e subtracao

Dados dois polindmios p(x) = 3" a;z" e q(x) = X, bix’, definimos a soma e a diferenga
entre p e g através de:
p(x) £q(z) = (a; £ b;)a’
i—0

)

Exemplo 4.6. Sendo p(x) = 322 —5z+2 e q(x) = 223 —Tx+1, efetue p(z)+q(z) e p(x) —q(z).
Resolugdo: Temos:

p(z) +q(x) = (32° — bx +2) + (22° — Tz + 1)
=(04+2)2°+B+0)2°+ (=5 —-T)z+ (2+1)
=22% + 322 — 122 + 3.
p(z) —q(z) = (32° — 5z +2) — (22° — Tz + 1)
=(0-2)2"+B-0)2*+(=5+TNr+(2-1)
= —22° 4+ 32 + 22 + 1.
Ou ainda, escrevendo os polinomios numa tabela, onde nas primeiras linhas estio cada um dos

polinémios, com as poténcias x* em ordem decrescente, e na iltima linha o resultado da adicdo,
de maneira similar a adicao e a subtracdo de numeros reais.

“Em algumas situacdes, definiremos o grau do polinémio identicamente nulo como —oo.
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32 —bxr 42 322 —Hr 42
+ 223 —Tz  +1 - (223 —Tz  +1)
20 4322 —12¢ +3 —22° 4322 422 +1

Observagao 4.7. Temos que gr(p + q) < gr(p) + gr(q), uma vez que termos com coeficientes
opostos podem se anular.

4.4.2 Multiplicacao

Dados dois polindmios p(z) = Y1 a2’ e g(x) = X", ba’, definimos o produto de p por g

através de:
m—+n

p(r).q(z) = ZO ¢!
onde

co = agpbo,
c1 = apby + a1 by,

Co = a062 + a1Z)1 + (Igbo,
¢i = agbi + arbi—1 + -+ + a;bo,

Crntm = Qb
Note que a definicdo é a que usamos na propriedade distributiva.

Exemplo 4.8. Efetue o produto entre p(z) =2x +1 e q(xr) = 2? — 3z + 1.
Resolugdo: Utilizando a definicao dada anteriormente, faremos a distributiva:

p(x).q(x) = (20 +1).(x* — 32 + 1)
=203 — 622 + 22+ 2z — 3z + 1
=22 — 522 —x + 1.

Logo, temos p(x).q(z) = 22* — 5z* — x + 1.

Teorema 4.9. Sejam p(z) = apx™+a, 12" 4. . . +asr®+a1z+ag e ¢(x) = bpx™+bp 1 2™ 1+
o bex® + bz + by, dois polinémios de graus n e m, respectivamente. Afirmamos que

gr(p.q) = gr(p) + gr(q)

Demonstracgao: Como p tem grau n e g tem grau m, temos que a,, # 0 e b,, # 0. Efetuando-se
o produto p.q, pela definicao, o termo de varidvel com maior expoente serd a,b,z" ™. Como

anbm # 0, gr(p.q) = n+m = gr(p) + gr(q). 0
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4.5 PolinOmios idénticos

Dois polinémios p e ¢ s@o idénticos quando p(z) = ¢q(z), Vo € C. Neste caso, dizemos que
p(z) = q(x).

Teorema 4.10. Dados dois polinomios p e q, completando com zeros algum a; ou b; se ne-
cessdrio, podemos escrevé-los da forma p(x) = apx™ + Gp12™ 1 + ... + ax? + a1x + ag e
q(z) = ba™ + by 12" 4. 4 bex® + bix + by. Eles sdo idénticos se todos os seus coeficientes
sao iguais, ou seja, a; = b;, Vi € {0,1,2,...,n}.

Demonstragao: Como p e ¢ sao idénticos, p(z) = q(x), Vx € C, ou seja:
p(x) = q(x) & p(z) —g(z) =0

Seja d(z) = p(z) — q(x), que seréd identicamente nulo. Como vimos, todos os seus coeficientes
devem ser iguais a zero.

An®" + 2"+ ayx + ag — (bnx” + by 2" 4 4 b+ bo) =0

(an — bp)2" + (ap_1 — bp_1)z" 7+ ... 4 (a1 — b))z + (ag — by) =0
De onde concluimos que a; —b; =0, Vi € {0,1,2,...,n}, ou seja, a; = b;, Vi € {0,1,2,...,n}.

m
Exemplo 4.11. Determine m,n,p € C para que
32t mr(x? + D) +n@®+rx+1)+p= Bz +9).(xr—1)%(z+1)
Resolugcao: Desenvolvendo ambos os lados, temos:
3zt +ma® +mr+nz+nr+n+p= Bz +9).(2* — 20+ 1).(z + 1),
3zt +ma® + na® + (n+m)z + (n+p) = (32 + 322 — 152+ 9).(z + 1),
32t + mad + ne® + (n+m)x + (n+p) = 32* + 62 — 1222 — 62 + 9.
Pelo teorema anterior, os coeficientes devem ser iguais, ou seja, m =6, n = —12, n+m = —6

en+p=29. Da onde concluimos que m =6, n=—12 e p = 21.

4.6 Divisao de polinémios

Dividir o polindmio D(z) por d(z), ndo identicamente nulo, é obter dois novos polinémios
q(z) e r(x), de modo que satisfagam as seguintes condigdes Va € C:

 D(x) = d(z).q(x) + r(z)
e 0<gr(r(z)) <gr(d(z))our(z)=0
D(z) sera o dividendo, d(z) o divisor, g(z) o quociente e r(z) o resto.

Observacao 4.12. Se D(x) = d(z).q(z), ou seja, r(z) = 0, dizemos que D(x) é divisivel por
d(x) e por q(x).
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Observagao 4.13. Se gr(d(x)) > gr(D(x)), o resultado é imediato, com q(z) = 0 e r(z) =
D(x).

Lema 4.14. Seja p(z) = 2" —a", comn € N e a € C, temos que p(x) é divisivel por x — a.

Demonstragao: Basta verificar que 2" —a" = (z—a)(z" ' +az" 2 +a?2" 3+ - -+a"2z+a"1).
Fazendo a distributiva do x, do —a e cancelando os termos opostos chegamos em:

:L_n+amn—1 +a2xn—2+ +a"_1$ _axn—l _a2xn—2 . CLn_lI _an) — xn _an.

Como (z — a) é um fator de p(z), chegamos no resultado. O

Teorema 4.15. Se o nimero complezo k € raiz de um polindmio p(x) = a,z" + ap_12" ' +
.+ apx? + a1z + ag, entdo p(x) € divisivel por (x — k).

Demonstragao: Como p(k) = 0, temos que:

p(x) = p(x) — p(k)
= 4p 2" F Q12" L F i Fag — (apk" A an K" 4 4 ark + ag)
= ap(2" — k") +ap (2" = K" 4 (o — k).

Pelo lema anterior, cada uma das parcelas da expressao acima é divisivel por (z — k), ou seja,
p(z) é divisivel por (x — k) e pode ser expresso por

p(x) = (x = k)g(z).

]

Generalizando este resultado, dizemos que se ki, ko, ..., k,, sdo raizes distintas de um po-
linomio p de grau n, entao existe um polindémio ¢, de grau n — m, tal que:

p() = (@ — ky)(x = ko) ... (2 = kn)a(a)

4.6.1 Método de Descartes

Este método também é conhecido como método dos coeficientes a determinar. Ele se baseia
na existéncia e unicidadeﬁ] da divisao de polindmios, além de trabalhar com as propriedades de
polinémios idénticos. Vamos ilustrar esse método no exemplo abaixo.

23 — 1 é divisivel por d(z) = 2> +z + 1

Exemplo 4.16. Verificar se o polindmio D(x) =
= 2, para ser divisivel, deve existir um polinomio

Resolugdo: Como gr(D(z)) =3 e gr(d(x))
q(z) = ax + b tal que:

1= @+ x+1).(ax +b)
=az® +br* +ax® +br+ax+b
=ar® + (a +b)2* + (a +b)z +b.

8Para maiores detalhes, veja referéncia [6] (pp.205 a pp.207)
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Como o0s coeficientes devem ser iguais, temos:

a=1

a+b=0 a=1
atb=0 j{ b=—1"
b= -1

Logo, como existem a e b que cumprem a condi¢do estabelecida, temos que D(z) = 23 —1 ¢
divisivel por d(x) = 2? + x + 1, tal que:

P —1=@"+z+1).(z-1),VzeC

Exemplo 4.17. Divida D(x) = 2* — 323 + 222 — x + 1 por d(z) = 2* + x + 2.
Resolugdo: Queremos encontrar q(x) e r(x), tais que Vo € C:

' =38+ 227 —x+ 1= (2 + 2+ 2).q(x) +r(z)

Pelas defini¢oes dadas anteriormente, sabemos que gr(q(x)) =2 e gr(r(x)) < 2, ou seja, q(z) =
ar® +bx +c er(x) = dv +e, com a,b,c,d,e € C e a # 0. Utilizando a igualdade polinomial,
chegamos em:

vt =32+ 22—+ 1= (2 + 2 +2).(ax® + bz +¢)+ (dv +e) =

az* + (a+b)z® + (2a + b+ c)z* + (2b + c+ d)x + (2c + e).

lgualando os coeficientes, chegamos em:

a=1 a=
a+b=-3 = —4
2a+b+c=2 =< c=4
2b+c+d=-1 d=
2c+e=1 e=—7

Logo, q(z) =a* — 4z +4 er(z) =3z —T.

4.6.2 Meétodo da chave

O método da chave segue o mesmo algoritmo da divisao proposto por Euclides entre niime-
ros inteiros, no qual dado um inteiro, dividendo D, e um inteiro, divisor d # 0, dividir D por d
consiste em encontrar inteiros ¢ e r, tais que (onde 0 < r < |d|—1), chamados respectivamente
de quociente e resto da divisao, que cumpram D = dq + 7.

Devido a semelhanca existente entre a definicao de divisao com inteiros e entre polindémios,
podemos utilizar um algoritmo semelhante. Sendo gr(D(z)) > gr(d(z)), utilizaremos o seguinte
procedimento:

1. dividimos o termo de maior grau de D(z) pelo termo de maior grau de d(x), obtendo
quociente parcial ¢;(z);

2. subtraimos o produto ¢;(z) por d(x) de D(x), obtendo resto parcial ri(x);
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3. se gr(ri(z)) < gr(d(x)), temos que () = r(z) e que ¢1(z) = q(z);

~—_—

<
4. se gr(ri(z)) > gr(d(z)), dividimos o termo de maior grau de ri(x) pelo termo de maior
grau de d(z), obtendo um segundo quociente go();

5. repetimos os passo 2, 3 e 4, aumentando uma unidade nos indices dos quocientes e restos
parciais.

Seguiremos esse processo, até que gr(ri(z)) < gr(d(z)), situacdo na qual teremos que
ri(z) = r(z) e que gx(x) = g(x);

Vejamos a utilizacdo do método da chave no exemplo a seguir.

Exemplo 4.18. Divida D(z) = 62 — 22® + x + 3 por d(x) = 2® — x + 1, utilizando o método
da chave.
Resolugdo: Sequindo o passo a passo anterior, temos:

62° — 22> + z+3 |2 — z+1
62 — 622 + 62 6x +4
4 — br + 3
4a? —dx +4
—r—1
Assim, chegamos no quociente q(x) = 6x + 4 e resto r(z) = —x — 1.

4.6.3 Divisao por (x —a) e o dispositivo de Briot-Ruffini

A divisdo de polinémios com divisores na forma (x — a) terda grande importancia na teoria
de equagoes algébricas. Como vimos, quando a for raiz de um polinémio, ele sera divisivel por
(x — a).

Através da divisao, sabemos que, ao dividir um polindémio de grau n por (x — a), seu quo-
ciente terd grau n — 1 e seu resto serd da forma r(x) =1y € C ou r(z) = 0. Neste caso, além
do Método de Descartes e do Método da Chave, haverda um outro método para obtencao do
quociente e do resto.

Consideremos um polinémio p, de grau n, tal que p(z) = a,2" + ap_ 12" 1 + ... + a2® +
a1z + ag, que serd dividido pelo polindémio d(z) = z — a. Seja q(x) = by 12" + by 2" % +
co.+ by + bz + by 0 quociente de grau n — 1 e r(z) = 7y, o resto da divisao. Se ry = 0, o
resto sera o polindmio identicamente nulo.

Pela definicao da divisao, temos Vz € C:

p(x) = (z — a)q(x) + r(z).

Ou seja,
A" + 1"V ap 02" P+t +ag =
bn_ll’n + (bn_Q — abn_1>$n_1 + (bn_g — abn_Q)x"_Q + -4 (bo — abl)x + (7”0 — CLbo)
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Ap = bn—l bn—l = anp
Ap—1 = bn72 - &bn,1 bn72 =ap-1+ abnfl
Ap—2 = bnf?) - aban — bnf?) = Qp—2 + abn72

Cblzbo—abl b0:a1+a61
CLQZT‘O—CLbO r0:a0+ab0

Notemos que o primeiro coeficiente (em ordem decrescente dos expoentes) de g(z) é igual
ao primeiro coeficiente de g(z). A partir do segundo coeficiente de g(x) até o resto da divisao,
multiplica-se o coeficiente anterior de g(z) por a e soma-se ao coeficiente correspondente de p(x).

Podemos resumir essa regra num dispositivo para o calculo desse tipo de divisao que ficou
conhecido como Dispositivo Pratico de Briot-Ruffini’}

Coeficientes de p(x)

N

a a, ap_q a2 a, Qo Aplicagdo da regra
bﬂ—'l bn_-l.ﬂ,+ﬂf,n_1 bﬂ_z.ﬂ+(1ﬂ_2 b-l.ﬂl+(1-1 bgﬂl+ ay ———
1l I I 1l I proposta
bn—l bn—z bn—S b(] |

. y

Coeficientes de g(x)

Figura 4.1: Dispositivo Préatico de Briot-Ruffini

Vejamos a aplicacao desse dispositivo em um exemplo.

Exemplo 4.19. Efetue a divisio de p(z) = x° 4+ 32> — 22% — 7w + 1 por d(z) = x — 2.
Resolugao: Aplicando o algoritmo proposto:

-+
/—\\,

2| 1 0 3 -2 —7 1
N /
x\,1 o 7 12 17 | 35

Figura 4.2: (2° +32% — 222 — 7o + 1) + (z — 2)

9Em homenagem ao matematico francés Charles Auguste Briot (1817-1882) e ao matematico italiano Paolo
Ruffini (1765-1822). Como Ruffini trabalhou este método antes de Briot, hd quem atribua esse trabalho somente
a Paolo Ruffini, chamando apenas de "Regra de Ruffini”. Ha aqueles que preferem citar todos os envolvidos na
construgdo do método, chamando ainda de "Regra de Briot-Ruffini-Horner”, incluindo também uma homenagem
ao matematico britdnico William George Horner (1786-1873)
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Com isso, vemos que os coeficientes do quociente de grau 4 sdo, em ordem decrescente dos
expoentes, 1, 2, 7, 12, 17. Isto indica que o quociente serd q(x) = 1zt + 223 + T2% + 122 + 17.
O dltimo nimero do dispositivo é 35, ou seja, o resto serd r(x) = 35.

O dispositivo também pode ser aplicado para divisdes onde o divisor é da forma d(x) =
axr + b, com a # 0. Neste caso, ao tirar o a em evidéncia do fator ax + b, podemos escrever:

plo) = (e +0)a) +1(0) = 5(0) = (2= (1) ) (@a(a) + 160

Ou seja, aplicando o algoritmo proposto através do dispositivo, estaremos achando um
quociente que é a vezes o quociente desejado. Isso é facil de se resolver ao dividir os coeficientes
do "quociente” do dispositivo para achar o quociente correto. Aplicaremos esse resultado no
exemplo a seguir.

Exemplo 4.20. Efetue a divisio de p(z) = 223 + 2* — bz + 4 por d(z) = 2z — 1.
Resolugdo: Inicialmente, escrevemos d(z) = 2x — 1 = 2 (m — (% ) Deste modo, sabemos
que, ao aplicar o algoritmo, acharemos um quociente que é o dobro do desejado.

1/1_\\,

A
\

NG

NP

Figura 4.3: (22° + 2% — bz 4+ 4) + (22 — 1)

Com isso, vemos que os coeficientes do quociente de grau 2 sdo, em ordem decrescente dos
expoentes, %, %, _74. Isto indica que o quociente serd q(x) = x* +x — 2. O 4iltimo nimero do
dispositivo é 2, ou seja, o resto serd r(x) = 2.

4.7 Teorema do Resto

Teorema 4.21. O resto da divisio de um polinomio p(x) por x — a € igual a p(a).
Demonstracgao: Aplicando a definicao de divisao, temos Vz € C:
p(@) = q(z)(z — a) + -
Calculando o valor do polindémio p(z) para z = a, temos:
pla) =qla)(a —a)+r=q(a)0+7r=r.
Chegamos, assim, no resultado desejado. [

Corolario 4.22. O nidmero complezo k é raiz de um polindmio p(x) se, e somente se, p(x) é
divistvel por (x — k)
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Demonstracao: (=) Como k é raiz de p(x), temos que p(k) = 0. Efetuando a divisao de p(z)
por (z — k), temos que p(z) = (z — k)g(x) + r. Pelo teorema anterior, p(k) = 0 = r = 0, ou
seja, p(z) = (z — k)q(x). Assim, vemos que p(z) é divisivel por (z — k).

(<) Suponhamos que p(x) ¢é divisivel por (z — k), ou seja, podemos escrever p(x) = (z—k)q(z).
Calculando p(k), temos p(k) = (k — k).q(k) = 0.¢(k) = 0, concluindo assim que k é raiz do
polinémio p(z). O

Utilizando o Teorema do Resto em conjunto com o Dispositivo de Briot-Ruffini, temos
também uma boa ferramenta para o calculo do valor numérico de polinémios.

Exemplo 4.23. Calcule p(1002), sendo p(z) = z* — 1000z® — 2003x? — 1003z + 1000.
Resolugdo: Em vez de substituirmos x = 1002 e efetuarmos os cdlculos trabalhosos das
poténcias, pelo Teorema do Resto, sabemos que p(1002) é igual ao resto da divisio de p(x) por
x — 1002 e pode ser obtido facilmente pelo dispositivo de Briot-Ruffini.

af

—_ )
1002 ‘ 1 \ ~ 1000 — 2003 — 1003 1000

’\x\_,u/ 2 T

Figura 4.4: (% — 10002% — 200322 — 1003z + 1000) = (2 — 1002)

Assim, como o resto é —2, temos que p(1002) = —2.

Exemplo 4.24. Sejam ry e ry 0s restos da divisio de um polinémio p(x), com gr(p(z)) > 2,
por (x — x1) e (x — x3), respectivamente, com xy # xo. Determine o resto r(x) da divisao de
p(z) por d(z) = (x — x1)(x — x2) em fungdo de ry, 19, T1 € To.
Resolugdo: Sejam qi(z) e ga(x) os quocientes da divisio de p(z) por (x — x1) e (v — x2),
respectivamente. Assim, temos:

p(x) = (x —x1)qu(z) + 1 = p(1) = 11,

p(x) = (x — x2)q2(x) + 12 = p(22) = 72

O resto da divisao de p(z) por d(x) = (v — x1)(x — x3) € do tipo r(x) = ax + b, uma vez que
gr(d(z)) = 2. Chamando o quociente dessa divisio de q(x), podemos escrever que:

p(z) = (x — x1)(x — z2)q(x) + (ax + b). (4.7.3)
Calculando p(x1) e p(xa) em (4.7.3), encontramos:

p(x1) = (z1 — 21) (21 — 22)q(21) + (az1 + b) = p(x1) = azy + b, (4.7.4)
p(x2) = (72 — 21) (22 — 22)q(22) + (az2 + b) = p(x2) = axs + . (4.7.5)

Substituindo (4.7.1) e (4.7.2) em (4.7.4) e (4.7.5), respectivamente, temos:

ar, +b=mr
axrs +b=ry

r —T2

}:>(x1—x2).a:r1—r2:>a: .
1 — X2
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Substituindo esse valor de a em (4.7.4), encontramos:

rn —r X1y — Talg
1 +b=r1=>b=—"—-"=.
T — T2 T1 — T2

Assim, chegamos que o resto da divisio de p(x) por d(z) € igual a:

r(z) = (Tl —7’2>I+ (I1T2 —I27“1) .
Tr| — Ty Tr1 — T2
Exemplo 4.25. Mostre que se um polindmio p(x), com gr(p(x)) > 2, é divisivel por (x — x1)
e por (x — x3), com x1 # x2, entdo ele € divisivel por (x — x1)(x — x3).

Resolugdo: Usando a nomenclatura do exercicio anterior, temos ry = ro = 0, logo o resto da
divisao de p(x) por (x — z1)(x — x9) serd:

= () (=) o
1 — 42 1 — 42

Como r(x) =0, Vo € C, temos que p(z) € divisivel por (x — x1)(x — x2).
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Capitulo 5

Equacoes Algébricas

5.1 Definicao

Uma Equagao Algébrica ou Equagao Polinomial é toda sentenga aberta que pode ser escrita
da forma p(z) = 0, onde p(x) é um polindémio com coeficientes complexos.

Exemplo 5.1. 23+ 32?2 = 42 — 22 + 1 € uma Equacdo Algébrica, pois pode ser escrita da forma
23+ 4 — 4o —1=0.

5.1.1 Raiz de uma equacao algébrica

O nimero r € C é raiz da equagio algébrica p(z) = 0 se, e somente se, p(r) = 0.

Exemplo 5.2. Vemos que 1 € raiz da equacdo algébrica 23 +72* —9x+1 =0, pois 13 +7.1%2 —
9.14+1=0.

Observacao 5.3. Quando trabalhamos com o Polinémio Identicamente Nulo, p(x) = 0, pro-
curdvamos um polinomio que tivesse valor numérico zero para todo x € C e concluimos que
esse polinomio deveria possuir todos os coeficientes iguais a zero. Quando temos uma equagcao
algébrica p(x) = 0, estamos interessados, na maioria das vezes, em achar os valores complexos
x € C que sao as raizes da p(x) e tornam a equagao p(x) = 0 verdadeira.

5.1.2 Conjunto Solucgao

O Conjunto Solugao ou Conjunto Verdade de uma equagao algébrica p(z) = 0 é o conjunto
de todas, e somente, as raizes da equacao, representado por S ou V, respectivamente. Simbo-
licamente, temos S = {r € C | p(r) =0} ou V= {r € C| p(r) = 0}.

Quando vamos resolver uma equacao algébrica, estamos procurando seu Conjuto Solucao.

5.2 Resolucao de equacoes algébricas

Nesta se¢ao, mostraremos os métodos de resolucao de equagoes polinomiais do tipo p(z) =
™ + ap_ 12"+ . 4 asx® + a1 + ag = 0, para n < 4. Para n > 4, ndo existem férmulas
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resolutivas gerais, sendo que faremos posteriormente um estudo sobre os coeficientes e raizes
para buscar solucoes.

5.2.1 Polinomio Identicamente Nulo

No caso em que p(z) é o polindmio identicamente nulo, temos que achar solugoes para a
equacao:
02" + 02" '+ ...+ 02> + 0z + 0 = 0.

Pela defini¢ao desse polindémio, Va € C, temos que p(z) = 0. Assim, concluimos que S = C.

5.2.2 Polinomio Constante

No caso em que p(x) é um polindémio de grau zero, ou seja, somente o termo independente
é diferente de zero, o chamaremos de polindomio constante. Neste caso, temos:

02" + 02" '+ ...+ 022+ 0x + k= 0.

Como k # 0, esta sentenca ¢ falsa Vx € C, ou seja, S = @.

5.2.3 Polinémio do 12 Grau

Sendo p(x) = ax 4+ b um polindémio do primeiro grau, a resolugao é a seguinte:

b
ar+b=0arx=-bsr=——.
a

Assim, temos que S = {—b}.

a

5.2.4 Polinomio do 2° Grau

Para p(z) = az® + bx + ¢, um polindémio do segundo grau, temos:

ar’ +br+c=0< X 4a
4a*x* + dabx + dac = 0 & + b’
4a®z* + dabr + b* + dac = b &

(2ax + b)* = b* — dac &

2ax + b = £Vb? — dac &

2ax = —b+ Vb? — dac &

B —b+Vb? — 4dac

2a

T

. _ 2 _ _bh— 2 _
Com isso, temos que S = { bbb —dac, —b-vh 4“}.

I

Observacao 5.4. Chamaremos b*> —4ac de discriminante da equacdo do 2° grau e denotaremos
por A. Notemos que:
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e Se A >0, a equacao possui duas raizes reais distintas;

e Se A =0, a equacao possui apenas um valor de x que satisfaz a equagdo, sendo igual a
b .
2a’

e Se A <0, a equagdo possui duas raizes complexas conjugadas e nao reais.

5.2.5 Polinomios de 3° e 4° Graus

Para polinémios de 3° e 4° graus temos as férmulas conhecidas como "Férmula de Cardano”
e "Formula de Ferrari”, respectivamente, embora a férmula resolutiva de equagoes do 3° grau
nao tenha sido desenvolvida por Cardano, mas sim por del Ferrom e Tartagliam sendo poste-
riormente publicada por ele.

Essa época foi marcada por duelos matematicos que mobilizavam estudiosos em algumas
cidades da Europa, sendo que o desenvolvimento dessas férmulas esta ligado a esse contexto.
Ambas buscam, através da manipulacao algébrica e substituicdo de varidveis, exibir as raizes
dos polinémios através de somas de radicais.

Comecemos com os polindmios do terceiro grau. Seja a equacgao geral do terceiro grau dada
por x3 + asx? + a1x + ap = 0 (caso o coeficiente az de z* seja diferente de 1, dividiremos a
equagao por ag para chegar na equagio anterior).

Através de uma mudanca de varidvel, transformamos a equacio x® + asx® + a1z +ag = 0
2 3 .
em 4% +py+q =0, ondex:y—%,p:al—@eq:%—%q%zo. Sendow:_l%“/g,

3
as trés raizes de y3 + py + ¢ = 0 serdo:

4 q ¢ p? 23 ¢ @ p
waJ 2 TV T TN T TV T

S TSI D LA DI B K G i
BEWNTR T T T T TV Tar

Para polinémios do quarto grau, é utilizada uma substituicao de variavel semelhante, a fim
de eliminar o termo cubico e completar quadrados.

No ensino médio, essas formulas nao sao apresentadas. Ao invés disso, sdo apresentados
métodos para a reducdo do grau de uma equagao algébrica, conforme faremos a seguir. Sendo
assim, nao apresentaremos a demonstracao da formula de Cardano e nem a formula de Ferrarﬂ.

108cipione del Ferro (1465-1526), matemético italiano

HNiccold Fontana (1500-1557), matemadtico italiano.

12Para uma demonstragio da férmula de Cardano e mais de detalhes da férmula de Ferrari, veja [5] (pp. 173
a pp.175).
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5.2.6 Polindmios de grau > 5

Por muitos anos, apds o surgimento das férmulas de Cardano e Ferrari, muitos matematicos
tentaram criar férmulas que resolvessem equagoes de grau maiores ou iguais a 5. Em 1824,
Abel demonstrou que uma equacao do 5° grau nao poderia ser resolvida através de férmulas
envolvendo radicais.

Em 1829, Galois demonstrou que a impossibilidade descoberta por Abel se estendia a todas
as equagoes polinomiais de grau maior que 4. Embora nao existam tais férmulas, existem
maneiras de descobrirmos raizes dessas equagoes algebricamente (conforme veremos a seguir) e
por métodos numéricos, que se tornaram muito importantes com o auxilio dos computadoreﬁ.

5.3 Reduzindo o grau de uma equacao algébrica

Teorema 5.5. Se um polinomio p pode ser escrito como o produto de p = p1po de dois po-
linomios p1 e pa, entdo o complexo k € raiz de p se, e somente se, k € raiz de p; ou raiz de

P2

Demonstracao: (=) Suponhamos que k seja raiz de p;, assim p;(k) = 0. Como p(z) =
p1(z)p2(x), temos que p(k) = pi(k)pe(k) = 0.p2(k) = 0, ou seja, k é raiz de p(x). Su-
ponhamos que k seja raiz de py, assim py(k) = 0. Como p(z) = pi(x)pe(z), temos que
p(k) = pi(k)p2(k) = pi(k).0 = 0, ou seja, k é raiz de p(x). Assim, se k ¢é raiz de p; ou
P2, temos que k é raiz de p.

(<) Suponhamos que k seja raiz de p, assim p(k) = 0. Como p(x) = pi(x)p2(x), temos que
p(k) = p1(k)pa(k) = 0, ou seja, pi(k) = 0 ou po(k) = 0. Assim, se k é raiz de p, temos que k é
raiz de p; ou raiz de po. O

Conforme vimos, se a é raiz de um polindémio p de grau n, entdao p é divisivel por (z — a).
Deste modo, podemos escrever p(x) = (x — a)q(z), onde g(x) é um polinémio de grau n — 1.
Pelo teorema anterior, um niimero sera raiz de p(z) se, e somente se, ele for raiz de (z — a) ou
raiz de q(z), ou seja, se, e somente se, ele for igual a a ou se for raiz de ¢(x).

Se encontrarmos uma raiz a de p(x), podemos efetuar a divisao deste polinémio por (z — a)
e, em seguida, procurar as outras raizes no quociente ().

Exemplo 5.6. Resolver a equacio x® — 6x* + 11z — 6 = 0.

Resolugcdo: Percebendo que a soma dos coeficientes € nula, sabemos que 1 € raiz da equagcao.
Fazendo a divisdo de 2® — 62 + 112 — 6 por (x — 1), encontraremos um polinémio de grau 2
que terd como raizes as outras raizes da equagdo cubica.

13Nao abordaremos tais métodos, mas veja em [2] um aprofundamento nesse assunto.
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Figura 5.1: (2% — 62% + 11z — 6) + (z — 1)

De acordo com os coeficientes 1, —5 e 6, o quociente serd x> —5x 4 6. Logo, as outras raizes
sio encontradas resolvendo x? — 5z + 6 = 0, que dd como solucio os nimeros 2 e 3. Assim,
23— 6P+ 1z —6=0= 5 ={1,2,3}.

5.4 Teorema Fundamental da Algebra

O Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.) é de extrema importancia para o trabalho das
equagoes algébricas. A demonstracao algébrica desse teorema necessita de conceitos de Analise,
sendo que sua demonstragao se baseia na continuidade das func¢oes polinomiais complexas.

Podemos encontrar também as demonstracoes analitica e topoldgica, mas todas tratam de
conceitos que sao trabalhados apds o ensino basico. Assumiremos o teorema como verdadeiro,
sem demonstracad]

Teorema 5.7. T.F.A. No universo dos niumeros complexos, toda equac¢do algébrica, de grau
mator ou iqual a 1, admite pelo menos uma raiz.

5.5 Teorema da Decomposicao

Teorema 5.8. Todo polinomio p(r) = a,x" + ap_12" ' + ... + ax® + ayx + ag, com a, # 0,
pode ser decomposto e fatorado da sequinte forma p(x) = a,(x—7r1)(x—719)...(x—1,), onder,
Ty, ..., Tn, SG0 Taizes complexas de p(x) (podendo haver raizes repetidas). Exceto pela ordem
dos fatores, esta fatoracao € unica.

Demonstracao: (Existéncia) De acordo com o T.F.A., a equagdo p(z) = 0 tem pelo menos
uma raiz . Dividindo p(z) por (z — ry), chegamos em p(z) = (z — r1)q1(x), onde ¢1(z) é
um polindémio de grau n — 1 e coeficiente inicial a,. Se n —1 > 1, a equagao ¢(z) = 0 tem
pelo menos uma raiz ry e, utilizando mesmo que foi feito anteriormente, podemos escrever
p(z) = (x — r1)(z — r9)g2(x), onde go(z) é um polindémio de grau n — 2 e coeficiente inicial a,,.
Apo6s n aplicagoes sucessivas do T.F.A., chegamos em p(x) = (x — 1) (x —713) ... (z — ry)qn (),
onde ¢,(x) é um polinémio de grau n —n = 0 com coeficiente a,,, ou seja, o polind6mio constante
qn(x) = ap. Logo, temos p(z) = a,(z —r1)(z —719) ... (x — 7p).

(Unicidade) Suponhamos que p(x) possua duas decomposigoes distintas p(z) = a,(z—1r)(x—
ry)...(x —ry) epz) =da,(x—r))(x—ry)...(x —r)). Comparando os termos de maior grau
de ambas as expressoes, chegamos que a,, = a/,. Assim, Vx € C:

(x—r)(z—re)...(x—rp)=(x—r))(x—7))...(x—1]).

4Para uma demonstracido do T.F.A. ver referéncia [1] (pp.118).
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Tomando x = ry, obtemos:
0= (z—r))(x—rh)...(x—1)).

Ou seja, pelo menos um dos ndmeros ri,...,r, ¢ igual a r;. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que r; = 7. Deste modo, na igualdade:

(x—r)(z—re)...(x—1p)=(x—r))(x—7})...(x— 1)),
os fatores (x — ) e (z — 7)) sdo iguais. Fazendo o cancelamento desses termos, chegamos em:
(x—ma)...(x—rp)=(x—1y)...(x—1)).

Repetindo esse argumento n vezes, faremos o cancelamento de cada termo correspondente,
concluindo que r, = rj,ry = r),..., 1, = 7., ou seja, exceto pela ordem dos fatores, esta

n?

fatoracao é unica. O

5.5.1 Raizes multiplas

O ntmero r € C é raiz miltipla da equacao p(z) = 0 com multiplicidade m se, e somente
se:

p(x) = (z —r)".q(x) e q(r) # 0.

Se m = 1, r é um raiz simples de p;

Se m = 2, r é um raiz dupla de p;

Se m = 3, r é um raiz tripla de p;

E assim sucessivamente.

Teorema 5.9. Se as raizes compleras de um polinémio de grau n, p(z) = apx™ + ap_12" 1 +
oo+ az? + a1 + ag, forem ri,79, ... 1y, com p < n, distintas duas a duas, cada uma com
multiplicidade my, ma, ..., m,, Tespectivamente, temos que my +mg + -+ - +m, = n.

Demonstragao: Pelo teorema da decomposigao, temos que p(x) = ap(z —r1)(x —13) ... (T —
rn), podendo haver repetigdes entre as raizes. Como, no enunciado, temos que as raizes sao
T1,T2,...,Tp, distintas duas a duas, as raizes 7,41,7pt2,...,7, sao repetidas. Agrupando os
fatores iguais numa s6 poténcia, temos que:

p(x) = ap(x — 1) (x —1r2)™ .. (X — 1))

onde my, my, ..., m, sao as multiplicidades das raizes ry,rs,...,7,, respectivamente. Como o
polindmio tem grau n, segue que my + mg + -+ - +m, = n. O
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5.6 Relacoes de Girard

As "relages de Girard™]" sdo relagdes estabelecidas entre os coeficientes de um polindmio
e suas raizes. Elas se baseiam na igualdade entre a forma desenvolvida e a forma fatorada de
um polinémio, comparando seus coeficientes.

Considere um polindmio de grau n, que pode ser escrito como p(r) = a,z™ + a, 12" +
oot ax® + ayx + ag = ap(x — 1) (T —719) ... (x —1y,), onde r, 7y, . .., 7, S30 as raizes de p(x)
(podendo haver repeti¢ao). Vamos estudar abaixo as férmulas paran =1,n=2n=3,n=14
e depois generalizar para um valor arbitrario de n.

5.6.1 Polin6mios de grau 2

Temos Vz € C:

ar® +br +c=a(x —r)(z — 1))
= a(x2 — X — Ix + r17g)

= az® — a(ry + ry) + ariry.
Como os polinémios sao idénticos, igualamos os coeficientes:

{ b= —a(r, +ry) :>{ ATy =—2

C=arireq riro = g

5.6.2 Polind6mios de grau 3

Temos Vz € C:

az® + bz’ +cx +d = a(x —r)(x — o) (x — 13)
=a(z® — (ry + 1o+ 73)2% + (1179 + 7173 + Tor3)T — T179T3)

3 2
=ax® —a(ry + ro + r3)x” + a(rire + rirs + ror3)x — aryrars.

Como os polinémios sao idénticos, igualamos os coeficientes:

b
b= —a(ri +ry+r;3) ri+re+r3=—
c=a(riry +rir3 +rors) = rirg iz +ror3 =& .
d = —arirers r1rory = —g

5.6.3 Polindmios de grau 4

Temos Vz € C:

art + b+ cx’ +dr+e=alr —r)(z —ro)(x —r3)(z —14)

= a(x' — (r1 + 7o + 13 +74)2° + (r1ra + 1173 + 11Ty Tory + rory + 73777

— (ryrors + rirory + 11737y + TorsTy)T 4 r1ToT3Ty)

15 Albert Girard (1595-1632), matemdtico francés.
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4 3 2
=ax” —a(ry +ro+r3+ry)x” + a(rire + rirs + riry + rorg + rory + r374)T

— a(ryrers + riTeTy + 1Ty + ToTsTy)T + arToTsTy.
Como os polindmios sao idénticos, igualamos os coeficientes:

b= —a(ri +ro+1r3+714)

¢ =a(riry +71rs + vy + rors + rary + r304)
d = —a(rirars + r1rars + 117374 + r27374)

€ = arirarary

b
7"1‘{—7“2"‘7“34‘7"4:—*

a
T1To + 7173 + 1174 + Torg + 1ory + 1r3ry = g
d .
T1Tr3 4 T1TaTy = T1Tg s + Tor3ry = — o

__ e
rirorary — a

5.6.4 Polind6mios de grau n

Sejam p(x) = a, 2" + ap_ 12" + ... + a2 + a17 + ag, a forma desenvolvida de p(z) e
p(z) = ap(z —r)(x —ry)...(x — 7,), a sua forma fatorada, com ry,79,...,7, as raizes do
polindémio. Analisando os casos especificos anteriores, percebemos que o coeficiente de z™ sera
a,, tanto na forma desenvolvida, quanto na fatorada.

Em seguida, formamos o termo em "', obtido fazendo a distributiva na forma fatorada,
multiplicando  em cada fator, exceto em um deles. Teremos:

1

L= —CLnSlen_ )

an(_rl_rz_..._rn)xn_l:—an(Tl—FTQ‘l‘"""Tn)xn_

S1

onde S denota a soma das raizes de p.

Para formar o termo com x" 2, fazemos o mesmo de antes, mas agora escolhendo apenas
duas raizes na distributiva. Assim:

an((—r1)(=r2) + (=r2)(=73) + - + (=rn_1)(—=70))2"
= an(riry + 1rory + -+ F Tn_lrn)x"_g = a,Syx" 2.

Sa

Na formacao do termo 2"~ ¥ escolheremos k fatores da forma (—r1)(—73) ... (=) e, sendo
Sk a soma dos produtos das raizes de p, tomadas k a k, teremos:

an(—1)5Spaz™ ",
O termo independente serda formado com o produto das n raizes, sendo ay dado por:

an(—7r1)(=r2) ... (=1p) = an(=1)" rire ... 1 = a,(—=1)"S,.
Sn

Desta forma, chegamos a conclusao de que:

p(x) = ant™ + ap_12™ N+ + Q"+ +ag
= a4, 7" — a, 12" - an(—1)FS T b a, (1),
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de onde tiramos as relagoes:

Sl _ _a/nfl7

a, 5
82: n72’

Qn,
. Qp—f
S = (—1)Fdnk
k ( ) an )
: a
S, = (—1)"—.

(-1

Juntamente com algumas relagoes auxiliares, as relagoes de Girard formam uma ferramenta
muito util para descobrirmos o conjunto solucao de algumas equagoes. Vejamos alguns exemplos
que ilustram esse fato.

Exemplo 5.10. Resolver a equacio x° — 42z +x+6 = 0, sabendo que uma raiz é igual d soma

das outras duas.

Resolugdo: Sendory, ry ers as raizes da equacao, pelas relacoes de Girard, temos ri+re+r3 =
—4 . .

—(—1) = 4. Pelo enunciado, tomaremos r1 +ry = r3, ou seja, r3 +r3 = 4 = r3 = 2. Sabendo

que 2 ¢ uma raiz da equacao, utilizamos o dispositivo prdtico de Briot-Ruffini:

+

=)
2T1_\\—416
(\I

1 -2 _3 | 0

X

Figura 5.2: (23 —42? + 2+ 6) + (z — 2)

As outras raizes vém do quociente x> — 2x — 3, que serdo iquais a 3 e —1. Assim, chegamos
que:

S ={-1,2,3}.

Exemplo 5.11. Resolver a equacio x® — 1222 + 44z — 48 = 0, sabendo que suas raizes formam
uma progressao aritmética.

Resolugao: Sendo ry, ro ers as raizes da equacao, as denotaremos respectivamente por a—r,
a e a+r, uma vez que elas estao em P.A. Pelas relagoes de Girard, temos ri + ro + r3 =
a—r+a+a+r=3a= —@ =12 = a = 4. Sabendo que 4 é uma raiz da equagdo, utilizamos
o dispositivo prdatico de Briot-Ruffini:

=+

)
41/1\—12 44 — 48
{\ \

\,12 -8 12 0

X

Figura 5.3: (2% — 122% + 442 — 48) + (v — 4)
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As outras raizes vém do quociente 2 — 8x + 12, que serdo igquais a 2 e 6. Assim, chegamos
que:

S ={2,4,6}.

Exemplo 5.12. Resolver a equacio x° + 7x* — 21z — 27 = 0, sabendo que suas raizes formam
uma progressao geomeétrica.
Resolugcao: Sendo 1y, ro e r3 as raizes da equagdo, as denotaremos respectivamente por %, a

e aq, uma vez que elas estao em P.G. Pelas relagoes de Girard, temos rirors = %.a.aq =a’ =

—@ =27 = a = 3. Sabendo que 3 é uma raiz da equacao, utilizamos o dispositivo prdtico

de Briot-Ruffini:

=

3}/1\\'7 91 _97
N \
\)(\_,12 0 9] 0

Figura 5.4: (2% + 72% — 212 — 27) =+ (v — 3)

As outras raizes vém do quociente x> +10x+9, que serdo iquais a —1 e —9. Assim, chegamos
que:
S={-1,3,-9}.

Exemplo 5.13. Formar uma equacao do 4° grau com coeficientes inteiros cujas raizes sejam
1, 1, % e —1.
Resolucao: Com a notagio utilizada nas relagoes de Girard, temos que uma equagdo do 4°
grau pode ser escrita como:

xt — Spad + Soa? — Ssx + S, =0

onde

1 3
Si=1+1+-+(-1) ==
=1+ +2+( ) 5

1 1 1 1
So =11+ 1.5 +1.(=1) + 1.5 +1.(=1) + 5 (1) = —5
1 1 3
=11-+11.(-1)+1=(-1)+1=(-1)=—-=
53 5 T LLED) F L () +15.(-1) = -3,
1
Sy=11.-.(-1)= .y

2 2

Assim, chegamos em:

4 2.3 ~.2 T

Para escrever os coeficientes inteiros, multiplicamos a equagdo por 2:

200t — 323 — 22 +3x—1=0.
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5.7 Equacoes algébricas com coeficientes reais

Muitos problemas que sao resolvidos através de equagoes algébricas, embora estejam defi-
nidos para coeficientes complexos, se limitam a coeficientes reais, racionais ou inteiros. Vamos
estudar algumas consequéncias para as raizes desses polindmios, quando nos restringimos a
esses casos.

Uma primeira consequéncia, como ja vimos, é que mesmo com coeficientes reais, podem
haver raizes complexas nao reais. Por exemplo, a equacio algébrica x%+1 = 0 possui coeficientes
reais e raizes 1 e —i.

5.7.1 Raizes complexas

Lema 5.14. Sejam z; = a+bi e 29 = ¢+ di, dois numeros complexos com a, b, c,d € R. Entdo
21+ 29=721+2%29 €Z1.20 = Z1.22.

Demonstragao: Para a soma, temos:

i+ 7 = (a+bi) + (c+ di)

=a—bi+c—di
=(a+c)—(b+d)i
= 21 + 29.

Para a multiplicagao:

Z1.72 = (a + bi).(c + di)
(a — bi).(c — di)
ac — bd — (ad + be)i

= Z1.%9.

]

Observacao 5.15. Generalizando o Lema acima, podemos demonstrar por inducdo que dado
a€R, zeCeneN, temos:

Teorema 5.16. Se o complexo a + bt é uma raiz complexa nao real de uma equagdo algébrica
com coeficientes reais, entdo seu complero conjugado a — bi também € raiz da equagdo com a
mesma multiplicidade.

Demonstracgao: A partir do Lema e observacao anteriores, como uma equagao algébrica é
do tipo anz™ + ap_12" ' + ... + asx® + a1z + ay = 0, envolvendo apenas soma, poténcias e
multiplicagdo por um ntmero real, temos que:

pla —bi) =pla+bi) =pla+bi)=0=0.

Deste modo, se z = a + bi é raiz de uma equacao algébrica, Z = a — bi também sera.
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Para verificar a mesma multiplicidade, dividiremos p(z) por:
(x —a—bi)(z —a+bi) = 2> — 2ax + a® + b°.

Como o divisor tem coeficientes reais, o quociente também terd. Assim, ’eliminamos’ duas
raizes de p(x), sendo que a + bi e a — bi estardo ambas presentes ou ausentes como raizes do
novo polinomio. Concluimos, entao, que as raizes a + bi e a — bi ocorrem o mesmo numero de
vezes. O

Corolario 5.17. Equacgoes algébricas de grau impar com coeficientes reais sempre possuem,
pelo menos, uma raiz real.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, as raizes nao reais ocorrem aos pares, mas as equacoes
de grau impar possuem um nimero impar de raizes, ou seja, uma dessas raizes é real. n

5.7.2 Raizes irracionais

Teorema 5.18. Se a,b € Q, \/c € R —Q e a+ b\/c € raiz de uma equagdo algébrica de coefi-
cientes racionais, entao a — by/c também é. Além disso, elas possuem a mesma multiplicidade.

Demonstragao: A demonstracao é analoga a demonstragao feita no teorema de raizes com-
plexas. O

5.7.3 Raizes reais

O teorema a seguir é conhecido como Teorema do Anulamento ou Teorema de Bolzand™]
Ele nao é valido apenas para polinomios, mas para func¢oes continuas em intervalos fechados.
Sua demonstracio usa conceitos de limites e ndo serd apresentada’|

Teorema 5.19. Seja p(x) uma fungio polinomial de coeficientes reais € x1, x5 € R, com z1 <
To. Se p(xy1).p(z2) <0, entdo a equagdo algébrica p(x) = 0 terd pelo menos uma raiz real r, tal
que T € [x1; Xa).

5.7.4 Raizes racionais

Teorema 5.20. Se o numero racional g, com p e q primos entre si, for raiz da equagdo
™ + Q2"+ agx? +ax +ag =0, coma; €E7Z e a, # 0, entio p € divisor de ag e q
¢ divisor de a,,.

a0: Como 2 é raiz da equacao, temos:
Demonstracgao: C Z d , b

n n—1 2
an<p> +an_1<p> +...—|—a2<p> +a1<p>+a020(:>
q q q q

n n—1 2
'p +...+CL2’§2+CL1'Z+CL0:0<:>

16Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), matemaético, teblogo e filésofo da antiga Boémia,
atual Reptblica Checa.
1"Para uma demonstracio do Teorema de Bolzano, ver referéncia [4] (pp.511).
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P+ an1.p" g F . asp "+ arp.g" + ag.q" = 0.

Isolando a,,.p", temos:

Unp" = —Qp1.p" g — ... —as.p?.q"* —a1.p.q"" — ap.q"
=q(=an_1.p" " — .. —app " —arp.g" T = ag.¢" )
keZ
=q.k.
Isolando ag.q", temos:
a.¢" = —ap.p" — an 1P g — ... —asp " —a1p.g" !
_ n—1 n—2 n—2 n—1
=p(—app" " —ap 1Pt g — ... —a.p.¢" T —a1.q" )
leZ

=p.l.

Assim, chegamos em:
a,.p" = q.k ol é divisor de a,,.p"
ao.q" = p.l p é divisor de ag.q"
Como p e ¢ sdo primos entre si, concluimos que ¢ divide a,, e p divide ag. O

Exemplo 5.21. Sabendo-se que i € raiz da equacdo algébrica x*—5x3+7x*>—5x+6 = 0, encontre
seu conjunto-solucdo e escreva a equacao como um produto de polinomios com coeficientes reais.
Resolugdgo: Como i € raiz da equacao, pelo teorema das raizes complexas, sabemos que —1i
também € raiz. Efetuando a divisao de x* — 5z + Tx? — bz + 6 por (x — i) e por (z + i),
encontraremos um quociente de grau 2 com as outras duas raizes da equacgdo. Utilizando o
Dispositivo de Briot-Ruffini para as divisoes sucessivas, temos:

+
i1, =5 7 -5 6
—1¢ —5+1 6—51 6 |0

1/ =5 6 |0

>N|—7
AV 4

A

pTd

Figura 5.5: Divisao por (z — i) e por (z + 1)

Assim, o quociente € igual a x> —5x+46, que possui como raizes 2 e 3. Chegamos no conjunto
solucao:

S ={i,—i,2,3}.

Para escrever como um produto de polinomios com coeficientes reais, utilizaremos a forma
fatorada:
g —52° + T2 —br +6=0 &

(x+i)(x—i)(x—2)(z—-3) =0«
(2% 4+ 1) (2 — 2)(z — 3) = 0.

Assim, temos a equagdo na forma solicitada.
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Exemplo 5.22. Sabendo-se que i e /3 sio raizes da equacio x° — x* — 22° +22% —32x4+3 =0,
encontre seu conjunto solugao.

Resolugao: Utilizando o Teorema das Raizes Complexas e o Teorema das Raizes Irracio-
nais, sabemos que se i e \/3 sio raizes, —i e —\/3 também sio. Temos, portanto, 4 raizes e
chamaremos a 5% raiz de . Pelas Relagoes de Girard, temos que a soma das raizes é igual a:

i+(—i)+\/§+(—\/§)+oz:—(_11)<:>a:1.

Assim, encontramos o Conjunto Solugao formado por: S = {i, —i,v/3, V3, 1}.

5.7.5 Graficos de fungoes polinomiais reais

A partir do estudo de polinémios e equagoes algébricas, podemos ter uma ideia mais clara
de como esbocar graficos de fungdes polinomiais.

Neste ponto, ja supomos conhecidas as propriedades de fung¢oes polinomiais constantes, de
1° e 2° graud"® Uma abordagem completa sobre grificos de fungdes é trabalhada num curso
de calculd™] sendo que neste ponto, faremos um comentério superficial a respeito de algumas
propriedades relacionadas, principalmente, com as raizes de uma func¢ao polinomial com coefi-
cientes reais.

Deste modo, trabalharemos com fungoes do tipo p : R — R, tal que p(z) = a,2"+a,_ 12"+
oot ar? +ar+ap,coma; ER,ieENe0<i<n.

Se tivermos uma raiz real x;, teremos o intercepto do grafico com o eixo das abscissas neste
ponto z1, uma vez que p(x1) = 0. Se tivermos uma raiz x; de multiplicidade {mpar k, ao
escrevermos p(z) na forma fatorada, teremos um fator (z — x,)*, que possui sinais contrarios
para x < 1 €T > T7.

Como consequéncia, o grafico da fungao polinomial "atravessa” o eixo x em raizes de mul-
tiplicidade impar.

Exemplo 5.23. Na figura 5.6, temos o grdfico do polinomio p(z) = 23 —2x*—x+2. Escrevendo-
o em sua forma fatorada, temos que:

p(x) =(x+1)(z—1)(x —2).

Veja que todas as raizes tem multiplicidade impar e o grdfico "atravessa™ o eizo x messes pontos.

18Para um maior detalhamento desse assunto, veja [7] (Cap. 5 e Cap. 6).
YVeja [4] (pp.257 a pp.271).
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Figura 5.6: Grafico de p(z) = 23 — 22% — 2 + 2

No caso de termos uma raiz real xo, de multiplicidade par m, ao escrevermos p(x) na forma
fatorada, teremos um fator (x — x2)™, que possui 0 mesmo sinal para x < z3 e T > Ts.

Como consequéncia, o grafico da fungao polinomial "rebate” no eixo x em raizes de multi-
plicidade par.

3

Exemplo 5.24. Na figura 5.7, temos o grdfico do polinémio p(z) = x®>—x?—x+1. Escrevendo-o

em sua forma fatorada, temos que:

p)=(z+ 1)@ -1)(=—1)=(z+1)(z -1

Note que —1 € uma raiz de multiplicidade impar e o grifico "atravessa” o eixo x nesse ponto,
enquanto 1 € uma raiz de multiplicidade par e o grafico “rebate” no eizo x nesse ponto.
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Figura 5.7: Gréfico de p(z) =23 — 2> —x + 1

Pontos de inflexao, maximos e minimos globais e locais, assintotas verticais e horizontais
necessitam de uma teoria com limites e derivadas. Como ja foi dito, nao faremos este estudo.
Porém, o uso de algum software de geometria dinémica@ pode ajudar na compreensao de alguns
exercicios, mesmo que nao haja o conhecimento de célculo.

Vejamos a seguir um exemplo em que o uso desse tipo de software ajuda na resolucao do
problema.

Exemplo 5.25. Resolva a equacdo 4x* — 2123 + 1822 + 192 — 6 = 0.
Resolucao: Como todos os coeficiente sao inteiros, utilizamos o Teorema das Raizes Racio-
nais para limitar as possiveis raizes racionais dessa equacao.

Divisores de 4 = {+1,£2, £4}.
Divisores de -6 = {£1,+2,+3, £6}.
Possiveis raizes racionais = {:I:l7 :I:%, :I:i, +2, £3, :I:%,:I:%, :|:6}.

Mesmo com o Dispositivo Prdtico de Briot-Ruffini, temos 16 possiveis raizes para serem
testadas, o que traria um trabalho muito grande. Escolheremos o caminho de utilizar um soft-
ware de geometria dindmica para nos auziliar na resolugao. Plotando o grdfico de p(x) =
4x* — 212% + 1822 + 192 — 6 no Geogebra, encontramos:

20Utilizamos o Geogebra. Veja mais em [3].
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Figura 5.8: Grafico de p(z) = 4z — 2123 + 182% + 192 — 6

Como o polinomio é do 4° grau, visivelmente, hd 4 raizes reais simples, pelas intersegoes
do grifico com o eixo x. O grdfico parece passar pelo ponto (2,0). Se isso for verdade, teremos
resto 0 na divisio de p(x) por (x — 2). Utilizaremos o dispositivo de Briot-Ruffini.

=+

)
ﬁm 18 19 —6

N
x\-»4z—13 -8 3 | 0

Figura 5.9: (42% — 2123 + 1822 4+ 192 — 6) + (v — 2)

Com 1isso, chegamos que 2 é, de fato, raiz da equagdo, que agora pode ser expressa por
(r — 2)(42® — 132* — 8z + 3) = 0.

Ainda nos limitando pelo conjunto das raizes racionais e pelos locais de intersecao do grdfico
com o eiro x, vemos que duas possiveis raizes podem ser i e —%. Utilizando, novamente o
. oy . . . . . A~ 3 2 1
dzspogztzvo de Briot-Ruffini para efetuar a divisio de 4x°> — 132* — 8x + 3 por (v — ) e por
(x+3), temos:
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==
a0
il 4 —13 =3

- \
S— 4 —12 -1

B~ QO

Figura 5.10: (4a® — 132% — 8z + 3) + (z — })

-t

— )
3 4. —13 -8

4 |
—4 —16 4 |

Figura 5.11: (42® — 132% — 8z + 3) + (z + 3)

Ou seja, i nao € raiz, mas —% ¢ raiz da equagdo, que agora pode ser expressa por (r —

2) (a; + %) (422 + 162 +4) = 0. As outras duas raizes vém de 4x* + 16x + 4, que sdo 2+ /3 e

2 — /3. Note que essas raizes verificam o Teorema das Raizes Irracionais.

Assim, chegamos em:

S:{Q’_i’2+\/§’2_\/§}'
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Capitulo 6

Exercicios de Aplicacao

Nesta secao, faremos a resolucao de varios exercicios, a fim de que possam ser usados para
um aprofundamento dos assuntos estudados. Os exercicios foram retirados das provas de ves-
tibulares de varias universidades e as fontes serao indicadas no inicio de cada exercicio.

Exercicio 6.1. (Unicamp) Considere o polinomio cibico p(x) = 3 — 3z + a, onde a é um
numero real.

a. No caso em que p(1) = 0, determine os valores de x para os quais a matriz A abaizo ndao é
invertivel.

xr 1 0
A=10 = 1
a 3 x
b. Seja b um nimero real ndo nulo e i a unidade imagindria, isto €, i = —1. Se o nimero

complezo z = 2+ bi é raiz de p(x), determine o valor de |z|.

Resolugdo: a. Como p(1) =0, temos que:
p(1)=1"-31+a=0<=a=2.

Para que a matriz A nao seja invertivel, seu determinante deve ser igual a zero. Com isso,
substituindo a = 2 na matriz e calculando seu determinante, chegamos em:

0
detA = 1 |=0<=2>—32+2=0.
X

O K
w s

Como a expressao coincide com p(x) =0 para a =2 e p(1) = 0, sabemos que 1 € raiz de p(x).
Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, encontramos:

1l 1 0o -3 2
1 1 —2 | 0

Figura 6.1: (2 — 3z +2) + (x — 1)



64

As outras raizes de x® — 3z +2 = 0, serdo as raizes de x> +x — 2 = 0, que sio 1 e —2.
Assim, os valores de x para os quais a matriz A nao € invertivel sao 1 e —2.

b. Como p(x) é um polindmio com coeficientes reais, se z = 2 + bi € raiz de p(x), entao
Z = 2 — bi também é. Chamaremos a terceira raiz de k. Pelas Relagoes de Girard, pela soma

das raizes, temos que:

z+z+k‘:_10:>2+bi—|—2—bi—l—k::0:>k:—4.

Sabendo-se que k = —4 € uma raiz de p(x), podemos descobrir o valor de a, fazendo p(—4) = 0.

Com efeito:
p(—4) = (=4)> = 3.(—4) +a =0 < a = 52.

Para achar as outras raizes de p(x), basta aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini:

—4 1 0 -3 52
1 -4 13 | 0

Figura 6.2: (z* — 3z +52) =+ (z + 4)

As outras raizes de 13 — 3x + 52 = 0, serdo as raizes de x* — 4w + 13 = 0, que sdo 2 + 3i
e 2 —3i. Com isso, concluimos que z = 2+ 3i ou z = 2 — 3i. Como sdo raizes conjugadas,
possuem o mesmo modulo.

Figura 6.3: Modulo de z =2+ 3¢

Desta forma, concluimos que o valor de |z| = /22 + 32 = /13.

Exercicio 6.2. (UERJ) Observe o grifico da fungao polinomial de R em R definida por
P(z) = 223 — 62% + 3z + 2.
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0 1 2
\/ v

Figura 6.4: P(z) = 22° — 62 4+ 3z + 2
Determine o conjunto solugao da inequagao P(x) > 0.

Resolugdo: Pelo grifico, o nimero 2 aparenta ser uma raiz de P(x). Para comprovar isso,
utilizamos o dispositivo de Briott-Ruffini:

2| 2 -6 3 2
2 -2 —1 ] o0

Figura 6.5: (22 — 62% + 32 +2) + (z — 2)

O resto 0 comprova que o nimero 2 é raiz de P(x). As outras raizes podem ser descobertas

resolvendo a equagio 22 — 2z — 1 =0, de onde encontramos % e 1_2—\/3 Esses dois valores
sao os outros interceptos do grifico com o eixo .
1-V3 + +
2 2
- 1+V3 -
2

Figura 6.6: Estudo do sinal de P(z) = 22® — 62* + 3z + 2

Fazendo o estudo do sinal de P(x), verificamos que P(x) > 0 para % <zr< # oux >
2. Portanto, o conjunto solucdo de 203 —6x*+3x+2 > 0 € igual a S = {:c € R\l’z—‘/g <z < 12—*/3 ou T > 2}.
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Exercicio 6.3. (Fuvest) Os coeficientes a, b e ¢ do polinomio p(z) = z3 + ax® + bx + ¢ sdo
reais. Sabendo que —1 e 1+ ai, com o > 0, sao raizes da equagio p(x) = 0 e que o resto da
divisao de p(x) por (x — 1) é 8, determine:

a. o valor de «a;

b. o quociente de p(x) por (x + 1).

Dado: i é a unidade imagindria, i> = —1.

Resolugdo: a. Como os coeficientes do polinémio sao reais, se 1 +ai é raiz de p(x), entdo
1 — ai também serd. Utilizando as Relagoes de Girard, pela soma das raizes chegamos em:

—14+14+ar+1—a1 = TCL(:)a——l.

Como o resto da divisao de p(x) por (x — 1) € 8, pelo Teorema do Resto, p(1) = 8. Como —1
¢ raiz de p(x), p(—1) = 0.
p(1) =8 b+c=8
{ p(-1)=0 | ~btec=2"

De onde, concluimos que b = 3 e ¢ = 5. Para descobrir o valor de «, basta dividir p(x) =
23 — 2% + 32+ 5 por x + 1, usando o dispositivo de Briot-Ruffini.

—1|1—135
1 —2 5 | 0

Figura 6.7: (% — 2?4+ 3x+5) + (z + 1)

As outras raizes sdo descobertas resolvendo x* — 2x +5 = 0, sendo elas iguais a 1+ 2i e
1 —2i. Como a > 0, temos que a = 2.

b. Para determinar o quociente da divisio de p(x) por (x + 1), basta observarmos no dis-
positivo de Briot-Ruffini da Figura 6.6, que os coeficientes do polinomio de 2° grau que é o
quociente sio 1, —2 e 5. Portanto, o quociente serd x> — 2x + 5.

Exercicio 6.4. (UFPE) Encontre o menor inteiro positivo n, tal que a poténcia <\/§—I— z)n
seja um numero real.

Resolugao: Para podermos aplicar a 1 Formula de De Moivre, devemos escrever z =
V3 + i na forma trigonométrica. Representando z no Plano de Argand-Gauss, encontramos

lz|=p= (\/_) +12=4=2, 0089—7 esen@z%, de onde concluimos que 0 = .
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z=V3+i

Re

Figura 6.8: Representacio de z = v/3 + i no Plano Complexo

Escrevendo z na forma trigonométrica, chegamos em z = 2 (cos% + 7. sen %) Agora pode-
mos aplicar a 1* Formula de De Moivre, chegando em:

n_on ( nm ny mr)
z" = cos — +1.sen — | .
6 6

Para que 2" seja um numero real, sua parte imagindria deve valer zero. Sendo assim, temos:

nm nm
Sen6 6 s

onde k € 7Z.. Como procuramos o menor inteiro positivo n, tomamos k = 1, da onde concluimos
que n = 6.

Exercicio 6.5. (Unesp) Identifique o lugar geométrico das imagens dos nimeros complezos
z, tais que |z| + |3.2] = 12.

Resolugdo: Notemos que |3.z| = 3. |z|, uma vez que sendo z = a + bi, com |z| = va? + b?
e 3.z = 3a + 3bi, temos:

13.2] = \/(3a)* + (3b)> = V9a2 4 902 = \/9(a2 + b?) = 3./a? + b2 = 3. |2|.
Desta forma, |z| +|3.2| =12 = |2| + 3. |2| = 12 = 4. |z| = 12 = |z| = 3. E, com isso:

|zl =3 = Va2 + 12 =3 =a’>+V*=09.
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Figura 6.9: a® + 0> =9

Portanto, o lugar geométrico das imagens dos numeros complexos z, que cumprem essa
condigdo € uma circunferéncia de raio 3 centrada na origem do Plano Complexo.

Exercicio 6.6. (Unicamp) Considere o polinomio p(x) = z*> — 1lx + k + 2, em que x € a
varidavel real e k um parametro fixo, também real.

a. Para que valor do parametro k o resto do quociente de p(x) por x — 1 é igual a 37

b. Supondo, agora, k = 4, e sabendo que a e b sdo raizes de p(x), calcule o valor de sen (g + %)

Resolugdo: a. Pelo Teorema do Resto, para que o resto do quociente de p(x) por x — 1
seja igual a 3, devemos ter que p(1) = 3. Ou seja,

p()=1"-111+k+2=3+= k=11
Desta forma, devemos ter k = 11.

s

b. Para calcularmos o valor de sen (g + 3), vamos somar dentro dos parénteses, fazendo:

n(ﬁﬂ)— D (BT e o (et b)m
M\ ) T e T ) T ab '

Com isso, precisamos apenas descobrir o valor de a + b e ab, que sao, respectivamente, a soma
e o produto das raizes da equagdo > — 11z + 6 = 0. Pelas Relagoes de Girard, temos que:

a+b=-"GL a+b=11
ot — .

ab =6

(=) ||

Desta forma, chegamos em:

<(a+b)7r> <117r> 1
sen| ——— | =sen|—|) = ——.
ab 6 2

Portanto, sen (g + %) = 1.
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Exercicio 6.7. (ITA) Sejam a, b e ¢ nimeros reais com a # 0.

a. Mostre que a mudanca x + i = z transforma a equacao axt + bxd + cx? + br + a = 0 numa
equacao do sequndo grau.

b. Determine todas as raizes da equacdo x* + 323 — 22% +3x 4+ 1 = 0.

2
Resolugao: a. Se $~|—% =z, entao (95 + %) = 22, de onde concluimos que a:2—|—;12 =222,

Como x = 0 ndo € raiz da equacdio, podemos dividir ax* +bx>®+cx® +bx+a = 0 por 2, obtendo
am2+bx+c+§+x% =0, ou seja,

1 1
a(x2+2> +b(:c+) +c:O:>a(z2—2)—|—bz+c:O:>a22+bz—|—c—2a:O.
x x
Com isso, chegamos em uma equacao do sequndo grau.

b. Fazendo a mudanca de varidvel sugerida no item anterior, podemos transformar a equa-
¢do numa equacao do sequndo grau. Seja x + % = 2z, enlao:

2433 2024+ 3r4+1=0=22432-2-2=0=224+32—-4=0.

Nesta ultima equagdo, encontramos como raizes z = —4 ou z = 1. Como x + % = z, temos
duas possibilidades:

1
t+-=-4=2"+4d2+1=0=2=-2+V3ouz=-2-+3
x

ou entao 3 3
1 1 3 1—+/32
x+—:1:>x2—x+120:x:¥0ux:72.
T 2 2
Assim, as raizes da equacio x* +32° —22% + 32z +1 =0 sdo v = -2+ /3, 2 = —2 — /3,
r = 1+5/§i ex:lf;@_

Exercicio 6.8. (UFJF) Considere o polinémio p(x) = 162° — 48z* — 402> + 12022 + 9z — 27.
a. Sabendo que o p(x) possui uma raiz r natural menor que 5, determine r.
b. Determine o polinomio q(x) = %.

c. Determine todas as raizes de q(x), especificando suas multiplicidades.

Resolugao: a. Pelo Teorema das Raizes Racionais, sabemos que r deve ser um divisor de
—27. Como r é natural e menor que 5, entio r =1 ou r = 3. Calculando p(1), encontramos
p(l) = 16 — 48 — 40 + 120 + 9 — 27 = 30, ou seja, 1 nao é raiz de p(x). Vamos testar r = 3
usando o dispositivo de Briot-Ruffini:

3 16 — 48 —40 120 9 — 27
16 0 —40 0 9 0

Figura 6.10: (162° — 48z* — 4023 + 12022 + 92 — 27) + (v — 3)
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Como o resto € igual a zero, de fato, r = 3 € raiz da equagdo.

b. O polinomio q(z) = % ¢ o quociente cujos coeficientes sao mostrados no dispositivo

anterior, ou seja, q(x) = 162* — 4022 + 9.

c. Para encontrar as raizes de q(x), podemos fazer a mudanga de varidvel z* = m e chegar—

mos na equagio 16m? — 40m + 9 = 0, que possui como raizes m = i em = % Como x* = m
temos que x* = i ou z? = %, da onde concluimos que as quatro raizes simples de q(x) sao 3
_1 3 ,_3

27 2 2°

Exercicio 6.9. (FGV) Seja f uma fungao que, a cada nimero complezo z, associa f(z) = 1.z,
onde v é a unidade imagindria. Determine os complexos z de moddulo igual a 4 e tais que
f(2) =z, onde Z é o conjugado de z.

Resolugdo: Seja z = a+ bi, entio Z = a — bi. Como f(z) =1i.z, temos que:
iz=Z=1i(a+bi)=a—bi=ai—b=a—b = a=—b.

Como o médulo de z € igual a 4, vVa?> 4+ b> = 4. Substituindo a = —b e elevando ambos os
membros da equagdo ao quadrado, temos:

(=02 +b° =16 = 20> =16 = b* =8 = b = +£2V/2.

Desta forma, concluimos que os possiveis valores de z que cumprem a condi¢ao solicitada sdo

2 =22 — 220 ou z = —2/2 + 2/2i.

z
Exercicio 6.10. (IME) Seja z um nimero complexo tal que — possui argumento igual a ?jf
Z1

e logs (22 + 2z 4+ 1) = 2. Determine o nimero complezo z.
Resolugdo: Seja z = a + bi. Da igualdade logg (22 + 2z + 1) = 2, tiramos:
logs (2(a+bi) +2(a—bi)+1) =2 =>logy (4da+1)=2=4da+1=3* = a = 2.

2 4+ 20
Entdao z ¢ da forma z = 2 + bi. Podemos escrever jz como M e fazendo a divisao
Zi — bi)i

chegamos em:

A+2bi  4+2bi b—2i  8b <2b2—8>.

2—bi)i  b+2 b—2 P+4 \ P44
2z 3
Como arg — = —, temos que:
Z1 4
2?2 — 8
24 20 -8 2 L
= l= g = l= P a—4=0.

b% + 4
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2
Desta forma, concluimos que b = —2 + 22 ou b = —2—2v/2. Como o argumento de jz é
Z1
3

igual a — , seu afizo estd no sequndo quadrante, ou seja, sua parte real é negativa e sua parte
imagindria positiva:

8b

<0 8 <0
b244 — = —7 —
{2b22g48>0 §{2b2—8>0 > b<—2==b=-2-2V2

Portanto, z =2 — (2 + 2\/5) i.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

A maioria dos livros de ensino superior mostram a construcao dos nimeros complexos a par-
tir das defini¢oes de operagoes de soma e multiplicacdo com pares ordenados para, em seguida,
apresentar o que seria o nimero imaginario ”i” e a forma algébrica dos niimeros complexos. No
ensino médio, a construcao utilizando esse caminho, na maioria dos casos, é inviavel, uma vez
que os alunos em salas muito heterogéneas nao possuem maturidade suficiente para trabalhar

a partir dessas definigoes.

Ao longo desta dissertacao, foi proposta a construcao da teoria com um enfoque no ensino
médio, que visava a definicdo do ntimero imaginario ”i”, para, posteriormente, serem apresen-
tadas as operacoes, com base nas experiéncias com os nimeros reais ja conhecidas pelos alunos.
As maneiras diferentes de enxergar o niimero complexo na forma algébrica, forma trigonomé-
trica ou como par ordenado, complementaram a teoria.

Desde a introducao dos problemas matematicos trabalhados no ensino fundamental, boa
parte dos alunos se interessam pela resolucao de equagoes. Quando sao passadas apenas for-
mulas e métodos, muitos perdem esse interesse. Isso culmina no ensino médio, quando querem
apenas decorar férmulas para "o que cai na prova” e "o que cai no vestibular”.

Além disso, ensinar nimeros complexos, polinémios e equacoes algébricas no ensino médio
nao ¢ uma tarefa facil. Sao assuntos de pouca aplicagao pratica nas atividades do dia a dia
da maioria das profissoes e, no final desta etapa de ensino, grande parte dos alunos possuem
apenas esta visao mais pratica sobre aquilo que estao aprendendo.

Um desafio que encontramos nesse momento é o de fazer a construcao desses contetdos,
nao nos limitando apenas a passar as férmulas para resolver alguns problemas especificos, mas
relacionando com outras teorias que ja foram estudadas e também abrindo horizontes para
quem quiser se aprofundar no ensino superior.

Passar a visao de que a matematica possui diversas aplicagdes é necessario, mas nao é su-
ficiente. A teoria, por si s, também nao motiva a maioria. Embora tenhamos mais trabalho,
devemos sempre fazer conexoes entre o que ja foi estudado, aquilo que estamos nos propondo
a ensinar e o que ainda pode ser desenvolvido a partir disso no futuro, seja em novas teorias do
ensino médio ou no ensino superior.
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Fazer com que os alunos vejam essas conexoes ¢ importante para que nao ensinemos apenas
conteudos deslocados, consigamos motiva-los a quererem continuar aprendendo e contribuamos
para melhorar o ensino de matematica em nosso pais.
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