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Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta para trazer melhorias no processo de ensino e
aprendizagem para os alunos do Ensino Médio através da insercao da aritmética como
conteudo extracurricular. O objetivo principal é apresentar aplicagoes da aritmética que
podem ser inseridas como oficinas de aprendizagem durante o ano letivo. Para o desen-
volvimento do trabalho foram realizadas pesquisas sobre os principais resultados dentro
da teoria dos numeros relacionados a aritmética. Entre as aplicagoes da aritmética que

foram pesquisadas, destacam-se os cddigos de barras e a criptografia.

Palavras chave: Aritmética, oficinas de aprendizagem, ensino médio.

vil



Abstract

This work presentes a proposal to bring improvements for the teaching and learning pro-
cess for the students at High School through the insertion of arithmetic as extracurricular
content. The principal objective is to present applications of arithmetic that can be in-
serted as learning workshops during the school year. For the development of this work,
a research about the main results of number theory related to arithmetic were realized.

Among the applications of this researched in arithmetics stand out the bar codes and the

cryptography.

Keywords: Arithmetic, learning workshops, high school.
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Introducao

“A Matematica é a rainha das ciéncias e a teoria dos nimeros é a
rainha das matematicas.”

(Gauss)

A matematica sempre esteve e sempre estara presente nas diversas atividades
do ser humano, por isso ha a necessidade de proporcionar aos jovens um conhecimento
matematico para a vida, capaz de inseri-los no mundo atual como cidadaos conscientes.

A disciplina de matematica foi introduzida no curriculo escolar brasileiro no século
XVIII, passando por uma reorientagao curricular no século XX, a partir da década de 20.
No periodo de 1960 a 1970, a matemé&tica moderna reformou amplamente o curriculo da
matematica enfatizando a teoria dos conjuntos, as estruturas algébricas, etc. Esse novo
ensino, formalizava a matematica tornando-a cada vez mais distante das questoes praticas,
principalmente no ensino fundamental. A partir de 1980, o destaque do ensino da ma-
tematica foi na resolugao de problemas levando-se em conta aspectos sociais e cognitivos
entre outros, na aprendizagem da matematica. Esses conceitos davam importancia ao
aluno como ser ativo na construcao do conhecimento, com énfase na resolucao de proble-
mas criados a partir do cotidiano do aluno. Apesar dessas mudancas, os problemas com

a aprendizagem ainda persistiam, conforme Brasil (1998, p. 79):

Muitos alunos tém a sensacao de que a Mateméatica é uma matéria dificil e
que seu estudo se resume em decorar uma série de fatos matematicos, sem
compreendé-los e sem perceber suas aplicagoes e que isso lhes serda de pouca
utilidade. Tal constatacao os leva a assumir atitudes bastante negativas, que
se manifestam no desinteresse, na falta de empenho e mesmo na pouca preo-
cupacgao diante de resultados insatisfatérios ou nos sentimentos de inseguranca,
bloqueio e até em certa conviccao de que sao incompetentes para aprendé-la, o
que os leva a se afastar da Matematica em situacoes na vida futura.

Atualmente ainda é constante a busca por novas metodologias para sanar as

dificuldades em relagao ao ensino de matematica. Nessa busca, o grande destaque da



Teoria dos Numeros: a Aritmética em conjunto com suas aplicacoes é uma ferramenta

que pode vir a despertar no aluno um interesse investigativo pela matematica o que é algo

que acrescenta muito no processo ensino aprendizagem. Segundo Coutinho (2007, p.ii):
O que os matematicos entendem como teoria dos nimeros é o estudo das pro-
priedades dos ntimeros inteiros, e nao de quaisquer tipos de numeros. Por
exemplo, questoes referentes a fatoragao de inteiros, ao calculo do maximo di-
visor comum e ao estudo dos numeros primos, fazem parte desta teoria. Na

verdade, juntamente com a geometria, essa é uma das areas mais antigas da
matematica.

A aritmética nao tem tido muito espaco no ensino médio, apesar de que ha mui-
tas aplicagoes em situacgoes que podem contextualizar os assuntos abordados nessa fase
escolar. Problemas envolvendo situagoes do cotidiano do aluno podem facilmente ser resol-
vidos através da aritmética aplicando conceitos de fatoracao ou critérios de divisibilidade,
por exemplo. Conforme Lorensatti (2012, p. 13-14):

A Aritmética faz parte da cultura dos povos desde os tempos antigos, tendo
sido desenvolvida para atender as necessidades de comunicacao e quantificagao.
Na histéria das civilizagoes, os povos a criaram e a recriaram sob roupagens
diferentes, utilizando essencialmente os mesmos processos matematicos modi-
ficados ao longo do tempo. Em nossos dias, as experiéncias de quantificacao
de objetos e fenomenos fazem parte da vida préatica das pessoas, e o estudo da
Aritmética é uma necessidade para prover a organizacao adequada da sociedade

e oferecer oportunidades para o individuo desenvolver processos matematicos
inerentes a sua estrutura logica mental.

A insercao da aritmética no ensino médio, como um componente extracurricular,
visa auxiliar no processo ensino aprendizagem como um instrumento contextualizador dos
conteudos ja abordados nessa etapa escolar. Pretende-se aqui desenvolver uma metodolo-
gia diferenciada com os alunos do ensino médio através das aplicagoes da aritmética com
o intuito de despertar nesses alunos o interesse pela aprendizagem da matematica, bem
como melhorar o desempenho deles nessa disciplina.

A aritmética é um assunto abordado desde o ensino fundamental, com as propri-
edades dos ntimeros inteiros, calculo de maximo divisor comum, minimo multiplo comum
e algoritmo da divisao, mas no ensino médio ela acaba sendo deixada de lado apesar de
ainda ter muito a contribuir. Seus conceitos sao de facil demonstracao e compreensao,
pois envolve basicamente operacoes com numeros inteiros, e em muito auxiliam na apren-
dizagem de conteuidos dessa etapa escolar. Muitas sao as aplicacoes da aritmética no
cotidiano do aluno, ela esta presente nos codigos identificadores utilizados pelo comércio,

como por exemplo, os codigos de barras, nos calendérios, na criptografia, dentre outros.



Com a aritmética podemos resolver problemas de olimpiadas de matematica através dos
conceitos de divisibilidade e congruéncias entre niimeros inteiros, por exemplo.

O objetivo desse trabalho é contribuir para a melhoria do ensino aprendizagem
dos alunos do ensino médio desenvolvendo uma metodologia extracurricular utilizando a
contextualizacao dos contetidos de matematica através da aritmética aplicada aos cédigos
identificadores, a divisao euclidiana, e congruéncias de numeros inteiros. Para atingir
esse objetivo principal devera ser atingido os objetivos especificos: conhecer os conceitos
basicos de aritmética como divisao euclidiana, congruéncia modulo m, maximo divisor
comum, minimo multiplo comum, Teorema Fundamental da Aritmética, dentre outros;
compreender quais conceitos de aritmética modular sao utilizados na elaboragao de um
codigo de barras e outros codigos de identificacao e criptografia; e despertar o interesse pela
matematica nos alunos do ensino médio, através de problemas envolvendo os conceitos de
aritmética, principalmente os de olimpiadas de matemaética.

Para realizagao desse trabalho, inicialmente sera feita uma pesquisa bibliografica
sobre os conceitos basicos de aritmética, como divisao euclidiana, congruéncia modulo m,
maximo divisor comum, minimo multiplo comum, Teorema Fundamental da Aritmética,
dentre outros. Em um segundo momento, sera realizada pesquisa bibliografica acerca das
aplicagoes da aritmética nos codigos de barras, e de outros cddigos de identificacao, na
criptografia e outras aplicagoes. Ao final do estudo tedrico, apresentaremos uma proposta
que traz a aritmética como contetudo extracurricular no ensino médio, onde serao propostas
algumas oficinas de aplicacao dos conceitos de aritmética apresentados, destacando os

cédigos de identificacao e a criptografia.



Capitulo 1
Aritmeética

Neste capitulo abordaremos um pouco da histéria da aritmética, destacando quais
os principais matematicos que contribuiram com as descobertas nesse importante ramo da
teoria dos nimeros. Abordaremos também os principais resultados que serao utilizados

nas aplicagoes do segundo capitulo.

1.1 A aritmética e suas origens

A aritmética, parte essencial da Teoria dos Nimeros, é o estudo das propriedades
dos nimeros inteiros. A aritmética tem suas origens ainda nas civilizacoes antigas, quando
se inicia o processo de contagem, de associacao de objetos a nimeros. Na Grécia antiga,
ela comeca a dar os primeiros sinais de aparéncia com a aritmética que usamos hoje, O
termo aritmético vem do grego, onde arithmos significa niimero e technes significa ciéncia,
assim a aritmética é a ciéncia dos nimeros. Segundo Coutinho (2014, p.8):

No que diz respeito aos inteiros, os gregos diferenciavam entre a logistica, ou
arte de calcular com ntmeros inteiros, e a aritmética, ou estudo das propri-
edades fundamentais dos nimeros inteiros. A primeira era dominio dos co-
merciantes e profissionais: a segunda dos matemaéticos e filésofos. A teoria
dos numeros era herdeira da aritmética dos gregos. Ironicamente a palavra
aritmética é usada hoje em dia para descrever aquilo que os gregos chamavam
de logistica.

Os primeiros registros da aritmética atual podem ser observados na obra Elemen-
tos escrita por Euclides, matematico que viveu em Alexandria por volta de 300 a.C.. Essa

obra, composta por treze livros, sendo que trés deles tratava de problemas relacionados a

aritmética, reuniu muita coisa da escola pitagérica.



A escola pitagorica, criada na Grécia por Pitagoras por volta de 520 a.C., era
um misto de escola e comunidade religiosa onde se difundia o estudo da Ciéncia, da Ma-
tematica e da Filosofia. Era uma espécie de sociedade secreta por isso ha poucos registros
das descobertas realizadas por ela. A escola pitagérica existiu por mais de dois séculos,
mesmo apos a morte de Pitdgoras. Mesmo com poucos registros escritos, as primeiras con-
tribuigoes na aritmética, como a classificacao dos niimeros pares e impares sao atribuidas
a Pitagoras, pois tudo o que era descoberto na escola pitagoérica era atribuido ao chefe.

Conforme Domingues (1991, p. 9):

Nao restam duvidas que os pitagéricos viam o papel dos numeros de uma
maneira muito especial. Daf nao ser surpresa que a aritmética tedrica tenha
nascido com eles. Como a escola tratava a matematica de maneira muito
filosdfica e abstrata, desvinculada das exigéncias da vida pratica, era natural
que separassem o estudo tedrico dos nimeros que chamavam aritmética, dos
calculos praticos, que denominavam [ogistica. Preocupando-se essencialmente
com o primeiro desses aspectos.

Os numeros inteiros negativos tiveram a sua primeira aparicao em uma obra
do indiano Brahmagupta por volta de 628 d.C., onde ele considera os negativos como
dividas. Diofanto de Alexandria, que viveu no século III, foi considerado o maior algebrista
grego e ele foi quem melhor operou com os niimeros negativos, ele tratava de equacoes
indeterminadas com coeficientes inteiros.

A aritmética sé voltou a ter grande destaque no século XVII, quando o frances
Pierre de Fermat, em 1621, adquiriu uma cépia da obra de Aritmética de Diofanto, cujo
texto original foi publicada em grego e em uma traducao latina por Bachet de Méziriac
nove anos antes. Fermat era um magistrado e nao um matemético por profissao, mas
se interessou pelo assunto e fez muitas anotacoes sobre a obra de Diofanto. Pelo que diz
Groenwald et al (2005, p.95), nessa época nao haviam publicagoes na drea de matematica,
mas o frade francés Marin Mersenne era muito amigos dos matematicos da época, como
Pascal, Descartes e o préprio Fermat e era o principal divulgador das descobertas destes,
e a comunicacao era feita através de cartas, e foi assim que boa parte da obra de Fermat
ficou conhecida. Mas foi s6 depois de sua morte em 1665, que seu filho Samuel Fermat
coletou e publicou a obra de seu pai Pierre de Fermat.

Outro grande matemaético foi Leonhard Euler, nascido em 1707 e teve uma vasta
obra que contribuiu nao s6 na aritmética como em outras areas da mateméatica no século
XVIII. Euler tomou conhecimento da obra de Fermat em 1730, através de Christian Gold-

bach, matemético prussiano, nascido em 1764, que também teve algumas contribuigoes



para a aritmética. Leonhard Euler estendeu muitos resultados de Fermat, segundo Gro-

enwald (2005, p.95):

Em sua primeira carta a Euler em 1729, Goldbach acrescenta o seguinte
PS: Vocé conhece a observacio de Fermat de que todos os mimeros 2% + 1
sao primos? FEle disse que nao sabia provd-la; nem ninguém consequiu fazé-lo,
que eu tenha conhecimento. Euler reage com ceticismo e nao demonstra muito
interesse, mas Goldbach nao desiste e volta ao assunto. Em 1730, Euler comega
finalmente a ler a obra de Fermat. Nos anos seguintes ele provaria e estende-
ria grande parte dos resultados enunciados por Fermat, resolvendo inclusive a
questao proposta por Goldbach.

Carl Friedrich Gauss, alemao, nascido em 1777, foi matemaético, astronomo e
fisico, considerado o principe da matematica, foi quem sistematizou a teoria dos niimeros
através da sua obra Disquisitiones Arithmeticae, publicada em 1801.

Sao algumas das contribuicoes desses grandes matematicas que iremos estudar

nas proximas secoes.

1.2 Numeros inteiros
As referéncias para essa e as proximas segoes sao: Hefez (2006) e Hefez (2014).

Seja Z o conjunto dos nimeros inteiros onde Z = {—3,—-2,—1,0, 1,2, 3,4...}, te-
mos definidas as operacoes de adi¢ao e multiplicacao e uma relagao de ordem. Mas antes
de apresentar essas operacoes, vamos ver dois principios muito utilizados nas demons-
tragoes dos resultados que terao grande relevancia nesse capitulo: o Principio da Boa

Ordenacao e o Principio da Inducao Finita.

1.2.1 Principio da Boa Ordenacao

Um subconjunto S de Z é limitado inferiormente, se existir ¢ € Z tal que ¢ < x
para todo x € S. Dizemos que a € S é um menor elemento de S se a < z para todo

x € S. Assim, podemos escrever:

Axioma 1.1 - Principio da Boa Ordenacao: Se S é um subconjunto nao vazio de Z e

limitado inferiormente, entao S possui um menor elemento.

Esse é um axioma que caracteriza o conjunto dos nimeros inteiros e o diferencia

de conjuntos como os racionais e os reais, pois nesses nao ¢ possivel determinar um menor



elemento em um subconjunto. Se considerarmos, por exemplo, um subconjunto de R dado

por X = {z]|2 < x < 3}, nao é possivel determinar o menor elemento desse subconjunto.

1.2.2 Principio da Inducgao Finita

Esse é um valioso instrumento para demonstrar teoremas que envolvem os niimeros
inteiros e vem sendo utilizado desde a antiguidade, mesmo que implicitamente. A inducao
matematica é o quarto axioma de Giuseppe Peanno (1858-1932), utilizados para caracte-

rizar os numeros naturais. Eis o seu enunciado:

Teorema 1.1 - Principio da Inducao Finita - Seja S um subconjunto de Z e a € Z tais
que:

(i)aes.

(ii) S é fechado com respeito a operacao de somar I a seus elementos, ou seja,
Vn,neS=n+1€S5.

Entao, {vr € Z;x >a} C S

Demonstracao:

Tomando S’ = {x € Z;x > a}, vamos supor por absurdo que S’ nao esté contido
em S, logo S\ S # ). Como, pelo Principio da Boa Ordenagao, esse conjunto é limitado
inferiormente por a, existe um menor elemento ¢ em S’\S. Como ¢ € S" e ¢ ¢ S, segue que
¢ > a. Portanto,c—1€ S e c—1€ S, pois ¢ é o menor elemento de S\S . Assim, pela
hipdtese sobre S, temos que ¢ = (¢ — 1) +1 € S, e como ¢ € S, temos uma contradigao,

pois ¢ € S'\S. Portanto S’ C S.

Seja P(n) uma propriedade de um ntimero natural n e seja n, € N, o Principio
da Indugao Finita consiste verificar que:

(i) P(ng) é verdadeira

(71) Para todo n > ng, se P(n) é verdadeira entdao P(n+ 1) também é verdadeira.

Portanto P(n) é valida para todo n € N.

1
Exemplo 1.1 - Provar, usando inducao finita, que 1+2+3+---+n = @, que é

a soma dos n primeiros nimeros naturais.

Resolucao:



n(n+1 .
Queremos provar que P(n) : 1+2+3+---+n = g ¢é verdadeira, para
isso vamos usar inducao sobre n.

1
1) Tomando ng = 1, temos que P(1) : 1 = = + ):1, logo P(1) é
2

valida.
(74) Supondo que a propriedade é verdadeira para algum n > 1 teremos a vera-
(n+1)(n+2) 4
2

cidade para n + 1, ouseja P(n+1) : 1 4+2+3+---+n+(n+1) =
valida.
Partindo da nossa hipétese indutiva, P(n), vamos somar (n + 1) em ambos os

membros da igualdade, obtendo:
n(n+1)

L4243+ +n+(n+1)=——

+ (n + 1), isso equivale a:

n(n+1)+2(n+1)
2

(n+1)(n+2)
2
pelo Principio da Inducao Finita, a propriedade é verdadeira para todo n € N.

142434 ---+n+(n+1)= , logo:

14243+ -+n+(n+1) = , obtemos assim a P(n-+1). Portanto,

O Principio da Inducao Finita tem uma segunda forma conhecida como Principio
da Inducao Completa ou Segunda Forma do Principio da Indugao, ou ainda, Indugao

Forte. Essa segunda forma serd descrita no proximo teorema.

Teorema 1.2 - Seja P(n) uma sentencga aberta tal que:
(1) P(ng) é verdadeiro, e que
(77) ¥Yn, P(ng) e P(ng+1) e --- e P(n) = P(n+ 1) ¢é verdadeiro.

Entao, P(n) é verdadeiro para todo n > ny.

Demonstracao:

Vamos tomar o conjunto V' = {n € a+N;p(n)}. Queremos provar que o conjunto
W = (a+ N)\ V é vazio. Vamos supor, por absurdo, que vale o contrario. Assim, pelo
Principio da Boa Ordenagao, W teria um menor elemento k e, como sabemos, de (i) que
a ¢ W, dai, temos que existe n tal que k = a +n > a. Portanto, a,a+1,--- k=1 ¢ W,
logo a,a+1,---  k—1¢€ V. Por (ii) conclui-se que k =k —14+1 € V, o que contradiz o
fato de k € W. Portanto é verdadeiro que W = (a + N) \ V' é vazio.

Vamos utilizar essa forma do Principio da Inducgao Finita para demonstrar o

Teorema Fundamental da Aritmética na segao 1.6.1.



1.2.3 Adigao, multiplicagcao e ordem em Z

Sejam a, b e ¢ numeros inteiros quaisquer, em 7Z sao definidas as operacoes de
adi¢do (+4), multiplicacdo () e uma relacao de ordem (< menor do que ou igual), onde
sao validas as seguintes propriedades:

Ap - A adigao é associativa: (a+b) +c=a+ (b+c).

Ay - A adicao é comutativa: a +b= b+ a.

Az - A adicao tem um elemento neutro: a + 0 = a.

A, - Todo elemento de Z tem um elemento simétrico em relacao a adicao: a +
(~a) = (~a) +a=0.

M; - A multiplicagao é associativa: a.(b.c) = (a.b).c.

M - A multiplicacao é comutativa: a.b = b.a.

M - A multiplicagao possui um elemento neutro: 1.a = a.

AM - A multiplicagao é distributiva com relacao a adi¢ao: a.(b+ ¢) = a.b+ a.c.

O; - A relacao de ordem é reflexiva: a < a.

Os - A relacao de ordem é antissimétrica: a < be b < a entao a = b.

O3 - A relagao de ordem ¢é transitiva: a < be b < c entao a < c.

O, - A relagao de ordem é compativel e cancelativa em relagao a adigdo: a < b <

a+c<b+ec.

Usaremos a notagao a < b (a menor do que b) quando na rela¢ao a < b tivermos
a # b. Usamos também as notagdes b > a (b maior do que a) e b > a (b maior do que ou
igual a a) sempre que a < b ou a < b respectivamente.

A operagao da adicao nos permite definir a operacao chamada subtracao: dados
dois nimeros inteiros a e b, definimos o nimero b — a (b menos a) como sendo o resultado

da subtracao de a de b entao:
b—a=>b+(—a).

Outra propriedade muito importante dos nimeros inteiros é a chamada Proprie-

dade Arquimediana.
Corolario 1.1 - Dados a,b € Z, com b # 0, entao existe n € Z tal que nb > a.

Demonstracao:



Como |b| # 0 e nao existe nenhum ndmero inteiro n tal que 0 < n < 1, temos

que |b| > 1, dessa forma:
(lal + D)[b] = |a[ + 1 > |a| > a.

Tomando:
(i) n=|a|+1,seb>0,logonb>a;e

(t1) n=—(la| +1) ,se b <O.

1.2.4 Divisao em 7

A divisao entre dois numeros inteiros nem sempre é possivel, mas quando é
possivel expressamos isso com o conceito de divisibilidade. Mesmo quando a divisao nao
é possivel, pode-se efetua-la encontrando um “resto bem pequeno” através da chamada

divisao euclidiana. Vejamos esses conceitos a seguir.

1.2.4.1 Divisibilidade

Sejam a e b dois nimeros inteiros quaisquer, com a # 0, dizemos que a divide b
e representamos por a|b quando existir um nimero ¢ € Z tal que b = ca. Quando isso
acontece podemos dizer que a é um divisor ou um fator de b, ou ainda podemos dizer que
b é divisivel por a ou que b é um multiplo de a. Quando a nao divide b usamos a notacao
atb.

Para quaisquer inteiros a, b e ¢ sao validas as seguintes propriedades:

Dy: 1|a, ala e alo.

Dy: Ola < a=0.

Ds: alb se, e somente se |a| | |b|

Dy :se alb e blc entao alc.

As propriedades D; e Dy nos dizem que todo nimero inteiro a é divisivel por £1
e por +a, inclusive que 0|0. Assim, todo niimero inteiro divide 0, ou seja, 0 tem infinitos
divisores.

Utilizamos a notagao g e dizemos que ¢ = o para a, b e ¢ inteiros, com a # 0,

sempre que b = ca.
Proposicao 1.1 - Se a,b,c,d € Z, se alb e c¢|d = ac|bd.
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Demonstracao: Se alb e c|d entao existem k,y € Z tal que b = ka e d = yc. Dessa

forma bd = (ka).(yc) = (ky)(ac), portanto ac|bd.

1.2.4.2 Divisao euclidiana

Em sua obra Elementos, Euclides ja utilizava o fato de que é sempre possivel
efetuar a divisao de a por b deixando um resto considerado pequeno, apesar de que

Euclides s6 tratava com nimeros naturais.

Teorema 1.3 - Dados a, b inteiros existem dois inteiros unicos p, r tais que a = bg + r,

com 0 < r < |bl.

Demonstracao:

Vamos dividir a prova em dois itens: existéncia e unicidade.

(1) Existéncia: Pela propriedade arquimediana dos inteiros 3 ¢ € Z tal que —ba >
—a de modo que a—bg > 0. Seja S = {z = a—0bq;q € Z}N(NU{0}), onde x é o candidato
a resto.

Pelo Principio da Boa Ordenacgao, S tem um menor elemento, vamos denominéa-lo
r. Vamos supor que 0 < r < |b|, logo temos que r > 0, pois pertence a S. Agora, vamos
supor, por contradi¢ao, que r > |b| , ou seja, r = |b| + s onde s > 0 e s < r. Vamos
mostrar que s € S:

Sabemos que;
a=bqg+r=>bg+|bl+s=0bgLtb+s,
dependendo de b entao:
a=0b(g+1)+s,
sendo assim:
s=a—>blgt1)

ou seja: s € .S, o que é uma contradigao, pois 7 € o menor elemento.

Portanto,

r < |bl.

11



(#7) Unicidade: Para provar a unicidade vamos supor que existem ¢, ¢, e r' € Z
tais que: a = bqg+ 1,0 <r < |bl ea=0b¢ +1,0 <1 < |b], assim igualando as duas

equagoes obtemos:

bg+1r =>bg +1
entao:
0=blqg—¢q¢)+r—1
assim:
r'—r=>bq—dq)
logo:
" —r[ = [bl.lg — ¢ (1)
Multiplicando a inequagao 0 < r' < [b] por —1 e somando a 0 < r < |b|, obtemos:
—b] <r—71" < b
logo
r—r" < |b (2)
Substituindo (1) em (2) obtemos:
[bl.lg — 4’| < [b]
logo:
la—dl<1
isso implica que:
[q—q[=0
Portanto ¢ = ¢’ e, por (1),
r=r'.

Dessa forma, em uma divisao euclidiana b = aq + r temos que o numero b é
chamado dividendo, o niimero a divisor, os nimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente,

quociente e resto.
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1.2.5 Maultiplos inteiros de um nimero

Definicao 1.1 - Chamamos de miltiplo de um nimero inteiro ¢ ao nimero ma que

resulta da multiplicacao do niimero a pelo niimero m.

Seja um a um ndmero inteiro chamamos de conjunto dos multiplos de a ao con-

junto:
aZ ={a x d;d € Z}.

Os muiltiplos de um niimero inteiro possuem as propriedades abaixo, considerando
a e m numeros inteiros.

(7) 0 é multiplo de a.

(7i) Se m é um multiplo de a, entao —m ¢é multiplo de a.

(747) Um multiplo de um miltiplo de @ é um multiplo de a.

(iv) Se m e m’ sdo multiplos de a, entdo m +m' e m —m’ sdo também multiplos
de a.

(v) Se m e m' sdo multiplos de a, entdo em + fm’ é miltiplo de a, quaisquer que
sejam os inteiros e e f.

(vi) Se m~+m' ou m—m' é miltiplo de a e m ¢ multiplo de a, entao m’ é multiplo

de a.

1.3 Divisores de um numero inteiro

Defini¢ao 1.2 - Divisor de um nimero inteiro a é todo nimero inteiro b tal que b|a, ou

seja, a ¢ um multiplo de b.

O conjunto dos divisores de um inteiro a é representado por:

D(a) = {z € Z*;z|a}, onde Z* denota-se o conjunto dos inteiros nao nulos.
Exemplo 1.2 - O conjunto dos divisores de 12 é D(12) = {1,2,3,4,6, 12}.

Observe que para todo d € Z temos 1|d e d|0, inclusive quando d = 0, pois 0 é
multiplo de qualquer niimero. Note também que se d|a, entdo —d|a, d| — a e —d| — a,

para todo a € Z.
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Observe também que se a e d sdo nimeros naturais, com a # 0, e se d|a, entao
d < a. De fato, sendo @ um miltiplo natural ndo nulo do nimero natural d sabemos que
a>d.

Das duas propriedades acima segue que os divisores de um niimero inteiro formam

um conjunto finito de niimeros inteiros.

1.4 Maximo divisor comum entre dois nimeros

Definicao 1.3 - Dados dois niimeros inteiros a e b nao simultaneamente nulos é chamado
de méximo divisor comum de a e b ao maior divisor comum de ambos e representado por

mdc(a,b) ou simplesmente por (a, b).

A definicao dada por Euclides nos Elementos constitui-se um dos pilares de sua
aritmética:

Dizemos que um numero inteiro d > 0 é um maximo divisor comum (mdc) de a
e b, se possui as seguintes propriedades:

(7) d é um divisor comum de a e b, e

(7i) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Podemos reescrever as propriedades acima como:

(') da e d|b; e

(i7") se cla entao c|d.
Demonstragao: Vamos demonstrar (i') e (i4').
Para provar (i') vamos precisar do resultado a seguir:
Lema 1.1 - Sejam a,b,n € Z, se existe (a,b — na), entao (a,b) existe e
(a,b) = (a,b — na).

Demonstracao:
Seja d = (a,b—na). Como d|a e d|b — na segue que d|(b = b—na+ na). Logo d

¢ um divisor comum de a e b.

Para provar (i) vamos supor que existe ¢ € Z que divide a e divide b entao c|d.

De fato:
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se c|a e c|b entao c|la — bn, ou seja, ¢ é um divisor comum de b e a — bn, logo c|d.

Exemplo 1.3 - Dadosa € Z com a # 1 e m € N, temos que (
a

Resolucao:

De fato, a igualdade acima é trivialmente verificada se m = 1 e como:

m_ ] — 1D (qgm 1 m—=2 11 0 1m—1
a _(@-1).(a" " ta +-ta ):am_1+am_2+---+a+1

a—1 a—1
Entao:
a™ —1 m—1 m—2
(a_l,a—l):a +a" "+ Fa+1l
Temos que:
a™ —1 m—1 m—2
( 1,a—l):(a —14+ad" =14 +a—-14+41-14+mya—1)
a_
Logo:
am™ —1
( 1,a—l):(m.(a—l)—i—m,@—l):(m,a—l):(a—l,m).
a/_

1.4.1 Algoritmo de Euclides

Euclides, no livro VII da sua obra Elementos apresentou um método construtivo
do céalculo do mdc, esse método é conhecido como Algoritmo de Fuclides, é tido como um
primor do ponto de vista computacional e nao teve grandes aperfeicoamentos em mais de
dois mil anos.

Ele consiste na aplicagao do algoritmo da divisao euclidiana sucessivamente até
se obter o resto igual a zero, obtendo assim o mdc, que serd o ultimo resto nao nulo.

Sejam a,b € N, tomemos, sem perda de generalidade, que b < a. Se b = 1 ou
b = a ou ainda b|a, temos que (a,b) = a. Suponhamos entao que 1 < b < a e que b1 a.

Assim, pela divisao euclidiana podemos escrever:
a=0bqg +ry,com0<r <b

Dai temos duas possibilidades:

(a) r1]b. Nesse caso, r1 = (b,r1) e, pelo Lema 1.1, temos que:
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ri = (b,r1) = (b,a — qib) = (b,a) = (a,b),

e o algoritmo termina.

(b) m1 1 b. Nesse caso, fazemos a divisdo de b por 11, obtendo:
b=r1gs + 19, com 0 < 19 < 1q.

Novamente, temos duas possibilidades:

(a") ro|ry. Nesse caso, 1o = (r1,72) €, novamente, pelo Lema 1.1, temos:
ro = (r1,79) = (r1,b — qor1) = (r1,b) = (@ — ¢1b,b) = (a, b),

e aqui termina o algoritmo.

(0') m9 1 1. Nesse caso, efetuamos a divisao de 71 por ry, obtendo:
T =17T9q3 + 13, com 0 < r3 < ro.

Esse procedimento deve ser repetido até que pare, o que certamente vai acontecer,
pois caso contrario terfamos uma sequéncia de nimeros naturais b > r; > ry... que nao
possui um menor elemento, contrariando o Principio da Boa Ordenacgao. Logo, para algum
n, temos que r,|r,_1, o que implica que (a,b) = r,.

Podemos sintetizar essas operacoes no conjunto de equagoes a seguir:

a=bgqg +1r,com0<r <b
b=riqs + 19, com 0 <1y <7y

r1 = T9q3 + 13, com 0 < rg < ro
Tn—3 = "'n—2Qn—-1 + Tn—1, COM 0<rp1 <rp—2
Tn—2 = T'n—1Gqn + 0

Assim o mdc (a,b) é o dltimo resto nao nulo da sequéncia de divisdes descritas

acima, ou seja, (a,b) = r,_1.

Exemplo 1.4 - Calcular o maximo divisor comum dos ntmeros 24 e 278 utilizando o

algoritmo de Euclides:

Resolucao:

Utilizando o algoritmo da divisao euclidiana, podemos escrever as seguintes equacoes:
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2718 =24-11+ 14

24=14-1410

14=10-1+4
10=4-2+42
4=2-240

Assim, como o tltimo resto nao nulo é 2, temos que (278,24) = 2.

Em particular, para quando esse iltimo resto nao nulo for igual a 1, temos a

seguinte definicao:

Definigao 1.4 - Dois ntimeros a, b sdo ditos primos entre si ou coprimos, se (a,b) = 1.

1.4.2 Algoritmo de Euclides estendido

O algoritmo de Euclides estendido é uma outra versao do algoritmo de Euclides

que possibilita calcular ao mesmo tempo o mdc de dois nimeros a e b e determinar inteiros

m e n tais que (a,b) = ma + nb.

Tomando a > b para encontrarmos o mdc de a e b através do algoritmo estendido

montamos a matriz abaixo:

b 1 0
a 0 1

A=

Para o primeiro passo de aplicagao do algoritmo vamos subtrair da segunda linha

q1 vezes a primeira linha, onde ¢; é o quociente da divisao de a por b, obtemos assim a

matriz:

b1 0 b
Ay = =

a—bqg —q 1 (8]

onde 7y como o resto da divisao de a por b.

O préximo passo consiste, na matriz A;, subtrair da primeira linha ¢ vezes a

segunda linha, onde ¢, é o quociente de b por r1, obtendo a matriz:

b—qr 1+qqp —¢ o
AQ: pr—

T —q1 1 r1

onde 75 é o resto da divisao b por ry.
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O algoritmo continua reproduzindo o Algoritmo de Euclides para determinacao
do mdc de a e b, s6 que agora sobre as duas linhas da matriz, obtendo ao final uma matriz
B que terd 0 na em uma das linhas no elemento da primeira coluna e na outra linha
teremos (d,n, m), onde d = (a,b) e os inteiros m, n sao tais que (a,b) = ma-+nb. Vejamos

um exemplo:

Exemplo 1.5 - Calcular o maximo divisor comum dos niimeros 273 e 126 , utilizando o

algoritmo de Euclides estendido:

Para utilizar o algoritmo de Euclides estendido, temos:

126 1 0 126 1 0 126 1 0
— = —
273 0 1 273 -2x126 0—2x1 1-2x0 21 -2 1
126 —6x21 1—-6x(—2) 0—6x1 0 13 —6
= —
21 —2 1 21 -2 1

Portanto (273,126) =21l en=—2em =1 logo 21 =273 x 1 4+ 126 x (—2)

1.5 Minimo multipo comum

Chamamos de minimo multiplo comum de dois nimeros a e b inteiros ao menor
multiplo de ambos os niimeros, simultaneamente, e representamos por [a,b]. Em outras

palavras, temos a seguinte definicao:

Definicao 1.5 - Seja m € Z, com m > 0, dizemos que m é um minimo maultiplo comum
(mmec) dos nimeros inteiros a e b, se possuir as seguintes propriedades:
(7) m é um multiplo comum de a e b, e

(1) se ¢ é um multiplo comum de a e b, entao m|c

Exemplo 1.6 - Sejam os inteiros 3 e 4, temos que 24 ¢ um multiplo comum a ambos,
mas nao é o mmec de 3 e 4, pois temos ainda 12 que também é multiplo de ambos e 12|24,

assim o mmec de 3 e 4 é 12.

Proposicao 1.2 - Dados dois ntimeros inteiros a e b, temos que [a, b] existe e
[a,b](a,b) = |a.b]
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Demonstracao:

ab a b
Tomemos m = m € 7Z. Observemos que m e m sao inteiros e primos
a? a? a?
entre si, entao:
b a
(i) m = a.( ) = (@) .b e isso implica que m é multiplo comum de a e b; e
a? a?

(it) Se ¢ é um muiltiplo de a e também de b entdo ¢ = n.a = n'.b, agora temos

que provar que m|c.

T n.a n'.b a , b
emos: —— = ——, segue que: n.—— =n’. e
(a,b) ~ (ab) " T ) T )
a b : tre si ents
como e sao coprimos entre si entao:
(a,b) © (a,0) 7P
b . .
mm, o que implica que:
b " . . . o~
n = Wn , assim fazendo uma substituigao, obtemos:
a?
b 1 "
c=na= @ b)n .a =m.n", logo m|c.

Esse resultado nos permite encontrar o mmc através do algoritmo estendido de

Euclides, pois basta encontrar o mdc e aplicar essa proposicao.

1.6 Numeros primos

Definicao 1.6 - Um nimero natural diferente de 0 e de 1 e que é apenas multiplo de 1
e de si préprio é chamado de niimero primo. Um nimero diferente de 0 e de 1 que nao é

primo é chamado de niimero composto.

Em outras palavras, chamamos de niimeros primos a todo ntimero inteiro p maior
que 1 que s6 possui dois unicos divisores positivos: 1 e o préprio numero p.

Os numeros primos sao considerados nimeros especiais, pois desempenham um
papel importante dentro da teoria dos niimeros e, entre outras coisas, os seus produtos

representam todos os nimeros naturais, como veremos ainda nesta secao.
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1.6.1 Teorema fundamental da aritmética

Agora vamos apresentar um dos mais importantes resultados da Teoria de Numeros:

Teorema 1.4 - Teorema fundamental da aritmética: Todo nimero natural maior
do que 1 ou é primo ou se escreve de modo unico (ao menos da ordem dos fatores) como

um produto de nimeros primos.

Demonstracao:

Vamos usar o Principio de Indugao Completa ou Inducao Forte, como também é
conhecida para provar a existéncia do teorema.

Para n = 2, o resultado é obviamente verificado. Vamos supor que seja vélido
para todo niimero natural menor do que n e vamos provar que vale para n.

Se n é primo, nao ha nada a demonstrar, entao suponhamos que n seja composto.
Logo existem nimeros naturais n; e ng, tais que n = ning, com 1 <ny <nel <ng <
n. Sabemos, pela hipdtese indutiva que ny = pi.ps.--- .pr € Ny = q1.G2.- - .5, onde
P1-P2--++ Dr € q1-Go. - -+ .Qs SA0 numeros primos. Portanto n = py.ps. -+ pr.qi-qe. - - Qs
logo n é formado por um produto de primos.

Agora temos que provar a unicidade da escrita. Vamos supor que tenhamos
n = p1.pa2.--- .Dr = q1.G2. -+ .Gs, onde 0s p; e p; sdo nlimeros primos. Como p;|¢; entao

mlqi-qa. -+ .qs, logo p1 = ¢; para algum j, digamos que p; = ¢, entao pa.p3.--- .p, =

G2-G3- -+ .qs = x, assim x < n—+1, logo p(z) é verdadeiro por hipétese de indugao, ou seja,
x é fatoravel de modo 1inico como produto de niimeros primos, ou seja, r = pg.p3.- -« .pr =
¢2-q3. - - - .qs portanto r = s para cada p; = ¢; na fatoragao.

1.6.2 Identificacao de um nimero primo

Ja sabemos qual é a definicdo de niimeros primos, mas quantos niimeros primos
existem? E uma pergunta que Euclides respondeu no livro IX dos Elementos, onde deu

uma prova que até hoje é utilizada e considerada uma das pérolas da matematica.
Teorema 1.5 - Existem infinitos ntimeros primos.

Demonstracao:
Vamos supor que exista apenas um nimero finito de niimeros primos py, pa, - - - , Pr.

Tomemos um nimero natural n = pyps - - - p.+ 1 Temos que n possui um fator primo p, ou
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seja, n é multiplo de algum primo, que portanto deve ser um dos py, ps, - - - , p,, digamos:
p;, entao temos que p;|n. Mas consequentemente, p;|(n — pi.ps.--- .p,) = 1, ou seja, p

divide 1, o que é um absurdo, portanto, existem infinitos niimeros primos.

Respondida a pergunta sobre a quantidade de primos, ainda ha outro problema:
como identificar um nimero primo? Eratdstenes, que viveu por volta de 230 anos antes de
Cristo, criou o chamado Crivo de Eratdstenes, que permite determinar todos os niimeros
primos até a ordem que se desejar, mas esse método nao tem muita eficiéncia para ordem
muito elevada.

Para entendermos o Crivo de Eratéstenes vamos elaborar um quadro com nimeros
primos menores que 130.

Primeiro vamos escrever todos os nuimeros de 2 a 130 numa lista, conforme o

Quadro 1.1:

Quadro 1.1: Crivo de Eratostenes até 130

2 13[4 5]6 [ 7189710 1112713
14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
27 | 28 |29 |30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39
40 | 41 [ 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52
53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65
66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72 | 73 | 74 | 75 | 76 | 77 | 78
79 | 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 85 | 8 | 87 | 88 | 89 | 90 | 91
92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100 | 101 | 102 | 103 | 104
105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111 | 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117
118 | 119 | 120 | 121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129 | 130

Fonte: a autora, 2017

Agora vamos riscando todos os niimeros compostos do seguinte modo:

Risque todos os multiplos de 2 maiores que 2, ja que nenhum deles é primo.

O segundo numero nao riscado é 3, que é primo. Entao risque todos os multiplos

de 3, maiores que 3, pois esses nao sao primos.

O terceiro nimero nao riscado que aparece é o 5, que é primo. Entao risque todos

os nimeros multiplos de 5, maiores que 5, pois esses nao sao primos.

O quarto nimero nao riscado que agora aparece € 7, que é primo. Risque todos os

nimeros multiplos de 7 maiores que 7, pois esses Nao sao primos.
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e O quinto nimero nao riscado que agora aparece é 11, que é primo, repetimos o

procedimento de riscar os multiplos desse primo.

O préximo resultado nos garante que nao sera necessario continuar com esse

procedimento até chegar 130.

Lema 1.2 - Se um nimero natural n>1 nao é divisivel por nenhum nimero primo p tal

que p* < n, entdo ele é primo.

Demonstracao:

Vamos supor por absurdo, que n nao seja divisivel por nenhum ntimero primo p
tal que p? < n e que nao seja primo. Seja ¢ 0 menor nimero primo que divide n, entéo
n = qni , com ¢ < ny. Segue daf que ¢*> < qgn; = n. Logo, n é divisivel por um ntimero

primo ¢ tal que ¢*> < n, o que é um absurdo. Portanto segue a afirmacao do resultado.

Assim, na nossa tabela devemos ir até alcancarmos o nimero primo 11, pois o
proximo primo ¢ 13 e seu quadrado supera 130. Todos os niimeros nao riscados do nosso
quadro serao nimeros primos.

Podemos utilizar o Lema 1.2 como um teste de primalidade, assim para verificar

se um numero é primo, basta verificar que ele nao é divisivel por nenhum primo p menor

do que v/n.

1.6.3 Pequeno Teorema de Fermat

O resultado conhecido como Pequeno Teorema de Fermat foi uma das descobertas
mais importantes e simples de Fermat.
Antes de enunciarmos esse teorema, vejamos mais um resultado que auxiliard a

sua prova.

. , . , p : -
Lema 1.3 - Seja p um ndmero primo. Os nimeros , com 0 < ¢ < p sao todos
divisiveis por p.
Demonstracao:

Para p = 1, teremos o resultado ¢ trivial, pois 1 é divisor de qualquer ntmero.

Supondo para 1 < i < p, nesse caso, temos que: i![p(p—1)--- (p—i+1). Como (i!,p) =1,

22



1) (p—i+1
segue que il|(p—1) - - - (p—i+1), dai como Pl = p(p ) 'fp Lt ), logo o resultado
i!

é verdadeiro.

Agora ja podemos provar esse importante teorema.

Teorema 1.6 - Pequeno Teorema de Fermat: Seja p um ntimero primo qualquer,

tem-se que p divide a” — a, para todo a € Z.

Demonstracao:

Para p = 2 o resultado ¢ imediato ja que a®* — a = a(a — 1) é um niimero par,
pois trata-se de um produto de dois ntimeros consecutivos. Vamos supor que p é impar,
nesse caso basta provar para o caso a > 0, vamos fazer essa prova por indugao em a.

Para a = 0 o resultado é evidente pois p|0. Vamos supor que o resultado vale
para a, vamos prova-lo para a + 1. Utilizando a férmulda de Binomio de Newton, temos

que: (a+ 1) —(a+1)=da” —a+ P aP p a.

1 p—1
Assim, pela hipétese indutiva e pelo que vimos no Lema 1.3, temos que a” — a +

aP ™t b a ¢ divisivel por p, logo esta demonstrado o teorema.
1 p—1

Em consequéncia ao Pequeno Teorema de Fermat, segue o proximo resultado.

Corolario 1.2 - Se p é um nimero primo e se a é um niimero natural nao divisivel por

p, entdo p divide a?~! — 1.

Demonstracao:
Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que: pla(a?™' — 1) e como (a,p) = 1

consequentemente segue que: p]ap’1 — 1.

O Pequeno Teorema de Fermat é também um teste de primalidade, pois dado
m € N com m > 1, se existir algum a € N | com (a,m) = 1, tal que m { a™ " — 1, entdo

m nao ¢é primo.

1.7 Congruéncias

Boa parte do que veremos nessa segao foi introduzida por Gauss (1755-1855)

em seu livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801. Vamos agora introduzir a
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grande ideia de Gauss de desenvolver uma aritmética dos restos da divisao por um certo
niumero fixado. Essa ideia é o que chamamos de Aritmética dos Restos ou Aritmética

Modular.

Definicao 1.7 - Dado m um ntmero natural, diremos que dois nimeros inteiros a e b
sao congruentes modulo m, se os restos de suas divisoes euclidianas por m sao iguais.
Representamos por a = b mod m. Quando a relacao a = b mod m for falsa, diremos que

a e b nao sao congruentes modulo m, ou ainda, que a e b sao incongruentes médulo m.
Exemplo 1.7 - Temos que 35 = 19 mod 2, pois ambos deixam resto 1 na divisao por 2.

A relacao de congruéncia possui as seguintes propriedades:
Seja m € N. Para todos a, b, c € Z:

(1) a = a mod m.

(77) se a = b mod m, entdo b = a mod m.

(7i1) se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m.

O resultado a seguir nos permite saber se dois nimeros sao congruentes médulo

m sem precisar efetuar a divisao euclidiana e comparar os restos.

Proposicao 1.3 - Dados a,b,m € Z, com m > 1, tem-se que a = b mod m se, e somente

se, m|b — a.

Demosntracao:
Pela divisao euclidiana, podemos escrever a = mqg+7r com 0 < r < me b =
mq' + 1, com 0 < 1" < m, temos que: b —a =m(¢ —q) + (r' —r), portanto a = b mod

m se, e somente se, r = 1’, 0 que equivale a dizer que m|b — a, j& que |r —r'| < m.

O que torna muito util a relacao de equivaléncia é o fato de ela ser compativel

com as operacgoes de adi¢ao e multiplicacao nos inteiros, conforme a proxima proposigao.

Proposicao 1.4 - Sejam a,b,c,d, m € Z, com m > 1, tem-se:
(1) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entdo a + ¢ = b+ d mod m.

(i) Se a = b mod m e ¢ = d mod m, entao ac = bd mod m.

Demonstracao:

Vamos supor que a = b mod m e ¢ = d mod m , logo m|b — a e m|d — ¢ e assim::
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(7) temos que m|(b — a) + (d — ¢) e, portanto, m|(b+ d) — (a + ¢).
(1) temos que bd — ac = d(b— a) + a(d — ¢), logo m|bd — ac.

Também sao validos o resultado ao qual denominamos lei do cancelamento:

Corolario 1.3 - Sejam a,b,c,m € Z com m > 1 temos que a+c=b+cmod m < a=b

mod m.

Demonstracao:
Segue da proposicao 1.4 que se a = b mod m e ¢ = ¢ mod m, entao a +c=b+ ¢
mod m. Reciprocamente, temos que se a + ¢ = b+ ¢ mod m, entdo m|b+ ¢ — (a +¢) o

que implica que m|b — a, portanto a = b mod m.

O resultado anterior nos confirmou que vale a lei do cancelamento em relacao
a adicao. mas em relagao a multiplicagao nem sempre sera vélido, temos o seguinte

resultado relacionado com o cancelamento multiplicativo.

Proposicao 1.5 - Sejam a,b,c,m € Z com m > 1 temos que ac = bc mod m < a =b

m
mod .
(c,m)
Demonstracao:
m c - .
Como e sao coprimos, temos que:

(c,m)  (c,m)

ac = be mod m < m|(b—a)c <

(c,m)Kb_a)(c,m) & (C7m)|b—a(:)azbmod )

Corolario 1.4 - Para todo m € N, com m > 1 e a,b,c € Z, se (¢, m) = 1, entdo ac = bc

mod m < a = b mod m.

Demonstracao:

Pela proposigao 1.5, temos que, como (¢, m) = 1, entao:
mlac — be < n|(a —b)c < nla —b.
Com a notagao de congruéncia, podemos reescrever o Pequeno Teorema de Fer-

mat: Se p é um numero primo e a € Z, entao a” = a mod p. Além disso, se p { a, entao

a* ' =1 mod p.
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1.7.1 Aplicacoes de congruéncias

Através das relagoes de congruéncia podemos saber qual o critério, ou seja, qual a
caracteristica que o nimero deve ter para ser divisivel por um nimero inteiro dado. Essa
¢ uma das aplicagoes de congruéncia muito utilizada tanto no ensino fundamental como
no ensino médio, é o que chamamos de critério de divisibilidade de um ntmero inteiro.
Podemos encontrar o critério de divisibilidade para qualquer nimero inteiro utilizando a

aritmética modular. Veremos alguns desses critérios nas préximas segoes.

1.7.1.1 Critérios de divisibilidade por 3 e por 9

Como 10 = 1 mod 3 e 10 = 1 mod 9, segue que n;10° = n; mod 3 e n;10° = n;

mod 9. Entao, se n é representado na base 10 como n,n,_1 - - - ng, temos:

n=mn,+n._1+---+ngmod3

N="Np+Ny_1+--+-+mn9 mod9

o que prova que n é divisivel por 3 ou por 9 se, e somente se, n, + n,_1 + -+ +ng é
divisivel, respectivamente por 3 ou por 9. Assim, basta somar os algarismos do nimero

para saber se ele ¢é divisivel por 3 ou por 9.

1.7.1.2 Critérios de divisibilidade por 6

Vamos observar esses resultados obtidos com a utilizagao da definicao 1.7:

10 = 4 mod 6,
10> = 4% = 4 mod 6,
103 = 10%.10 = 4.4 = 4 mod 6,
10* = 10%.10 = 4.4 = 4 mod 6.

Assim temos que, 10° = 4 mod 6, para todo nimero natural i > 0. Vejamos se
realmente é verdadeira essa afirmacao.

Se um numero natural n é escrito no sistema decimal como n,n,_1 - - - ng, temos
que n = (ng + 10n; +10%ny + - - - +10"n,.) = (ng + 4nq + 4ny + - - - 4n,.) mod 6. Com isto,
temos que o resto da divisao de n por 6 é igual ao resto da divisao de ng+4n,+4ns+- - - 4n,
por 6. Logo, provamos que: um numero n = n,n,_1 ---ng ¢ divisivel por 6 se, e somente

se ng + 4ny + 4ns + - - - 4+ 4n,. € divisivel por 6.
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1.7.1.3  Critérios de divisibilidade por 11

Temos que 10 = —1 mod 11, elevando cada membro a 2i, obtemos que 10* = 1
mod 11 e, multiplicando membro a membro as duas congruéncias, pela proposicao 1.4,

obtemos:
10%™ = —1 mod 11.
Dessa forma, sendo n = n,. - - - ngngngnaning um numero escrito na base 10. Temos entao:

ng = ng mod 11
n110 = —ny mod 11

n210% = ny mod 11

Somando membro a membro as congruéncias acima, pela proposi¢ao 1.4, temos

que:
n=mny—mn1+ng—ng+---+ (—1)"nr mod 11.
Portanto, n é divisivel por 11 se, e somente se, é divisivel por 11 o nimero

ng—mny+ng—ng+ -+ (=1)"nr.

Veremos outras aplicagoes das congruéncias no proximo capitulo.

1.8 A funcao fi de Fuler

Definicao 1.8 - Dado um numero inteiro m, chama-se sistema completo de residuos
modulo m ao conjunto formado por todos os restos possiveis r; numa divisao de um
numero inteiro por m tal que 1 < r; < m. Esse sistema é dito reduzido médulo m quando

os elementos que nao sao primos com m sao retirados do sistema.

Denotaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos
modulo m > 1, isso corresponde a quantidade de niimeros naturais entre 0 e m — 1 que

sao primos com m. Definindo ¢(1) = 1, temos definida uma importante fungao:

p:N— N
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chamada fi de Fuler.
Assim: p(m):={a€N:(a,m)=1el<a<m}.

Pela definicao, temos que:
¢(m) < m — 1, para todo m > 2.

Além disso, se p é primo, entdao ¢(p) = p — 1. Assim, pelo Teorema Fundamental da

Aritmética, basta sabermos calcular a funcao para cada uma das poténcias de primos.
Temos que dentre, 1,2,...,p", com p primo e r natural, nao sao coprimos com

p" aquele que tem p como fator primo, a saber p, 2p, 3p, ...,p" 'p, portanto p" — p" ! séo

os coprimos, logo temos a férmula:

T T 7 — ' 1
p@)=p —p " =p (1—}—9)

Param>les.endomzjz)(l11 <e- pi" ) teremos:
1 1
(83 an
(m) =7} (=) (=)

Para facilitar os calculos podemos reescrever essa formula:
P ) =T Py T = 1) (e — 1),
Exemplo 1.8 -- Calcular ¢(48):

Resolucao:
Escrevendo o niimero 48 como produto de fatores primos temos 48 = 2%.3. Assim,

calcular ¢(48) equivale a calcular ¢(2* - 3), logo

p48) =21.3"1.2-1)-(3-1)=8-1-1-2=16.
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Capitulo 2
Aplicacoes da aritmética

Nesse capitulo iremos estudar algumas das aplicagoes da aritmética onde serao

aplicados muitos dos conceitos estudados no capitulo anterior.

2.1 Coddigos de barras
As referéncias para essa se¢ao sao: Milies (2006) e Takahashi (2015).

Os cédigos de barras sao mundialmente utilizados e apesar disso, grande parte
da populacao nao sabe o que eles representam nem como ele sao elaborados. Todos se
deparam com cédigos de barras diariamente, pois eles sao utilizados em muitos produtos
comercializados na era atual. Takahashi (2015, p.281) diz: “O cédigo de barras é uma
forma de representacao grafica que viabiliza a captura automética dos dados por meio de
leitura Optica nas operacoes automatizadas.”

Nesse capitulo vamos explicitar como sao criados os codigos de barra, o que
significam as barras verticais e os ntimeros representados abaixo delas, e qual a relacao

deles com a aritmética. Antes disso, vamos entender como foram criados.

2.1.1 Histéria dos cédigos de barras

Em 1952, Joseph Woodland e Bernard Silver patentearam o que eles chamaram
de “uma classificagao de artigos através de identificacao de padroes”, um cdédigo que
consistiam em um padrao de circunferéncias concéntricas de espessura variavel, esse foi o

primeiro modelo de cédigos de barras conhecido, conforme a figura abaixo:
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MOTE: LIMNES &7, B, AND O ARE LESS
REFLECTIVE THAMN LINES 10,

Figura 2.1: Primeiro cédigo de barras
Fonte: USPTO Patent Drawing, 2012

Em 1973, o UPC (Universal Product Code) foi adotado nos Estados Unidos e
Canada. Esse cddigo foi elaborado por George J. Laurer, através da empresa IBM (Inter-
national Business Machines) que apresentou a proposta vencedora a solicitacao de criagao
de um cédigo numérico feito pela empresa de assessoria Mc Kinsey & Co., junto com a
Uniform Grocery Product Code Council que haviam definido um formato numérico para
identificar produtos. Esse codigo possuia doze digitos em formato de barras claras e es-
curas como os codigos que vemos atualmente, seguindo rigorosos padroes e ainda hoje é
usado pelos Estados Unidos e Canada.

O UPC-A, como é chamado atualmente, fez muito sucesso e diversos paises da
Europa também se interessaram por ter um codigo padrao que identificasse seus produtos
e foi criado um conselho para estudar essa possibilidade e, posteriormente foi criada uma
entidade sem fins lucrativos a qual deram o nome EAN (FEuropean Article Numbering
Association). Entdao em 1976, Laurier ciou o EAN-13, European Article Numbering sys-
tem, com treze digitos que agora identificam também o pais de origem do produto, mas
alguns paises usam esse mesmo coédigo com um nome diferente. Esse é o cédigo utilizado

atualmente por diversos paises, inclusive o Brasil.
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Figura 2.2: Exemplos de cédigos UPC-A e EAN-13
Fonte: GS1 Brasil, 2017

Para fazer a leitura de um cédigo de barras, é necessario um aparelho chamado
scanner. Um scanner é um aparelho de leitura 6tica que permite converter imagens,
fotos, ilustracoes e textos em papel em um formato digital que pode ser manipulado
em um computador. Ha varios tipos de scanner, mas o principio de funcionamento é
basicamente o mesmo: o principio da refletancia da luz, que consiste em posicionar a
imagem de forma que uma luz a ilumine. Um sensor capta a luz refletida pela figura,
formando assim uma imagem digital. Esse sensor que capta a imagem é chamado de
dispositivo de carga acoplado (CCD), é a peca principal do scanner. Esse tipo de sensor
transforma a luz refletida em sinais elétricos que por sua vez, sao convertidos em bits
através de um circuito denominado conversor analégico-digital. Quanto mais forte for
a luz, maior serd o acumulo de carga elétrica na placa. Todo o resto depende de um
programa chamado reconhecimento 6ptico de caracteres (OCR) que captura a imagem no
CCD, podendo assim converter o conteudo da folha de papel em linguagem de software.
Assim o scanner vai gerando cada caractere a partir da leitura do mapa de bits, ou bitmap.

O scanner que faz a leitura de codigos de barras faz a decodificacao do codigo de
barras através de um processo de emissao de uma feixe luminoso vermelho que percorre
todas as barras presentes no documento. A luz é absorvida onde as barras forem escuras
e refletida onde as barras forem claras, fazendo a captura das informagoes em poucos
segundos e repassando os dados ao computador que exibira a informagao procurada.

O mercado atual tem se tornado cada vez mais exigente principalmente em relacao
a agilidade em que as informagoes sao processadas, por isso, o cdédigo de barras tem sido
um instrumento essencial facilitador principalmente nas transagoes comerciais. Criou-
se uma expectativa de que os cddigos de barras, além de fornecer niimeros exclusivos

de identificacao, tragam mais informacoes como data de validade, nimeros de série e
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nimeros de lote. Com essa nova tendéncia em 1994, a empresa japonesa Denso- Wave
criou um cédigo bidimensional QR-Code (quick response code) capaz de armazenar sete
mil e setenta e nove caracteres numéricos, quatro mil e duzentos e noventa e seis caracteres
alfa numéricos, dois mil e novecentos e cinquenta e trés binarios e até mil e oitocentos e
dezessete caracteres japoneses. Dessa forma, sao muitas as aplicagoes desse codigo e ele
possui a facilidade de nao precisar de um scanner para ser lido, isso pode ser feito através

de uma camera de celular, por exemplo.

ORI

Figura 2.3: Exemplo de um QR-Code
Fonte: Techtudo Informatica, 2014

Na préxima secao vamos entender como se da a identificagao de produtos através

de um codigo de barras do tipo UPC-A e EAN-13, que serao nossos objetos de estudos.

2.1.2 Conhecendo um cédigo de barras

Nessa secao vamos entender o que é um codigo de barras, o que representam as
barras verticais e os niimeros que ficam embaixo delas. Vamos estudar com mais detalhes
apenas os cddigos UPC-A e EAN-13 que sao os mais utilizados atualmente.

Um cédigo de barras é um conjunto de informacoes representadas graficamente
através de barras verticais brancas e pretas para serem lidas por um computador através
de uma leitura optica feito por um scanner. As barras verticais sao, na verdade, listras
brancas ou pretas de quatro espessuras: finas, médias, grossas e muito grossas. As listras
pretas sao representadas pelo algarismo um e as listras brancas pelo algarismo zero, trans-
formando o formato de barras para o formato binario que é a linguagem computacional.
A espessura da listra é representada utilizando a quantidade de um a quatro algarismos,
de forma que temos os simbolos 0, 00, 000 ou 0000 para representar uma listra branca
fina, branca média, branca grossa ou branca muito grossa, respectivamente. De forma
andloga, temos os simbolos 1, 11, 111 ou 1111 para representar uma listra preta fina, preta

média, preta grossa ou preta muito grossa, respectivamente. Ha algumas listras que sao
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maiores que as demais, essas sao chamadas de separadores e nao representam numeros.

Cada conjunto de quatro listras, duas brancas e duas pretas formam um nimero
do cédigo e cada nimero é representado por uma sequéncia predefinidas de sete digitos.
Uma curiosidade é, que para qualquer niimero dado, o conjunto das quatro barras que o
representa ocupa sempre a mesma area do codigo. O cddigo é organizado para ser lido
tanto iniciando pela direita como iniciando pela esquerda. Isso é possivel porque quando
o cédigo ¢ lido do lado oposto os digitos sao invertidos, ou seja, cada digito zero é trocado
por um digito um e vice versa. Para reconhecer de qual lado esta sendo lido, o computador
analisa a paridade de digitos iguais a um, sendo que, no cédigo UPC-A, por exemplo, do
lado esquerdo ha um ntmero impar e do lado direito ha um nimero par de digitos iguais
a um.

Outra curiosidade é o porquée da utilizacao de sete digitos para representar cada
algarismo nos codigos de barras. Temos que cada algarismo precisa ser representado
na linguagem de bits para que o computador processe a informagao. Vamos responder
a seguinte pergunta: é necessario um conjunto de quantos bits para representar os dez
algarismos do nosso sistema decimal? Precisamos que cada algarismo seja representado
por um mesmo numero de barras pretas e brancas, de espessuras diferentes, pois o ntimero
de digitos um e zero precisam ser de paridades diferentes. Além disso, precisamos de duas
representacoes para cada algarismo para que eles sejam lidos de forma diferente do lado
esquerdo e do direito, logo temos que ter um codigo com vinte representagoes diferentes

que atendam aos requisitos citados. Vamos analisar as possibilidades:

e Se utilizarmos somente dois bits, podemos escrever quatro “palavras” (conjunto de
bits), conforme o quadro abaixo, tendo no méximo duas “palavras” que utilizam o
mesmo numero de barras, nesse caso, duas barras, logo sé poderiamos representar

um unico algarismo;

Quadro 2.1: “Palavras” com dois bits

100]01]10]11|

Fonte: a autora, 2017

e Se utilizarmos trés bits, podemos escrever oito “palavras”, conforme o quadro abaixo,

tendo no maximo quatro delas que utilizam um nimero igual de barras, sendo duas
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barras, logo s6 poderiamos representar dois algarismos;

Quadro 2.2: “Palavras” com trés bits

[000 [ 001 010 [011]100 [ 101 [ 110 | 111 ]

Fonte: a autora, 2017

e Se utilizarmos quatro bits, podemos escrever dezesseis “palavras”, conforme o qua-

4

dro abaixo, tendo no maximo seis “palavras”que utilizam trés barras ou seis “pala-

vras” com duas barras, logo s6 poderiam representar trés algarismos;

Quadro 2.3: “Palavras” com quatro bits

0000 | 0001 | 0010 | OO11 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111
1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111

Fonte: a autora, 2017

e Se utilizarmos cinco bits, podemos escrever trinta e duas “palavras”, conforme o
quadro abaixo, tendo no maximo doze “palavras” que utilizam trés barras e oito
que utilizam quatro barras, logo sé poderiam representar quatro algarismos com
um numero igual de barras pretas e brancas ou seis algarismos com quantidades

diferentes de barras pretas e brancas;

Quadro 2.4: “Palavras” com cinco bits

00000 | 00001 | 00010 | 00011 | 00100 | 00101 | 00110 | 00111
01000 | 01001 | 01010 | 01011 | 01100 | 01101 | 01110 | 01111
10000 | 10001 | 10010 | 10011 | 10100 | 10101 | 10110 | 10111
11000 | 11001 | 11010 | 11011 | 11100 | 11101 | 11110 | 11111

Fonte: a autora, 2017

e Se utilizarmos seis bits, podemos escrever sessenta e quatro “palavras”, conforme
o quadro abaixo, tendo até vinte “palavras” que utilizam trés barras ou até vinte

" " . : .
palavras” que utilizam quatro barras, que poderiam representar dez algarismos
com um numero igual de barras pretas e brancas ou dez algarismos com quantidades
diferentes de barras pretas e brancas. Apesar de atender quase todos os requisitos

necessarios, cada representacao tem a mesma paridade de digitos um e zero, logo o
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computador nao teria como identificar se a leitura ocorre pelo lado direito ou pelo

lado esquerdo.

Quadro 2.5: “Palavras” com seis bits

000000 | 000001 | 000010 | 000011 | 000100 | 000101 | 000110 | 000111
001000 | 001001 | 001010 | 001011 | 001100 | 001101 | 001110 | 001111
010000 | 010001 | 010010 | 010011 | 010100 | 010101 | 010110 | 010111
011000 | 011001 | 011010 | 011011 | 011100 | 011101 | 011110 | 011111
100000 | 100001 | 100010 | 100011 | 100100 | 100101 | 100110 | 100111
101000 | 101001 | 101010 | 101011 | 101100 | 101101 | 101110 | 101111
110000 | 110001 | 110010 | 110011 | 110100 | 110101 | 110110 | 110111
111000 | 111001 | 111010 | 111011 | 111100 | 111101 | 111110 | 111111

Fonte: a autora, 2017

e Se utilizarmos sete bits, podemos escrever cento e vinte e oito “palavras”, conforme
o quadro abaixo, tendo até quarenta “palavras” que utilizam quatro barras, ou seja,
quantidade suficiente para representar os dez algarismos com um ntmero igual de
barras pretas e brancas, com digitos que tem paridades diferentes, possibilitando ao

computador identificar o lado direito ou esquerdo a ser lido.

Quadro 2.6: “Palavras” com sete bits

0000000 | 0000001 | 0000010 | 0000011 | 0000100 | 0000101 | 0000110 | 0000111

0001000 | 0001001 | 0001010 | 0001011 | 0001100 | 0001101 | 0001110 | 0001111

0010000 | 0010001 | 0010010 | 0010011 | 0010100 | 0010101 | 0010110 | 0010111

0011000 | 0011001 | 0011010 | 0011011 | 0011100 | 0011101 | 0011110 | 0011111

0100000 | 0100001 | 0100010 | 0100011 | 0100100 | 0100101 | 0100110 | 0100111

0101000 | 0101001 | 0101010 | 0101011 | 0101100 | 0101101 | 0101110 | 0101111

0110000 | 0110001 | 0110010 | 0110011 | 0110100 | 0110101 | 0110110 | 0110111

0111000 | 0111001 | 0111010 | 0111011 | 0111100 | 0111101 | 0111110 | 0111111

1000000 | 1000001 | 1000010 | 1000011 | 1000100 | 1000101 | 1000110 | 1000111

1001000 | 1001001 | 1001010 | 1001011 | 1001100 | 1001101 | 1001110 | 1001111

1010000 | 1010001 | 1010010 | 1010011 | 1010100 | 1010101 | 1010110 | 1010111

1011000 | 1011001 | 1011010 | 1011011 | 1011100 | 1011101 | 1011110 | 1011111

1100000 | 1100001 | 1100010 | 1100011 | 1100100 | 1100101 | 1100110 | 1100111

1101000 | 1101001 | 1101010 | 1101011 | 1101100 | 1101101 | 1101110 | 1101111

1110000 | 1110001 | 1110010 | 1110011 | 1110100 | 1110101 | 1110110 | 1110111

1111000 | 1111001 | 1111010 | 1111011 | 1111100 | 1111101 | 1111110 | 1111111

Fonte: a autora, 2017
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Os quadros apresentados acima foram construidos a partir de um algoritmo que

serd apresentado na secao 3.1.

2.1.2.1 Cébdigo de barras UPC-A

O cédigo UPC-A possui doze algarismos, sendo que o primeiro algarismo repre-
senta a categoria do produto, os cinco algarismos seguintes representam o fabricante, os
proximos cinco algarismos identificam o produto e o ultimo algarismo é chamado de digito
verificador ou de controle.

Vejamos como os niimeros sao predeterminados na tabela abaixo:

Tabela 2.1: Correspondéncia dos digitos no cédigo UPC-A

Digito | Do lado esquerdo | Do lado direito
0 0001101 1110010
1 0011001 1100110
2 0010011 1101100
3 0111101 1000010
4 0100011 1011100
5 0110001 1001110
6 0101111 1010000
7 0111011 1000100
8 0110111 1001000
9 0001011 1110100

Fonte: Milies, 2006

Dessa forma quando queremos representar o niimero cinco com barras devemos
usar uma listra branca fina, uma listra preta média, uma listra branca grossa e uma listra
preta fina, nessa ordem, para ser lido pela esquerda. Agora, o mesmo numero cinco se
for lido pela direita devera ser representado por uma listra preta fina, uma listra branca
média, uma listra preta grossa e uma listra branca fina nessa ordem. Para decodificar
qual lado esta sendo lido, observa-se que cada sequéncia do lado esquerdo tem um ntimero
impar de digitos iguais a um e cada sequéncia do lado direito tem um numero impar de
digitos iguais a zero. Dessa forma a maquina analisa a paridade dos niimeros e reconhece

de que lado estd sendo lido. Essa codificacao serve para o cédigo UPC-A.
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2.1.2.2 Cébdigo de barras EAN-13

O cédigo EAN-13 possui treze algarismos, comecando pelo lado esquerdo temos:
os dois ou trés primeiros identificam o pais onde o produto foi fabricado, os quatro ou
cinco seguintes antes das barras centrais, indicam o fabricante; do lado direito temos: os
primeiros cinco algarismos logo apds as barras centrais indicam o produto especifico desse
fabricante e o tultimo algarismo é o disco verificador ou de controle.

O codigo EAN-13 foi criado com um algarismo a mais para que seja identificado o
pais fabricante, mas os mesmos leitores de codigos de barras conseguem reconhecer tanto
o c¢6digo EAN-13 como o UPC-A| pois foi acrescentado o algarismo zero ao cédigo UPC-A
para que isso fosse possivel. Segundo Milies (2006, p. 5):

Como era necessario adicionar um digito e também manter o mesmo padrao
de tamanho do cédigo de barras, para nao ter que modificar todas as leitoras,
a ideia utilizada foi fazer com que o novo digito estivesse implicito na forma
de escrita de todos os outros. Para isso, nao foi modificada a codificacdo do
lado direito (permitindo assim que as leitoras continuassem a identificar o lado
correspondente) mas a codificagao do lado esquerdo varia, dependendo do digito
inicial.

Do mesmo modo que o codigo UPC-A; o cédigo EAN-13, cada algarismo é for-
mado por sete digitos e as barras maiores separam o codigo em lado esquerdo e direito.
Do lado esquerdo do cédigo EAN-13, cada algarismo tera duas representacoes, podendo

ser representado por um nuimero par ou por um numero impar de digitos iguais a um,

como podemos observar na tabela seguinte:

Tabela 2.2: Codificagao do cédigo EAN-13:

Algarismo | Do lado esquerdo impar | Do lado esquerdo par | Do lado direito
0 0001101 0100111 1110010
1 0011001 0110011 1100110
2 0010011 0011011 1101100
3 0111101 0100001 1000010
4 0100011 0011101 1011100
5 0110001 0111001 1001110
6 0101111 0000101 1010000
7 0111011 0010001 1000100
8 0110111 0001001 1001000
9 0001011 0010111 1110100

Fonte: Milies, 2006

O primeiro algarismo do cédigo EAN-13 nao vai aparecer, ou seja, nao tera barras
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para representa-lo. Esse primeiro algarismo tem a funcao de determinar a paridade de
digitos um que serao utilizados para representacao dos demais algarismos que estao do

lado esquerdo do codigo. Essa variacao da paridade obedece os critérios da tabela a seguir:

Tabela 2.3: Codificacao do algarismo inicial de acordo com a paridade de digitos 1 de
cada algarismo que aparece do lado esquerdo do EAN-13

Algarismo inicial | 1° 20 39 4° 59 6°
0 Impar | Impar | Impar | Impar | Impar | Impar
1 Impar | Impar | Par | Impar | Par Par
2 Impar | Impar | Par Par | Impar | Par
3 Impar | Impar | Par Par Par | Impar
4 Impar | Par | Impar | Impar | Par Par
5 Impar | Par Par | Impar | Impar | Par
6 Impar | Par Par Par | Impar | Impar
7 Impar | Par | Impar | Par | Impar | Par
8 Impar | Par | Impar | Par Par | Impar
9 Impar | Par Par | Impar | Impar | Par

Fonte: Milies, 2006

Assim, quando o algarismo inicial é zero, o cdigo EAN-13 fica idéntico ao codigo
UPC-A, de forma que um mesmo leitor consegue ler a ambos os cédigos. Tomando como
exemplo um cédigo de barras de um produto produzido no Brasil: 7896644418188, temos
que o primeiro algarismo é sete, e este devera estar implicito através da paridade de digitos
um na codificacao dos demais seis algarismos que compoem o lado esquerdo do cédigo,
que pela tabela 2.3 nos da: fmpar, par, impar, par, impar, par. Através da tabela 2.2,

obtemos a correspondéncia:
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Tabela 2.4: Codificagdo do nimero 7896644418188 para o cdédigo EAN-13

Algarismo | Referéncia (lado) | Codificacao
8 Esquerdo impar 0110111

9 Esquerdo par 0010111
6 Esquerdo impar 0101111
6 Esquerdo par 0000101
4 Esquerdo impar 0100011
4 Esquerdo par 0011101
4 Direito 1011100
1 Direito 1100110
8 Direito 1001000
1 Direito 1100110
8 Direito 1001000
8 Direito 1001000

Fonte: a autora, 2017

Assim, o codigo desse produto é o cédigo da figura 2.4:

718966441418188

J

Figura 2.4: Coédigo de barras de um produto fabricado no Brasil
Fonte: Trio Administrador, 2013

Podemos observar que, assim como no cédigo UPC-A, cada representacao de um
algarismo (conjunto de sete digitos), representam quatro barras, cuja espessura e cor
depende da repeticao de zeros e uns.

Na proxima secao vamos descobrir qual a utilidade do ultimo digito de um cédigo

de barras EAN-13.

2.1.3 Digito verificador de erros do cédigo EAN-13

Ja sabemos que no cédigo EAN-13 é formado por treze digitos, onde os dois ou
trés primeiros representam o pais de origem do produto (no caso do Brasil é 789), os
digitos seguintes até as barras centrais representam a empresa fabricante, os cinco digitos

logo apés as barras centrais, indica o produto (sao escolhidos pela empresa), e o iltimo
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digito é o digito verificador. Esse digito verificador é utilizado para que através dele o
computador reconhega se ha algum erro na digitacao do cédigo de barras.

Assim, os doze primeiros digitos sao fixos e o cddigo verificador é determinado
através de alguns calculos de aritmética. Vamos entender como se da esse processo no

passo a passo a seguir:

1. Primeiro vamos identificar os doze digitos iniciais como ajasasay...a11a12 € vamos

identificar o cédigo verificador por .

2. Para facilitar, vamos chamar essa sequéncia de o = (aq, as, as, ay, ..., a1y, a2, ). Os
cédigos de barra EAN-13 utilizam uma sequéncia de pesos identificada por f =

(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).

3. Calcula-se agora o produto entre as duas sequéncias de forma escalar, ou seja, o
produto do primeiro item de « pelo primeiro item de § mais o produto do segundo
item «a pelo segundo item de [ e assim sucessivamente:

a.0 = (a1, as,as, a4, ...,a11,a12,).(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) entao

a.f =1l.a1+3.as+1.a3+3.a5+1.a5+3.a6+1.a7+3.as+1.a9+3.a10+1.a11+3.a10+ 1.2
logo

a.f = (a1 +az+ a5+ ar + ag + ar; + ) + 3.(as + a4 + ag + ag + ajp + a12)

4. A escolha de z é feita de tal modo que o produto escalar «.f seja um miultiplo de

dez, ou seja a.f = 0 mod 10.
Vamos ver um exemplo:

Exemplo 2.1 - Vamos descobrir através do método apresentado para o cédigo EAN-
13, qual é o digito verificador de um cédigo de barras cujos primeiros doze digitos sao:

7898355741001.

Tomemos a = (7,8,9,8,3,5,7,4,1,0,0,1,z) e = (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3, 1),
logo o produto:
af=T+9+3+7+14+0+2)+3(8+8+5+4+0+1). Assim queremos:
a.f0 =27+ x)+ 78 =105+ = = 0 mod 10, logo temos que z = 5, portanto o cédigo de
barras completo é 78983557410015.
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Através do digito verificador também é possivel descobrir algum ntmero que

esteja faltando no cédigo de barras, como no préximo exemplo.

Exemplo 2.2 - Um cédigo de barras estava com um nimero danificado, conforme figura

abaixo. Utilizando o cédigo verificador, vamos descobrir o nimero que esta faltando.

898357141.°892

Figura 2.5: Cdédigo de barras do exemplo 2.2
Fonte: Digital Song, 2009

7

Vamos denominar de x o nimero que nao esta visivel, e procedendo como no
exemplo anterior, temos:

a=(7,8,9,8,3,5"7,4,1,2,8,9,2) e 5 =(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1), logo

af=(T+94+3+7+1+84+2)+3.(84+8+5+4+2+9) =139+ 3z = 0 mod10.
Assim 139 + 3z é um multiplo de 10, logo o tnico valor para x é 7, portanto o

cédigo de barras completo é 7898357417892.

2.1.4 Digito verificador de erros do cédigo UPC-A

A determinacao do digito verificador no cédigo UPC-A ¢é feita de forma analoga
ao cddigo EAN-13, mas como o UPC-A tem um digito a menos, a sequéncia de pesos fixa

também tem um digito a menos, assim § = (3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).
Exemplo 2.3 - Vamos determinar o digito verificador no cédigo UPC-A: 03600029145.

Chamando de y ao digito procurado, temos:
a=(0,3,6,0,0,0,2,9,1,4,5,y) e 5 =(3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1).
Dessa forma,
aB=0B4+0+0+9+4+y)+3.(0+6+0+2+1+5)=0 modlo.
Assim: 16 +y + 42 = 58 + y = 0 mod10 ,

logo y = 2.
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2.2 QOutros codigos de identificacao

O mundo atual é comandado por ntimeros, pois precisamos deles desde ao acordar
até o adormecer. O mesmo podemos dizer sobre os codigos de identificacao, pois nos
deparamos com cédigos no comércio, nas bibliotecas, nos hospitais, enfim em todos os
lugares. A aritmética estd por tras de todos esses codigos. Veremos nas proximas segoes

a aplicacao da aritmética em mais alguns deles.

2.2.1 Cadastro de Pessoa Fisica: CPF

O Cadastro de Pessoa Fisica - CPF é um cédigo identificador que todo cidadao
brasileiro deve ter, registrado pela Receita Federal do Brasil. O CPF é composto por onze
digitos, sendo que os dois ultimos sao os digitos de controle. Os oito primeiros digitos sao
escolhidos aleatoriamente, mas o nono digito é o digito que representa o estado em que

foi emitido o CPF, conforme tabela abaixo:

Tabela 2.5: Cédigo dos estados brasileiros: nono digito do CPF

Cadigo Estado
0 Rio Grande do Sul
Distrito Federal, Goias, Mato Grosso, Mato Grosso do Sul e Tocantins
Acre, Amapd, Amazonas, Pard, Rondonia e Roraima
Ceara, Maranhao, Piaui
Alagoas, Paraiba, Pernambuco e Rio Grande do Norte
Bahia e Sergipe
Minas Gerais
Espirito Santo e Rio de Janeiro
Sao Paulo
Parana e Santa Catarina

O| 0| | O U | W[ DO —

Fonte: ACE Taboao da Serra, 2010

Para encontrar o primeiro digito de verificacao que corresponde ao décimo digito
do CPF, temos que resolver uma congruéncia médulo 11.

Tomemos os nove primeiros digitos como a sequéncia: a;a203a4a506070809 € VAINOS
multiplica-los pelo seu respectivo numero de ordem e somar esses produtos. A essa soma
chamaremos 57, Dessa forma teremos que S; = x modll, onde x é o décimo digito do

CPF.

Vejamos um exemplo:
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Exemplo 2.4 - Seja o CPF 822.237.691-87. Vamos verificar se o primeiro digito verifi-

cador esta correto:

Tomemos (a1, as, as, a4, as, ag, ar, ag, ag) = (8,2,2,2,3,7,6,9,1), agora vamos cal-
cular a soma S;:

S1=81422+23+24435+76+6.7T4+9.84+1.9=206=x modll.

Portanto x = 8 que corresponde exatamente ao décimo digito do CPF citado.

Para encontramos o tltimo digito verificador que corresponde ao décimo primeiro
digito do CPF, vamos utilizar os dez primeiro digitos representando-os pela sequéncia pro-
cedendo de forma analoga ao procedimento para encontrar o décimo digito. Multiplicando
os dez digitos pelo seu respectivo niimero de ordem (com a posicao inicial igual a zero)
e somando esses produtos encontramos a soma S, que sera congruente a y modulo onze,

onde y é o digito procurado.

Exemplo 2.5 - Retomando o exemplo 2.4, vamos conferir o décimo primeiro digito.

Tomemos (ag, a1, as, as, as, as, ag, a7, as, ag) = (8,2,2,2,3,7,6,9,1,8,7), agora va-
mos calcular a soma Ss:

Sy =80+21422+23+344+754+6.6+9.7+18+8.9 =238 =y modll

Portanto y = 7, que corresponde exatamente ao ultimo digito do CPF apresen-

tado.

2.2.2 Coddigo ISBN

O codigo ISBN - International Standard Book Number - é um c6digo numérico
composto de treze algarismos reconhecido internacionalmente para identificar livros e
publicacoes nao periddicas. Esses treze nuimeros sao dispostos de forma a identificar o
titulo, o autor, o pais, a editora e até a edicao. Ele foi criado em 1967 por editores
ingleses e, a partir de 1972, passou a ser aceito internacionalmente. Inicialmente possuia
dez digitos, mas em janeiro de 2007 passou a compor treze digitos com a adocao do prefixo
978 com o objetivo de aumentar a capacidade do sistema. Para diferenciar os cédigos sao
chamados ISBN-10 e ISBN-13.

Cada cédigo ISBN se aplica a uma tinica obra e edi¢ao, nao se repetindo jamais em
outra. O sistema numérico é convertido em um cédigo de barras que facilita a circulagao

e comercializagao internacional.
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O sistema é controlado pela Agéncia Internacional do ISBN em Berlim, na Ale-
manha que coordena, orienta e delega poderes as agencias nacionais. A agéncia brasileira
é representada pela Fundacgao Biblioteca Nacional desde 1978 e tem a funcao de atribuir
a numeracao de identificacao dos livros editados no Brasil.

Os trés primeiros digitos indicam o tipo de publicacao, de um a cinco digitos
seguintes indicam o pais ou a lingua em que estd escrito, os demais digitos até o pentultimo
indicam o livro, e o dltimo digito é o verificador. Os grupos sao separados por hifens ou
espagos.

Para encontrarmos o ultimo algarismo de um cédigo ISBN-10, que é o digito
verificador, vamos representar os seus algarismos por: a;a203a4a506070809G10, onde aqg
pode ser encontrado através da congruéncia linear:

S1 = 10a; + 9aq + 8as + Tay + 6as + dag + 4ay + 3ag + 2a9 + lajg = 0 modll

No cédigo ISBN-13, sejam os seus algarismos a;asa3a4a5a06070809010011012013, te-
mos que a3 ¢ o digito verificador, que pode ser encontrado através de uma congruéncia
linear moédulo onze:

Sy = lag+3as+1laz+3as+1as+3ag+ lar+3as+1lag+3a19+ 1a; +3aa+a;3 =0
modl11.

Assim, através da aritmética modular também é possivel verificar se hé erros na

digitacao de um cédigo ISBN.

2.3 Criptografia

Com o avanco das tecnologias e da computacao, a facilidade do uso de redes de
comunicagao para o envio e recebimento de informagoes entre computadores e a preo-
cupacao com a seguranca, hd uma crescente necessidade de protecao dessas informacoes
na transmissao de dados e os métodos criptograficos sao cada vez mais utilizados com
essa finalidade.

Criptografia é o estudo dos codigos ocultos ou secretos. A palavra tem origem
grega onde kryptos significa esconder e grapho é escrita, entao criptografia é escrita oculta.
O objetivo da criptografia é que a mensagem apesar de ser acessivel a outros receptores

somente possa ser lida pelo receptor correto.
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2.3.1 Tipos de criptografia

A Criptografia consiste em basicamente trés passos que sao: pré-codificacao, co-
dificacao e decodificacao. A pré-codificacao é o passo que consiste em converter as letras
em numeros usando uma tabela de conversao preestabelecida. A codificacao é o processo
utilizado para codificar o texto. A decodificacao é a etapa que se usa para decifrar o texto,
voltando-o na sua forma original.

O ramo da matematica que estuda a criptografia é conhecido por criptologia.
Nesse ramo, a criptografia se classifica quanto a chave utilizada em: simétricas e as-
simétricas. A criptografia simétrica é o tipo que usa uma mesma chave para codificar
e para descodificar a mensagem e a criptografia assimétrica usa duas chaves, uma para
cada operacao. A criptografia simétrica é também chamada de “chave privada”, ja a
assimétrica é chamada de “chave publica”. Chave sao os elementos que codificam e deco-
dificam a mensagem, sao arquivos gerados por programas para garantir a autenticidade e
a confiabilidade de uma mensagem criptografada.

Os sistemas criptogréaficos também sao classificados quanto ao tipo de operacao
utilizado para codificar uma mensagem como: algoritmo de substituicao, onde cada ele-
mento textual do plano é substituido ordenadamente por outros elementos; algoritmos de
transposicao, quando cada elemento textual é colocado em outra posicao.

Outra classificagao para a criptografia é quanto a forma em que o texto normal
é processado, pode-se ter uma “cifra de bloco”, quando se processa a entrada de um
bloco de elementos de uma vez, produzindo um bloco de saida para cada bloco de en-
trada. Ou pode-se ter uma “cifra de cadeia”, quando se processa os elementos de entrada
continuamente, produzindo na saida um elemento de cada vez.

Um cdédigo é considerado seguro quando o custo de quebrar seu sigilo é superior
ao valor da informacao criptografada ou o tempo necessario para quebrar o sigilo excede

o tempo de vida 1til da informacao.

2.3.2 Codigo de César

A criptografia é uma ciéncia muito antiga e o cédigo de César é o registro mais
antigo de utilizacao de codigos criptografados. Julio César, na Roma Antiga, substituiu
cada letra do alfabeto pela terceira letra que a segue, conforme o quadro abaixo:

Utilizando a Cifra de César, a palavra matematica, por exemplo, passa a ser
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Quadro 2.7: Cifra de César original

A[BICIDIE[F|IGIH[I[J[K[L[M
D|IE|F|G|H|I | J|K|L|M|N[O|P
N|O[P[Q|R[S|T|U|V[W[X|Y]|Z
QI RIS|T|IUIV I W|[X|Y|[Z|A|B]|C

Fonte: a autora, 2017

pdwhpdwlfd. Esse tipo de criptografia foi utilizado por muito tempo, mas ele é muito facil

de ser quebrado, pois basta fazer uma analise de frequéncias e tentativas sucessivas.

2.3.2.1 A matematica da Cifra de César

Basicamente o método utilizado por César consiste em caminhar trés letras para
frente no alfabeto. Outras variagoes desse codigo utilizam outros ntiimeros de casas a serem
deslocadas no alfabeto. Esse nimero sera a chave ou senha do sistema criptografico, ele
deve ser conhecido apenas por que envia a mensagem e por quem a recebe para que haja
mais seguranca.

Outra forma de se utilizar a Cifra de César é transformando letras em nimeros,

utilizando a aritmética modular. Podemos utilizar o quadro a seguir:

Quadro 2.8: Cifra de César modificada

A=0|B=1]C=2| D=3 E=4 | F=5]G=6 | H=7 | [ =8
J = K=100|L=11 | M=12| N=13 |O=14|P=15]Q=16 | R=17
S=18|T=19|U=20| V=21 | W=22X=23|Y=24|72=25

Fonte: a autora, 2017

Observando o quadro, temos que a letra codificada é obtida da letra original,
somando-se 3 ao nimero correspondente. Por exemplo, queremos cifrar a letra O que
tem valor 14, somando 3, obtemos 17, que corresponde a letra R, logo a letra O sera
trocada por R.

Quando o resultado ultrapassar 25, a letra codificada estara associada ao resto da
divisao por 26 do nimero associado a letra original somado com 3, ou seja, teremos uma
congruéncia médulo 3. Por exemplo, a letra Y corresponde originalmente ao nimero 24,

somando-se 3, obteremos 27 e,
27 =1 mod 26
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Assim Y deve ser codificado por B.

Dessa forma podemos escrever a equacao da criptografia para esse sistema:
C = (k4 n) mod 26.

Onde:
C = Texto cifrado
k = Deslocamento

n = Texto original
Exemplo 2.6 - Cifrar a letra S:

O k é o deslocamento que pode ser o valor 3; o n é o texto original no caso, a

letra S. Utilizando a equagao C' = (k + n) mod 26, temos:
C' = (3+ 18) mod 26
Assim:

C =21 mod 26

Logo o texto cifrado é a letra V, pois no quadro temos que 21 = V.

Para decifrar a mensagem, podemos utilizar a mesma equacao, desde que se esteja

de posse da chave, que é o deslocamento.

Exemplo 2.7 - Seja M uma mensagem criptografada e, sabendo que a chave, ou seja, o

deslocamento ¢ 3, decifrar a mensagem.

Utilizando a equacao da criptografia: 12 = (3 + n) mod 26, somando —3 em
ambos os lados da congruéncia, temos: 9 = n mod 26, logo: n = 9 mod 26. Assim a letra

original é J.

2.3.3 Criptografia RSA

Criptografia RSA é um sistema de chave publica, ou seja assimétrica, leva esse
nome por conta do nome de seus inventores em 1978, R. L. Rivest, A. Shamir e L. M.
Adelman que trabalhavam nesta época no Massachussest Institute of Technology (MIT).

Esse nao é o 1unico sistema de chave publica existente, mas é atualmente o mais utilizado
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nas transacoes comerciais, por ser um método quase indecifravel quando nao se é o receptor
legitimo da mensagem.

Para utilizar um sistema RSA precisamos de dois niimeros primos que serao
chamados parametros: p e ¢, e usaremos o produto entre eles que chamaremos de n = p.q
para codificar a mensagem. Entao n = p.q sera a chave de codificagao da mensagem. Essa
chave serd uma chave publica entao cada usuario do sistema sabera essa chave, mas para
decodificar a mensagem cada usudrio tera sua prépria chave privada constituida pelos
primos p e q. Assim para se decodificar a mensagem é necessario conhecer os primos
p e q, fatorando n, por isso para tornar o cédigo seguro é necessario escolher nimeros
primos essencialmente grandes, acima de cento e cinquenta algarismos, pois tornaria a
tarefa invidvel mesmo com a ajuda de um computador. Segundo Andrade e Silva (2012,
p. 443):

O tempo estimado para fatorar niimeros, por exemplo, de 308 digitos, com os
algoritmos cldssicos é de aproximadamente 100 mil anos. De fato, ele mostra-se
computacionalmente inquebravel com nimeros de tais dimensoes, e a sua forca
é geralmente quantificada com o nimero de bits utilizados para descrever tais

numeros. Para um ntmero de 100 digitos sao necessarios cerca de 350 bits, e
as implementacoes atuais superam os 512 e mesmo os 1024 bits.

De acordo com Barbosa et al (2003, p.16):

A seguranga desse método se baseia na dificuldade da fatoracdo de nimeros
inteiros extensos. Em 1977, os criadores do RSA achavam que uma chave de
200 bits requereriam 10'° anos, porém chaves com 155 bits foram atacadas
em menos de 8 meses. A saida é que na medida que os algoritmos se tornem
melhores e os computadores se tornem mais velozes, maiores serao as chaves.
Atualmente chaves com 300 digitos (1000 bits) nos dao uma tranquilidade por
algum tempo. Em niveis criticos, chaves com 2000 bits comecam a ser usadas.

O sistema RSA ¢ dividido em trés etapas: pré-codificagao, codificacao e decodi-

ficagdo que veremos nas préximas subsecoes.

2.3.3.1 Pré-codificagao

Vamos compreender esse sistema com a utilizagao de um exemplo simples. Ana
e Roberto querem trocar uma mensagem utilizando a criptografia. Se Ana é a emissora
da mensagem, ela deve pedir para o Roberto criar a chave secreta. Roberto deve escolher
os parametros p e ¢ (muito grandes) e calcular o produto n = pg, além disso, ele deve
escolher e € R tal que mdc(e, (n)) = 1, onde p(n) = (p — 1).(¢ — 1). Para seguranga da

mensagem, Roberto deve transmitir apenas os nimeros n e e, assim (n,e) é a chamada
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chave publica, guardando secretamente os nimeros p e ¢, assim (p,q) é chamada chave
secreta. De posse da chave ptublica, Ana pode escrever a mensagem, e comegar 0 processo
de pré-codificacao que consiste em substituir as letras da mensagem de acordo com a

seguinte tabela de conversao:

Tabela 2.6: Conversao para o codigo RSA

A/'B/C|/D/E|F|G|H|T|J|]K|L|M
101112 13|14 | 15|16 | 17|18 | 19| 20 | 21 | 22
NITO|PIQ|R|S|T|U|VIW|IX|Y]|Z
23124 [25(26 |27 (2829|3031 |32|33|34|35

Fonte: Coutinho, 2014

O espaco entre as palavras deve ser substituido pelo nimero 99. Assim, se Ana
quer escrever a frase Quero ver vocé, por exemplo, deverd converter no nimero a =
2630142724993114279931241214. O fato de a tabela usar dois algarismos para cada letra
é para evitar ambiguidade, que se teria, por exemplo, se utilizasse um tnico algarismo
para cada letra, pois se tivesse o nimero 13 nao saberiamos se eram as letras a e ¢, ou a
letra m, por exemplo.

Na ultima etapa de pré-codificacao, consiste em dividir o ntimero «, obtido por
Ana, em blocos b, onde b é um nimero inteiro menor que n. Supondo que os parametros
escolhidos por Roberto foram 11 e 17 (tomaremos nimeros pequenos aqui para facilitar
a compreensao), assim n = 11.17 = 187. Nesse caso a pode ser dividido nos seguintes

blocos:
26—30—-142—-72—-49—-93—-114—-27—-9-93 —-124 - 12— 14

A forma de se escolher os blocos nao é unica, mas deve-se ter o cuidado de nao
se iniciar um bloco com zero, observe que nao ha uma relacao dos blocos com nenhuma
silaba ou palavra o que aumenta ainda mais o sigilo, pois torna a contagem de frequéncia
impossivel.

Agora vamos ver como se da o processo de codificacao e decodificagao.

2.3.3.2 Codificagao e decodificagao

Para a etapa de codificacao precisaremos da chave de codificacao que foi fornecido

por Roberto a Ana: (n,e) onde n que é o produto dos niimeros p e ¢, e 0 nimero e que
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¢ um inteiro, positivo e inversivel médulo ¢(n), ou seja mde(e, p(n)) = 1. Codificaremos
cada bloco separadamente, formando assim a mensagem codificada com a sequéncia dos
blocos ja codificados, mas sem reuni-los em um sé nimero, pois isso tornaria impossivel
de decodificar a mensagem, mesmo por Roberto.

Vamos chamar o bloco codificado por C(b), assim para codificar b, teremos a
igualdade:

C'(b) é igual ao resto da divisdao de b° por n, ou seja, queremos C'(b) = b° mod n.

Retomando o nosso exemplo, onde p = 11, ¢ = 17 e n = 187, teremos ¢ (n) = 160,
para o numero e tomemos 3 que é o menor numero primo que nao divide 160. Assim

teremos:

C(26) = 26° mod 187
Temos que :
26° = 185 mod 187
Assim: O(26) = 26* = 185 mod 187.

Dessa forma temos que C'(26) = 185 é o primeiro bloco codificado, procedendo

de modo analogo com os demais blocos, obtemos os seguintes blocos codificados:
185 — 72— 131 — 183 — 26 — 70 — 130 — 48 — 168 — 70 — 159 — 45 — 126

Esse é o método utilizado para codificar uma mensagem pela criptografia RSA.
Vejamos agora como procedemos para decodificar essa mensagem. Precisamos de dois
nimeros para decodificar essa mensagem, n e o inverso de e em ¢(n), que denotaremos de
d, dessa forma, teremos a chave de decodificacdo (n,d). Chamando o bloco da mensagem
codificada de (3, entao D(3) serd o resultado do processo de decodificagao, onde D(3) é
igual ao resto da divisdo de 3 por n, ou seja, D(B) = ¢ mod n.

Como ja conhecemos e e ¢(n), para encontrarmos d, basta aplicar o algoritmo
euclidiano estendido. No nosso exemplo temos n = 187, ¢ = 3 e p(n) = 160, assim, pelo

algoritmo euclidiano estendido, temos:
160 =533+ 1,
donde:

1 =160 + (—53).3,
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logo vemos que —53 é o inverso de 3 médulo 160, mas como precisamos que d seja positivo

temos:
= 160 — 53 = 107,

que é o menor inteiro positivo congruente a —53 modulo 160.

Para decodificarmos o primeiro bloco, temos que encontrar:
D(185)= 185" mod 187,

o que ja é uma tarefa muito complicada para fazer se nao contarmos com a ajuda de um

programa de computacgao algébrica, mas de fato vamos constatar que:
185197 = 26 mod 187,
que é exatamente o primeiro bloco da mensagem original. Utilizando o mesmo procedi-
mento para os demais blocos, Roberto decodificard a mensagem enviada por Ana.
Resumindo, para utilizar o método de criptografia RSA devemos:

e Converter as letras em niimeros, usando uma tabela de conversao, encontrando uma

sequencia de nuimeros;

e Escolher dois nimeros primos p e ¢ muito grandes (para dificultar ou até impossi-

bilitar uma fatoragao) e para codificar a mensagem usamos n = p.g;

e Separar o longo niimero produzido pela conversao das letras em blocos menores que
n, os blocos serao chamados de b e podem ser aleatorios, mas tendo o cuidado de

nao comecar com zero, pois dificultaria a etapa de decodificacao;

e Utilizar n e e para codificar a mensagem, onde e ¢ inversivel médulo ¢(n), assim

(n,e) ¢ a chave de codificagao do sistema RSA;

e Calcular C(b), que é o resto da divisao de b" por n, para todos os blocos, obtendo

assim uma nova sequéncia de blocos, que serda a mensagem codificada;

e Calcular d, que ¢é o inverso de e em ¢(n) e assim o par (n,d) serd a chave de
decodificagdo. Tomando cada bloco da mensagem codificada por 3, temos que D(/5)

igual ao resto da divisao de 8% por n, serd o resultado do processo de decodificacio;

e Utilizar a tabela de conversao com o bloco decodificado (igual ao original) para ler

a mensagem.
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2.3.3.3 O sistema de criptografia RSA sempre funciona?

Para termos a garantia de funcionamento de qualquer sistema criptografico preci-
samos ter a certeza de que ao decodificarmos a mensagem ela corresponderd a mensagem
original. Vamos ver porque isso sempre vai acontecer no RSA.

Vamos retomar os passos. Nesse sistema para codificar a mensagem temos que:
a chave de codificacao é o par (n,e), onde n = p.q, com p e ¢ primos e e é tal que
(e,o(n)) = 1; C(b) serd a mensagem codificada, obtida através da congruéncia: b = C(b)
mod n. Para decodificar a mensagem temos a chave de decodificagdo que é o par (n,d),
tal que d.e = 1 mod ¢(n), assim para obtermos b que é a mensagem original, temos que
calcular D(f), onde 8 = C(b) é a mensagem codificada, através da congruéncia D(f) =
3% mod n, assim precisamos que D(3) = D(C(b)) = b para que o sistema dé certo.

Para Coutinho (2014, p. 184):

... precisamos verificar que se b é um inteiro e 1 < b < n—1 entdo D(C(b)) = b.
Na verdade, vamos provar apenas que D(C(b)) = b (mod n). Isto é suficiente
porque tanto D(C'(b)) quanto b estdao no intervalo que vai de 1 a n — 1, logo s6
podem ser congruentes médulo n se sao iguais.

Por definicao, temos que:
D(C(b)) = (b = b mod n. (2.1)

Como d.e = 1 mod ¢(n) logo existe k € Z tal que ed = 1+ k.¢(n). Temos que C

e D sdo inteiros maiores que 2 e p(n) > 0 segue que k > 0. Substituindo em 2.1, temos:
bed = pihe) = Pk mod n
Como, n =p.q e p(n) = (p—1)(¢ — 1), podemos reescrever a congruéncia:
bed = (BP=DE=NVEp mod (p.g).

Assim temos a congruéncia mod p e mod q. O calculo é anédlogo para os dois casos, logo

basta fazer um deles.
bed = (BP=Da=kp imod p (2.2)

Vamos analisar duas hipoteses:
(1). Se (b,p) # 1
(17). Se (b,p) =1
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Em (i) temos que, como p é primo, logo p divide b e portanto b = kp para um
k € 7 daf segue que: b = 0 mod p, logo b = 0 mod p e, portanto b = b mod p.
Em (i) temos que p nao divide b, logo podemos usar o Pequeno Teorema de

Fermat, assim b*~' = 1 mod p, substituindo em (2.2), obtemos:
b = (197D mod p
portanto:
b = b mod p.

De forma andloga conseguimos provar que b°* = b mod q. Em outras palavras,
estamos dizendo que b°? — b é divisivel por p e por ¢ e, como (p,q) = 1, pois p e g sado

primos distintos, segue que pg divide b°* — b e como n = pq, podemos concluir que
b = b mod n.

Portanto o método RSA funciona sempre e, apesar de utilizar uma chave publica
para criptografar uma mensagem, vamos mostrar que ele é um método muito seguro.

Como ja dissemos a seguranca do método parte da escolha de nimeros primos
muito grandes, acima de 100 digitos. Sendo p e ¢ esses primos temos n = pq, assim a
chave publica corresponde a chave de decodificagao (n,e) estard a disposi¢ao de qualquer
usuario do sistema, mas a mensagem sO podera ser lida por quem possuir a chave de
decodificagao, que corresponde a chave privada (n,d), dessa forma o sistema s6 estara
protegido se for muito dificil encontrar d, quando s6 se conhece n e e.

Na prética, sé sabemos calcular d aplicando o algoritmo euclidiano estendido a
©(n) e e. Por outro lado, sé sabemos calcular ¢(n) se soubermos fatorar n para
obter p e q. Portanto, na pratica, s6 podemos quebrar o cédigo se conseguirmos
fatorar n. Mas sabemos que, se n for grande, este é um problema muito dificil,
j& que ndo sao conhecidos algoritmos rapidos de fatoracao. (COUTINHO, 2014,
p. 186)

Assim, a seguranca do codigo depende da escolha dos primos utilizados que além
de serem muito grandes, devem ter |p — ¢| também grande para dificultar a fatoragdo por
algum método j& conhecido, como o algoritmo de Fermat, encontrado em [Coutinho 2014,
capitulo 2, segao 4, p. 40-43]. Portanto com os métodos de fatoragao conhecidos, com os
computadores atuais e a escolha correta dos ntimeros primos, o sistema de criptografia

RSA é um dos métodos mais seguros para se transmitir uma mensagem.
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Capitulo 3

A aritmética como conteudo

extracurricular no ensino médio

Nesse capitulo vamos apresentar a proposta que traz a aritmética como conteido
extracurricular no ensino médio que podera ser aplicada aos alunos através de oficinas de
aplicagao dos conceitos de aritmética apresentados, destacando os cédigos de identificacao
e a criptografia.

O ensino de aritmética é pouco explorado no ensino médio, mas é um contetdo de
suma importancia e pode vir a facilitar o desenvolvimento dos discentes, principalmente
quanto falamos de ampliar o raciocinio logico dos mesmos. No capitulo 2, apresentamos
algumas das aplicacoes da aritmética que podem vir a ser abordadas no ensino médio.

A ideia é preparar oficinas durante o ano letivo que estimulem a resolucao de pro-
blemas de raciocinio légico. Essas oficinas podem vir a ser realizadas durante o horario
normal de aula, ou ainda, como atividades extraclasse em horarios diferenciados visando
proporcionar um melhor desempenho dos alunos do ensino médio. Cada tépico apresen-
tado de aplicacao da aritmética pode constar de uma ou mais oficinas. Nas se¢oes a seguir,

daremos exemplos de oficinas que podem ser aplicadas aos alunos desta etapa escolar.

3.1 Oficina de cédigos de identificacao

A oficina sobre os cédigos de identificacao consta de uma parte tedrica sobre o
assunto direcionando o contetido de acordo com as segoes 2.1 e 2.2 desse trabalho. Apds

a apresentacao do conteiudo deverao ser realizadas as seguintes atividades:
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1. Identificar os niimeros representados pelas barras nos cédigos EAN- 13 apresenta-
dos a seguir. Observacao: Como sao cdédigos EAN-13, serao representados somente
12 digitos, sendo que o primeiro deve ser encontrado através da tabela 2.3: repre-

sentacao dos digitos pela paridade de digitos 1.

Figura 3.1: Atividade 1, item (a)
Fonte: Revista Proteste, 2011

Figura 3.2: Atividade 1, item (b)
Fonte: GRAVAPAC Embalagens, 2016

Figura 3.3: Atividade 1, item (c)
Fonte: SCIELO Brasil, 1991

TR ||H|

Figura 3.4: Atividade 1, item (
Fonte: Macoratti.net, 2016
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2. Utilizar a aritmética modular para encontrar o digito representado por x em cada

um dos cédigos de barras a seguir:

(a) 7892456897123
(b) 7893457892678
(c) 7289540912322
(d) 7895442332167

(e) 0234254530029

3. Cada aluno devera fazer uma andlise do seu CPF, verificando se esta correto o
digito que representa o Estado em que o mesmo foi feito e conferindo os digitos

verificadores.

4. Os alunos trocarao entre si os nimeros dos CPF, mas sem os dois ultimos digitos,
assim cada um tera a tarefa de descobrir, através da aritmética modular, os digitos

de controle do CPF do outro.

5. Construir um quadro de “palavras” (conjuntos de bits) formadas por oito digitos

bindrios (zeros e uns):

Para realizacao da atividade 1, sera necessario que o aluno compare cada conjunto
de quatro barras, segundo a cor e a espessura, e represente o conjunto de sete digitos uns
e zeros para identificar quais algarismos cada conjunto de digitos estd representando,
conforme a tabela 2.2, encontrando assim os 12 algarismos finais que compoe o cédigo.
Para encontrar o primeiro algarismo do c6digo, é necessario analisar a paridade de digitos
uns existente na representacao de cada algarismo e comparar com a tabela 2.3.

Para realizacao da atividade 2, os alunos deverao proceder de maneira analoga a
resolucao do exemplo 2.1.

Para realizacao da atividade 3, os alunos deverao consultar a tabela 2.5 para
encontrar o Estado de confecgao do documento. Tanto na atividade 3, como na atividade
4, os alunos deverao proceder como no exemplo 2.3 para resolver o que se pede.

A atividade 5 tem por objetivo incentivar o aluno a resolver problemas com
algoritmos que tem regras rigidas e recorrentes, sendo necessario repetir o processo varias

vezes até chegar ao resultado desejado. Para realizar essa atividade, o aluno devera
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escrever as “palavras” ordenadamente, numa sequéncia crescente que vai de 00000000 a
11111111. Para isso devera ser apresentado aos alunos um algoritmo que ordena essa
construgao. O algoritmo funciona sempre comparando a “palavra” anterior (pode ser a
primeira “palavra”’ para iniciar) com a “palavra” atual (que estd sendo escrita). Para
calcular a “palavra” atual, ela é escrita, primeiramente, igual a “palavra” anterior e entao
¢ alterada de acordo com o algoritmo. Por exemplo: iniciar com a “palavra” 00000000,
e para montar a segunda “palavra”’, comeca afirmando que ela também é 00000000. A
partir dai é que devera modifica-la através do algoritmo, para que adquira a forma final
que é 00000001. Da mesma forma, para construir a terceira “palavra”, sabendo que a
segunda ¢ 00000001, deve-se proceder da mesma forma: a terceira “palavra” assume os
digitos 00000001 e, através do algoritmo, sofre uma série de alteracoes até que adquira o
formato final 00000010.

Esse algoritmo serve para construgao de “palavras” de qualquer quantidade de
bits. O algoritmo ¢ indutivo, a primeira “palavra” ja sera estabelecida como 0000...0000.
Entao na primeira rodada, constréi-se a segunda palavra. Ela serda a “palavra” atual.
Apoés o processo do algoritmo, ela fica pronta. Entao roda-se o algoritmo outra vez, mas
para isso, é importante observar que a “palavra” construida anteriormente deixa de ser a
“palavra” atual e passa ser a “palavra” anterior. O titulo de “palavra” atual passar a ser
da terceira “palavra” e assim por diante.

Descrigao dos passos do algoritmo para realizacao da atividade 5:
1. Escolha o nimero de digitos de suas “palavras”.
2. Faga a primeira “palavra” ser 0000...0000.
3. Faca a “palavra” atual igual a “palavra” anterior.

4. Na “palavra” atual, da direita para a esquerda, procure pelo primeiro zero.

e Encontrando-o, troque-o por 1.

o A esquerda desse 1 (se tiver mais digitos a esquerda), todos os digitos sao

mantidos.

e A direita desse 1 (se houver mais digitos a direita), todos os digitos sdo zerados.
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A “palavra” atual estd concluida. Parta para a proxima “palavra” reiniciando o
algoritmo a partir do passo 3. Repita esse procedimento até chegar a ultima palavra que

sera 1111...1111.

Essas atividades tem o objetivo de melhor assimilagao do conteido exposto e

verificacao de possiveis falhas na compreensao do mesmo.

3.2 Oficina de criptografia

A oficina sobre criptografia consta de uma parte tedrica sobre o assunto direci-
onando o conteido de acordo com a secao 2.3 desse trabalho. Apéds a apresentacao do

conteudo deverao ser realizadas as seguintes atividades:

1. Utilize a Cifra de César para escrever a mensagem: Tirei a nota cem no exame

nacional do ensino médio.

2. Crie uma chave do sistema criptografico apresentado na oficina para escrever nomes
de trés colegas da sua turma, em seguida apresente a toda sala e proponha que

descubram quais sao os nomes e qual foi a chave utilizada.

3. Em duplas devem combinar uma chave criptogréfica, o primeiro da dupla, utilizando
a chave combinada, escreve uma mensagem criptografada para o outro, que devera

conseguir descriptografa-la.

Para resolucao da atividade 1, o aluno terd a escolha de utilizacao do quadro 2.7
para cifrar cada letra e montar a frase a partir das letras ja cifradas, ou ainda utilizar o
quadro 2.8 para fazer a codificagao, fazendo uso da equacao da criptografia apresentada
na subsecao 2.4.2.1.

Para resolucao da atividade 2, o aluno devera utilizar a equacao da criptogra-
fia apresentada na subsecao 2.4.2.1 e os demais alunos deverao fazer uso dessa mesma
ferramenta para tentar descobrir quais os nomes e qual a chave utilizada.

Na atividade 3, os alunos devem escolher a chave criptografica que vao utilizar e,
em seguida, fazer uso da equacao criptografica ja utilizada nas atividades anteriores, para

criptografar e depois descriptografar a mensagem.
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Nessas atividades sera utilizada a Cifra de César para que o aluno adquira um
pouco mais de familiaridade com o assunto podendo, a partir dai, avancar para a crip-
tografia RSA que é um pouco mais complexa, mas pode ser aplicada em uma oficina

especifica sobre esse assunto.

3.3 Oficina da Olimpiada Brasileira de Matematica

das Escolas Publicas - OBMEP

Essa oficina faz parte da proposta aqui apresentada e podera ser aplicada aos
alunos do ensino médio também com o objetivo de incentivar a participagao deles nessa
importante competicao nacional.

Inicialmente, vamos conhecer um pouco da histéria da Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Ptublicas - OBMEP e na sequéncia apresentamos algumas

questoes que podem ser resolvidas através da aritmética.

3.3.1 A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
- OBMEP

Os dados aqui apresentados estao de acordo com as informagoes contidas no site
da OBMEP.

A OBMEP foi criada em 2005 e é realizada anualmente pelo Instituto de Ma-
tematica Pura e Aplicada - IMPA, é promovida com recursos do Ministério da Ciéncia e
Tecnologia e Inovacio (MCTI) e do Ministério da Educacao (MEC). E destinada a todos
os alunos do ensino fundamental a partir do sexto ano das escolas piblicas. Ela tem como
metas estimular o estudo da Matematica e revelar talentos nessa érea.

As provas da OBMEP sao realizadas no segundo semestre do ano e sao dividi-
das em duas fases, sendo a primeira realizada pelos professores da unidade escolar na
propria escola e os alunos concorrem somente entre si. Nessa fase a prova consta de vinte
questoes objetivas e ¢é aplicada a todos os alunos inscritos da escola onde sao escolhidos
até cinco por cento dos alunos com maior pontuacao para se classificarem para a segunda
fase. A segunda fase consta de uma prova discursiva com quatro questoes, sendo a mesma,

aplicada aos alunos classificados do municipio em um centro de aplicacao escolhido pela
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coordenacao regional da OBMEP. Nessa segunda e tltima fase sao classificados os melho-
res alunos que receberao premiacoes como, medalhas de ouro, prata e bronze, certificado
de mencao honrosa e bolsas de estudos em participacao do Programa de Iniciagao Ci-
entifica JR - PIC. Além dos alunos, ha premiagoes para professores, escolas e municipios,
conforme o regulamento vigente da OBMEP.

Os alunos sao separados por nivel, sendo o nivel 1 composto pelos alunos do 6°
e 7% anos do ensino fundamental, o nivel 2 é composto pelos alunos do 8° e 92 anos do
ensino fundamental e o nivel 3 é composto pelos alunos do 19, 2° e 3° anos do ensino
médio. As premiagoes também sao separadas por esses niveis.

As provas versam sobre os conteidos de matematica divididos em trés temas:
analise combinatoria, aritmética e geometria. Vamos resolver algumas questoes dentro do
tema de aritmética que é o foco principal do nosso trabalho. Abordaremos resolugoes que
abranjam a menor quantidade de férmulas possiveis, através de analise e interpretacao das
questoes com o objetivo de trabalhar o raciocinio légico do aluno de forma a contribuir

para a formagao do pensamento matematico.

3.3.2 Algumas questoes da OBMEP com o tema aritmética

Nessa secao vamos apresentar e resolver algumas questoes com o nosso tema

aritmética retiradas do banco de questoes da OBMEP.

1. Ano bisserto - Um ano comum tem 365 dias e um ano bissexto, 366 dias. O ano

bissexto, quando o més de fevereiro tem 29 dias, ocorre a quatro anos.
(a) Com frequéncia dizemos “Um ano comum tem 52 semanas”. Serd correta essa
afirmacao?

(b) Se um ano comum inicia numa terca feira, entao o ano seguinte iniciard em

qual dia da semana?

(¢) Responda a pergunta anterior para um ano bissexto.

Resolucao:

(a) Uma semana tem sete dias. Na divisdo de 365 por 7 encontramos quociente
52 e resto 1. Logo, o ano comum tem 52 semanas e 1 dia. Portanto, a frase

correta ¢ “O ano comum tem cinquenta e duas semanas e um dia”. Como o
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ano bissexto tem 366 dias, ele possui 52 semanas e 2 dias. Portanto o correto

é dizer “O ano bissexto tem sete semanas e dois dias.”

(b) Se um ano comum inicia numa terca feira, entao a 52* semana inicia numa terga
e termina numa segunda, ou seja, a 52% semana é dada por: terca - quarta -
quinta - sexta - sabado - domingo - segunda. Como esse ano tem 52 semanas e
mais 1 dia, o ultimo dia desse ano serd uma terga. Logo, o ano seguinte iniciara

numa quarta feira.

(¢) No caso do ano bissexto, devemos considerar um dia a mais do que no item
anterior. Logo, o seu ultimo dia serda uma quarta e, portanto, o ano seguinte

iniciara numa quinta feira.

2. Soma de poténcias - Qual é o valor de 2° + 26 420 4 26 — 447

Resolucao:
A solucdo correta é a alternativa (a).

Temos 20 + 26 + 26 496 _ 4% — 4 x 26 — 4% H4 vérias maneiras de calcular isso.

Solucdio 1: 4 x 20 —4* =4 x (22)® — 4 =4 x 4> 4 =4 4 =0
Solucdo 2: 4 x 20 — 4% = 4(2° — 4%) = 4[2° — (22)*] = 4[2° — 29| =0

Solucdo 3: 4 x 20 —4* =27 x 20 — (22)1 =28 — 28 =0

3. Algarismo das unidades - Qual é o algarismo das unidades do nimero 1 x 3 x 5 x

... X 97 x 997
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Resolucao:
A alternativa correta é a letra (c).

O 1ltimo algarismo de um miiltiplo de 5 é 0 ou 5; os que terminam com 0 sao pares
e os que terminam com 5 sao impares. Como 1 X 3 X 5 X ... X 97 x 99 é multiplo de
5 e sendo um produto de ntimeros impares, também é um nimero impar; segue que

o seu algarismo das unidades é 5.

. Poténcias de 9 - Qual é o valor da soma 9% 4 9% 4 9207

Resolucao:
A alternativa correta é a letra (d), pois:
920+920+920:3X 920:3 X (32)20:3X340:341

. Multiplos de 9 - Encontre o menor miltiplo positivo de 9 que pode ser escrito apenas

com os algarismo:
(a) 0Oel

(b) 1e2
Resolucao:

(a) Um ndmero é divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos ¢ um multiplo de
9. Logo, o nimero deve ter 9 algarismos iguais a 1. Assim, o menor nimero é:

111 111 111.

(b) Devemos usar o maior niimero possivel de algarismos iguais a 2 que devem ficar

nas casas mais a direita. Assim, o menor numero é: 12 222.
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6. Divisores e fatoracao - Decomponha 96 em dois fatores inteiros positivos cuja soma

dos quadrados seja 208.
Resolucao:

Como o produto dos dois niumeros é 96, eles sao divisores de 96. Decompondo 96 em
fatores primos, encontramos 96 = 2° x 3, logo seus divisores sdo: 1,2,3,4,6,8, 12, 16,
24,32, 36,48,96. Os divisores 96, 48, 32,24 e 16 nao servem pois seus quadrados ja
sao maiores que 208. Sobram 1,2, 3,4, 6,8, 12, cujos quadrados sao 1,4, 9, 16, 36, 144.
Agora vemos que a unica possibilidade é 64 + 144 = 208. Como 8 x 12 = 96, os

numeros sao 8 e 12.

7. Divisao com resto - Quais sao os numeros que deixam resto 5 ao dividir 20077

Resolucao: Se um niumero ao dividir 2007 deixa resto 5, entao esse nimero é um
divisor de 2007 — 5 = 2002. Logo, temos que calcular os divisores de 2002, que sao:
1,2, 7,11, 13, 14, 22, 26, 77, 91, 143, 154, 182, 286, 1001, 2002. Logo esses sao 0s

nimeros que deixam resto 5 ao dividirem 2007.

8. Cddigo secreto - Antonio precisa descobrir um codigo de 3 algarismos diferentes A,
B e C. Ele sabe que B é maior que A, que A é menor do que C e também que valem

as igualdades seguintes:

BB+ AA+ CC = 242

B x AxC =360

Qual é o cédigo que Antonio procura?
Resolucao:

A tinica maneira de obter 360 como produto de trés niimeros de um algarismo cada
um ¢ 360 = 9 x 8 x 5. Logo, a soma AA+ BB+ CC éigual a 55+88+99. Como A
¢ menor do que B e do que C, temos A = 5. Logo, temos duas possibilidades para

o codigo: 589 ou H98.

9. O maior M DC' - Quais sao os seis numeros de dois algarismos cujo maximo divisor

comum ¢é o maior possivel?

Resolucao:
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10.

11.

Para que o mdc seja o maior possivel, o menor dos niimeros deve ser igual ao préprio
mdc e o maior dos nimeros deve ser igual ao séxtuplo do mdec. O maior miltiplo
de 6 de 2 algarismos é 96. Logo, 96 é o maior dos niimeros e o menos é 96 + 6 = 16.

Portanto os ntimeros sao: 16, 32, 48, 64, 80 e 96.

Divisibilidade - No nimero 6a78b, a denota o algarismo da unidade do milhar e b
denota o algarismo da unidade. Se 6a78b for divisivel por 45, entao o valor de a + b

é:

Resolucao:

Temos que o numero é divisivel por 5 e 9. Todo niimero divisivel por 5 termina em 0
ou 5. Assim, b = 0 ou b = 5. Todo niimero divisivel por 9 tem como a soma de seus
algarismos um ntmero multiplo de 9. Logo, temos que 6 +a+7+4+8+0 = 214a ou
6+a+7+8+5 = 26+a sao multiplos de 9. Donde, a = 6 ou a = 1, respectivamente.
Dai temos: a+b=6+0=6oua+b=1+5=06. Portanto a alternativa correta é

a letra (b).

Menor nimero - Qual é o menor nimero de cinco algarismos divisivel por 4 que se

pode formar com os algarismos 1, 2, 3, 4 ¢ 97
Resolucao:

O numero tem que ser par, logo tem que terminar em 2 ou 4. Um nimero é divisivel
por 4 se o numero formado pelos 2 tltimos algarismos for divisivel por 4. Assim,
temos as possibilidades: 12, 24, 32, 92. Como 9 é o maior algarismo, devemos
coloca-lo “o mais a direita possivel”. Logo 9 é o algarismo da casa das dezenas. Os
outros numeros devem ser colocados em ordem decrescente a esquerda de 92, ou

seja, o numero deve iniciar com o menor algarismo que é o 1.

Portanto, o niimero procurado é 13492.
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12.  Divisao de numeros grandes - Determine o valor de 123 456 123 456 = 10 000 001.
Resolucao:

E claro que com niimeros tao grandes, o objetivo da questao nao é efetuar a divisao.

Em vez disso, decompomos o nimero em partes convenientes:

123 456 123 456 = 123 456 000 000 + 123 456 = 123 456 x 1 000 000 + 123 456 =
123 456 (1 000 000 +1), segue que: 123 456 123 456 = 123 456 x 1 000 001

Logo, 123 456 123 456 + 1 000 001 = 123 456.
13. Diferenca e soma de quadrado - Calcule:

(a) 1678 — 1677
(b) 1001* + 1000
(c) 199992

(d) 2001% + 20022 + 2003>
Resolugao:

(a) Como a® —b* = (a + b)(a — b), temos:
16782 — 1677% = (1678 + 1677)(1678 — 1677) = 3355.

(b) Como (a + b)? = a® + 2ab + b* temos:
1001% + 1000® = (1000 + 1)* +1000* = 10007 + 2000 + 1 4 1000* = 2 x 1000” +
2001 = 2 002 001.

(c) Como (a — b)* = a® — 2ab + b*, temos:
19999% = (20000 — 1)* = (2 x 101)? =4 x 10" +1=4x 10° =4 x 10* + 1 =
399 960 001.

(d) Colocando em funcao de 2000, temos:

20017 + 20022 + 2003% = (2000 + 1) + (2000 + 2)* + (2000 + 3)* = 3 x 2000* +
12 x 2000 + 14 = 12 024 014.

14. Sexta-feira treze - Qual é o nimero maximo de sexta-feiras treze que podem ocorrer
num ano que nao é bissexto? Nesse caso, em que dia da semana cai o décimo dia

do ano?
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15.

Resolucao:

Como os dias da semana se repetem a cada 7 dias, a diferenca entre os dias da
semana € dada pelo resto ao dividir o nimero de dias transcorridos por 7. No

Quadro 3.1, temos:
(a) Na primeira linha, o nimero de dias entre o dia 13 de um més e o dia 13 do
mes seguinte;
(b) Na segunda linha, o resto obtido quando dividimos esse nimero por 7;

(c) Na terceira linha, o resto obtido quando dividimos por 7 o ndmero de dias
entre o 13 de janeiro e o 13 do més correspondente; assim, esse numero é
obtido somando os resultados obtidos na primeira linha, desde janeiro até o

meés correspondente, calculando, depois, o resto da divisao por 7.

Quadro 3.1: Contagem de dias para resolucao do exercicio sexta-feira treze

JF|F-M|M-A | AM|M-J|JJ|JA|]AS|S-O|O-N|N-D
31 | 28 31 30 31 | 30| 31 | 31 | 30 | 31 30
3 0 3 2 3 2 3 3 2 3 2

3 3 6 1 4 6 2 5 0 3 )

Fonte: Banco de questoes da OBMEP, 2016

Os valores iguais na ultima linha, significam que, nesses meses, o dia 13 caiu no
mesmo dia da semana. Em particular, a ultima linha nos diz que 13 de fevereiro,
13 de margo e 13 de novembro correspondem ao mesmo dia da semana. Assim,
no maximo, temos trés sextas-feiras treze. No caso de trés sextas-feiras treze num
mesmo ano, o 13 de janeiro ocorreu 3 dias antes de sexta-feira, isto é, numa terca-

feira, e o dia 10 de janeiro aconteceu 3 dias antes disso, isto é, num sabado.

Observacao: Note que uma sexta-feira treze ocorre apenas quando o primeiro dia do
meés cair num domingo. Assim, uma outra maneira, talvez mais simples, de resolver
o problema ¢é determinar o niimero maximo de vezes em que o primeiro dia do meés

caia num domingo num ano que nao seja bissexto.

Numero impar - Se n é um niimero inteiro qualquer, qual dos seguintes € um niimero

impar?
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(a) n* —n+2
(b) n®+n+2
(¢c) n*+n+5
(d) n*+5

(e) n®+5

Resolucao:
A opgao correta é a letra (c).

Lembremos que a soma ou a diferenca de nimeros de mesma paridade é um nimero

par:

par F par = par e impar F impar = par.

2

Observemos que n® e n® podem sem pares ou impares, portanto n> +5 e n®> + 5

podem ser impares ou pares, dependendo de n ser par ou impar. Restam as opgoes
(a), (b) e (c).

Solucdo 1: Ambos n? —n e n? +n sdo soma e diferenca de dois niimeros que sempre
tém a mesma paridade, portanto, esses nimeros sempre serao pares, do mesmo
modo que n® —n + 2 e n* + n + 2. Finalmente, a opcdo correta é (c), porque
n*+n+5=(n>+n)+5, que é soma de um par e um fmpar, sempre serd um
nimero impar, para todo valor inteiro de n.

Solucdo 2: Observemos que n> —n = n(n — 1) e n* +n = n(n + 1) sdo o produto
de dois nimeros consecutivos, portanto, sao sempre pares, do mesmo modo que
n*—n+2en’+n+2. Finalmente, a opcio correta é a (c), n* +n+5= (n*+n)+5
é a soma de um par com um impar, que é sempre impar, para todo valor inteiro de

n.
16. O numero 119 - O nimero 119 tem as propriedades seguintes:

(a) A divisao por 2 deixa resto 1;
(b) A divis@o por 3 deixa resto 2;
(c¢) A divis@o por 4 deixa resto 3;

(d) A divis@o por 5 deixa resto 4;
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17.

(e) A divis@o por 6 deixa resto 5.

Quantos inteiros positivos menores que 2007 satisfazem essas propriedades?
Resolucao:

Dados inteiros positivos d e r, dizemos que N dividido por d deixa resto r se existir
um inteiro n tal N = nd+r. Se M dividido por d deixar o mesmo resto r, entao existe
um inteiro m tal que M = md + r. Nesse caso, se M > N, resulta que m =n +p
para algum inteiro n e, portanto, M = md+r = (n+p)+r =nd+r+pg = N +pd,
de modo que M — N = pd é um muiltiplo de d. O mesmo ocorre se M < N. Como
119 tem todas as propriedade arroladas, decorre que se N for algum nimero com
essas mesmas propriedades entao, necessariamente 119 — N é um muiltiplo de 2, 3,
4,5 e 6. Como o menor multiplo comum de 2, 3, 4, 5 e 6 é 60, N tem as mesmas
propriedades de 119 se, e s6 se, 119 — N for um multiplo de 60. Assim, os tnicos
inteiros NV com as mesmas propriedade de 119 sao da forma N = 119 + 60 X p,
para algum inteiro p. Para obter N positivo, precisamos tomar p > —1 e, para
obter N < 2007, precisamos tomar p < 31, pois 119 4+ 60 x 32 = 2039 > 2007.
Assim, os Unicos numeros inteiros positivos e menores do que 2007 com as mesmas
propriedade de divisao sao 59,119,179, ...,1979 (= 119+ 60 x 31). Num total de 33
nimeros.

, . ‘ r 3 _ .
Numeros proporcionais - Se — = —, entao 9y2 é igual a:
Yy V4

{L‘2

(a) 9

(b) 2z

Resolucao:
A opgao correta é (d).

x 3 N
Como — = — , entao zz = 3y. Elevando ao quadrado ambos os membros dessa
Y z

igualdade, obtemos z>

22 = Oy
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18.

19.

20.

Serd que existe? - Existe algum ntmero inteiro N tal que valha 2008 x N = 2222...27

Resolucao:

222..2  2x111.1 _ 111..1

2008  2x 1004 1004
Logo, N nao ¢ inteiro, por ser o quociente do nimero impar 111...1 pelo nimero

Solugao 1: Se existir esse nimero N, entao N =

par 1004. Portanto, nao existe tal N.

Solucdo 2: Fatorando 2008, obtemos 2008 = 23 x 251, portanto, 2008 é divisivel
por 8. Se existisse um inteiro N tal que 2008 x N = 222...2, teriamos, entao, que
8 dividiria 222...2. Por outro lado, sabemos que um ntmero é divisivel por 8 se,
e somente se, o numero formado pelos ultimos trés algarismos for divisivel por 8.

Mas 222 = 27 x 8 + 6 nao ¢ divisivel por 8. Logo, nao existe um ntmero N tal que

2008 x N = 222...2.
Soma de cubos - Se x +y =1 e 2% +y* = 2, calcule 2° + ¢>.

Resolucao:

Temos a identidade do binémio (z +%)* = 2> + 22y + 1>, e a do trinomio (x +y)* =
23 4+ 32 + 3zy® + y°. Substituindo os valores de = + y e 2 + 3 na identidade do

binémio, obtemos 1 = 2 + 2xy e, portanto, xy = - Assim, pela identidade do
—1 5
trinomio, z° +¢* = (v +9)® — 3zy(xr +y) =1 — 3.(7).1 =5

Multiplo de 36 - Determine o maior valor multiplo de 36 que possui todos os alga-

rismos pares e diferentes.
Fatos que ajudam: A soma dos algarismos de um muiltiplo de 9 é divisivel por 9.
Resolucao:

Para um numero ser divisivel por 36 = 4 x 9, deve ser divisivel por 4 e por 9.
Assim, a soma dos algarismos do nimero n procurado deve ser divisivel por 9. Por
outro lado, como todos os algarismos sao pares, a soma dos algarismos também é
par. Assim, a soma dos algarismos é no minimo 18. Como 0+ 2 4+ 4 + 6 + 8 = 20,
o nimero n deve ser formado pelos algarismos 0, 4, 6 e 8. O maior nimero que
podemos formar com esses algarismos, sem repetir, é 8640, o qual também é divisivel

por 4, assegurando que este é o nimero procurado.
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Consideracoes Finais

Durante a realizagao da pesquisa bibliografica, percebemos a importancia que a
aritmética tem para o desenvolvimento do raciocinio légico do aluno do ensino médio, por
isso ela nao pode mais ser negligenciada nessa etapa escolar.

No desenvolvimento do segundo capitulo foi possivel perceber o quanto a aritmética
esta presente no cotidiano nao s6 dos jovens, mas como da populacao em geral. Co-
nhecendo o funcionamento de um cédigo de identificacao ou até mesmo de um sistema
criptogréafico, nos permite vivenciar a matematica de forma integrada, contextualizada
e nao somente de uma maneira isolada como se dd na maioria dos conteidos didaticos
apresentados no ensino médio.

O trabalho desenvolvido durante a elaboracao da proposta, no processo de pes-
quisa e montagem das oficinas, reforcou a compreensao do quanto a aritmética ¢é 1til como
instrumento facilitador e motivador para o desenvolvimento cognitivo dos alunos do ensino
médio. Trabalhando com as aplicagoes apresentadas, o professor conseguira despertar no
aluno dessa etapa escolar um interesse maior pela matematica, possibilitando um melhor

desempenho dos mesmos nessa disciplina.
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