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Resumo

A Matematica Aplicada é um ramo da matematica que trata da aplicacao do co-
nhecimento matematico a outros dominios, porém é pouco ou mal explorada nas atuais
orientagoes curriculares para o Ensino Médio. A otimizacao, por exemplo, é uma de
suas aplicagoes que auxilia na resolugao de problemas ligados a economia, & adminis-
tracao, as engenharias, a problemas de logistica e transporte, e as ciéncias, e que pode
perfeitamente ser explorada, em um nivel mais elementar, no Ensino Médio. Diante
desta realidade, este trabalho tem como objetivo principal apresentar alguns métodos
algébricos acessiveis ao estudante do Ensino Médio, para resolucao de problemas sim-
ples de otimizacao. Dentre estes, destacam-se a otimizacao de funcoes quadraticas,
funcoes discretas, algumas funcoes continuas, além de aplicagoes da desigualdade das
médias. A aplicacao dos métodos apresentados é exemplificada por meio de varios
problemas, escolhidos de maneira a mostrar uma ampla e significativa diversidade que
permite a utilizacao dos métodos aqui desenvolvidos. Consequentemente, estes méto-
dos podem apresentar alguns contetidos do Ensino Médio de uma forma interessante,
despertando o interesse dos alunos, pois, uma vez bem assimilados podem tornar-se
poderosas ferramentas na solucao de varios problemas, frequentemente encontrados no
proprio cotidiano dos alunos e, inclusive, em olimpiadas de matematica, vestibulares e

concursos.

Palavras-chave

Resolucao de problemas. Otimizacao. Matematica no Ensino Médio.



Abstract

Applied Mathematics is the branch of mathematics which deals with the application
of mathematical knowledge to solving problems in other areas and, in the current
curricula for secondary education in Brazil, it has not been as adequately explored as
it could be. Optimization, for instance, is one type of mathematical applications which
allows solving problems related to economy, management, engineering, transport and
logistics, among others and can be introduced, at a basic level, in secondary school.
With that in view, this work aims to present a few algebraic tools, accessible to the
secondary school student, that allow solving some interesting elementary optimization
problems. These tools include optimization of quadratic functions, discrete functions,
some continuous functions, as well as some applications of the inequality between
arithmetic and geometric means. The use of these methods is illustrated through
several examples, chosen in a way that shows the rich variety of problems that can
be solved with the seemingly basic tools presented. With this we aim at presenting
these topics, accessible to secondary education, in a novel and interesting way that is
attractive to students and, once assimilated, they can become powerful tools for solving
several problems, whether they come from the daily experience, from mathematical

olympics, or from exams.

Keywords

Optimization; problem solving; mathematics in secondary education.
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PROBLEMAS DE OTIMIZACAO ENVOLVENDO A
MATEMATICA DO ENSINO MEDIO

1 Introducao

As orientagoes curriculares de Matemética para a Educagdo Bésica da Secretaria
de Estado de Educacao do Distrito Federal[4], de 2008, p.108, destacam a competéncia

matematica como:

“A capacidade do aluno para analisar, raciocinar e comunicar-se de maneira
eficaz, quando enuncia, formula ou resolve problemas matematicos numa
variedade de dominios e situagoes. Além de compreender algumas ideias,
notacoes e técnicas matematicas, desenvolver competéncias e habilidades
matematicas envolve também extrair dos contextos e das circunstancias
particulares quando e como usar matematica e criticamente avaliar a sua

utilizacao”.

Diante desta realidade, cabe ao professor expor seus alunos a situacoes-problema
que estimulem o desenvolvimento da competéncia matemética. No desenvolvimento
desta competéncia, os problemas sao fundamentais, pois permitem ao aluno colocar-se
diante de situacoes que possibilitem o exercicio do raciocinio logico, pensando por si
proprio, sem a utilizacdo de regras e formulas padronizadas.

O Ensino da Matematica deve, dentre os principais objetivos, desafiar os alunos e
incitar a curiosidade através da apresentacao de problemas compativeis com os conheci-
mentos destes. Assim, o professor deve auxiliad-los por meio de indagagoes estimulantes
que objetivem o desenvolvimento de um pensamento critico e autonomo. Mais do
que o “simples” dever de ensinar, o professor encontra-se diante de um novo contexto
socio-cultural em que o aluno possui facil acesso a informacao, tornando-se desafia-
dor mostrar e ressaltar a importancia da Matemética. Utilizar problemas desafiadores
que instiguem a curiosidade e o raciocicio-logico pode ser uma maneira de aumentar o

interesse pela Matematica.
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Segundo Polya|12], alguns dos mais importantes deveres do professor sao o de ins-
tigar e o de desafiar os seus alunos, o que nao é facil, pois exige tempo, prética,
dedicacao e principios firmes. Atualmente o trabalho docente é marcado pela frustra-
cao: os professores tém a sensacao de estar forcando os alunos a participarem de agoes
que visivelmente nao os atraem.

E praticamente impossivel tratar do assunto “resolucdo de problemas” sem nos re-
ferir a George Polya, matemaético hingaro que trabalhou em uma variedade de topicos,
incluindo séries, teoria dos ntmeros, combinatoria e teoria de probabilidade, mais tarde
escreveu trés livros sobre a resolucao de problemas, dentre os quais destaca-se a sua
obra mais conhecida, “A arte de resolver problemas”. Nesta obra, Polya divide a solu-
cao de um problema em quatro fases, na seguinte ordem: compreensao do problema,
estabelecimento de um plano, execucao do plano e, finalmente, um retrospecto da re-
solucao completa, revendo-a e discutindo-a. O autor deixa bem claro que cada uma
destas fases tem uma importancia indiscutivel no desenvolvimento do raciocinio-logico
que tornarao o aluno um bom solucionador de problemas.

A forma de o professor questionar o aluno deve leva-lo a uma melhor compreensao
do problema que consequentemente abre as portas para que o mesmo estabeleca uma
boa estratégia de resolucao. Assim, a escolha de bons problemas é fundamental para o
sucesso do processo ensino-aprendizagem, estes devem ser desafiadores e interessantes,
mas nao tao complexos ao ponto de desmotivar os alunos. Logo, cabe ao professor
estabelecer corretamente o nivel de dificuldade dos problemas para seus alunos, pois,
caso contrario, isto pode tornar-se mais um obstéculo no processo ensino-aprendizagem.
A motivacao estd presente com mais naturalidade em problemas reais e, em grande
parte, ligados a situagoes fisicas, como, por exemplo, as ligadas ao espago e ao tempo.

De acordo com Polya|12]:

“Sabemos, naturalmente, que ¢ dificil ter uma boa ideia se conhecemos do
assunto e que é impossivel té-la se dele nada sabemos. As boas ideias sao
baseadas na experiéncia passada e em conhecimentos previamente adquiri-
dos. Para uma boa ideia, nao basta a simples recordacao, mas nao podemos

ter nenhuma ideia boa sem relembrar alguns fatos pertinentes”.
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A resolucao de problemas como método de ensino em Matematica tem como ob-
jetivo principal colocar o aluno diante de questionamentos que possibilitem o mesmo
exercitar o raciocinio e desenvolver uma autonomia que o ajudara em outras situagoes
na sua vida cotidiana e nao simplesmente reproduzir conhecimentos repassados, que
tornam o ensino da mateméatica pouco prazeroso e improdutivo. E importante ressal-
tar a diferenca entre exercicio e problema. O exercicio sustenta-se num procedimento
padrao, onde o aluno coloca em pratica um conhecimento adquirido ou memorizado.
O problema expoe o aluno a uma situacao imprevisivel, uma dificuldade que deve ser
superada com maior ou menor complexidade.

Segundo Pozo[13], ao ensinar a resolver problemas, ndao s6 é necessario “dotar os
alunos de habilidades e estratégias eficazes”, mas também é preciso “criar neles o habito
e a atitude de enfrentar a dificuldade de aprendizagem com um problema para o qual
deve ser encontrado uma resposta’.

Dentre as diversas areas onde a resolucao de problemas pode ser exercitada de
forma eficaz, destaca-se a Matemdtica Aplicada, ramo da matematica que tem-se de-
senvolvido muito devido as necessidades em diversas areas como a administracao, a
economia, as ciéncias, dentre outras, nas quais o conhecimento matematico ajuda a re-
solver diversos tipos de problemas. Destacam-se neste ramo algumas aplicagoes como
o céalculo numérico, a programacao linear, a teoria de jogos, a probabilidade e a esta-
tistica, a criptografia e a otimizacao que é o principal tema de estudo deste trabalho.
O tratamento dos conceitos de méximos e minimos tem origem nos estudos de Pierre
de Fermat que, no século XVII, resolveu o importante problema do tracado de uma
tangente a uma curva plana qualquer. Posteriormente, Newton, Leibniz e Riemann
desenvolveram novas teorias de Calculo e Geometria Analitica que impulsionaram a

Matematica. Segundo Eves|5]:

“A linha divisoria entre a matematica pura e a matematica aplicada devera
se enevoar cada vez mais. Por outro lado, como assinalou certa feita G.H.
Hardy, a matematica pura é a verdadeira matematica aplicada , pois o que
realmente importa em matematica é a técnica e esta se adquire em matema-
tica pura. Alids, como ilustra bem a aplicacao da teoria da sec¢des conicas

dos gregos antigos & mecanica celeste, a matematica toda é matematica
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aplicada - a aplicagao é, as vezes, uma questao de tempo”.

A escolha dos problemas de otimizacao como objetivo de estudo deste trabalho deu-
se pelo crescente desenvolvimento deste ramo e a diversidade de suas areas de aplicacao,
além do fato que tais problemas apresentados neste trabalho tem como foco despertar
a vontade do aluno em conhecer e investigar a utilizacao de determinados contetdos
estudados no Ensino Médio como, por exemplo, as nocoes de estatistica e as fungoes
quadraticas em situagoes que envolvem outros dominios promovendo assim atividades
contextualizadas e/ou interdisciplinares. Tais problemas ajudam a responder algumas
indagagoes feitas constantemente por alunos da Educacao Basica como, por exemplo:
“Para que estudar funcao quadratica?” “Por que estudar médias?”. Além disso, podem
contribuir significativamente para a formacao do educando, auxiliando-o para uma
melhor compreensao e aprendizagem.

A rotina do processo ensino-aprendizagem de Matemética quase sempre segue o
modelo: definicao, exemplos e exercicios de fixacao. Porém, os problemas de apli-
cacao devem ser usados como uma motivacao para aprender determinado contetdo,
pois diversas vezes o ensino estd se desenvolvendo muito abstratamente, sem exibir a
relevancia dos conceitos introduzidos. A utilizacao de problemas de aplicacao, nor-
malmente é feita ao final do estudo de determinado contetdo, diante desta realidade
alguns autores de livros didaticos de Matemaética para o Ensino Médio, como, por
exemplo, Dante[3] e Iezzi|7| tem procurado inovar em seus livros didéticos iniciando os
contetidos com situagoes-problema interessantes, contextualizadas e/ou interdisciplina-
res que propiciem a vontade nos alunos de aprender determinados contetidos. Segundo

Polya|12]:

“Vez ou outra, deve-se oferecer a classe um problema importante, rico em
conteudo e que possa servir de abertura para um capitulo inteiro de Ma-
tematica. E a classe deveria trabalhar com tal problema de pesquisa, sem
pressa e de modo que , segundo o principio do ensino ativo, os alunos pos-
sam descobrir (ou sejam levados a descobrir) a solugao e possam explorar

sozinhos algumas consequéncias da solugao”.

A escolha da abordagem do tema Problemas de Otimizacao envolvendo a Mate-

madtica do Ensino Médio configura-se como uma oportunidade de revisar e aplicar
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determinados contetidos estudados no Ensino Médio como: Funcao Quadratica, Mé-
dias(Estatistica) e Geometria Euclidiana Plana, além de introduzir algumas ideias atu-
ais e importantes da Matematica Aplicada, ramo ao qual pertence a otimizacao. Assim,
os problemas aqui apresentados devem ser acessiveis aos estudantes do Ensino Médio,
levando-se em conta o grau de dificuldade e os pré-requisitos necesséarios para sua com-
preensao.

Um dos principais objetivos deste trabalho, que nao pode deixar de ser mencio-
nado é mostrar uma ideia a respeito do tema escolhido, que possa ser inovadora e ter
impacto na pratica didatica em sala de aula, uma vez que os conteudos explorados
neste trabalho geralmente sao mal e/ou pouco explorados no Ensino Médio, que é o
caso principalmente do contetido Médias, cuja abordagem quase sempre se restringe
ao seu calculo propriamente dito o que nao auxilia no desenvovimento do raciocinio
logico-matemaético.

A forma de apresentacao deste trabalho tem inicio na exibicao de alguns conceitos
e demonstracoes de algumas propriedades, que diferem das aulas rotineiras, uma vez
que, devido a grande quantidade de contetidos exigidos pelas orientagoes curriculares
nacionais e a pequena carga horaria disponivel no Ensino Médio para as aulas de mate-
matica, geralmente os professores simplesmente fazem uso de determinados resultados
(proposigoes, teoremas, formulas, etc) sem demonstra-los. Tais propriedades, serdo
posteriormente utilizadas como ferramentas na resolucao de varios problemas aqui ex-
postos. Em seguida, serao apresentados alguns problemas de otimizacao cujas solugoes
observarao as quatro fases descritas por Polya|12| j4 comentadas anteriormente, e os
passos para solu¢ao de um problema de otimizagao segundo Hoffmann|6| e Stewart|14].

Na Educacao Basica, este tema geralmente ¢é intitulado como Problemas de Mdzimos
e Minimos, assim diante deste contexto tem-se um “novo” termo para este assunto,
Otimizacao. Segundo um dos mais conceituados dicionérios de Lingua Portuguesa, o

Aurélio, otimizacao é:
1) Ato, processo ou efeito de otimizar.
2) Determinacao do valor 6timo de uma grandeza.

3) O conjunto de técnicas algoritmicas e de programagao usadas para buscar o ponto
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6timo de fungoes matemaéticas.

Fazendo uma busca nos sites de pesquisa sobre Otimizacao, destaca-se a definicao
apresentada por uma enciclopédia livre e colaborativa, a Wikipédia, que define este

termo da seguinte forma:

“Em Matematica, o termo otimizacao refere-se ao estudo de problemas em
que se busca minimizar ou maximizar uma funcao através da escolha sis-
tematica dos valores de varidveis reais ou inteiras dentro de um conjunto

vidvel”.

Observa-se que em diversas areas do conhecimento humano existem problemas ou
situagoes nas quais o principal objetivo é determinar o ponto “6timo” de uma funcao.
Problemas como este possuem uma grande aplicabilidade em situagoes cotidianas. Mi-
nimizar gastos, maximizar lucro, obter a melhor maneira de se programar um dispo-
sitivo eletronico qualquer, como, por exemplo, um elevador para reduzir o tempo e o
consumo de energia em seu deslocamento, distribuir adequadamente agua, luz e es-
goto a uma regiao habitacional reduzindo os gastos, sao alguns exemplos de situagoes
cotidianas em que a otimizacao é o ramo da matemaética responsavel por estuda-las.

No final dos anos 50 e comeco dos anos 60, houve uma significativa mudanca no
Ensino de Matematica nas escolas brasileiras, reflexo do que acontecia no exterior.
O nome do movimento era Matemdtica Moderna, e uma de suas consequéncias foi a
“retirada” de alguns contetidos dos programas de ensino, como o Célculo e a Geometria.

Segundo Avila[1]:

“A ideia de que os programas de matemaética sao extensos e nao comporta-
vam a inclusao do Calculo é um equivoco. Os atuais programas estao, isto

sim, mal estruturados”.

Como o Calculo Diferencial, mais especificamente a derivada, é muito utilizada
em problemas de maximos e minimos como, por exemplo, problemas de crescimento
populacional e decaimento radioativo ligados as funcoes exponencial e logaritmica.
Uma vez “retirado” o Calculo dos programas de ensino, tem-se uma menor quantidade

de problemas que podem ser resolvidos e explorados usando a Matematica ensinada
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na Educacao Basica. Entretanto, existem alguns métodos que podem ser aplicados a
problemas muito interessantes e perfeitamente adequados ao atual curriculo do Ensino
Médio, alguns destes métodos serao explorados na proxima secao, e, em seguida, serao

apresentados alguns problemas que podem ser resolvidos usando tais técnicas.
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2 Meétodos Algébricos para a Otimizacao de Funcoes

No Ensino Fundamental h&4 um contato inicial dos alunos com as ideias de maximos
e minimos em situagoes discretas envolvendo, basicamente, o uso de minimo multiplo

comum (m.m.c) e maximo divisor comum (m.d.c) como nos seguintes problemas:

1) Dois ciclistas largam juntos numa pista, percorrendo-a com velocidade constante.
Um deles, completa cada volta em 18 minutos, e o outro, leva 22 minutos em cada
volta. Quanto tempo depois os dois cruzarao juntos pela primeira vez o ponto de

largada?

2) Um terreno retangular mede 75m de comprimento por 45m de largura, o mesmo
deve ser dividido em lotes quadrados iguais, cujo lado seja o maior possivel.

Quantos metros tera cada lado do lote?

A seguir serao apresentados alguns métodos algébricos para solucao de problemas
de otimizacao, dentre eles, destacam-se os que envolvem funcoes discretas e continuas

e a desigualdade das médias, que praticamente nao sao explorados no Ensino Médio.

2.1 Maximos e Minimos de Funcoes Quadraticas

Nas atuais orientacgoes curriculares para o Ensino Médio, os problemas de méximos
e minimos usualmente explorados quase sempre estao ligados as fungoes quadraticas.
Nestes, a tarefa mais dificil é achar a fungao que modela o problema, feito isso, resolver
o problema resume se a encontrar as coordenadas do vértice do grafico da funcao.
A seguir serd apresentada uma breve analise da forma canonica destas funcoes com o
objetivo de encontrar as coordenadas do vértice, consequentemente, o seu valor maximo
ou o seu valor minimo.

Dada a funcao quadratica f(z) = ax® + bx + ¢ com a, b e ¢ nimeros reais e a # 0,
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note que valem as seguintes igualdades:

f(z)=az®+bx+c

(=i 3)
=al|x”+—o+—
a a

2+b +b2 ()2+c
=ala*+-2+—— —+—
a 4a?  4a?  «a

(b P (P e
-\t ax 4a? “ 4a? «a

B +b 2_ b? — 4ac
-\ 2a 4a

Como x € IR, o primeiro termo na expressao anula-se apenas para © = —b/2a. Logo,

conclui-se que:

—b
i) Se a > 0, o menor valor de f(z) ocorre quando = = 5.
a
. . —b
ii) Se a < 0, o maior valor de f(z) ocorre quando x = 5"
a

Observe um exemplo onde este resultado pode ser usado:

Exemplo 1: Os alunos de uma escola alugaram, para uma festa de formatura,
um salao de eventos com capacidade para 150 pessoas. Cada aluno comprometeu-se,
de inicio, a pagar R$10,00. Caso a lotacao do estabelecimento nao fosse atingida, o
gerente propos que cada aluno que comparecesse pagasse um adicional de R$0,50 por
lugar vazio. Qual deve ser a quantidade de alunos presentes a festa de formatura para

que a receita seja maxima?

Solugdo: Seja x o nimero alunos na festa, tem-se que a receita(R) é dada, em reais,
pela funcao:
R(x) = z[10 + 0,5(150 — )] = —0, 52% + 85.
Logo, a solucao do problema se resume a determinar o valor de x para que a funcao
atinja seu maior valor, isto ocorre quando z = —85/2 - (=0, 5), ou seja, quando z = 85.
Portanto, o nimero de alunos que devem estar presentes na festa para que a receita

seja maxima é 85, neste caso a receita sera igual a R$ 3612,50.
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Nos cursos superiores de Matematica ou &areas afins os problemas de otimizacao
costumam ser resolvidos com o uso de derivadas, ja no Ensino Médio a maioria destes
problemas conduzem a uma funcao quadratica, cuja solucao foi analisada nesta secao.
Porém, existe uma ampla quantidade de problemas que podem ser resolvidos usando
outros recursos algébricos, tipicamente expressos por meio de desigualdades. Algumas

destas serao discutidas a seguir.

2.2 A Desigualdade das Médias

A desigualdade das médias, por exemplo, mostra-se muito util na solucao de alguns
problemas de otimizagao. Geralmente, no Ensino Médio, estas médias sao tratadas
no contetido de Nocoes de Estatistica, onde as aplicacoes restringem-se ao seu simples
calculo com base em informacoes dadas em graficos ou tabelas. A definicdo destas

médias serd apresentada a seguir:

Definicao 1: Sejam agy, as, ..., a, nimeros reais positivos. Define-se:

a1+a,2—|—...+an‘
n

i) A média aritmética (m,) de ay,as, ..., a, como o nimero

ii) A média geométrica (my) de aq,as, ..., a, como o nimero {/aias...a,.

n
+i4+.+2L

iii) A média harmonica (my) de aq,as, ..., @, cOmo 0 nimero —

ai

ait+a3+..ta;

n

iv) A média quadrdtica (m,) de ay,as, ..., a, como o nimero \/

Uma vez definidas, existe uma importante relacao entre estas médias, apresentada

no seguinte teorema:

Teorema 1: (Desigualdade das Médias) Para toda cole¢ao de niimeros reais posi-

tivos aq, as, ..., a,_1 € a, verificam-se as seguintes desigualdades:
mp(a1, Gz, ..., an) < mglar,as,...;a,) < mg(ar, as,...,a,) < mglar,as, ..., an).

Além disso, em cada caso a igualdade ocorre se, e somente se, a; = as = ... = a,.
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Viérias e interessantes demonstracoes destas desigualdades para n nimeros podem
ser encontradas em Oliveira[11]. Porém a demonstracdo aqui apresentada seré restrita

ao caso que envolve apenas dois niimeros reais positivos, sendo perfeitamente acessivel

aos alunos do Ensino Médio.

Demonstracao: Sejam a; e a, dois niimeros reais positivos quaisquer. Para mos-

trar que m, < m,, basta observar que

-9 — 2
Mo —my = %;@_m _ ay + ag ) Vaias (Var 2\/‘12) > 0.

Como m, — my é nao negativo, segue que my, < m, para quaisquer a; # as € a
igualdade ocorre quando a; = as.

Para mostrar que m, < m,, observa-se que

(a1 —a)? > 0= a2 —2a1a3+a3 > 0 <= 2a}+2a3 > a® + 2a,ay + a3

2 2 2 2 2
aj + a; ay + ag [ai + a5 ay + ag
_— > _ — > .
2 - ( 2 ) 2 - 2

Observe que esta tltima implicacao é valida porque a; e ay sa0 niimeros positivos,

nota-se também que a igualdade ocorre quando a; = as.

E, finalmente, para mostrar que m; < my, aplica-se a desigualdade my, < m, aos

nimeros positivos 1/a; e 1/as, de onde tem-se que

1 1

— 4+ —
1 1 a a 1 a1+ as 2aias
- - < A2 < — < Vaja
a; as 2 N 2@1@2 a;+as e

que completa a demonstragao, pois

2@1@2

2
— 1 1
a1+a2 a—l—’—a

O exemplo a seguir mostra uma aplicagao da desigualdade das médias.

Exemplo 2: Uma lata cilindrica é feita para receber 1 litro de 6leo. Encontre as

dimensoes que minimizarao o custo do metal para produzir a lata.

Solucao: A ideia é tentar exprimir uma funcao de acordo com a situacao proposta

pelo problema, e, se possivel, colocé-la em funcao de uma tnica variavel dependente.

23



Finalmente, escolhe-se um método algébrico que permita minimizar a funcao encon-
trada.

O volume da lata cilindrica ¢ fixo e igual a 1 litro, ou seja, 1000 cm®. A expressao
que determina o volume do cilindro é V = 7 R?h, onde R representa o raio da base e h

a altura do cilindro. Consequentemente,
TR*h = 1000. (1)
Por outro lado, a area da superficie cilindrica é dada por:
A = 27R*+ 27Rh, (2)

assim isolando h na equagao (1) e substituindo em (2), tem-se

1000

A(R) = 2nR? +27R- —

2000
= MR+ —
TR+ R
1
= o+ 12 g

Logo, o objetivo é determinar o valor de R que minimiza 7R* + 1000/R, que pode
ser adaptada para uma aplicacao da desigualdade das médias geométrica e aritmética,

observando que

1000 500 500
Ry —2 — gR24 2 27
g Tttt R
Assim,
<24 200 500
R_R > \3/32-@-@ e e+ 20 S 5093
3 = V™ R R TR 2 s

e a igualdade, que minimiza a expressao, vale exatamente quando os trés termos sao

iguais, ou seja, TR? = 500/ R. Dali,

500 500
TR = 500 = R® = 22— R = ¢ ==
T v

Substituindo o valor de R encontrado em (1) e simplificando, encontra-se h = 2{/500/,
ou seja, a altura do cilindro deve ser o dobro da medida do raio da base para que a

area da superficie cilindrica seja minima e igual a 300v/27.
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Algumas indagacoes sao pertinentes, com base nesta solucao, como: Quando pode-
mos usar a desigualdade entre as médias para resolver problemas com funcgoes como a
encontrada neste problema? Qual é a relacao, na expressao que precisava ser minimi-
zada, entre a divisao de um dos termos em n partes e o grau do outro termo, para que
seja possivel usar a desigualdade das médias? Dentre as caracteristicas do problema
tem alguma condicao que contradiz o teorema da desigualdade das médias?

Diante do exemplo anterior, é importante observar que a desigualdade das médias
aritmética e geométrica ¢ muito util para estudar funcoes que envolvem somas de
poténcias positivas e negativas de x com coeficientes positivos. Neste caso, pode ser
conveniente decompor um mesmo termo em duas ou mais parcelas de modo que o
produto de todas as parcelas resulte em uma constante. Observe esta ideia na seguinte
funcao:

2 1
f(x):x3+m2+—2+—, para z > 0.
2

Para que o produto dos termos seja independente de x, escreve-se

s o5 2 1 | 1 1
rrrt st -=r S+ 5+
¢ x T4

de onde tem-se, pela desigualdade das médias aritmética e geométrica, que
1

A
e LI 1 1 1
Ug - X 2§/x3.x2 ..... - =1

2 2?2 oz

Consequentemente, f(x) =5 é o valor minimo da fun¢ao, que ocorre quando

ou seja, quando x = 1.

2.3 Maximos e Minimos de Funcoes Discretas

Varios problemas interessantes envolvem funcoes calculadas apenas sobre o conjunto
dos niimeros naturais. Uma maneira de determinar um ponto onde uma fun¢ao assume
valor maximo ou minimo, é pelo estudo das regides onde a funcao é crescente ou

decrescente. Por exemplo, se uma fungao é decrescente para r < xy e crescente para
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x > X, isto sugere que a fungao atinja um valor minimo em xy, o que pode ser verificado
de alguma forma no caso de cada func¢ao especifica. Esta ideia é particularmente tutil
em situacoes que envolvem funcoes discretas, ou seja, definidas sobre IV. Neste caso, a
funcao ¢ crescente para os valores de n tais que f(n+1) > f(n). Se f(n) > 0, pode ser
interessante substituir esta ultima desigualdade por f(n+ 1)/f(n) > 1, e uma anélise
semelhante pode ser feita para verificar onde a funcao é decrescente. Observe esta ideia

no seguinte exemplo:

Exemplo 3: Um certo lago tem uma grande quantidade de peixes, 300 deles sao
capturados, aleatoriamente, marcados e soltos novamente. Apods eles se dispersarem,
novamente 300 peixes sao capturados. Entre estes tltimos ha 66 que haviam sido

marcados na primeira captura. Estime a populacao de peixes neste lago.

Solucao: Um dos métodos utilizados para estimar a populagao, conhecido como
método de mdzrima verossimilhanca, consiste em determinar o tamanho n, da populacao
que maximiza a probabilidade de que em uma captura de 300 peixes, 66 venham
marcados. Assim, se a populacao for n, sendo 300 marcados e n — 300 nao marcados,

a probabilidade de que, em uma captura de 300, 66 venham marcados é:

()
P(66) _ (36060) (n;ii)O) _ 234! X [(n — 30())!]2‘

(500) 66! nl(n — 534)!
Portanto, para maximizar P(66), é suficiente maximizar
B [(n — 300)!]?
J(n) = nl(n — 534)!

Para identificar os valores de n em que f(n) é crescente, é mais interessante determinar

n tal que fgfé:)l) > 1, ou seja,
[(n — 299)1]2
(n+ 1)!(n — 533)! o1
[(n — 300)!]? '
n!(n — 534)!

Simplificando, obtem-se

n? — 598n + 2992
n? —533n +n — 533

>1 <= 598n — 532n < 299? + 533 <= n < 1362, 63.
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Analogamente, mostra-se que f(n) é decrescente para n > 1362, 63. Portanto, a fungao
f(n) atinge valor maximo para n = 1363 e, consequentemente, estima-se que neste lago

ha 1363 peixes.

2.4 Maximos e Minimos de Funcoes Continuas

A ideia de estudar as regioes de crescimento e decrescimento de uma funcao, apre-
sentada na secao anterior, pode ser estendida a funcoes definidas sobre o conjunto dos
nimeros reais. Aqui, um tratamento mais rigoroso envolveria consideracées sobre a
continuidade das funcoes, porém como as funcoes de uma variavel real exploradas no
Ensino Médio geralmente sao continuas, no intervalo de interesse, esse tipo de consi-
deracoes pode ser omitido sem grandes prejuizos para o desenvolvimento do método.
Ainda assim, é necessario o cuidado de verificar que a funcao em questao esteja de-
finida, e seja limitada no intervalo considerado para o problema. Neste caso, tem-se
que f(z) é crescente em zg, se para um pequeno acréscimo h > 0 na variavel x tem-se
f(zo + h) > f(xp). Analogamente, f(z) ¢ decrescente em z, se, para um pequeno
acréscimo h > 0 na variavel = tem-se f(zo + h) < f(xo). Esta ideia ¢ 1til na resolu-
cao de alguns problemas, particularmente os que envolvem funcoes cubicas, como no

exemplo a seguir.

Exemplo 4: A partir de uma chapa metalica retangular de 1m x 1 m deseja-se
contruir uma caixa sem tampa, removendo quadrados de lado x dos quatro cantos da
chapa e dobrando as abas resultantes em angulo reto como indica a figura a seguir.

Qual é o valor de x para que a caixa tenha volume maximo?

Solugao: Observando a figura 1, conclui-se que o volume da caixa, em metros

cubicos, é dado pela funcao:
V(z)=2(1 - 22)° =42° —42* + 2, para 0 < 2 < 1/2.
Neste caso, é mais conveniente determinar para quais valores de x a funcao

V(z) = 42® — 42* + 2,
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Figura 1: Exemplo 4 - Caixa Planificada

¢ crescente analisando a desigualdade V(z + h) — V(x) > 0, para h > 0. Logo, tem-se
Vz+h)—V(z)=4x+h)? -4z +h)?*+(x+h) —42° +42° — o
= 4(2® + 32%h + 3zh* + h®) — 4(2* + 2zh + h?)
+(z+h) —42® +42° — x
= 42 + 122%h + 122h* + 4h® — 42® — S8xh — 4h?
+ax+h—4x® 442 — o
= h[4h* + (122 — 4)h + 122* — 8z + 1],
e, como h > 0, para que V(x + h) — V(z) > 0, deve-se ter

4h* + (122 — 4)h + 122> — 8z + 1 > 0,

por menor que seja h. Para isso, é necessario que, 1222 — 8z + 1 > 0, que ocorre para
r < 1/6 ou x > 1/2, pois neste caso, é sempre possivel escolher h pequeno o bastante
para que |h(4h + 12z —4)| < 122? — 8z + 1. Para determinar onde V(z) é decrescente,
o desenvolvimento é analogo, invertendo-se apenas a desigualdade, ou seja, para que

V(z + h)—V(z) < 0, por menor que seja h, deve-se ter 1/6 < x < 1/2 (intervalo
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entre as raizes de uma funcao quadratica). Portanto, como V(0) =V (1/2) =0e, V(2)
cresce para < 1/6 ou z > 1/2 e decresce para 1/6 < x < 1/2, conclui-se que o corte
nos cantos desta chapa deve ser de 1/6 m, ou aproximadamente 16,7 cm para que o

volume da caixa seja maximo, e aproximadamente igual a 74 litros.

Qutra solucao: Como foi observado na solucao anterior o volume da caixa, em

metros cubicos, é dado pela expressao:
V(z) = z(1 - 22)* = 2(1 — 22)(1 — 22).

Logo, é possivel usar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, de forma

conveniente para maximizar a expressao que determina o volume, dai:

e +1—-2x+1— 2z
3

(1 —22)(1 — 22) <

Como deseja-se maximizar o volume, usa-se a igualdade que ocorre quando 4z = 1—2x,
ou seja, quando z = 1/6, consequentemente o volume méximo serd 2/27 m3, que

equivale a aproximadamente 74 litros.
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3 Aplicacoes

Sao apresentados, a seguir, outros exemplos de problemas de otimizacao que per-
mitem aplicar os métodos desenvolvidos nas secoes anteriores. Tais problemas podem

servir como material didatico de apoio para tratar deste assunto em turmas do Ensino

Médio.

Problema 1: (UE-PI) Um agricultor tem 140 metros de cerca para construir dois
currais: um deles, quadrado, e o outro, retangular, com comprimento igual ao triplo

da largura. Se a soma das areas dos currais deve ser a menor possivel, qual é a area do

curral quadrado?

Solucao: Seja x o lado do quadrado, logo para construir o curral retangular restaram
(140 — 4x) metros de cerca,

(140 — 4x)/8. Assim a fun¢do A(x) que determina a soma das areas dos dois currais é

dada por:
A(x)

Logo,

A(z)

Assim analisando a forma canonica de A(x) observamos que a fun¢ao é minima quando

ou seja, o comprimento serda 3(140 — 4x)/8 e a largura

3
8

- 64

), 3o 105 3675
:I f— —_—— -

1T Ty

 7a? — 210z + 3675
N 4

7 2
= (2% — 302 + 525)

4
7 2

x = 15. Portanto, a area do curral quadrado é 225 m?.

Neste problema algumas

ximizar a area como seria o objetivo de uma situacao real? Quando é possivel utilizar

indagacoes sao relevantes: Por que minimizar e nao ma-

este procedimento em algum outro problema?
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Problema 2: Um pedago de arame com comprimento [ serd dobrado para for-
mar um circulo ou um quadrado ou ambos, dividindo-se o arame em dois pedacos.
Determine como dividir o arame para que a area das figuras contornadas pelo arame

seja:
a) minima;
b) maxima.

Solugao: Deseja-se cortar um fio, formando duas figuras: um circulo e um quadrado,
com objetivo de minimizar e maximizar a soma das duas areas. Uma maneira de tentar
resolver este problema é transformar a situacao descrita em uma funcao que possa ser
otimizada. Sejam [y e [y, respectivamente, os comprimentos dos fios utilizados para

formar o circulo e o quadrado. Assim, temos que [; + ls = [, consequentemente:

i 3
A(ll) = E (& A(lz) = E,

onde A(ly) e A(ly), sdo respectivamente, as areas do circulo e do quadrado obtidos pelo

corte do fio. Logo,

A(l) = A(l) + A(lz)

_ B

T 4r 16

_ Ali 47l

N 167

B 41— 1p)* + 73

N 167

AP —8lly + 413 + 73

N 167

B (4 + 7)13 — 8lly + 412

N 167 '

Como [ ¢ um numero real positivo fixado, observa-se na expressao anterior que trata-
se de uma funcao quadréatica na variadvel ls, sendo positivo o coeficiente do termo

quadratico, consequentemente o valor minimo ocorre quando

= 81 4
2T 2(4+m) A+
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Consequentemente, [; = 7l/(4+ ), de onde conclui-se a resposta do item (a), ou
seja, o fio deve ser cortado em dois pedagos medindo 7l/(4 + ) e 41/(4 4+ 7), onde com

o primeiro pedacgo forma-se o circulo e com o segundo pedago o quadrado.

J& para responder o item (b), observa-se que A(l) pode ser colocado na forma

I5[(4 4+ 7))l — 8] + 412
A = D =S+ 4

Analisando o sinal de (4 + 7)ly — 8l, tem-se que o mesmo ¢é negativo pois (4 + m)ly <
8ly < 8l. como no item(b) deseja-se maximizar A(l) entao deve-se ter Iy = 0 para que
A(l) seja maxima, consequentemente, o fio deve ser usado somente com um circulo de

raio [ /27 para que a area seja maxima, ou seja, o fio nao deve ser dividido.

Problema 3: Determinar o ponto P, situado sobre a hipérbole de equacgao zy = 1,

que estd mais proximo da origem.

Solugao: Pretende-se encontrar o(s) ponto(s) sobre o grafico da fungao y = 1/x
mais proximo(s) da origem dos eixos, ou seja, do ponto (0,0). Observando o grafico da
fungao y = 1/x, conforme a figura 2, aparentemente os pontos (1,1) e (—1,—1) sdo os
pontos sobre o grafico da hipérbole em questao, mais proximos & origem. Assim, falta

mostrar a veracidade desta afirmacao, que caso seja possivel resolve o problema.

Figura 2: Hipérbole xy=1
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A solucao pode ser abreviada mostrando que todos os pontos da funcao situados
no primeiro quadrante estado mais distantes da origem do que o ponto (1, 1), uma vez
que o grafico desta fungao é simétrico em relagao a origem (f(—z) = —f(x)), portanto
o raciocinio é anélogo para o ponto (—1,—1).

Assim, seja (1+a) a abscissa de um ponto P da hipérbole xy = 1, consequentemente,
a ordenada deste ponto é 1/(1+ a). Logo, seja d a distancia do ponto P a origem,

tem-se

cf:(1+@2+( ! )2

1+a
(1+a)*+1
(1+a)?
a*+4a® +6a> +4a+1+1
(1+a)?
a* + 4a® + 4a% 4 2a% + 4a + 2
(1+a)?
a* +4a® +4a*>  2(1+a)?
(14 a)? (1+a)?
_ a*(a® + 4a +4) L9
(1+a)
a*(a + 2)?
(14 a)?

Dai, conclui-se que d? > 2 para qualquer a nao-nulo. Logo, os demais pontos do gréafico
da hipérbole zy = 1 estao mais distantes da origem do que o ponto (1,1), uma vez que

a distancia deste a origem é V2.

QOutra solugao: A desigualdade das médias permite obter esta solucao de uma
maneira muito simples e elegante. Observe que o ponto (a,1/a) com a # 0, pertence a

hipérbole zy = 1. Consequentemente, a distancia d, deste ponto a origem ¢é tal que
1
d2 = CL2 -+ -5
a

Por outro lado, usando a desigualdade entre as médias aritmeética e geométrica, tem-se

9 1
a”+ - 1 1
a > (Ja?2 = = *+= > 2.
2 - a? a? —
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Consequentemente, o menor valor de d? é 2, que ocorre quando a?> = 1/a?, ou seja,
a = +1. Portanto os pontos da hipérbole xy = 1, mais proximos da origem sao (1, 1)

e (—1,—1) uma vez que o gréfico desta hipérbole é simétrico em relagdo a origem.
1
Problema 4: Para z > 0, qual é o valor minimo de y = 2% + —?
x

Solucao:

Figura 3: Problema 4

A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica pode se mostrar eficiente
na solucao deste problema uma vez que nao se trata de uma funcao quadratica ja que a
incognita x aparece no denominador, porém temos uma soma de poténcias positivas e
negativas de x com coeficientes positivos. Outra ideia interessante talvez seja analisar
os graficos das fungoes y = 22 e y = 1/2 em um mesmo sistema de eixos para imaginar
como seria a funcao que representa a soma desta duas fungoes, ver figura 3.

Tem-se

1

—l—l —|—1—|—
=7 — =7 R R
Y 2r  2x

e, usando a desigualdade entre as médias aritmética e geomeétrica(m, > my), obtem-se

JZ—I—— — \/7 \/>
2r 2x

Portanto: y > 3/\‘/4_1, onde a igualdade s6 ocorre quando z? = 1/2x, ou seja,
quando z = 1/+/2.
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Problema 5 (1* prova de qualificagdo do PROFMAT - Turma 2011):

a) Dado um ntimero a > 0 quanto medem os lados do retangulo de perimetro
minimo cuja area é a?

b) Justifique matematicamente por que nao se pode responder a questao anterior

se trocarmos “minimo” por “maximo”.

Solugao: Deve-se encontrar medidas = e y respectivamente do comprimento e da
largura de um retangulo com &rea fixa, que minimize o perimetro do mesmo. E, em
seguida, mostrar que nao é possivel maximizar o perimetro de um retangulo de area
fixa. A desigualdade entre as médias geométrica e aritmética pode ser usada para
resolver este problema uma vez que para calcular a area de um retangulo usa-se o
produto entre os seus lados e para calcular o perimetro usa-se o dobro da soma dos
seus lados nao opostos. Assim, isto conduz a ideia de usar a desigualdade entre as

médias geométrica e aritmética.

a) Sejam x e y respectivamente as dimensdes do comprimento e da largura do
retangulo de area a. Dai, tem-se que xy = a, consequentemente /Ty = y/a. Aplicando
a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica aos nimeros reais positivos x
e y tem-se que

T +

> /Ay = Va

Como pretende-se minimizar o perimetro P = 2x + 2y, usa-se a igualdade, que ocorre

quando x = y, ou seja,
T +x

5 :\/5<:>x:\/a.

Logo, o perimetro P é minimo quando 2 = y = /a, ou seja, um quadrado de lado /a.

b) Precisa-se mostrar que nao existe retangulo de perimetro maximo com area a > 0
fixada. Para isso basta observar, que se xy = a, multiplicando = por N tao grande
quanto se queira e dividindo y pelo mesmo N, a area A = Nx -y/N é mantida igual a
a, porém o perimetro P = 2Nx + 2y/N pode tornar-se maior do que qualquer nimero

fixado, ou seja, o perimetro nao possui um valor maximo.

Problema 6 (AV2 da disciplina MA12 - PROFMAT - Turma 2011): Uma caixa
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retangular sem tampa tem dimensoes x, y e z representando respectivamente o com-
primento, a largura e a altura.

a) Exprima a area e o volume da caixa em funcao de x, y e z.

b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caixa é igual a
32, entao sua area ¢ maior ou igual a 48.

¢) Determine as medidas das arestas da caixa de area minima com volume igual a

32.

Solucao:
a) O volume da caixa é V = xyz e a area total é A = zy + 2xz + 2yz.

b) Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se

xy + 2xz + 2yz
3

> {ay 22z Yz = Y Axy222,

como xyz = 32 (volume da caixa) conclui-se que:

xy + 22z + 2yz

3 > V4 - 322 = /4096 = 16.

Consequentemente, zy + 2xz 4+ 2yz > 48 como pretendia-se mostrar.

¢) Como xy + 2xz + 2yz > 48 tem-se pela desigualdade das médias aritmética e
geométrica que a igualdade s6 ocorre quando xy = 22z = 2yz, ou seja, v = y = 2z.
Fazendo r = a obtem-se que a - a - a/2 = 32, consequentemente a®> = 64 = a = 4.
Portanto, as dimensoes do comprimento, da largura e da altura que minimizam a area
total da caixa sao respectivamente iguais a 4, 4 e 2.

E importante ressaltar que as industrias (principalmente do setor alimenticio) fazem
este tipo de calculo para minimizar o custo das embalagens de determinados produtos.
Pode-se utilizar esta ideia para minimizar o material gasto em alguma embalagem, por
exemplo, uma caixa de leite, com volume fixo igual a 1/ e fazer alguma indagacoes com

base na resposta encontrada.

Problema 7: Mostre que entre todos os retangulos de mesmo perimetro o quadrado

é o0 de area maxima.

Solucao: Uma vez que o calculo de area envolve produto e o de perimetro envolve

soma, a desigualdade entre as médias geométrica e aritmética pode ajudar a mostrar
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que o quadrado determina area méxima dentre todos os retangulos de perimetro fixado.
Outra alternativa é usar a ideia de funcao, pois caso a funcao associada a este problema
seja a quadratica, por exemplo, pode-se maximizar a funcao sem o uso do Calculo
Diferencial.

Seja R um retangulo de dimensoes x e y. Logo o perimetro é dado por P = 2z + 2y
e area da sua regiao é dada por A; = zy. O quadrado () de mesmo perimetro que R
tem lado medindo (z + y)/2, e sua area é dada por Ay = [(x + y)/2]?. Pretende-se
mostrar que A, > A, isto é equivalente a mostrar que A — A; é nao-negativo. Usando

a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se que

T+ T+ 2 T+ 2
2y2\/xy<:><7y) > xy <:>(Ty> —axy>0<= Ay, — A; >0,

da ultima desigualdade conclui-se que A, > A;, consequentemente o quadrado é o

retangulo de maior area fixada.

Qutra solucao: Sendo R um retangulo de dimensoes x e y seu perimetro é P =

2x + 2y e a sua area é A = xy. Dai,

P -2z
2

P=2x+2y—=y=

pP—-2 Px — 22> 222+ P P
A:xy:A(w):x-( x): T — 2z z° + Px )

2 > 2 U am

Observe que trata-se de uma funcao quadratica em que o coeficiente do termo
quadrético é negativo, logo o méaximo desta fungio ocorre em —b/2a. Como neste caso
b= P/2ea=—1tem-se que x = P/4 & o ponto méximo de A(x), ou seja, a area sera
méaxima quando o retangulo for um quadrado.

As duas solucoes apesar de usar ferramentas distintas levaram ao mesmo resultado,
sempre que isto acontecer pode-se ter certeza quanto ao resultado encontrado? Qual a
principal conclusao deste problema, ou seja, esta situagao pode ser generalizada? Se a

resposta for sim, em quais situagoes este resultado pode ser utilizado?

Problema 8: (UFG) Um quadrado de 4cm de lado é dividido em dois retangulos.
Em um dos retangulos, coloca-se um circulo, de raio R, tangenciando dois de seus lados

opostos, conforme a figura a seguir:
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Figura 4: Problema 8

a) Escreva uma expressao que represente a soma das areas do circulo e do retangulo,
que nao contém o circulo, em funcao de R.
b) Qual deve ser o raio do circulo, para que a area pedida no item anterior seja a

menor possivel?

Solucao: Neste problema é importante observar que a figura é muito util para
compreender melhor a situacao descrita pelo problema.

a) Seja A a soma das areas do circulo e do retangulo que nao o contém, e R o raio
do circulo, tem-se que as dimensoes do retangulo que nao contém circulo sao 4cm e

(4 — 2R)cm. Consequentemente,
A(R)=mR*+4-(4—2R) = A(R) = 7R*>+ 16 — 8R.

b) Como pelo item (a) foi obtida uma fungao quadratica em funcado de R, onde
o coeficiente do termo quadratico é positivo, a mesma admite ponto de minimo que
ocorre quando x = 4/.

Trata-se de um problema geométrico de otimizacao, porém pode foi possivel resolve-
lo usando ferramentas algébricas. Usando este problema e outros apresentados ante-
riormente que envolveram funcao quadratica, ja é possivel identificar quais as carac-

teristicas deve ter um problema de otimizacao para que o mesmo seja resolvido com
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maximo ou mimimo de fun¢oes quadraticas? Se o mesmo for conduzido a alguma fun-
¢ao polinomial com grau (n > 2), como pode-se determinar o seu maximo ou minimo

caso exista’?
Problema 9: Qual o maior valor atingido pela fungao
f(x) =V8xr — a2 — V1dx — 22 — 48
para quaisquer valores reais de x?

Solucao: Apesar dos radicais, o problema se resume a uma situacao na qual deve-
se maximizar a funcao quadratica que aparece no primeiro radical e minimizar a do
segundo radical, caso seja possivel para um mesmo x no intervalo em que a funcao
estd definida. Pode-se utilizar a ideia de maximo e minimo de funcao quadratica,
pois minimizar/maximizar a raiz quadrada é equivalente a minimizar/maximizar o
radicando. Nao se pode esquecer que o intervalo onde a funcao estid definida é a
intersecao dos intervalos onde cada um dos radicais é nao-negativo.

Deve-se maximizar o primeiro radical e minimizar o segundo radical, de modo que
a funcao esteja definida nos reais, ou seja, ambos os valores dos radicais devem ser
nao-negativos. Tem-se que 8= —x? = x(8 — z), ou seja, uma parabola com concavidade
voltada para baixo que corta o eixo das abscissas nos pontos ©+ = 0 e x = 8. Logo
pela simetria da parabola, o maximo acontece em = = 4, sendo crescente em [0,4] e
decrescente em [4,8]. Por outro lado, 14z — 2% — 48 = —(7 — 2)? + 1, logo observa-se
que f(z) esta definida para (7 —z)* < 1, ou seja, 6 < z < 8. Analisando —(7—z)? +1
tem-se novamente uma parabola com concavidade voltada para baixo que se anula para
r =6 e x =8, sendo crescente no intervalo [6,7] e decrescente no intervalo [7,8]. Logo
precisa-se encontrar o valor de z € [6, 8] que maximiza f(z), assim pelas analises feitas
anteriormente neste intervalo, tem-se que x = 6 maximiza o valor do primeiro radical e
minimiza o valor do segundo radical. Assim f(z) = 21/3 é o valor maximo da funcdo,
que ocorre quando x = 6.

E interessante ressaltar que, além de maximo e minimo de funcio quadratica, a
analise das funcoes foi muito importante para obter a solucao da mesma. Se o maximo

de uma funcao nao coincidisse com o minimo da outra, como poderiamos resolver
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uma questao deste tipo? Serd que a utilizacao de derivada facilitaria a solugao desta

questao?

Problema 10: Prove que, de todos os triangulos de mesmo perimetro, o equilatero

possui a maior area.

Solucao: A desigualdade entre as médias aritmética e geométrica pode ajudar a
resolver este problema, pois o perimetro envolve soma dos lados e a area envolve o

produto entre estes (formula de Heron).
a+b+c

2
Usando a formula de Héron para calculo de 4rea de triangulos tem-se

Sejam a, b e ¢ os lados do triangulo e p = , Ol seja, p o semi-perimetro.

A=+/plp—a)p—b)(p—c) = b/ (p—a)(p—b)(p—c).

como p é fixo, entdo A serd maximo quando (p — a)(p — b)(p — ¢) for maximo. Pela

desigualdade entre as médias aritmética e geométrica tem-se

Vp—a)p-bp-c) < p_a+p;b+p_c =]§
e, ainda mais, a igualdade s6 ocorre quando p—a = p—b = p—c, ou seja, a = b = ¢, como
pretendia-se demonstrar. O resultado deste problema traz uma importante propriedade
valida para triangulos, este resultado também ja tinha sido observado para retangulos.
Sera que este resultado é valido para um poligono com n lados? Em caso afirmativo,

¢ possivel ser mostrado usando simplesmente a desigualdde das médias geométrica e

aritmética?

Problema 11: Determinar as dimensoes do paralelepipedo de menor diagonal

possivel, sabendo que a soma dos comprimentos de todas as suas arestas é 12.

Solucao: A desigualdade entre as médias quadratica e aritmética pode ajudar a
resolver o problema. Pois, o comprimento da diagonal de um paralelepipedo de dimen-
soes a, b e ¢ é dado por: d = Va2 + b2 + 2, o que sugere o uso da média quadratica.
Por outro lado, a soma de todas as arestas pode ser associada a média aritmética.

Sejam a, b e ¢ as dimensdes do paralelepipedo, logo pretende-se minimizar
d=+va*+b>+ 2,
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onde d representa o comprimento da diagonal do paralelepipedo. Por outro lado, tem-se
da+4b+4c=12 <= a+b+c=3.
Assim, usando a desigualdade das médias quadratica e aritmética tem-se que

2 2 2
la +l;)+c > a—l—g—l—c S I R Y

Portanto, para minimizar d usa-se a igualdade que ocorre quando a = b = ¢ = 1,

ou seja, quando o paralelepipedo for um cubo de lado 1, a diagonal serd minima e igual

a V3.

Algumas questoes sao pertinentes a respeito deste problema: Quando usar a desi-
gualdade entre as médias quadratica e aritmética? E possivel usar este mesmo resultado

para outros poliedros regulares?

Problema 12: Sendo x e y ntmeros reais positivos, determinar o valor maximo

de F=zy(l —z —y).

Solucdo: E suficiente considerar apenas os valores de z e y tais que z +y < 1, pois
caso contréario, tem-se 1 — x — y < 0, o que tornaria E negativo. No entanto, ¢ facil
ver que E é positivo se z + y < 1. Portanto, pela desigualdade das médias aritmética
e geométrica tem-se

r+y+l—az—y 1
= l—z—y) < —-
3 zy(l-z—y) < 5

3

IN

ry(l— 2 —y)

De onde conclui-se que o valor maximo de £ é 1/27, que ocorre quandoz =y = 1—x—vy,

ou seja, quando r =y = 1/3.

Problema 13: Encontre o menor valor assumido pela fungao f(z) = 3z° — 622 + 4

para x > 0.

Solucao: Uma possibilidade, ainda que um tanto obscura, para tentar resolver este
problema é empregar a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica envol-
vendo alguns dos termos da funcdo. Tem-se que 323 + 4 = 23 + 22° + 4, logo, pela
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica,

3490344
% > Vi 213 4 = 22° = 32 4> 622,
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ou seja, f(x) é nao-negativa. Mas, como a igualdade entre os niimeros positivos a3, 2z
e 4 nao ocorre para nenhum valor de z, conclui-se que, apesar de f(z) > 0, o minimo
de f(z) é obviamente maior do que zero. Assim, a desigualdade entre as médias nao
é suficiente para resolver o problema. Por outro lado, analisando os intervalos de
crescimento e decrescimento de f(x), pode-se concluir a solugao. Por exemplo, f(x) é

decrescente em x se, para h > 0, f(z + h) — f(z) <0, por menor que seja h. Mas
flx+h)— f(x)=3(x+h)>—6(x+h)*+4—32°+62° — 4
= 32° + 92°h + 9zh* 4 3h® — 62% — 12zh — 6h® + 4 — 32° + 62° — 4
= 92°h + 9zh® + 3h* — 12zh — 6h*
= 3h[h* + (31 — 2)h + 32* — 4z].
Para que esta dltima igualdade seja negativa, por menor que seja h, deve-se ter
h? + (3z — 2)h + 32° — 42 < 0.

Para isso, ¢ necessario que 322 — 4z < 0 que ocorre para 0 < z < 4/3. Para determinar
onde f(x) é crescente, o desenvolvimento é anéalogo, invertendo-se apenas a desigual-
dade, ou seja, para que f(x + h) — f(x) > 0, por menor que seja h, deve-se ter x < 0
ou x > 4/3. Portanto, como f(x) é decrescente para x < 4/3 é crescente para z > 4/3,

conclui-se que f(4/3) =4/9 é o menor valor atingido pela funcao.

Algumas conclusdes nao podem deixar de ser comentadas. A desigualdade das
médias neste caso nao resolveu o problema, pois o caso da igualdade, que maximiza ou
minimiza dependendo da situacao nao faz sentido neste caso. Para resolver o problema

foi feita uma analise dos intervalos de crescimento da funcao.

Problema 14: Suponha uma estatua de altura h sobre um pedestal de altura p.
Um observador de altura m (m < p) enxerga do pé ao topo da estatua sob um angulo
a, que varia de acordo com a distancia d entre o observador e a base do pedestal,
conforme figura 5. Determinar a distancia d para que o angulo de visao seja o maior

possivel.
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i1

fH

Figura 5: Problema 14 - Figura obtida em [10]

Solucao: O observador vé a estatua sob o angulo @ = 6, — 05 onde 6; e 6, sao os
angulos entre a horizontal a altura do observador e os segmentos que ligam ao topo e
ao pé da estatua, respectivamente. Logo tem-se

tg(fh) — tg(fa)
1+ tg(6:) - tg(b2)

Como d é a distancia entre o observador e a estatua, tem-se

tg(a) = tg(th —0a) =

hp— _
% e tg(0s) = u,

tg(01) = p

assim fazendo Hy =h+p—me Hy=p—m:

Hl_Hg
tg(a) = dTlglg
14 i
. Hi - H
- HiH,
d
* d

Sabe-se que tg(a) é crescente no intervalo [0,7/2[, portanto maximizar « é equi-

valente a maximizar tg(«). Por outro lado, para maximizar tg(a) deve-se minimizar
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a expressao d + (HiHy)/d uma vez que Hy — Hy é constante. Para achar d que mini-
miza a expressao d + (H;Hs)/d, basta usar a desigualdade entre as médias aritmética
e geomeétrica.

d !

—dz d.H1H2
2 d

HH,

Assim d + (H1H3)/d é sempre maior do que ou igual a 21/ H; Hs, a igualdade so ocorre
quando d = (HyHs)/d, ou seja, quando d = \/H;H;,. Dai conclui-se que o angulo de

visdo o ¢ maximo quando d = \/(h+p —m)(p —m).

Um fato historico sobre este problema merece ser comentado. O problema foi
proposto por Johann Miiller(1436-1476), um dos maiores matemaéticos do século XV,
mais conhecido como Regiomontannus, uma latinizacao do nome de sua cidade natal.
Segundo Mello[10], este problema data de 1471, sendo o primeiro problema de extremos
na historia da Matematica desde a antiguidade. O artigo Mello[10| traz uma solugao
usando métodos geométricos, logo foi possivel mais uma vez mostrar a eficicia da

desiqualdade das médias na solucao de problemas de otimizacao.
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4 Uma curiosidade sobre a utilizagao da Desigual-

dade das Médias

Além de ser eficiente na resolucao de alguns problemas de otimizacao, a desigualdade
das médias tem outras aplicacdes, a seguir serd apresentada uma delas. A ideia foi
proposta por Carneiro|2|, e, consiste basicamente em usar a desigualdade entre as
médias para aproximar raizes quadradas.

Dados dois niimeros positivos a e b, suas médias aritmeética (m,), geométrica (my)

e harmonica (my,) tém as seguintes propriedades:

i) mh:a+b

quando a = b.

a+b )
< myg=+Vab < m, = 5 sendo que a igualdade ocorre somente

i) /mpme, = my.

A demonstracdo da primeira propriedade ja foi apresentada no Teorema 1. Por

outro lado, a afirmacao (ii) resulta de calculo direto, uma vez que

2ab a+b
mpme = . = m,.
h Va+db 2 g

E possivel usar estas propriedades para calcular, por exemplo, aproximagoes racio-

nais de v/5. Primeiro, como 5 = 1 -5, tem-se pela propriedade (i), que

5 215 145
St oV < — 2 =3
3 1+5 Vi 2

Como, pela propriedade (ii), a média geométrica destas duas novas fragoes continua

sendo igual a /5, segue que

5 5
15 2733 ) \/Tg< 3t3 7
= = h 2 .
7 2.3 3 2 3
3
Aplicando sucessivamente o mesmo procedimento:
15 7 15 7
w_r7y 5T _ 73 47
47 BT 7 3 2 21
7 3
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Observa-se que como 105/47 = 2,234042... e 47/21 = 2,238095..., este método de
aproximacao é bastante eficiente, ja que /5 = 2, 236067, significa que foi possivel con-
seguir uma aproximacao com duas casas decimais em apenas trés iteracdes. E possivel

mostrar que este processo de aproximagao coincide com o “método de Newton(1642-

1727)”(ver RPM 21, pag 13). Logo Carneiro conclui:

“Mais uma vez se constata que, ao estudar a historia da Matematica, o
professor pode extrair dai nao somente episoédios curiosos, mas também
questoes interessantes, que permitam a seus alunos investigar métodos di-

ferentes dos usuais, e igualmente produtivos”.
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou uma possibilidade da aplicacao de alguns métodos al-
gébricos na resolucao de problemas de otimizacao, mostrou, por exemplo, que a desi-
gualdade entre as médias aritmética e geométrica possibilita a determinacao do valor
“otimo” das funcgoes expressas por adicao de poténcias positivas e negativas de uma
determinada varidvel onde os coeficientes sao positivos, e também, que o estudo dos
intervalos de crescimento e decrescimento das funcoes continuas pode ser aplicado a
situagoes que envolvem funcoes ciibicas, uma vez que as mesmas serao reduzidas ao
estudo de funcoes quadraticas. Para as funcgoes discretas, valem as mesmas condigoes
que para as continuas (ctbicas definidas sobre o conjunto dos nimeros inteiros, por
exemplo, tem sua analise facilitada). Além disso o método é interessante no caso em
que a funcao envolva produtos de poténcias ou fatoriais, uma vez que se pode analisar
o quociente f(n + 1)/f(n) para obter onde a fungao é crescente ou decrescente.

A expectativa é que este material possa servir como referéncia ou apoio na cons-
trucao de uma sequéncia didatica inovadora e eficiente para a utilizacao de problemas
de otimizacao em sala de aula em turmas do Ensino Médio, devido aos pré-requisitos
necessarios e o grau de amadurecimento intelectual dos alunos. O uso deste tipo de
problema no Ensino Médio pode oferecer algumas vantagens, destacando-se uma ampla
diversidade de problemas contextualizados e, em alguns casos, interdisciplinares, cujas
aplicagoes estao proximas a realidade dos estudantes.

Nao se pode deixar de destacar as ideias para solucao de problemas propostas por
Polya|12] que foram relatadas e utilizadas amplamente neste trabalho. Tais ideias bem
compreendidas e aplicadas podem tornar-se um importante instrumento na solucao e
analise de diversos tipos de problemas, incluindo os problemas de otimizacao, além
de preparar os alunos para melhor enfrentar situacoes adversas nao s6 na sua vida
“académica”, mas também na sua vida “pessoal”.

Espera-se que este trabalho possa contribuir como um “pequeno” exemplo de como
é possivel despertar o interesse dos alunos e motiva-los a partir de uma mudanca na
abordagem de um determinado contetido, como ¢é a proposta apresentada pelo contetdo
Meédias. Tais mudancas de abordagem nos contetidos de Mateméatica do Ensino Médio

devem ter como objetivo principal despertar o prazer de estudar, aprender e pesquisar
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Matematica.

Outro importante fato, que nao pode deixar de ser ressaltado, ¢ que os Problemas
de Otimizagao oferecem ao professor uma grande oportunidade de trabalhar a inter-
disciplinaridade, devido a sua relagao natural com outras areas do conhecimento como
a Biologia, a Fisica, a Economia, o Transporte, a Administracdo, dentre outras nao
menos importantes.

Mais especificamente este trabalho mostra que a “Desigualdade das Médias” pode
ser uma importante ferramenta capaz de resolver problemas de otimizacao ligados a
Geometria Plana e ao Célculo Diferencial, é claro que existem algumas particularida-
des que devem estar presentes no problema para que seja possivel resolvé-lo usando
tal ferramenta, algumas destas foram exploradas neste trabalho. A maioria dos pro-
blemas apresentados neste trabalho foram extraidos de livros conceituados de Céalculo
Diferencial, e as suas solucoes usando os métodos aqui expostos sao perfeitamente com-
preensiveis pelos alunos do Ensino Médio, é claro que posteriormente as explicacoes de
alguns conceitos e resultados imprescindiveis ao estudo deste tema, logo estes métodos
podem servir como uma tentativa de suprir a auséncia do Célculo Diferencial nas atuais

orientacoes curriculares para o Ensino Médio.
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