o A

Universidade Federal do ABC P RO I: M AT

ELOY NICOTERA JUNIOR

CALCULO VISUAL:
UMA APRESENTACAO DO TEOREMA DE MAMIKON

Santo André, 2017






A
o A

Universidade Federal do ABC P RO F M AT

UNIVERSIDADE FEDERAL DO ABC

CENTRO DE MATEMATICA, COMPUTAGAO E COGNICAO

ELOY NICOTERA JUNIOR

CALCULO VISUAL:
UMA APRESENTACAO DO TEOREMA DE MAMIKON

Orientador: Prof. Dr. Sinué Dayan Barbero Lodovici

Dissertacdo de mestrado apresentada ao Centro de
Matematica, Computacdo e Cognicdo para

obtencao do titulo de Mestre

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA DISSERTACAO
DEFENDIDA PELO ALUNO ELOY NICOTERA JUNIOR,

E ORIENTADA PELO PROF. DR. SINUE DAYAN BARBERO LODOVICI.

SANTO ANDRE, 2017



Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do ABC
Elaborada pelo Sistema de Geragdo de Ficha Catalografica da UFABC
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Nicotera Junior, Eloy B
CALCULO VISUAL : UMA APRESENTACAO DO TEOREMA DE
MAMIKON / Eloy Nicotera Junior. — 2017.

82 fls. :il.

Orientador: Sinué Dayan Barbero Lodovici

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do ABC, Mestrado
Profissional em Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT, Santo
André, 2017.

1. Teorema de Mamikon. 2. Célculo Visual. 3. Geometria. 4. Geometria
Dinamica. 5. Geometria Diferencial. I. Lodovici, Sinué Dayan Barbero. Il.
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT,
2017. 11l. Titulo.




Este exemplar foi revisado e alterado em relagdo a verséo original,
de acordo com as observagdes levantadas pela banca no dia da
defesa, sob responsabilidade Gnica do autor e com a anuéncia de
seu orientador.

Santo André, (DZ de /L/[( & de ZO_LL

Assinatura do autor: ff/%fﬁ /m

dir ) odo 5 —
.

Assinatura do orientador:

7







MINISTERIO DA EDUCACAO

Fundac¢io Universidade Federal do ABC

Programa de P6s-Graduaciao em Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional

Avenida dos Estados, 5001 — Bairro Santa Terezinha — Santo André — SP

CEP 09210-580 - Fone: (11) 4996-0017

profmat@ufabc.edu.br

FOLHA DE ASSINATURAS

Assinaturas dos membros da Banca Examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Dissertagio
de Mestrado do candidato Eloy Nicotera Junior, realizada em 10 de fevereiro de 2017:

A A v

Prof.(a) Dr.(;t)";“;inué Dayan Barbero Lodovici (UFABC) — Presidente

3\
A MAL A~ it

Prof.(a) Dr.(a) Ana Carolina Boero (UFABC) — Membro Titular

(L‘c}:— (-\ \'\f\cﬂ,t,/vu)
Prof.(a) Dr.(a) Renato Alessandro Martins (UNIFESP) — Membro Titular

Prof.(a) Dr.(a) Daniel Miranda Machado (UFABC) — Membro Suplente

Prof.(a) Dr.(a) Alexandre Lymberopoulos (USP) — Membro Suplente

&) Universidade Federal do ABC






“Quando os matemdticos estdo pensando sobre seus pro-
blemas, ndo estdo pensando em suas vdrias aplicagoes,

mas sim em busca da beleza.”

(Manjul Bhargava, Professor da Universidade de
Princeton e ganhador da Medalha Fields em 2014.)

vii






RESUMO

O Teorema de Mamikon traz caminhos geométricos alternativos ao Calculo para de-
terminar area e volumes. Este método tem uma abordagem dindmica e requer poucos
conhecimentos da Matemadtica Superior, o que permite a possibilidade de ser apresen-

tado para alunos ainda nas séries iniciais do ensino basico.

Por ser um trabalho novo, quase todos os trabalhos e artigos sobre o teorema sédo
publicac¢des dos proprios autores e acreditamos que esta seja a primeira apresentacdo

em portugues.

Nos primeiros capitulos, temos a apresentacao e desenvolvimento do teorema, con-
tando com demonstracdes intuitivas e visuais e sdo facilmente entendidas, principal-
mente se apresentadas com softwares de visualizagdo como o Geogebreﬂ eo Cabrﬂ

Seguimos com aplicacdes a algumas das principais funcdes em R?.

No terceiro capitulo, apresentamos algumas ferramentas e férmulas dos vetores e do
Calculo Vetorial, necessarios para o capitulo seguinte, onde trazemos a demonstracdo

formal do caso geral usando Geometria Diferencial.

Palavras-chave: Teorema de Mamikon, Calculo Visual, Geometria, Geometria Dina-

mica, Geometria Diferencial.

1 http://www.geogebra.org
2 http://www.cabri.com/
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ABSTRACT

Mamikon’s Theorem presents an alternative geometric path to Calculus to deter-
mine areas and volumes. The method has a dynamic approach and only a modest
background is needed, which bring us possibilities to be introduced to students in

elementary levels.

Because it’s a new work, almost all papers and articles are authored by the original

authors and we believe this is the first presentation in Portuguese.

The first chapters have a presentation and development of the theorem counting
on with a visual and intuitive demonstration that can be easily understood, mainly
if presented with visualization programs like Geogebra and Cabri. We follow with

applications to usual functions in R?.

In third chapter, we present some tools and formulas from vectors and vector calcu-
lus, required to understand the next chapter, where we write the formal and general

proof of the theorem using Differential Geometry.

Keywords: Mamikon’s Theorem, Visual Calculus, Geometry, Dinamic Geometry, Dif-

ferential Geometry
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como base o livro New Horizons in Geometry [6], de Tom Apostol
e Mamikon Mnatsakanian, que traz uma abordagem visual e inovadora para muitos
dos problemas classicos do Célculo. Os autores utilizam métodos geométricos que

requerem pouco ou nenhuma férmula para resolver estes problemas.

Mamikon, hoje autor de mais de 80 trabalhos, concebeu as ideias principais de seu
trabalho em 1959, quando estudante de graduacédo na Yerevan University na Arménia.
Ainda jovem, apresentou seu método para matemadticos soviéticos, porém estes o ne-
garam dizendo "Ndo pode estar certo. Vocé ndo pode resolver problemas de Cdlculo tdo

facilmente".

Em seguida, Mamikon obteve o titulo de Ph.D. em Fisica e tornou-se professor de
astrofisica da Yerevan University. Mamikon publicou seu trabalho em 1981, mas nédo
obteve grande repercussdo. Provavelmente, por ter publicado em russo em um jornal

armeénio de circulagdo limitada [13]].

Em 1990, Mamikon viajou para a Califérnia com o objetivo de estudar terremotos.
Quando a Unido Soviética colapsou, Mamikon ficou extraditado nos Estados Unidos
e com o auxilio de alguns matemadticos comecou a trabalhar na UC Davis e para o
Departamento de Educacdo da Califérnia, onde desenvolveu seu método para uma
ferramenta de ensino universal de modo que alunos pudessem experimentar com a
ajuda de computadores e diagramas. Ele ensinou seu método em diversas escolas,
desde o Ensino Fundamental até o Ensino Médio e demonstrava-o para professores em
conferéncias. Tanto os professores quanto os alunos ficaram entusiasmados, pois este

método dinamico nédo requer o formalismo da Algebra, Trigonometria ou Célculo.

Alguns anos mais tarde em visita & Caltech conheceu Tom Apostol [l mostrando os
potenciais que seu método poderia trazer para o ensino de Matematica, especialmente
quando combinado com as ferramentas modernas de visualizacdo que a tecnologia nos

trouxe.

Tom Apostol é membro da Caltech desde 1950. Atua na 4rea de Teoria dos Numeros e é autor de mais de
100 trabalhos e 61 livros, dentre os quais estdo os dois volumes de Célculo publicados e traduzidos para

diversos idiomas ha mais de 50 anos.



INTRODUCAO

Desde entdo, Mamikon e Apostol publicaram 30 trabalhos em conjunto, a maioria
na area da Geometria. Juntos conquistaram trés Lester R. Ford AwardsE| por cinco
trabalhos publicado na American Mathematical Monthly, em 2004, 2007 e 2009.

O método de Mamikon requer pequenas bases matemadticas e sempre que possivel
apela para o toque intuito dos alunos para chegar a resultados e conclusoes surpre-
endentes. De maneira geral, Mamikon e Apostol abordam a geometria cldssica com
uma visdo moderna bem como a geometria moderna utilizando-se de um toque clds-
sico. Os resultados discutidos pelos autores sdo inovadores e, quando néo, apresentam

abordagens nao usuais para obter generalizacOes inesperadas.

O trabalho destes autores pode trazer para os alunos do ensino basico um primeiro
contato com problemas normalmente resolvidos com o uso do Célculo e de Equacoes
Diferenciais. Com seu teorema, muitos destes problemas podem ser resolvidos ape-
lando para nocbes da Geometria e um toque de imaginacdo para abordar as figuras de

uma forma dindmica.

2 Prémio concedido aos melhores artigos publicados no periédico American Mathematical Monthly.



TEOREMA DE MAMIKON E A TANGENTE QUE
VARRE

Muitos problemas do Célculo Diferencial podem ser resolvidos utilizando-se um ino-
vador método visual sem o uso de férmulas. Este método é baseado no Teorema da
Tangente que VarreE| de Mamikon, um resultado geometricamente intuitivo que pode
ser apresentado a jovens estudantes, mesmo aqueles com pouco ou nenhum conheci-

mento de calculo.

Neste primeiro capitulo introduziremos o Teorema de Mamikon apresentando a

tangente que varre uma curva € o feixe de tangentes El correspondente a ela.

Um outro resultado que veremos é que ao assumir o Teorema de Mamikon como

base podemos provar um dos mais importantes e conhecidos teoremas da geometria.

1.1 EVOLUGAO DO TEOREMA

O método de Mamikon teve inicio com um simples problema de geometria, muitas
vezes apresentado aos alunos do final do Ensino Fundamental. Determinar a drea de
uma coroa circular dado uma corda, de comprimento a, da circunferéncia maior que

seja tangente a circunferéncia interior.

1 Tradugéo prépria do original Sweeping Tangent.
2 Do original Tangent Cluster.
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Figura 1: Coroa circular.

Este problema é facilmente resolvido observando que a circunferéncia menor de raio

r tem 4rea 7tr?

e a circunferéncia maior de raio R tem area 7tR2, entdo a area da coroa
circular serd dada por mR* — 7tr? = 1(R* — r?). Mas os raios e o segmento a formam
um tridngulo retdngulo de catetos a/2 e r e hipotenusa R, entdo pelo Teorema de

2

Pitdgoras temos que R? — r? = (a/2)?. Logo, a area procurada serd 7ta®/4. Ou seja, a

resposta depende apenas do comprimento de a4 e ndo dos raios das circunferéncias.
'v

Figura 2: Coroa circular e o triangulo retangulo.

Mamikon notou que se soubéssemos que a resposta dependia apenas de a poderia
haver outra forma de abordar o problema. Como os comprimentos dos raios ndo
influenciam na resposta, podemos diminuir o tamanho de r até que a circunferéncia
menor torne-se um ponto. Transformariamos nossa figura em um disco de diametro
a, logo, sua 4rea serd 7ra® /4. Mamikon ainda perguntou-se se haveria outra forma de
mostrar que a resposta depende apenas de a. Trouxe, entdo, uma ideia dindmica ao
problema. Tomando a metade da corda a como um vetor de comprimento L tangente
a circunferéncia interior e movendo este vetor sobre a circunferéncia podemos ver que
ele varre toda a regido da coroa, entdo sua drea pode ser determinada somando todos

estes vetores criados por esse movimento de rotacao.
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Figura 3: Coroa varrida pelo vetor de comprimento fixo e a regido composta pela translagio
dos vetores .

Agora, transladando estes vetores paralelamente um ao outro de modo que a origem
destes seja um ponto comum, ver P Figura(3]), criamos um circulo. Uma outra maneira
de analisarmos, é que enquanto o vetor L se move pela coroa sua imagem com origem
fixa rotaciona ao redor de P desenhando o circulo de raio L. Portanto, as duas regioes

tem areas equivalentes.

Também foi percebido que esta forma dindmica pode ser aplicada quando trocamos
a circunferéncia interior por uma curva simples, fechada e convexa qualquer, a qual

nos referiremos como forma oval. Na Figura [4] mostramos a mesma ideia usando duas

Figura 4: Tangente as elipses varrendo a coroa oval.

elipses.

Enquanto o segmento tangente de tamanho fixo move-se ao longo das elipses ela

varre uma regido generalizada que chamaremos de coroa ovaﬂ

3 No original, Oval Ring.
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Novamente transladando cada segmento para o vértice comum P, enquanto a tan-
gente desliza pelas elipses sua imagem gera um circulo de raio L. Entdo a drea da

coroa oval deve ser igual a drea do circulo de raio L.

Veja que neste caso ndo podemos utilizar o Teorema de Pitdgoras e para determinar a
area provavelmente teriamos que recorrer ao Cédlculo, caindo em uma tarefa ndo muito
trivial. Inicialmente determinando uma equacdo para a curva interior, em seguida

calcular sua derivada e um vetor tangente para descrever a coroa.

Se a regido oval for uma elipse de eixos 2a e 2b centrada na origem, podemos
considerar a equacgdo paramétrica X(f) = (acos(t),bsen(t)) e sua derivada X'(t) =
(—asen(t), bcos(t)). A coroa oval serd descrita por:

(—asen(t), bcos(t))
|(—asen(t),bcos(t))|

,com0<t<2mel<ov<L.
(1.1

Y(t,v) = (acos(t), bsen(t)) +v

E sua drea é dada ao resolver a integral dupleﬁ
L r2m
b

1.2 APLICACAO EM POLIGONOS

Y 9Y

Ao invés de uma circunferéncia ou elipse como base da nossa figura, podemos consi-
derar um poligono convexo? A resposta é sim. A propdsito € muito mais facil observar
a relacdo entre a drea da tangente que varre e do feixe de tangente quando considera-
mos poligonos. Abaixo mostramos um triangulo e um segmento tangente que se move

sobre os lados.

4 Trabalhamos mais detalhadamente e resolvemos esta integral no Capl’tuloH
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2L

Figura 5: Tangente de comprimento constante movendo-se pelo triangulo.

Como os lados do triangulo sdo suportados por retas, a tangente que varre ndo muda
de direcdo, logo ndo descreve nenhuma area ao se mover entre os vértices. A mudanga
de direcdo ocorrerd apenas quando a tangente passa por um dos vértices em direcdo ao
lado consecutivo, onde ird descrever um setor circular com raio igual ao comprimento

do segmento.

Ao percorrer o perimetro do tridngulo a tangente que varre ird descrever trés setores

circulares de mesmo raio e que juntos completardo um circulo.

O mesmo vale para um poligono convexo qualquer. Em um poligono com n lados
a tangente que varre ird descrever n setores circulares. Como o segmento tangente
tem comprimento constante ndo precisamos nos preocupar com os “encaixes” destes
setores e para verificar que realmente formardo um circulo basta notar que a abertura
de cada um destes setores corresponde a um angulo externo do poligono e lembrar

que a soma de todos os angulos externos de um poligono convexo é sempre 360°.

L&

Figura 6: Tangente de comprimento constante movendo-se pelo hexdgono.

Logo, a drea da regido varrida pela tangente ao caminhar pelos lados do poligono

sera igual a area do circulo cujo raio é o comprimento do segmento tangente.

7
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A mesma ideia se aplicard se considerarmos uma curva convexa fechada’| como o
limite de poligonos convexos cujo nimero de lados tende ao infinito e estes tendem a

comprimento zero, o que nos leva a:

Teorema 1.1. Teorema de Mamikon para coroas ovais

Dada uma curva convexa fechada varrida por um segmento tangente de comprimento
fixo, chamaremos de coroa oval a regido delimitada por esta curva inicial e a curva ob-
tida pela unido dos pontos da outra extremidade dos segmentos tangentes. Toda coroa
oval varrida por um segmento tangente de comprimento fixo terd drea constante, inde-
pendentemente do formato da curva. Ainda, a drea dependerd apenas do comprimento L
do segmento e é igual a L% Ou seja, o movimento do segmento tangente sobre a curva
descreve uma superficie de drea equivalente a uma rotagdo completa deste segmento sobre

um ponto fixo.

Figura 7: Tangente de comprimento constante movendo-se por um poligono convexo de muitos

lados.

1.3 TEOREMA DE PITAGORAS

Considerando uma coroa circular onde a circunferéncia interior tem raio r e a cir-

cunferéncia exterior raio R, sabemos que sua 4rea serd dada pela diferenca 7R? — 7172,

5 Neste caso consideramos a convexidade da curva fechada bem como a convexidade de poligonos.
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>

Figura 8: O Teorema de Mamikon implica o Teorema de Pitdgoras.

Mas pelo Teorema de Mamikon vimos que sua 4rea também & igual a 7712, onde L é

um segmento tangente a circunferéncia interior. Igualando as equacoes temos:

nR? — > = ;l?
R2_,2 - |2
rP+L* = R?

ou seja, o Teorema de Pitagoras.

1.4 APLICACAO EM CASCAS ESFERICAS

Uma casca esférica é a regido entre duas esferas concéntricas. A secgdo transversal
por um plano que corte ambas as esferas sera uma coroa circular cujos raios interior
e exterior dependerdo do plano de corte. Porém, o Teorema de Mamikon para coroas

ovais implica um resultado inesperado.

Teorema 1.2. Teorema de Mamikon aplicado em cascas esféricas

A drea da coroa circular formada pela intersec¢cdo de um plano com as esferas concén-

tricas € constante, independentemente da posi¢do e da inclinagdo do plano de corte.
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(a)

Figura 9: (a) Seccdo de uma casca esférica por um plano. (b) Tridngulos OAB e OCD em duas
seccOes quaisquer.

Demonstracdo. Vimos que a area de uma coroa circular depende unicamente do com-
primento de uma corda da circunferéncia exterior que é tangente a circunferéncia inte-
rior. Veja que na coroa obtida na seccdo o segmento tangente € um segmento também
tangente a esfera interna e, pela simetria da esfera, esse segmento terd comprimento
constante independentemente da posicdo e inclinacdo do plano de corte, contanto que

este plano seccione ambas as esferas.

Uma outra forma de fazer esta verificagdo € tomar dois planos quaisquer que cortem
ambas as esferas. Tomemos r e R os raios das esferas interior e exterior e O o centro de
ambas. Nas duas sec¢des obteremos duas coroas, Figurd9 Considerando os tridngulos
OAB e OCD nas seccoes, onde A e C pertencem a esfera maior e B e D sdo os pontos
de tangéncia com a esfera menor. Entdo, OAB e OCD sao tridngulos retdngulos com
um dos catetos medindo 7 e hipotenusa R e portanto sdo congruentes nos dando AB =
CD=L.

Concluimos, entdo, que qualquer plano que intersecte ambas as esferas determinara

uma seccio de 4rea igual a 77L2. O

Se esta propriedade for aplicada a duas fatias de mesma espessura obtidas por sec-
cOes paralelas teremos que ambas fatias terdo mesmo volume. Este fato tem aplicacoes
A tomografig?]

6 Para mais detalhes, consulte [|6].
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1.5 TANGENTE QUE VARRE E FEIXE DE TANGENTES DE COMPRIMENTO CONS-
TANTE

Aqui traremos um versao estendida do Teorema de Mamikon. Considere uma curva
plana suave |Z] qualquer, que chamaremos de curva de tangéncia t. A reunido de todos
os segmentos tangentes de comprimento constante define uma regido que € cercada
por T e por uma curva superior ¢ definida pela outra extremidade dos segmentos. A
forma desta regido depende da curva T e do comprimento do segmento tangente que
vai de T até 0. Nos referiremos a esta regido como a regido gerada pela tangente que

varre.

Curva
superior

Curva
de tangéncia

Tangente que varre Feixe de Tangentes

Figura 10: O feixe de tangentes correspondente a tangente que varre de comprimento cons-

tante é um setor circular.

Quando cada segmento é transladado paralelo um ao outro de modo que o ponto
de tangéncia de todos seja trazido a um ponto comum teremos a regido definida como
feixe de tangentes. Poderiamos ter trazido a outra extremidade de cada segmento a

um ponto comum, gerando um feixe de tangentes simétrico ao anterior.

Como cada segmento tem comprimento constante o feixe de tangentes é um setor

circular cujo raio é o comprimento do segmento.

Afirmamos, entio:

Teorema 1.3. Teorema de Mamikon para segmentos tangentes de comprimento cons-

tante.

7 Curvas suaves sdo descritas em

11
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A drea descrita pela tangente que varre uma curva suave é igual a drea do feixe de

tangentes correspondente, independentemente da forma da curva inicial.

Podemos ver esta aplicacdo no mundo real observando uma bicicleta fazendo uma
mudanca de trajetéria. A roda da frente da bicicleta traca uma curva enquanto a roda

traseira traca uma outra.

Figura 11: Determinar a area da regido entre as marcas das duas rodas da bicicleta.

A area descrita pela tangente que varre, desde que o percurso da roda traseira nao
cruze com o percurso da roda dianteira, tem area igual a um setor circular dependendo
apenas do comprimento da bicicleta e da mudanca de angulo entre a posicdo inicial e

a posicao final conforme mostramos acimeﬂ

1.6 TANGENTE QUE VARRE COM COMPRIMENTO VARIAVEL.

Trazemos agora uma ideia um pouco mais abrangente, onde os segmentos tangentes
que partem de T até a curva ¢ ndo precisam ter um comprimento constante. Consi-
dere a regido da tangente que varre com comprimento varidvel e o feixe de tangentes
correspondente quando trazemos todos os pontos de tangéncia para o ponto comum

O, ilustrado a baixo.

8 SituacOes mais gerais da bicicleta podem sem vistas em [|6]].
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Curva
superior

Curva
de tangéncia

Tangente que varre Feixe de Tangentes

Figura 12: Tangente que varre e feixe de tangentes com comprimento variavel.

O Teorema de Mamikon sugere que ambas as figuras tém a mesma drea. Essa veri-
ficagcdo pode ser feita considerando o Teorema (1.3|e ao fazer um recorte continuo em
uma regido da tangente que varre de comprimento constante cada segmento cortado
ao ser transladado para o feixe de tangentes trard uma perda de area equivalente a
primeira figura. Logo, o Teorema pode ser aplicado também a tangente que varre de

comprimento variavel.

Tangente que varre Feixe de Tangentes

Figura 13: Os cortes retirados tém drea equivalente.
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No caso mais geral do Teorema de Mamikon a curva inicial nem mesmo precisa
ser plana. Podemos considerar qualquer curva suave no espago com 0s segmentos

tangentes variando seu tamanho.

Figura 14: Tangente que varre e feixe de tangentes de uma curva espacial.

A regido da tangente que varre estd sobre uma superficie desenvolvivel || que pode
ser desenrolada em um plano sem distor¢do de area. Novamente a forma descrita
pela tangente que varre depende apenas da curva inicial e de como os comprimentos
e direcdo dos segmentos tangentes variam pela curva. Ja o feixe de tangentes de
uma curva no espaco serd uma superficie conica cujo vértice é o ponto comum a que
transladamos os segmentos tangentes, ou seja, uma superficie que também pode ser

desenrolada em um plano. Finalizamos entao:

Teorema 1.4. Forma Geral do Teorema de Mamikon.

A drea da regido formada pela tangente que varre ao percorrer uma curva espacial

suave € igual a drea de seu feixe de tangentes, que é descrito sobre uma superficie conica.

Ressaltamos aqui que as ideias apresentadas seguiram de maneira visual e intuitiva,

porém a demonstracéo formal serd apresentada no Capitulo[4]

9 Comentaremos mais sobre este assunto eme
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Neste capitulo iremos utilizar o Teorema de Mamikon para calcular a drea sob algu-
mas das principais funcoes apresentadas tanto aos alunos do Ensino Médio quanto nos
cursos de Cdlculo. Como ja é sabido, a drea formada entre uma curva e o eixo x é dada
por uma integral. Porém, o Teorema da Tangente que Varre nos permite determinar

estas dreas utilizando algumas nocdes basicas de Geometria.

Como o Teorema de Mamikon trabalha com segmentos tangentes a uma curva vamos
iniciar apresentando um método para determinar estes segmentos usando a derivada
de uma fungé(ﬂ

2.1 SUBTANGENTES UTILIZADAS PARA DESENHAR RETAS TANGENTES A CUR-
VAS PLANAS

A reta tangente ao grafico da fun¢do f passando pelo ponto (x, f(x)) € a reta com
inclinacdo, ou coeficiente angular, igual a f’(x). Um método pratico para desenhar esta
reta € ligar o ponto (x, f(x)) a algum outro ponto pertencente a reta tangente. Algumas
vezes podemos determinar este outro ponto sem explicitar f’(x). Como € o caso das

curvas exponenciais, conforme veremos a seguir.

1 O leitor que necessitar relembrar os conceitos de reta tangente e derivada pode consultar o Apéndice

15
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(@, €") (z,e*)

1 x z+1

Figura 15: Desenhando retas tangentes as curvas exponenciais.

No primeiro desenho temos a reta que passa pelos pontos (x,e*) e (x — 1,0). Esta
reta é tangente a funcdo f(x) = e*, pois sua inclinacdo € ¢*, ou seja, a derivada de
f. No segundo, temos a reta que passa pelos pontos (x,e*) e (x — %,0) e é tangente
a f(x) = ¢** e no terceiro temos a reta que passa pelos pontos (x,e *) e (x +1,0) e é

tangente a f(x) = e ™.

De maneira geral, dada uma funcdo y = f(x) podemos determinar um ponto Xy

sobre o eixo x e que pertence a reta tangente a f lembrando que:

/ _ fn-0
fo = 7= P
_ /)
TR P
_ f(x)
e
xo = x—s(x)

onde definimos s(x) = f(x)/f'(x) como a subtangente de f para todo ponto x onde a

derivada é ndo nula.

Desta forma, se s(x) € conhecida, para desenhar a reta tangente a f num ponto
qualquer basta tomar os pontos (x, f(x)) e (x — s(x), 0). Lembramos aqui que os pontos
(%, f(x)), (x —s(x),0) e (x,0) formam um tridngulo retangulo cuja base e altura sédo

respectivamente s(x) e f(x) e a hipotenusa tem inclinagdo f'(x).
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f@)

Figura 16: Reta tangente que passa pelos pontos (x, f(x)) e (x — s(x), 0).

2.1.1 Subtangentes de comprimento constante

Em 1684, Leibniz prop0s o problema de determinar todas as curvas cujas subtangen-

tes sao constantes.

Teorema 2.1. Toda fungdo cujas subtangentes sdo constantes sdo as fungoes do tipo ex-

ponencial.

Demonstragdo. Tomemos f(x) = y no conjunto das funcdes cujas subtangentes sdo
constantes e a reta ¢ tangente a f no ponto P = (x,y). Considere o dngulo ¢ formado

pela reta t e o eixo x, o ponto R interseccdo da reta f e o eixo x e também o ponto

Q= (x,0).

Figura 17: Subtangente constante de comprimento b.
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O segmento RQ representa a subtangente constante de comprimento b # 0 e o
segmento PQ tem comprimento y, entdo temos que tga = % Porém, uma outra forma

de obter a tgn é usando a derivada de f no ponto (x, f(x)) que é %' Logo:

dy _y
dx b
b
—dy = dx
yy

Mas esta é uma equacdo diferencial de variaveis separaveis [18], que pode ser resol-

vida integrando ambos os lados:

édy = dx
Yy
/ ?dy = / dx
Yy
blny = x+c
Ou seja,
blny = x+c
Iny’ = x+c
]/b = ¥t
yb = %€
yb — Kex
y = Ke%

O]

Ou seja, a solucdo para o problema de Leibniz, determinar uma curva cuja subtan-
gente é s(x) = b, é uma curva exponencial [ da forma y = Ke# para algum K # 0. O

que torna mais claro os exemplos apresentados na Figura

2 Tanto Leibniz quanto Johann Bernoulli estudaram este problema e referiam-se a esta curva como Loga-

rithimica. [|7]]
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Gostariamos de ressaltar que as funcbes y = Kab, com 0 < a # 1, também possuem
b

;- Por conveniéncia, mas sem perda de generali-

subtangentes constantes iguais a

dade, nas proximas seccOes trataremos apenas das funcoes exponenciais de base e.

2.1.2 Subtangentes lineares

As funcoes poténcia apresentam subtangentes lineares.

Tomando uma funcédo f(x) = Kx", com K # 0, vamos calcular s(x).

f(x)
f'(x)
Kx"

Krxr—1
X

r

s(x)

Logo, para tracar uma reta tangente as funcoes f(x) = x% e f(x) = x3, basta tomar os
80, p ¢ g ¢

pontos (x, x%) e (x — 5,0) no primeiro caso e (x, x%) e (x — %,0) no segundo.

(m,wg)

(w,2?)

N8

2r T
3
Figura 18: Tangentes as funcdes f(x) = x2 e f(x) = x°.

O mesmo pode ser feito para a hipérbole f(x) = % Como f'(x) = —%, temos

s(x) = % = —x. Logo, para obter a reta tangente tomamos oS pontos (x,%) e

(x = (=x),0).

19
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Figura 19: Tangente a hipérbole f(x) = %

2.2 FUNGCOES EXPONENCIAIS

As funcOes exponenciais estdo em toda parte nas aplicacoes da Matematica. Elas
ocorrem em problemas relacionados ao crescimento populacional, decaimento radio-
ativo, transmissao do fluxo de calor e outras situacoOes fisicas onde a taxa de cresci-
mento/decrescimento de uma quantidade € proporcional a quantidade presente. Geo-
metricamente, temos que a inclinacdo da reta tangente em cada ponto da curva serd

proporcional a altura da curva neste ponto.

Sabendo que a subtangente de uma curva exponencial é constante, podemos calcular
7 on x
a drea da regido sobre uma curva da forma f(x) = e? usando o Teorema da tangente

que varre de Mamikon.

Ao tracar a reta tangente no ponto (x,eb) dividimos a 4rea sob a curva em duas
partes. Um tridngulo retdngulo de drea T, com catetos b e e?, e a regido sombreada
a esquerda que vai de —oo até x — b com area S. Mas esta regido de drea S pode ser
descrita ao deslocarmos a tangente no sentido negativo sobre a curva, ou seja, esta é

a regido da tangente que varre a curva.
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=0

Figura 20: Regifdo sombreada de drea S e o tridngulo de drea T.

Deslocando cada segmento tangente para uma origem comum, o ponto (x — b,0),

estaremos descrevendo o triangulo de area T.

=0

Figura 21: Segmentos tangentes transladados para o ponto x — b.

Essa equivaléncia se da pelo fato das subtangentes serem constantes. Cada tridngulo
formado pelo segmento tangente tem base b e altura decrescendo de ei conforme x

vai para —oo.

Portanto, ao transladar os segmentos tangentes para x — b estamos montando o feixe
de tangentes da drea S e pelo Teorema de Mamikon ambos possuem mesma drea, S = T.

Temos entdo, que a drea sobre f de —oco a x serd dada por duas vezes a area S.

2T = zb‘g = bet 2.1)

21
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Na linguagem do célculo, mostramos que:

X t X
/ eb dt = beb (2.2)

O mesmo vale ao calcular a area no intervalo [xg, x].

Figura 22: Area sob a curva de x( a x.

Neste caso, o que temos que fazer € retirar a drea que vai de —oco a xg de (2.1)).

x t
/ et dt=0> [eE
X0

(2.3)

o
=

Il

x
IR

|

x
w‘é

2.3 AREA DE UM SEGMENTO HIPERBOLICO.

Um cléssico resultado apresentado nos livros de Céalculo é:

X
/1dt:1nx
1t

Aqui deduziremos o mesmo resultado utilizando o fato das funcbes exponenciais

terem subtangentes constantes.

As funcOes exponenciais e logaritmicas recebem um tratamento conjunto nos livros
de Célculo, ora definindo a funcdo exponencial e trazendo a funcéo logaritmica como a
funcdo inversa, por exemplo, em [[1]] [[17], ora a func¢éo logaritmica de base e é definida
como a area sob a curva de % e tratamos a exponencial como a inversa, por exemplo,

em [[4] [[14]. Aqui adotaremos a primeira opcdo tendo em vista a forma que estas
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funcoes sdo apresentadas no Ensino Médio, ou seja, definiremos a funcdo exponencial

inicialmente.

Definicao 2.2. A fungdo exponencial e* é a funcdo que tem subtangente constante e

igual a 1 para x = 0.
Teorema 2.3. A drea sob a funcédo y = % e acima do eixo x, no intervalo [1, x], € dada

por A(x) = Inx.

Demonstragdo. Considere o segmento hiperbolico abaixo da curva y = % no intervalo

[1, x] cuja area é A(x).

Figura 23: A(x) é a 4rea abaixo da hipérbole y = % e acima do intervalo [1, x].

Suponha que a fungdo diferencidvel A tenha sua inversa B. Entdo, y = A(x) se, e
somente se, x = B(y). Logo, B[A(x)] = x e também B[ A(x)]A’(x) = 1. A subtangente s

associada a B é dada por:

s(y) = BB,((yy )) (2.4)

E quando y = A(x), temos:

_Bl[Av)] _ «x

T BIAWI 1A A .

S[A(x)]

Veja que quando o valor de x aumenta a drea sob y = %, Figura (23)), aumenta,

porém esse acréscimo se torna cada vez menorﬂ

1

3 Este fato pode ser melhor entendido ao estudar a primeira derivada de y (i’ = —;).

23
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Abaixo trazemos um grafico que ilustra o crescimento de A(x) num ponto (x, A(x)) e
onde a reta tangente corta o eixo y nos dando um segmento de comprimento x(A’(x)),

pois este segmento € a subtangente da inversa de A(x).

(z, A(z))

S[A(z)] = zA'(x)

—

Figura 24: A reta tangente & A(x) corta um segmento no eixo y com comprimento xA’(x).

Em particular, se f € uma funcéo positiva crescente, A(x) pode ser definida como

Aﬁo=1éxfa)dt (2.6)

para algum ponto a fixado até um ponto x arbitrario, com a < x. Entdo, A é uma
funcéo crescente com derivada A’(x) = f(x). Logo, a reta tangente corta um segmento
de comprimento x f(x) no eixo y. Como j4 notado, este segmento € a subtangente da
inversa de A. Temos também, que xf(x) é a d4rea de um retdngulo de base x e altura

f(x) e quando f(x) = %, temos xf(x) =1=s.

Como a inversa de A tem subtangente constante 1, entdo B(y) = Ke¥ para algum K.

Como A(1) =0, temos que B(y) = ¢¥ e concluimos que A(x) = Inx. O

Uma consequéncia imediata do resultado apresentado acima, em que A(x) =Inx, é
o cdlculo da drea sobre a curva logaritmica. Para obter a drea sob A(x) = Inx, ainda
considerando sua inscricdo no retangulo de base x e altura A(x), basta subtrair a drea
acima da curva, Figura (24), a qual sabemos agora tratar-se de x = ¢/. Temos entio

que esta area serda xInx — e/ = xInx — x.

X
/lnhﬁ=xmx—x 2.7)
1
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2.4 AREA DO SEGMENTO PARABOLICO

Um dos mais antigos problemas da Matematica foi o de determinar a area de figuras
curvas. Os primeiros resultados nesta drea remetem a Arquimedes de Siracusa que
obteve uma estimativa para o 7t com duas casas decimais EL um fato notdvel para a
época. Arquimedes explorou ndo s6 o comprimento e area de circunferéncia, mas

também as conicas e dentre elas a parabola, a qual trataremos aqui.

Arquimedes trouxe a Matemadtica os rudimentos do que se tornaria o Célculo Integral
ao trabalhar com o Método da Exaustio, que consistia em inscrever e circunscrever

90®

Figura 25: Método da Exaustdo utilizado por Arquimedes.

Arquimedes mostrou que a drea de um segmento qualquer da pardbola, regido de-
terminada por um arco da parabola e pelo segmento que une as extremidades deste
arco, é % da area do triangulo inscrito, onde dois vértices A e B sdo as extremidades
do arco e o terceiro vértice PEl ¢ a interseccao da reta paralela ao eixo da parabola que

passa pelo ponto médio de AB.

4 Arquimedes situou o 7t entre os nimeros 3% e 3%
5 P ndo necessariamente é o vértice da paradbola.
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Reta Paralela

Eixo da Parabola

Figura 26: A area sobre a curva é % da area do tridngulo APB.

Este feito torna-se ainda mais notavel ao lembrar que Arquimedes baseava-se apenas
na Geometria Euclidiana e muitos destes problemas tornaram-se mais simples apds a

invencdo da Geometria Analitica e do Calculo.

No final do Ensino Fundamental II a pardbola é apresentada como um func¢édo onde
seu eixo € sempre paralelo ao eixo y. Em nosso trabalho usaremos o nome de segmento

parabdlico como sendo a regido entre o arco da pardbola e o eixo x.

Segmento Parabodlico

Figura 27: Segmento parabdlico sobre f(x) = x?

O resultado de Arquimedes remete a drea da parte superior ao segmento parabdlico

. .. ’ / / N 3 ’
aqui definido. Esta area é % da 4rea do tridngulo APB, %<, nos dando que a area do
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segmento parabolico sera . Este resultado é obtido nos primeiros contatos com o

calculo integral.

3
/xz dx = % (2.8)

Usando segmentos tangentes a pardbola podemos chegar ao mesmo resultado usando

apenas conhecimentos da Geometria.

Considere o segmento parabdlico de y = x? no intervalo [0, x]. Este segmento pode
ser inscrito em um retangulo de base x e altura x? e drea R. Neste caso, a drea R é x3,

porém nao necessitamos explicitar um valor de R.

' Area S

’ Area T

b |
o)
\*
=

[ss]

(a) (b) (e)

Figura 28: (a) Segmento Parabdlico. (b) Tangente que varre a pardbola cortada pelo eixo x.

(c) Regido obtida duplicando os segmentos tangentes em (b).

Ao observar a Figura (a) é facil ver que a drea do segmento parabdlico é menor que
R
>

Para chegar ao nosso resultado, lembrando que o segmento BM € a subtangente de
y com comprimento 7 (18), necessitamos também de uma propriedade da tangente que

varre chamada de Propriedade do Redimensionamentoﬂ

Lema 2.4. Se cada segmento da regido da tangente que varre for redimensionado, isto ¢,
expandido ou contraido, por um fator positivo t, entdo a drea desta regido serd multipli-

cada por t2.

6 No original Scaling Property
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Este fato pode ser observado ao notar que redimensionando os segmentos tangentes
da regido da tangente que varre estamos produzindo uma figura semelhante a original

com razdo t e, consequentemente, a razdo de sua area serd 2.

Na Figura (b) o segmento parabdlico estd dividido em duas partes, a regido da

tangente que varre com area S, e um tridngulo retangulo de drea T.

Vamos mostrar que S = 4L e como 4T = R, a 4rea do segmento parabdlico serd &,
3 3

como esperado.

Considere a Figura (c) onde cada segmento tangente foi estendido até alcancar o
eixo y. Veja que cada segmento teve seu comprimento multiplicado por um fator ¢ = 2,
observe os tridngulos congruentes AMB e CMD. Logo, a drea da tangente que varre
redimensionada é 4S. Esta regido esta dividida em duas partes pelo eixo x, a parte
superior de drea S e a inferior de drea 3S. Mas como AMB = CMD, temos que 35S =T
esS= %

Portanto, S+ T = % +T = % e como 4T = R, concluimos que a drea do segmento

R

parabdlico é 7.

\ 3
Neste caso, R = x> chegamos a T provando

2.4.1 Um tratamento alternativo para a pardbola.

Uma outra abordagem apresentada em [6] é a utilizacdo de dois arcos de pardbola
inscritos no retangulo de base x e altura x2, onde as duas parabolas dividem o retan-

gulo em trés regioes de mesma drea.

(2x)? x?

Figura 29: Parébola bissetora y = (2x)? e a pardbola y = x? inscritas no retAngulos.

As duas regides a esquerda formadas pela pardbola bissetora possuem mesma area.

Este fato é melhor entendido tomando os segmentos de comprimento x; paralelos ao
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eixo x na altura x?. A pardbola y = (2x)* divide estes segmentos ao meio e como as

areas podem ser obtidas com a soma destes segmentos ambas serdo congruentesﬂ

(2x)? x?
/
/ /
/ /[
0 x

Figura 30: Segmentos de comprimento x; divididos ao meio pela pardbola bissetora.

Precisamo agora mostrar que a regifio sob a pardbola y = x> também ¢é congruente
as duas outras partes.

(2x)? x?

S

N8

Figura 31: Regido da tangente que varre Sq e seu feixe de tangentes S.

Na figura acima o tridngulo & esquerda e acima da pardbola (2x)? e o tridngulo
abaixo de x?> tem mesma 4rea. Logo, reduzimos nosso trabalho a mostrar que as

regides sombreadas S, abaixo de x?, e S,, acima de de (2x)?, tém mesma 4rea.

S1 é aregido da tangente que varre da pardbola x?. Tomando um segmento tangente
a4 x? no ponto (t,t?) sua outra extremidade no eixo x serd (4,0)(I8). Transladando
cada um destes segmentos em 5 a esquerda os pontos (5,0) serdo levados & origem e
o ponto (t, t?) serd levado para (4, *), ou seja, sobre a pardbola (2x)*. Logo, a regido
Sy € o bloco de tangentes relacionado a regido que varre S; e pelo Teorema de Mamikon

tém mesma area.

7 O mesmo principio é usado na soma de Riemann e também no Principio de Cavalieri se aplicado ao plano

(http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idIltem=2861).
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Concluimos entdo, que cada regido apresentada em [29 tém &rea equivalente a um

. A . . [ 12
terco da drea do retdngulo, mostrando que a rea sob a pardbola y = x? é 5

2.5 POTENCIAS REAIS POSITIVAS

A mesma estratégia da seccdo anterior pode ser ampliada a qualquer poténcia x’,
com r > 0. Basta analisar que se f(x) = x', a reta tangente que passa pelo ponto
(x, x") dividird a regido sob f em duas, a drea S da tangente que varre e um tridngulo

retdngulo de drea T. Em seguida, usamos para relacionar S e T com a area do

retdngulo em que f estd inscrita. A relacdo serd S+ T = %, lembrando que este
A 7 r+1
retAngulo tem 4rea R = x™*!, chegaremos em S+ T = =.

Como exemplo, aplicaremos este processo para calcular a drea sob f(x) = x° no

7

. . 4
intervalo [0, x], mostrando que esta area € 7.

3 A
T T
I I
| I
I I
1 1
: Area S !
: Area T
O
0 T 2z T D C B
3 3
(a) (b)
E

Figura 32: (a) Segmento cibico dividido em duas regides de dreas S e T. (b) Segmentos

tangentes triplicados.

Na Figura (a) o segmento cﬂbicoﬂ estad inscrito no retangulo de drea R com base

3

de comprimento x e altura x°. A reta tangente no ponto (x,x>) divide o segmento

parabdlico em duas partes, a drea S da tangente que varre e um tridngulo retdngulo de

3

base 3, altura x° e drea T.

3 e 0 eixo x no intervalo [0, x].



2.5 POTENCIAS REAIS POSITIVAS

Na Figura (b), estendemos cada segmento tangente até que estes cortem o eixo Y,
obtendo o tridngulo EDC semelhante ao tridngulo ABC na razdo 2 : 1. Como cada
segmento foi multiplicado por 3 temos que a regido da tangente que varre estendida
terd drea 9S, Lema (2.4). Esta regifo é dividida em duas pelo eixo x, onde a parte
superior tem drea S e a inferior 8S.

Como ACDE ~ AABC narazdo 2 : 1, suas dreas terdo a razdo 4 : 1. Logo, 85 = 4T
eS= % Entdo, a drea do segmento parabdlico serd S+ T = % +S = % = % € Como o
retangulo de area R é composto por seis tridngulo de drea T, temos S+ T = % Como

f(x) =23, R = x* e, usando a linguagem do Célculo:

X x4

£dt="—

IS
X

Generalizando para qualquer r > 1, a fungdo f(x) = x" tem subtangente 7 e a
regido abaixo de f e acima do eixo x no intervalo [0, x] serd dividida em duas pela
reta tangente que passa em (x, x"). Um tridngulo retdngulo de base 7 no eixo x, altura
x" e drea T e a regido da tangente que varre de area S. Prolongando os segmentos
tangentes, estes cortardo o eixo y ao serem multiplicados por r, a area da regido da
tangente que varre redimensionada sera r>S e esta é dividida pelo eixo x em duas, a

parte superior que tem 4rea S e a inferior de 4rea (r> — 1)S.

Como o tridngulo de 4rea (1> — 1)S é semelhante ao tridngulo de 4rea T na razdo

(r—1):1, temosque (r?—1)S = (r—1)>?Te S = (:r_zlj)T = (r(;ll))T. Como o retidngulo
R (r—1)T

de area R é equivalente 2rT, temos T = 5- o que nos da S+ T = S T=2R

2r r+1°

Considerando f(x) = x", R = x’*!, 0 que nos d4 na linguagem do Célculo:

X xr+1
/ Fdp= X (2.9)
0 r+1

O método também ¢ valido para r = 1, onde f(x) = x. Neste caso a 4rea sobre f é
um triangulo retangulo de base e altura x e sua area é a metade da area do quadrado
de lado x, ou seja, %2 Para este caso especifico a regido da tangente que varre tera area
S =0.

Para os casos em que 0 < r < 1 o grafico da funcdo muda sua forma de convexa

para concava e a as retas tangentes estardo acima da curva intersectando o eixo y.
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o

(z, ")

(a) (b)

Figura 33: As dreas sombreadas sdo congruentes.

Porém, a parte sombreada na figura (a) é congruente ao segmento parabdlico sob a

funcdo f(x) = x+ mostrado na figura (b). Como 0 < r < 1, entdo % > 1 e voltamos ao

caso anterior, o que nos dd que area sombreada sera 151 . Portanto, a drea abaixo de
r
x" sera dada por R — 1% = %, chegando a mesma férmula em
r

2.5.1 Tratamento alternativo para poténcias positivas

A segunda forma apresentada em também pode ser generalizada para as po-

téncias x”, com r > 1.

Considere o retdngulo de drea R = x* dividido em trés regides pelas parabolas x> e

(3x)% no intervalo [0, x].

(3z)* x® (3z)? x3
/ , I
] 4 | !
/ ~ s :
/ e | .

/ / : s
0 x 0 z 2x x
3 3
(a) (b)

Figura 34: (a) Segmentos paralelos divididos na razéo 1 : 2 pela curva (3x)3. (b) As regides S

e S, tém darea iguais.
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A paréabola (3x)3 trissecta cada segmento horizontal apresentado na figura (a), logo

a area da regido acima desta curva é a metade da area da regido entre as duas cubicas.

Vamos mostrar que a regido acima de (3x)3 é congruente a regiio abaixo de x3.

Analisando a figura (b), temos que os dois tridngulos, a esquerda e a direita, tém
mesma 4rea. Transladando os segmentos tangentes que passam pelos pontos (f, %) e
compode a regido S; em % para a esquerda as extremidades inferiores serdo levadas a
origem e as extremidades superiores para (3, *), coincidindo com a curva (3x). Logo,
a regido S, € bloco de tangentes da regido S; e tém mesma darea. Logo, a regido acima

de (3x)3 é congruente a regido abaixo de x°.

Como o retangulo estd divido na propor¢do 1 : 2 : 1, temos que a drea sob x> no

. . 7 N 4
intervalo [0, x] equivale a um quarto da area do retdngulo ou 7.

Para os casos gerais onde r > 1, podemos considerar as curvas x” e (rx)" que dividird

o retangulo de area R em trés partes. Como (rx)" divide os segmentos paralelos ao

eixo x na razdo 1 : (r — 1), temos que a regido acima desta curva terd area igual a %

da regido compreendida entre as parabolas.

(ra)” z" (ra)” z"

/ [ &

Sy

AN

0 x 0 z (r—1)x T

<
<

(a) (b)

Figura 35: (a) Segmentos paralelos divididos na razdo 1 : (r — 1) pela curva (rx)". (b) As
regides Sq e S, tém area iguais.

E novamente, a regido acima de (rx)" serd congruente a regido abaixo de x”, pois
ambas sdo compostas pelos tridngulos retdngulos de base 7 e altura x” e a regido S, €

o bloco de tangentes da regiao Slﬂ

Logo, o retdngulo esta dividido na propor¢do 1 : (r — 1) : 1 e a area sob x" no

R

intervalo [0, x| serd .73

e como o retangulo tem area R = x"*!, chegamos em

9 As regibes S; e S, sdo as partes que sobram apds retirarmos os tridngulos abaixo de x” e acima de (rx)",
1€52

respectivamente.
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2.6 POTENCIAS DE EXPOENTE NEGATIVO

Abordaremos agora a area sobre a curva y = x~', com r>1, no intervalo [x, col.

A drea sob y pode ser dividida em duas partes, um tridngulo retangulo de drea
1—r o~ s 7 7
T = %5~ e aregido da tangente que varre com érea S. Logo, a drea procurada sera dada

por S+T.

Figura 36: Tangente que varre de érea S e tridngulo de 4rea T abaixo da curva y = x~", com
r>1.

Esta regifio é adjacente a um retAngulo de 4rea R = x!~" = 2rT. Mostraremos que
_ RO
5+T= r—l

Multiplicando cada segmento tangente aos pontos (f,¢~ "), com ¢ > x, pelo fator r e

deslocando-os para a esquerda, faremos com estes segmentos encontrem o €ixo y.

y=z "
ArcaTz
&) _T) )
Area T
\ - Area S
\ ~ ~
N S e — — ——
~ ~ -~ T ===
0 T T+ —

Figura 37: Os segmentos tangentes multiplicados por r e deslocados para a esquerda geram a
regido composta pelo triangulo T, e a tangente que varre original.

10 Esta parte nos mostra que, apesar do intervalo sobre y ser infinito, sua drea ¢ finita. Ou seja, a funcéo

converge.
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Esta é a regido da tangente que varre redimensionada e por terd area r2S. Mas
esta regido é composta por duas partes um tridngulo retangulo sombreado de 4rea
T, e a regido S original. Note que o triangulo maior de drea T, obtido é semelhante
ao triangulo menor de area T na razdo (r + 1), logo a area do triangulo maior sera

(r +1)2T. Temos, entfio que:

S = (r+1)°T+S
(r+1)°T

S = r2—1

S r+nT
r—1

Logo, a drea procurada é dada por:

(r+1)T+T: 2rT _ R (2.10)

S+T= r—1 r—1 r—1

E como R = x!™", na linguagem do célculo, a drea sob y é dada pela integral impré-

pria:

oS xl—r
/ = 2.11)
; —

Veja que usando o conceito das subtangentes este cdlculo ndo necessitou de uma

preocupacdo com o limite infinito da integral, porém obtivemos o mesmo resultado.

Isso foi possivel pelo fato de que como » > 1 a funcédo converge.

Paray = x"",com 0 < r < 1, y diverge no intervalo [x, co[. Porém, podemos calcular

a area no intervalo [0, x]. Esta drea serd dada pela soma I + R, ilustrada abaixo:

Areal AreaR

AreaR Areal

0 T 0 T

(a) ()

1
r

Figura 38: (a) Area de x~ ", com 0 < r < 1, no intervalo [0, x] (b) Area de x~ ,com0<r<l,

no intervalo [0, oo[
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Note que ao refletir x~" pela bissetriz do primeiro quadrante, obteremos o desenho

. , ~ _1 . . .
da figura (b). Esta € a funcdo y = x~ 7, a inversa da curva original. Nesta nova curva o

expoente é maior que 1 e podemos usar|2.11];

x X
/t"dt‘:I+R:1
0 ?—1 ]-_r

O caso r = 1 foi mostrado em onde obtivemos [ } dt =Inx.

2.7 TRATAMENTO ALTERNATIVO PARA POTENCIAS NEGATIVAS

(2.12)

(2.13)

Uma outra forma para determinar a drea sob f(x) = x~", com r > 1, é usando o

Teorema da Tangente que Varre de Mamikon. A 4rea abaixo de f € composta pelo

triangulo de drea T e a regido da tangente que varre de area S.

Na figura abaixo, o feixe de tangentes de S obtido ao transladar cada segmento tan-

gente para a origem. A curva do feixe de tangentes tem sua equacao paramétrica em
funcdo do vetor tangente a f, ou seja v(t) = (—s(t), — f(t)), ondﬂ s(t) = —7, porém
ndo necessitamos explicitar esta curva. Pelo Teorema de Mamikon estas regides tém

mesma area S. Note que adjacente ao feixe de tangentes temos também um triangulo

de area T.

Tangente que varre

f@)fp------- de area S

Feixe de Tangentes de S

Figura 39: Regifo da tangente que varre e seu feixe de tangentes.

11 s(t) é a subtangente de f ji mostrada emm
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Refletindo o feixe de tangentes e o triangulo pelo eixo x teremos uma regido con-
gruente com darea S + T. Agora, estendendo esta regido por um fator r, isto é, multi-
plicando cada coordenada x por um fator r, teremos uma nova regido cuja area sera
r(S+T).

A A
kY
f(z) f(=x) = .
| 23 ™
! - \\
| \,’_\_ e
G TT—— P e -
0 T _————— B
hnd - T4+ =
o, - 0 r + r
,/
7
/
1

(a) (v)

Figura 40: (a) Reflexio da area do feixe de tangentes e do tridingulo (b) Regido de (a) com cada

coordenada x multiplicada por r.

Note que como a curva do feixe de tangentes ¢ dada por s(t) = (—s(t), —f(t)) =
(%, —t_r) , ao refleti-la pelo eixo y e multiplicando a primeira coordenada por r, obte-

remos a curva original (¢,¢77).

Portanto, esta drea redimensionada é composta por um retdngulo de drea R e a

regido original de drea S + T da figura[39] Logo, 7(S + T) = R + (S + T), e novamente:

S+T = (2.14)

r—1

2.8 UMA APLICAQAO REVERSA DO TEOREMA DE MAMIKON

Nesta secclo iremos mostrar uma aplicagéo reversa do Teorema de Mamikon. Porém,
necessitaremos de uma férmula para o cdlculo de uma regido descrita por uma equacao

polar.
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Lembramos que a férmula da area de um setor circular de raio r e angulo central 6,

em radianos, é dada por:

1
A= 5#9 (2.15)

2.8.1 Area de uma regido polar

Consideremos uma regido R limitada pela curva polar r = f(f) e pelos raios 6 = a e

6 = b, onde f é uma fung¢do continua positivae 0 < b —a < 27.

(a) (b)
Figura 41: (a) Regido R de area A (b) Divisdo de R em # intervalos para aproximar a area A.

Dividindo a regido R em intervalos com extremidades 6y, ,01, 62, 03, ,-,0, e largura
A8, podemos usar um setor circular de raio f(6;) e angulo central Af; = 6;,1 — 6; como

uma aproximacao da drea de cada um destes intervalos.

AA ~ %[ (61116 (2.16)

E a soma dos n intervalos seria uma aproximacdo para a drea A de R.

L£(0:)1*A6; (2.17)

N| =

Azz

n
i=1
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Bem, conforme o nimero n aumenta esta aproximacdo se torna mais préxima do

valor de A. Fazendo n — oo, temos que a férmula para o célculo de A, sera:

A = lim il[f(eomei -1 / b[f(9)]2 do (2.18)
n—reo = 2 2 Ja

2.8.2 Area da regido delimitada por f(0) = tgo.

Em algumas das aplicacoes apresentadas conseguimos calcular a drea da regido da
tangente que varre pela equivaléncia com a area do seu feixe de tangentes, que era mais
facil de ser determinado.. Em alguns casos podemos usar o Teorema de Mamikon na
direcdo inversa se a area da tangente que varre for mais simples de ser calculada do

que a area do seu feixe de tangentes.

Mostraremos aqui uma prova geométrica para a férmula:

/x tg?0 d6 = tgx — x (2.19)
0

A figura (a) mostra o gréfico polar da equacdo r(f) = tgfl enquanto 0 varia de 0 a
x. A drea sombreada A(x), formada por cada segmento com uma das extremidades na

origem e a outra na curva r, é dada por:(2.18)

Ax) = /O " 1526 do (2.20)

Considere uma circunferéncia de raio unitario onde cada segmento tangente € cor-

tado pela reta que passa em seu centro, mostrado na figura (b).
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(a) (b) (¢)

Tangente

que varre Triangulo

Feixe
de tangentes

7(0) = tg(6) N / ' !

Figura 42: (a) A regido a esquerda é o feixe de tangentes da tangente que varre em (b),ou seja,

tém a mesma drea. Em (c),o tridngulo é composto pela tangente que varre e um setor circular.

Seja 6 o angulo formado pelo raio ligado ao ponto tangente e a reta que passa
pelo centro, entdo cada segmento tangente terd comprimento tgf. Logo, esta regido
sombreada na figura (b) é a tangente que varre correspondente ao feixe de tangentes na

figura (a) e pelo Teorema de Mamikon tém mesma area A(x).

Mas, area da tangente que varre pode ser calculada como a drea do triangulo re-
tangulo onde os catetos sdo o raio da circunferéncia de comprimento 1 e o segmento

tangente de comprimento tgx menos a area do setor circular de dngulo x. Logo:

A(x) = ;/O tg20 d6 = %tgx _z (2.21)

N[ =R



VETORES E FUNCOES VETORIAIS

"...a utilizacdo da linguagem vetorial permite uma descricdo elegante
e unificada dos principais resultados da geometria Euclideana bem como
possibilita uma transicdo natural da formulagdo axiomadtica para a descri-
¢do analitica (em coordenadas) dessa mesma geometria."(Miranda, Grisi,
Lodovici,2015,p.1)

Nas préximas duas secdes, mostraremos alguns resultados da Algebra Linear e do
Calculo Vetorial para auxiliar o entendimento da demonstracdo do Teorema de Ma-
mikon. De maneira alguma temos como objetivo esgotar todas as propriedades dos
vetores e do Calculo Vetorial, mas sim explorar aquelas que serdo de grande importan-

cia no proximo capitulo.

3.1 VETORES

A seguir iremos relembrar algumas propriedades e demonstracdes da algebra dos
vetores. Consideraremos o espaco Euclidiano do R® onde todo vetor u = (u1, up, u3)
pode ser escrito como u = uqi+uyj+uzk, comi, j e k base canonica do IR3. As operacdes
seguirdo as definicoes usais. Dados dois vetores u = (u1,up,u3) € v = (v1,02,03) €

« € R, temos a soma e a multiplicacdo por escalar dados por:

u+v=(uy+v1,uUp+0, Uz +03)

oau = (auq, Ay, XU3z)
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Também usaremos a definicao usual de produto interno:

U-VD=U1 -0U1+Ux -0Vp+ U3 D3

3.1.1 Norma de um vetor

Figura 43: Vetor v

Dado um vetor v = (vq,v3,v3) pertencente ao R3, chamamos de norma o compri-
1 3 >

mento deste vetor, o qual serd denotado por ||v||. A norma de um vetor é dada por:

2

[oll = /o3 + 03+ 3

Observamos também que ||v|| = /v - v.

Um vetor € chamado de unitdrio quando sua norma é 1. Dado um vetor v # 0, temos

que:

u= ! U= ¢
ol " Tl

Entdo u é um vetor unitario com mesmo sentido e direcdo de v e chamamos o vetor

u de versor de v.



3.1 VETORES

3.1.2 Angulo entre dois vetores

Dados dois vetores u e v definimos 6, com 0 < 6 < 7, 0 angulo formado por u e v.

U

Figura 44: Angulo 0 entre u e v

Para calcular o dngulo 6 note que os vetores u, v e u — v formam o tridngulo repre-

sentado abaixo:

Figura 45: Representacdo do vetor u — v

Pelo Teorema dos Cossenos, temos que:

2 2 2
(gl [[]|” + o[ =2 [Ju]/ f|o]| cos €

w—o)u—0v) = |ul®>+]|o|*—2]|ull o] cosb

2 2
[ul|* + llo]|* — 2 [|u]| ||o]| cos &
cosf = _wo (3.1
[[ua]| [

) =26 - v+ [|o]|*
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3.1.3 Posigdo relativa entre dois vetores

Dois vetores u e v sdo paralelos se o angulo 0 entre eles for 0 ou 71. Logo:
u-v

——— = c¢cos0
]| [
u-v
- - -1
]| [|o]]
u-v = |jull o (3.2

Como consequéncia se u e v forem vetores unitarios, entao:

u-v=1 3.3)

Dois vetores u e v sdo ortogonais quando 6 = 7, logo:

M0 s
]| f|o]] 2
U-v
T -0
]| f|o]]
u-v = 0 (3.9)

Note que a reciproca também € verdadeira. Tome dois vetores u e v tal que o produto

interno seja zero, temos:

u-v = 0
u-v
MY~
[[ul| [|o]]
cosf® = 0 (3.5)

Como 0 < 0 < 71, temos que 6 = 7. Portanto, u e v sdo ortogonais.

3.1.4 Produto Vetorial

Sejam dados u = (11, up, u3) e v = (v1, v, v3). O produto vetorial, indicado por u x v,

serd o vetor obtido pelo determinanteﬂ

i j ok
U Xo= Ui Uy Uz (36)
01 02 U3

Uma consequéncia do produto vetorial é que u X v serd ortogonal tanto a u quanto a

0.

1 Consulte, para mais detalhes, [[11].
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3.1.5 Area do paralelogramo

Se u = (uq1, up, us) e v = (v1,v2,v3) sdo dois vetores nao paralelos, cujo dngulo entre

eles é 0, entdo u e v sdo lados consecutivos de um paralelogramo.

Figura 46: Paralelogramo gerado por u e v.

Temos entdo que:

Teorema 3.1. ||u x o|* = ||u? ||o||* — |u - v|?

Demonstragdo.

2 2 2
[ul™ l[o]l” = [u-o|" =

= (13 +u3+ud) (V3 +03+03) — (4101 + U202 + U303)°

=(%v%+u%v%+u% 2.2 2.2 2 2 2 2

2 2, .2 2 2
U3 + USUT + U5 + U503 + UFUT + USV5 + U503)

— u%v% — 2UqUpV Uy — 2U1U3V1V3 — u%v% — 2UpU3 VU3 — u%v%

= U303 + U303 — 2uq 1010y — 2UqU3V103 + USTT + USV3 — U U3V V3F

U302 + 1303 + (1g03 — u302)? + (103 — Uz01)* + Uyv2 — UpVy

= Jju x o] =
Teorema 3.2. ||u x v|| = ||u|| ||v|| sen6, onde 6 é o dngulo formado por u e v.

Demonstragdo. Detemos que |u - v|* = ||ul|*||v]|* cos? 6, logo:

2 2 2
[ulI™ f[oll” = Ju - o]

2 2 2 2
lll* 1]* = fJull* [[2]]" cos® 6
lul® o]1* (1 — cos?6)

lu][* Jo]|* sen®s T

e o]

Mostraremos a seguir que a area S do paralelogramo formado por u e v é dada pela

norma de u X v.

45



46 VETORES E FUNCOES VETORIAIS

Figura 47: Paralelogramo gerado por u e v.

Temos da geometria que:

S = |lull-h

9p)
Il

[[u]l [[o]] sen®

[[u x ol (3.6)

9]
Il

3.2 FUNGCOES VETORIAIS

Em geral, uma funcdo é uma regra que associa a cada elemento de seu
dominio um elemento de sua imagem. Uma fung¢do vetorial, ou funcdo a
valores vetoriais, € uma funcao cujo dominio é um conjunto de nimeros
reais e cuja imagem é um conjunto de vetores. Estamos particularmente
interessados em fungdes vetoriais r cujos valores sdo vetores tridimensio-
nais. Isso significa que, para todo ntimero t no dominio de r existe um
tinico vetor de V3 denotado por r(t). Se f(t), g(t) e h(t) sdo as componentes
do vetor r(t), entdo f, g e h sdo funcdes a valores reais chamadas fungdes

componentes dere podemos escrever:

r(t) = (f (), (B), h(t)) = f(B)i + &(B)j + h(b)k (3.7)

Usamos a letra t para denotar a varidvel independente porque ela repre-

senta o tempo na maioria das aplica¢des de funcdes vetoriais.

A derivada de uma funcéo vetorial r(t) = (f(t), g(t), h(t)), onde f, g e h sdo funces

diferenciaveis, é dada por:
r'(5) = (f'(),8'(H), H'(1) (3.8)

Definicdo 3.3. Uma curva a(t) é dita suave em um intervalo I se a/(t) é continua e
«'(t) #0em I.



3.2 FUNCOES VETORIAIS

A partir deste momento, sempre que nos referirmos a uma curva ou funcéo vetorial,

estaremos considerando as mesmas curvas e func;()es suaves.

3.2.1 Significado geométrico de derivada

A derivada 7/(t) é obtida do mesmo modo que nas funcdes a valores reais, ou seja,

pelo limite:

dr .« . r(t+h)—r(t)
i =0 = fim T

i (3.9

O vetor 7/(t) é um vetor tangente a r(t). Para esta verificacdo, tomemos P e Q os
vetores posicdo de r(t) e r(t + h), logo 1@ representa o vetor r(t + h) — r(t), que pode

ser visto como um vetor secante a curva r(t).

r(t+ h) —r(t)
P Q

r(t)

v r(t + h)

Figura 48: Vetor r(t + h) — r(t) secante a curva r(t)

Porém, quando P se aproxima de Q, o vetor Iﬁ se aproxima da reta tangente a r(t).
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\ r(t+h) —r(t)

h

PA

/ /
/rlt)
/ /(t +h)
'

\

Figura 49: Limite de h tendendo a zero.

Logo, como h — 0, temos que 7’(t) é um vetor tangente a r(t).
Denotaremos por T(t) o vetor unitdrio tangente a r(t), dado por:
r'(t)

HD:WW&( (3.10)

3.2.2 Regras de derivagdo

As regras de derivacdo para funcoes vetoriais sdo definidas da mesma forma que nas
funcoes a valores reais, com a excecao de que o resultado destas gera um vetor.

Abaixo mostraremos que a regra do produto tem seu equivalente nas funcées vetoriais.

A

Teorema 3.4. Suponha que u(t) e v(t) sejam fungdes vetoriais diferencidveis. Entdo,
() o(0] = /() - o(t) + u(t) - (1)
Demonstragdo. Sejam u(t) = (fi(t), f2(1), f5(1) € v(t) = (g1(1), g2(1), g3(1)), entdo:

3
u(t) - o(t) = fi(Hg1(t) + fa(B)g2(t) + f3(1)g3(t) = Y fi(b)gi(t)
i1

2 As outras regras podem ser vistas em [|18].
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As regras usuais de derivacdo do produto fornecem:

| =

d d g >
@001 = =) filhgih) =) ZIfigi0]
i=1 i=1

ISW

t

3
= Y If(Dgi®) + fi(t)gi(®)]
i=1

3 3
= Y flhg®+ Y fb)gi®)]
i=1 i=1

= u'(t)-o(t)+u(t) -v'(t) (3.11)

3.2.3 Comprimento de arco

Um dos problemas que o Calculo pode resolver é o de determinar o comprimento de

uma curva.

Dada uma funcdo y = f(x), com f continua e 2 < x < b, podemos obter uma
aproximacdo para o comprimento L desta curva C através de um poligonal, dividindo
o intervalo [a, b] em n subintervalos com extremidades a = xg, x1, X2, -, X, = b e com
larguras iguais a Ax. Se y; = f(x;), entdo o ponto Pi(x;, y;) estd em C e a poligonal com

vértices em Py, Py, - - -, P, € uma aproximacgao para L.

Figura 50: Aproximacdo do comprimento L por uma poligonal.

Veja que cada segmento P;_1 P; tem seu comprimento dado por |P;_1P;| = \/Ax? + Ay?.
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Figura 51: |P;_1P;| = \/Ax? + Ay?
Sendo L, o comprimento da poligonal, este sera dado por:

n
Ly =) |P1P (3.12)
i=1

Conforme aumentamos o numeros de particoes, 7, o comprimento da poligonal se

aproxima do comprimento de C. Logo,

n
L= Jm;\Pi,lPi| (3.13)
De onde temos que’]

L:/b,/1+f/(x)2dx=/b,/1+(Zi)zdx (3.14)

Suponha agora que C pode ser descrita pelas equacOes paramétricas x = f(t) e

y=g(t),coma <t < Bem quedx/dt = f'(t) > 0, temos que:
b 2
/ 1 + d—y dx
dy/dt
/ Th d /dt *dt
/ \/ ) dt (3.15)

O comprimento de uma curva espacial é definido de maneira andloga. Tomemos

h
Il

uma curva de equagdo vetorial r(t) = (f(t), g(t), h(t)), com a < t < b, ou equivalente as

3 Para maiores detalhes, [[18]].



3.2 FUNCOES VETORIAIS

equagdes paramétricas x = f(t), y = g(t) e z = h(t), com derivadas continuas, é possivel

mostrar que:

h(
Il

[ VFwr e g wr e (3.16)

bl rdx\*  [dy\* [dz\*
L) (2 (%) 617
Mas como r(£) = f(£)i +g(bj + h(Bk, temos que [|[F(B]| = |[f'(B)i+ /(B + K (K] =
V()2 + ¢'(t)? + I (t)2. Entdo podemos escrever que:

b
L=/a 17| dt (3.18)

Exemplo 3.1. Vamos calcular o comprimento do arco da hélice circular da equacao

r(t) = (cos(t), sen(t), t) do ponto (1,0, 0) até o ponto (1,0, 7).

Q

7(0)

r(m)

Figura 52: r(t) = (cos(t), sen(t), t)

Dado r(t) acima, temos que 7'(t) = (—sen(t), cos(t), 1). Logo,

7(t)| = V/(—sen(t)? + (cos()? +1 = V2

Veja que o arco de (1,0,0) até (—1,0, rr) é descrito quando o pardmetro varia de
0 <t <, entdo:

Lz/on‘r’(t)‘dtz/on\fzdtzﬁn

3.2.4 Parametrizacdo de uma curva

Uma curva C pode ser representada por mais de uma funcéo vetorial dependendo do

parametro que utilizamos. Por exemplo, as fungdes r{(t) = (2t, 1, %), coma<t<b,e
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ro(u) = (2%, e, %), com In(a) < u < In(b) sdo parametrizacdoes de uma mesma curva,

representada abaixo:

Figura 53: Esboco da curva r(t) = ra(u).

A diferenca entre rq e r, se dd na velocidade que percorremos a curva.

Porém ao medir o comprimento de um arco de rq(t) ou de r,(u) desejamos obter a
mesma resposta. Tomemos como exemplo o comprimento do arco do ponto (2,1, %)
; 8
até (4,4, 5) em r1(t).

7‘1(2)

Tl(i)

Figura 54: Arco de r1(1) a r1(2).

Calculamos entdo:
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V(22 + (21)2 + (12)2
V(22 +2(212) + (12)2
V(2 + t2)2

= 2+

In®]

E como o arco de (2,1, }) até (4,4, §) é descrito quando 1 < t < 2, temos:

2 2
L=/ Hr{(t)Hdt:/ 242t = 2
1 1 3

. . 7 . 3u
Veja que o mesmo comprimento é obtido com (1) = (2¢%,¢%*, %), com 0 < u <

3
In(2).

\/(26“)2 + (262”)2 + (63”)2
\/(23”)2 +2(2ete34) + (e31)?2

(2e" + e34)2

3u

20

2e¢t +e

In(2) In(2)
L :/” |5 (u)|| du :/n 2e" +edu = 3
0 0 3

Como o comprimento da curva ndo depende da parametrizacido escolhida muitas
vezes € conveniente adotarmos o comprimento de um arco da curva como seu parame-

tro.

3.2.5 Parametrizagdo pelo comprimento de arco

Ao reparametrizar uma curva r(f) em funcdo do comprimento de arco s, tomamos
t = a e definimos o ponto r(a) como o inicio do arco a ser medido, ou seja, 0 nosso

zero, e calculamos o comprimento do arco até r(t).
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r(t)

r(a)

Figura 55: Comprimento de arco.

Para isso basta resolver a integral:

t
s=s(t) = /a |7 ()| du

Note agora que ao escolher um valor para s, por exemplo s = 2, estamos determi-

nando onde estara o vetor r(s) apds percorrer o comprimento de dois arcos na curva.

Figura 56: Arco de comprimento de 2.

Tomemos como exemplo a curva apresentada no Exemplo e faremos sua para-

metrizacio pelo comprimento de arco.
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s=s(t) = /Ot |/ (w)|| du = V2t

Logo a parametrizacdo pelo comprimento de arco serd dada fazendo a substituicdo

o) () ()

Note que ||7(s)|| = 1 para todo s escolhido.

— S .
t= 3> 1OS dando:

3.2.6 Curvatura

A curvatura de C em um dado ponto é a medida de quio rapidamente a curva muda
de direcdo no ponto. A curvatura nos mostra o comportamento do vetor tangente T(t)
ao percorrer a curva. Veja que o vetor T(t) tem uma pequena variacdo quando a curva
se aproxima de uma reta e uma grande variacdo quando C se torce de maneira mais

acentuada.

Figura 57: Variacdo do vetor tangente a curva.

Definicdo 3.5. Seja C uma curva parametrizada por comprimento de arco, sua curva-
tura k é definida como o médulo da taxa de variacdo do vetor tangente unitdrio T com

relacdo ao comprimento do arco s.

dT
k(S) = ’ds

A curvatura também pode ser expressa em funcdo de um parametro f qualquer

comao:

k(s):'i :‘dT/dt‘

ds/dt



56 VETORES E FUNCOES VETORIAIS

Lembrando que:

s = / ¥ (t)] dt

Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos:

ds ,
Ez\r(t)\
Logo,
T'(#)]
k(s) = 3.19
NNEO] 12

Exemplo 3.2. Sabemos que a circunferéncia tem curvatura constante. Tomemos entao,
a circunferéncia com centro na origem e raio a. Esta circunferéncia tem equagao para-

métrica dada por r(t) = (a sen(t), a cos(t)) e sua derivada 7’(t) = (a cos(t), —a sen(t)).
O seu vetor tangente unitario (3.10) sera:

T = |:/8| (3.20)
(a cos(t), —asen(t))
V/(acos(t))? + (—asen(t))>
(a cos(t), —asen(t))
V/a2(sen?(t) + cos(t))
(a cos(t), —a sen(t))
\/[?2
(a cos(t), —a sen(t))
a
= (cos(t), — sen(t))

Temos entdo que |T(t)| = 1 e segue de que:

T'(8)]

7' ()]
1
a

k(t) (3.21)

Ou seja, quanto maior for k mais acentuada serd a curva.
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3.2.7 Vetor Normal

Dada C uma curva suave no espaco temos diversos vetores ortogonais a C. Dentre
eles o vetor T'(t). Para verificar que T'(t) é ortogonal a C, basta lembrar que T(t) - T(t) =

1, entdo:

1)
0 (3.22)

[T(t) - T(t)]'
T(t)- T'(t)

Porém como T’(t) pode nfo ser unitdrio, definimos entfo o vetor unitario N(¢) como:

T
NO = 1770)

Note que nas curvas parametrizadas por comprimento de arco o vetor T'(t) pode ser

escrito como:
T'(s)
T'(s)|

T'(s) = | T'(s)| = N(s) - k(s) (3.23)

3.3 SUPERFICIES PARAMETRIZADAS

Bem como uma curva espacial pode ser representada por uma func¢do paramétrica

r(t), uma superficie pode ser gerada por uma funcéo S(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Uma forma de visualizar esta superficie é notar que para cada escolha de u e v no

dominio D de S geramos um vetor cuja extremidade nos d4 um ponto desta superficie.

v z
r s -~

- 4 S(u,v)

\ 4

A J

Figura 58: Representacéo de (u,v) em D e sua imagem em S.
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Uma outra maneira de visualizar esta superficie, seria considerar uma das varidveis
como uma constante. Entdo terfamos duas familias de curvas Si(u, v) e S»(u, vp), ora

considerando u constante e ora v.

b < \
(uo, Vo)

A 4

v

Figura 59: Curvas Sq(ug, v) e Sa(u, vg).

Ao considerar u = 1y como constante, a reunido de todas as curvas v que cortam ug
formarao nossa superficie e de modo anédlogo se considerarmos v = vy como constante,

as curvas u formaréo a superficie.

< ?

4

Figura 60: Curvas v cortando a curva u.
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Note que as derivadas de S1(ug, v) e S»(u, vo) nada mais sdo que as derivadas parciais

: 5 43S o 9S
de S(u,v), cuja notagdo usual é 57 e 5°.

3.3.1 Area de uma superficie parametrizada

Uma superficie parametrizada S é chamada de suave, ou lisa, numa regido do plano

uv se suas derivadas parciais forem continuas no seu dominio D e dS/du x dS/dv # 0.

Ou seja, existe um vetor normal unitdrio, e portanto um plano tangente (ver [2]),

para todo (u, v).

Para calcular a area da superficie S subdividimos D em regites retangulares por

meio de retas paralelas aos eixos u e v.

Supondo que haja n retdngulos, tomemos o k-ésimo retangulo Ry, cujo vértice infe-
rior esquerdo seja o ponto (1, v;). Entdo sua area sera dada por AA, = Auy - Avg, onde
Auy e Avg sdo as dimensoes de Ry.

Va

AVk

A
T

Figura 61: K-ésimo retdngulo Ry.

A imagem de R, em S serd a porc¢do curvilinea Sy cujo vértice serd S(uy, vg).
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v

Figura 62: Imagem de R; em S.

A area de S; pode ser aproximada pela drea do paralelogramo gerado pelos vetores
secantes S(uy, vy + Avy) — S(uy, vg) € S(uy + Auy, vr) — S(uy, vg). Porém, se Auy e Avy fo-
rem pequenos o suficiente esses vetores secantes podem ser aproximados pelos vetores

as as o o . ~
tangentes 5>y e 550k, onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto S(uy, vg).

S(uk, vic+ Avy) a_m;k
v

dS

E‘ﬁ“*‘

S{ux, vi) S(uk+ Aug, Vi)
Figura 63: Paralelogramos gerados pelos vetores secantes e pelos vetores tangentes a S.

Assim a drea de Sy pode ser aproximada pela drea do paralelogramo gerado por

estes vetores. E serd dada porﬂ

Skz‘as S

E a drea da superficie S pode ser aproximada para:

o5 35
ou Jvu

n

S%Z

i=1

AA,

4 Para maiores detalhes, veja [12]].
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Ao aumentar o numero de parti¢des n as diferencas Auy e Avy diminuem. Supondo

que n aumente o suficiente para que as diferencas tendam a zero, temos que a area de

S sera dada: " (35 38
Ou o equivalente:
dS 0S
5= / /R = x]da

Exemplo 3.3. Iremos neste exemplo aplicar a férmula obtida para calcular a drea de
uma esfera de raio r. Para isso, vamos determinar uma parametrizagdo conveniente
onde a esfera € descrita pelo vetor r quando variamos os angulos ¢ e 6 conforme

mostrado abaixo.

<

Figura 64: Componentes do vetor r.

3 . _ X _ Y _P —z .
Veja que: cosf = 7, senf = o> Seng = L ecosg = L. Isolando x, y e z chegamos a:

F(g,0) = (rsenpcosf,rsenpsend, rcosp), com0 < ¢ <mel <6 <27

As derivadas parciais de F sdo:

F
=— = (rcos ¢ cosb, r cos ¢ send, —r seng)

d¢

F
39 = (—rseng senf, r seng cos 0, 0)

Calculando o produto vetorial:
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i j k
% B R E
¢ 99 d¢
dp 90 o o o
0 96 0

i j k

= | rcos@cos® rcos@sentd —rseng
—rsengsenf rseng cosd 0

= (r* sen® @ cos )i + (1> sen ¢ senf)j + (> seng cos @ cos? O + 1> seng cos ¢ sen>)k

= (r? senzq) cos 0)i + (1 senzgo senf)j + (r? seng cos @)k

Segue entdo que:

oF oF
dp 96

\/ (r2 sen? ¢ cos 0)? + (2 sen? @ senf)? + (12 seng cos ¢)?

= \/ r* sen¢ cos? 6 + r* sen*p sen?6 + r4 sen? ¢ cos? ¢

= \/ r*sent@ + 14 sen?¢ cos? ¢

= 4/rtsen?¢

72 | seng|

Logo a area da esfera é dada por:

Ozn Jo | seng| do d6
7 Jo" (J | seng] dg) do
r? fozn | —cos ¢|y d6
r? 027'[ 246
21

47172



DEMONSTRACAO

Neste capitulo traremos uma prova formal para o teorema da tangente que varre.
Mamikon e Apostol demonstram o caso geral no Apéndice do livro New Horizons in
Geometry [|6] definindo uma superficie Y(s, u) = X(s) + uT(s) que é gerada pela curva
suave X(s), parametrizada pelo comprimento de arco, e os vetores unitarios tangentes
a esta sendo estendidos/comprimidos em funcdo de uma varidvel u. Esta superficie
¢ denominada a tangente que varre. Mostram, usando a Geometria Diferencial, que
sua area depende apenas da curvatura da curva X e da variavel u. Em seguida, supoe
que ao fixar uma tangente inicial podemos escrever o comprimento de arco em fun-
cao do angulo formado entre esta tangente fixada e uma tangente arbitraria qualquer.
Fazendo, entdo, uma mudanca de varidvel para coordenadas polares, mostram que a
area da tangente que varre é equivalente a area de uma superficie conica, o feixe de
tangentes, que é formado ao transladar paralelamente os vetores tangentes a curva X

para um ponto comum.

Uma outra demonstracdo mais rigorosa foi apresentada por Mamikon em seu traba-
lho On the Area of a Region on a Developable Surface [13]], porém esta foge ao escopo

da nossa dissertacao.

Aqui, preferimos uma abordagem mais direta calculando separadamente as area da
tangente que varre e do feixe de tangentes definidas por Mamikon e mostramos que

ambas sdo iguais.

Como introducfo iremos provar o caso particular apresentado na Seccgéo[1.1] a drea

da coroa circularE[, utilizando agora o Cdlculo Diferencial.

Neste exemplo a coroa circular € a regido descrita pela tangente que varre e o circulo de raio v € o feixe de

tangentes.
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4.1 COROA CIRCULAR

Proposicdo 4.1. A drea da coroa circular formada pelas circunferéncias concéntricas

X e Y de raios r e R, respectivamente, é equivalente a drea do circulo de raio v onde

v?> = R?> — 12,

Y

Figura 65: A coroa circular e o circulo com a mesma area.

Demonstragdo. Considere a circunferéncia X de centro na origem e raio r. Sua equacdo

parametrizada por comprimento de arco serd dada por X(s) = (rcos (£) ,rsen (2)).

A circunferéncia Y é descrita quando deslizamos o vetor v, miuiltiplo do vetor tan-

gente a X, sobre a circunferéncia X.

Logo, a superficie S serd gerada pela equacao:

Y(s,u) = X(s)+uT(s), onde 0 < u <v,0<s<2mreTéo vetor tangente unitario

e sua drea serd dada por:

Y

Y
s X auH duds “4.1)

/me /v
0 0

Como a drea do paralelogramo ¢é calculada de maneira mais facil usando o produto
vetorial e o mesmo ¢ definido no espago, sem perda de generalidade tomemos X(s) =

(rcos (2),rsen (£),0), entdo:

Y(s,u) = (rcos (;) ,rsen (;) ,0) +u (— sen (;) , COS (;) ,0)

Calculando as derivadas parciais:



Logo:

oY
ds
oY
ou

oy oY
dJds  du

(s () e (2) )= (s 5 cos().0)
(L),

Calculando os produtos vetoriais temos:

Logo,

9y oY
dJds  du

——sen

u|—1cos (2)
—sen (2)
|-

4.1 COROA CIRCULAR

L (£).0)  (-en (9 o2,

65



66 DEMONSTRACAO

Portanto, a area da coroa sera dada por:

me fO E)s X au duds =
fozm Jo 7 duds =

r

2mtr vy
Jo o (Jy vdu)ds =

27tr 1 [112} v d
N S =
fO r| 2 0
27ty
2r JO d
2 27r
7 [slo

v?

Ou seja, a area do circulo de raio v. O

Observamos que, utilizando as ferramentas da Geometria Diferenciaﬂ, poderiamos

ter simplificado o cdlculo das derivadas parciais:

Y 09X oT ,
S5 = 35 Tlge = TE)+uT'(s) = T(s) + uk(s)N(s)
Y
g = T(S)
Logo:
Y Y
' g X g = H[T(S) +Mk(S)N(S)] X T(S)H
= ||T(s) x T(s)]| +uk(s) |[N(s) x T(s)]|
Mas ||T(s) x T(s)|| = 0, pois vetores paralelos ndo geram um paralelogramo, e

|IN(s) x T(s)|| =1, pois N(s) e T(s) sdo unitarios.
Logo,
Y 9Y
Has X E)MH = uk(s) 4.2)

Mas neste caso k(s) = %, (3.22). Entéo uk(s) = %, o que nos da:

2mr
duds = / / = duds = mv?
0

27tr

2 Apresentadas no Capitulo 3.
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4.2 HELICOIDE

Podemos também considerar uma superficie em R® gerada ao estender os vetores

tangentes a uma curva suave.

Proposicao 4.2. A drea de uma superficie helicoidaﬂ gerada por uma curva X(s), com
0 < s < 27, e os vetores unitdrios tangentes a esta é equivalente a drea de um cone cuja
geratriz € o vetor tangente unitdrio de X.

4 2

sen(s) cos(s)
2

Demonstracdo. Considere a curva X(s) = ( , @s) parametrizada por com-

primento de arco.

O vetor tangente a X serd X'(s) = <C°;(s), Serz‘(s), @), que tem norma 1, logo X'(s) =
T(s).

Considere agora a superficie Y(s, u) = X(s) + uT(s),com 0 <s <2mwe0 <u <1.

(a) (b)

Figura 66: (a) Curva X(s). (b) Superficie Y(s) gerada a partir da curva X(s).

Pela Equacao 4.2}
2 1| 9Y oY 2t 1
/0 /0 gxg duds-/o /0 uk(s) duds
Mas,
_||dT|| _ || —sen(s) cos(s) 21
ol e
Logo,

3 Helicoide (do grego helicoeidés) ou helicoidal é uma superficie em formato de hélice.
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JE [ uk(s) duds =
ozn fol yduds =
fozn (fol %d”> ds =
27 ,ﬁ 1 _
fo [4 ]Ods =

2
fo " %ds =

36" =

Considere agora o cone centrado na origem cuja geratriz € o vetor tangente unitario

de X. Sua equacgdo paramétrica € C(s,u) = uT(s),com 0 <s <2mel <u <1.

Figura 67: Cone centrado na origem.

Para obter a drea da superficie C poderiamos usar a Equagéo porém deixaremos
este cdlculo para o caso geral mais a frente. Por se tratar de um cone reto sabemos
da geometria plana que sua area ¢ dada por 7irg, onde r € o raio da base e g € o
comprimento da geratriz do cone. Como T(s) = X' = (s) (%(s), %(5), @) temos o

raio da base % e ¢ tem o comprimento maximo de u, ou seja, 1. Logo, a drea de C = 7.
Concluimos, entao que a area de Y € igual a area do cone C.

Como Y ¢é descrita pelo movimento dos vetores tangentes sobre a curva, temos que
esta € a tangente que varre. Ao trazer paralelamente os vetores tangentes para um
ponto de origem comum formamos o cone C, ou seja, o feixe de tangentes de Y. E

COMO mostramos acima, possuem mesma area. L]
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4.3 CASO GERAL

Teorema 4.3. A drea da tangente que varre de uma curva suave, onde o vetor aceleracdo

ndo se anula, € igual a drea do seu feixe de tangentes correspondente.

Demonstracdo. Considere & uma curva suave no espaco descrita pelo vetor X(s), com
X”(s) # 0 para todo s, parametrizada pelo comprimento de arco no intervalo 0 < a <

s < b. Denotamos por T(s) o vetor unitdrio tangente a «, ou seja,

X'(s)

T6) = %)

= X'(s) (4.4)

Considere agora a equacao paramétrica:

Y(s,u) = X(s) +uT(s), com0 <u < f(s), onde f(s) € uma funcdo qualquer.  (4.5)

Entdo Y gera uma superficie S.

Figura 68: Area gerada sobre a curva X(s)

Note que como Y varia em funcdo de s e u no intervalo [a, b], S é gerada estendendo-

se o vetor tangente T de X até a posicdo do vetor Y em (s, f(s)).
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Figura 69: Planificacdo de Y(s).

Geometricamente, S é uma superficie desenvolvivel, isto é, ela pode ser desenrolada

em um plano sem distorc¢do, Apéndice (A.T]). A superficie S é a regido da tangente que

varre mostrada nos capitulos anteriores.
A drea de S é dada por:

oY dY

5 X N duds

a(S)=/ﬂb /Of(S)

Para resolver a integral calculamos as derivadas parciais:

oY X  dT ,
55 = 9s T T T(s)+uT'(s)
e
Y
5 T(s)
logo,
g—Z X %—Z = (T(s) + uT'(s)) x T(s) = T(s) x T(s) + uT'(s) x T(s)

(4.6)

“4.7)

(4.8)

(4.9
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Como T(s) x T(s) = 0, temos entio que:

b (s)
a(S) = /u /Of |uT'(s) x T(s)|| duds (4.10)

O feixe de tangentes S correspondente a superficie S é obtido ao transladar parale-

lamente os vetores tangentes a X para um ponto P de origem comum.

Uma parametrizacdo da superficie S; é dada por:

Yi(s,u) = P+uT(s), com 0 < u < f(s) 4.11)

A superficie S; é um cone generalizad(ﬂ onde sua geratriz é dada pelo vetor uT(s) e

P o seu vértice.

Sua drea também pode ser obtida por:

borfe) oy, oY,
a(Sy) = / /0 S x S duds (4.12)
onde as derivadas parciais sdo:
oy, dT  _,
5 Mo = uT'(s) (4.13)
e
oY,
el 1
. T(s), (4.14)
logo,
a, I,
50 X 5 = uT'(s) x T(s) (4.15)
Portanto, a area de S; é:
b rf(s)
a(Sy) = / / [T’ (5) x T(s)|| duds = a(S) (4.16)
a JO
[

4 Um cone generalizado é uma unido de retas passando por um ponto P (chamado de vértice do cone) e

pelos pontos de uma dada curva 4.
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Concluimos entdo que a drea da regido S descrita pela tangente que varre é igual a

area S1 do feixe de tangente correspondente a S.

Tangente que varre

Feixe de tangentes

Figura 70: Superficie descrita pela tangente que varre e seu feixe de tangentes correspondente.

Esta demonstracdo também cobre as curvas no plano, bastando considerar uma das
coordenadas do vetor X como uma constante. E neste caso o feixe de tangentes sera

um setor circular generalizado.

O teorema também ¢é vélido para as superficies cujas curvas inicias podem ser de-
compostas em uma soma ou diferenca de um nuimero finito de curvas que atendam as
caracteristicas descritas na hipdtese. Isto deve dar conta das curvas nédo suaves, como
por exemplo as curvas poligonais. E também aquelas que apresentam pontos de in-
flexdo, onde a tangente que varre muda de direcdo podendo causar sobreposicdo da
regido gerada, conforme mostrado abaixo. Nestes casos, podemos dividir a curva em

intervalos onde nio tenhamos X’ = 0.
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Figura 72: f(x) = senx com inflexdo em x = k7, com k € Z.
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APENDICE A

A.1l SUPERFICIES REGRADAS DESENVOLVIVEL

Buscaremos neste parte caracterizar nossa superficie (4.5). As demonstractes dos

teoremas abaixo citados podem ser vistas em [[16] e [|8].

A.1.1 Superficie regrada em R>

Intuitivamente, superficies regradas sdo superficies geradas pela unido de retas so-
bre uma curva em IR3. Para o estudo dessas superficies podemos utilizar o conceito de

familia de retas a um-pardmetro.

Uma famdilia de retas a um-pardmetro («(t); A(t)) € uma correspondéncia que associa
acadat € I, onde I é um intervalo aberto da reta real, um ponto «(t) € R® e um vetor

A(t) € R3, com A(t) # 0 e tais que «(t) e A(t) sejam ambos diferencidveis em t.

Definicdo A.1. Dada uma familia de retas a um-pardmetro («x(t); A(t)), a superficie S
parametrizada por:
x(t,v) = a(t) +v/\(tﬂt cLvelR;

é chamada superficie regrada gerada pela familia («(t); A(t)). A curva a(t) é chamada
de diretriz da superficie e as retas L; que passam por «(t) e estdo na direcdo de A(t) sdo

chamadas de geratrizes da superficie.

1 Sem perda de generalidade, supomos que ||A(#)| = 1.
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Figura 73: Superficies regradas.

Lema A.2. Seja S uma superficie parametrizada por x(t,v) = a(t) + vA(t), com |A(t)| =1
e |A'(#)| # 0. Entdo € possivel reparametrizar de forma tnica a superficie S para x(t,v) =
B(t) + vA(t), com B'(t) - A'(t) = 0.

Gostariamos de notar aqui que ja atende as caracteristicas de uma superficie

regrada da forma x(t, v) = B(t) + vA(t) com B/(t) - A'(t) = 0. Para esta verificacéo, basta
usarmos 3. 10l em [3.22

T(s)-T'(s) = 0
1 , 3
X)) T(s)-T'(s) 0
X'(s)-T's) = 0 (A.1)

A.1.2  Superficies desenvolviveis

Uma superficie desenvolvivel é uma superficie cuja curvatura Gaussianaﬂé zero, isto é,
uma superficie que pode ser planificada sem distorcao. Inversamente, é uma superficie
que pode ser obtida ao “dobrar”, “torcer”, “enrolar” ou “cortar e colar” um plano. Em
3 dimensodes toda superficie desenvolvivel é uma superficie regrada, porém nem toda

superficie regrada é desenvolviveﬂ

Alguns exemplos de superficies desenvolviveis sdo os cilindros e cones generalizados.

2 A definicdo pode ser vista em [|8]].
3A definicéo de superficie regrada desenvolvivel pode ser vista em

http://mathworld.wolfram.com/DevelopableSurface.html. Para mais detalhes podemos consultar [|[15]]
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Figura 74: Cilindro e cone generalizados.

Um outro exemplo de superficie desenvolvivel é aquela abordada em nosso traba-
lho, as superficies desenvolviveis tangentes que sdo construidas estendendo-se as retas

tangentes a uma curva espacial.

Figura 75: Superficie desenvolvivel tangente.
Para mostrar que este ultimo exemplo é uma superficie desenvolvivel, usaremos a
definicdo encontrada em [8].

Definicao A.3. Uma superficie regrada x(t, v) = a(t) + vA(t) gerada pela familia («(t), A(t))

com [|A(t)|| = 1 é chamada de desenvolvivel se o produto misto

(A(t) x A'(t),alphd’(t)) = 0 (A.2)

Vamos mostrar que |4.5|é uma superficie regrada desenvolvivel.



78

APENDICE A

Demonstracdo. Considere a superficie Y(s, u) = X(s) + uT(s), onde T(s) é o vetor uni-
tario tangente a X(s). Sabemos que (T(s) x T'(s), X'(s)) pode ser obtido ao calcular o
determinante da matriz 3x3 cujas linhas 1, 2 e 3 sdo dadas pelas coordenadas i, j e k
dos vetores T(s), T'(s) e X'(s), respectivamente. Mas, como T(s) e X'(s) sdo paralelos

segue que (T(s) x T'(s), X'(s)) = 0. O

Logo, nossa superficie pode ser planificada sem distorcao de sua area. Este resultado
¢ esperado, visto que ja mostramos que a area descrita pela tangente que varre é

equivalente a drea de um cone formado pelo feixe de tangentes.



APENDICE B

B.1 RETAS TANGENTES E A DERIVADA

O estudo das derivadas no Calculo tem diversas aplicacoes como, por exemplo, de-
terminar a velocidade instantdnea de um corpo, verificar o crescimento/decrescimento
de uma curva, achar pontos de extremo e também, a que vamos necessitar, encontrar

a equacdo da reta tangente a uma curva.

Euclides define reta tangentdl] como a reta que interseta a circunferéncia em um

Unico ponto.

(a) (b)

Figura 76: (a) Reta tangente a uma circunferéncia. (b) Reta tangente a uma curva.

Porém esta definicdo ndo se aplica a todas as curvas como mostrado na Figura (b)
acima. A reta s interseta a curva C em um unico ponto, porém esta reta nao se parece
com a ideia que temos de tangente. Ja a reta ¢, esta sim tangente a C, interseta a curva

em mais de um ponto.

Do latim tangens, que significa tocando.
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Para uma defini¢do um pouco mais precisa, lembremos que uma reta estara deter-

minada quando temos um de seus pontos e sua inclinacao m.

Considere uma curva continua C, de equagdo y = f(x), e seja P = (xo, f(xp)) um
ponto desta curva. Tome um ponto Q = (x, f(x)), distinto de P, em C. Areta s = PQ,

sera uma reta secanteﬂ a curva C e sua inclinacao sera dado por:

X X
ey = £ = fx0) B
X — Xo
A medida que o ponto Q se desloca sobre C se aproximando de P, x se aproxima
de xp, e a reta secante s tomara posicoes s, S, s3, ... € tende a coincidir com a reta ¢,

tangente a curva no ponto P.

(a) (b)

Figura 77: (a) Coeficiente angular da reta PQ. (b) Retas secantes a curva e reta tangente ¢.

Ou seja, o coeficiente angular m da reta tangente ¢t pode ser obtido pelo limite de
(B.1I) quando Q se aproxima indefinidamente de P, ou seja, quando a distancia entre

X e xg vai a zero.

m = lim £ &)~ f(x0) (B.2)

X—X0 X — X0

Conhecendo o coeficiente angular m da reta tangente no ponto P, a Geometria Ana-

litica nos da sua equacao:

f(x) = f(xo) = m(x — xo) (B.3)

Definimos entdo, a derivada de f no ponto P como o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x, e a indicamos por ig , dy ou simples-

mente f'(x)

2 Do latim secans, que significa corte.
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Porém nem sempre necessitamos explicitar um ponto especifico xy. Aplicando a
mesma ideia a um ponto x qualquer e considerando um acréscimo AX, ao calcular o
limite de (B.2)), quando este vai a zero, determinaremos a fungdo derivada, ou simples-

mente, a derivada de f, dada por:

S8 — f)

"(x) =1 B.4
f&) Ax—0 Ax (B.4)
Mostraremos agora a aplicacdo a duas funcoes elementares.
B.1.1 Derivada da fun¢do poténcia.
Dada uma funcéo f(x) = x", n € IN¥, temos:
: Ax) — f(x)
, _ flx+
f® AalcglO Ax
_ lim (x + Ax)* — x"
Ax—0 Ax
C lim ()x™+ (D" 1Ax + (5)x"2Ax% + (5)x" S3Ax + ...+ () Ax" — x"
Ax—0 Ax

|
7 N
—_ 3
~_
=
2
AN
+
o
1l
Iy
=
2
_

B.1.2 Derivada da fung¢do exponencial.

Antes de calcular a derivada da fungéo e*, necessitamos mostrar um limite envol-

vendo a exponencial.

Lema B.1. Seja e o numero de Euler; entdo:

Loef—1
lim =
x—0 X

1 (B.5)

Demonstracdo. Tomando e* —1 =k = ¢ = k+1 = In(e*) = In(k+1) = xIn(e) =
Ink+1) = x=In(k+1)
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Note que quando x tende a zero k também tende a zero, pois In(k+1) =0 < k+1 =

1 < k =0. Logo:

X _
limg =lim-———— =lim —F— =lim ——
x50 X k-0 In(k+1) k=0 {In(k+1) k=0 1In(k + 1)*

Mas,

lim ! - = L -
=0In(k+1)F  In (hmk_)o(k + 1)%)

Onde limy_,o(k + 1)% =e¢, [|12], portanto:

1 1
In (limy_o(k+ 1)} Ine)

Dada a funcéo f(x) = e, temos que sua derivada serd dada por:

lim flx+Ax)— f(x) _ lim eXHAX _ pX
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
eAx eAx -1 eAx

flx) =

lim e* - = lim ¢*- lim =¢* lim =¢*
Ax—0 Ax Ax—0 Ax—0  Ax Ax—0  Ax

(B.6)

(B.7)

(B.8)
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