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RESUMO

O Teorema Fundamental da Algebra é um tépico de grande relevancia para a Mate-
matica, com o qual o aluno toma contato na 32 série do Ensino Médio. Talvez porque
todas as demonstracoes conhecidas desse resultado utilizem argumentos que ndo po-
dem ser apresentados de modo preciso nessa etapa de ensino, sua abordagem em di-
versos livros didaticos resume-se, basicamente, a destacar algumas de suas consequén-
cias e aplicagcdes. O proposito deste trabalho é fornecer um material que possa ser
utilizado por professores da Educacdo Bésica no intuito de explorar esse fascinante
resultado. Para atingirmos esse objetivo, apresentamos uma breve contextualizacao
histéria do Teorema Fundamental da Algebra, que serve tanto para apontar sua uti-
lidade em outros ramos da Matemdtica como também para observar a evolucao de
certos conceitos matematicos. Em seguida, apresentamos uma prova rigorosa desse
resultado, com o menor nivel de complexidade possivel, além de duas abordagens al-
ternativas com apelo visual que podem ser utilizadas para apresentar uma justificativa

de sua validade aos alunos do Ensino Médio.

Keywords: Teorema Fundamental da Algebra, nimeros complexos, polindmios






ABSTRACT

The Fundamental Theorem of Algebra is a topic of great relevance to Mathemat-
ics, with which the student makes contact in the 3rd grade of High School. Perhaps
because all known demonstrations of this result use arguments that can not be accu-
rately presented at this stage of teaching, its approach in several textbooks basically
boils down to highlighting some of its consequences and applications. The purpose of
this work is to provide a material that can be used by teachers of Basic Education in
order to explore this fascinating result. To reach this goal, we present a brief history of
the Fundamental Theorem of Algebra, which serves both to point out its usefulness in
other branches of mathematics and also to observe the evolution of certain mathemat-
ical concepts. Next, we present a rigorous proof of this result, with the lowest level of
complexity possible, as well as two alternative approaches with visual appeal that can

be used to present a justification of its validity to high school students.

Keywords: Fundamental Theorem of Algebra, complex numbers, polynomials
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INTRODUCAO

As discussoes sobre o ensino de Matemadtica na Educacdo Bésica nos ultimos anos
apontam para alguns tépicos que, notoriamente, sdo muito pouco abordados no ambi-
ente escolar. Dentre esses topicos, podemos destacar as demonstracoes de teoremas.
De uma forma geral, o professor dedica grande parte de seu tempo ao ensino de técni-
cas de resolucao de exercicios, ao invés de demonstrar como elas surgiram. A respeito

disso, [|23]] menciona:

Nas suas observagoes de salas de aulas inglesas, Tonny Cotton (1998) notou
que a aula de matemdtica é dividida em duas partes: primeiro, o professor
apresenta algumas idéias e técnicas matemadticas e, depois, os alunos traba-

lham com exercicios selecionados.

Da mesma forma, os livros didéticos utilizados como material de apoio aos professo-

res quase sempre reproduzem esse tipo de abordagem. Citando novamente [23]]:

Geralmente, o livro diddtico representa as condi¢bes tradicionais da prdtica
da sala de aula. Os exercicios sGo formulados por uma autoridade externa a
sala de aula. Isso significa que a justificativa da relevancia dos exercicios ndo

¢ parte da aula de matemdtica em si mesma.
Segundo [1]:

Sim, teoremas e demonstragoes também sdo uma parte importante do ensino.
E deplordvel constatar que esses recursos tenham sido abandonados jd hd tan-
tos anos! Como se pode falar de Matemdtica sem teoremas e demonstragoes?!

Isso € essencial no ensino, ndo pode faltar!

Acreditamos que as demonstracdes de teoremas proporcionam ao aluno uma com-
preensdo muito mais aprofundada do assunto estudado, além de estimular a curio-
sidade e a criatividade. Nesse contexto, resolvemos discorrer sobre o Teorema Fun-
damental da Algebra, uma vez que as técnicas utilizadas para resolver exercicios en-
volvendo equacoes algébricas e nimeros complexos invariavelmente recorrem a resul-

tados que sdo decorréncias de sua validade. Cientes da dificuldade de abordé-lo no
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Ensino Médio em razdo do alto nivel de complexidade de sua demonstracdo, elabo-
ramos esta dissertacdo com o propodsito de minimizar a dificuldade que o professor

encontra para apresentar esse assunto.
Para atingir esse objetivo, dividimos este trabalho em quatro capitulos.

No Capitulo 1, analisamos como o TFA € apresentado no material de apoio fornecido
pela Secretaria de Educacdo do Estado de Sdo Paulo — isto é, nos Cadernos do Pro-
fessor e do Aluno — e nos livros didaticos utilizados pelos professores que ministram

aulas de Matemadtica na Escola Estadual Professor Ayrton Busch, em Bauru.

No Capitulo 2, apresentamos algumas definicoes e resultados envolvendo nimeros

complexos e polinémios que sdo, de alguma forma, utilizados nesta dissertagao.

Comecamos o Capitulo 3 com uma breve contextualizacdo histéria do Teorema Fun-
damental da Algebra, que serve tanto para apontar sua utilidade em outros ramos da
Matematica como também para observar a evolucdo de certos conceitos matematicos.
Em seguida, apresentamos uma prova rigorosa desse resultado, com o menor nivel de
complexidade possivel, tendo como objetivo sanar uma possivel lacuna na formacao

do professor do Ensino Bésico.

Por fim, no Capitulo 4, nos valemos do software GeoGebra para apresentar as ideias
que estio por tras de duas demonstracdes do Teorema Fundamental da Algebra. Essas
abordagens com apelo visual podem ser utilizadas para apresentar uma justificativa de

sua validade aos alunos do Ensino Médio.



O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA NA
EDUCAGAO BASICA

)

Segundo o Curriculo do Estado de Sdo Paulo [21], os tépicos “equacoes algébricas’
e “nimeros complexos”, nos quais estd inserido o Teorema Fundamental da Algebra
(TFA), sdo apresentados aos alunos na 3? série do Ensino Médio. De acordo com

Parametros Curriculares Nacionais (PCNs):

A Matemdtica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estru-
turar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um
papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e

para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

[...]

Contudo, a Matemdtica no Ensino Médio ndo possui apenas o cardter for-
mativo ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba que
as definigoes, demonstragbes e encadeamentos conceituais e logicos tém a fun-
¢do de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que servem

para validar intuigdes e dar sentido as técnicas aplicadas.

[...]

Por fim, cabe a Matemdtica do Ensino Médio apresentar ao aluno o conheci-
mento de novas informagdes e instrumentos necessdrios para que seja possivel
a ele continuar aprendendo. Saber aprender € a condi¢do bdsica para prosse-
guir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem diivida, cabe a todas as dreas do
Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento da autonomia e da capacidade de

pesquisa, para que cada aluno possa confiar em seu proprio conhecimento.



O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA NA EDUCAGAO BASICA

Pensando em como organizar o ensino de Matematica na Educacéo Basica, levando
em conta a natureza peculiar dessa matéria, os alunos aos quais ela se destina e os motivos
de sua inclusdo no curriculo, o matematico brasileiro Elon Lages Lima [13]] destacou os
seguintes componentes, suficientes para assegurar a harmonia do curso e necessdrios

para o seu bom éxito:

CONCEITUAGAO. A conceituagdo compreende a formulacdo correta e obje-
tiva das definicbes matemadticas, o enunciado preciso das proposicoes, a
pratica do raciocinio dedutivo, a nitida conscientizacdo de que conclusoes
sempre sdo provenientes de hipdteses que se admitem, a distincido entre
uma afirmacdo e sua reciproca, o estabelecimento de conexdes entre con-
ceitos diversos, bem como a interpretacéo e a reformulacao de idéias e fatos
sob diferentes formas e termos. E importante ter em mente e destacar que

a conceituacao € indispensavel para o bom resultado das aplicagoes.

MANIPULAGAO. A manipulagdo, de carater principalmente (mas néo exclusi-
vamente) algébrico, estd para o ensino e o aprendizado da Matematica, as-
sim como a pratica dos exercicios e escalas musicais estd para a musica (ou
mesmo como o repetido treinamento dos chamados “fundamentos” esta
para certos esportes, como o ténis e o voleibol). A habilidade e a destreza
no manuseio de equacoes, férmulas e constru¢des geométricas elementares,
o desenvolvimento de atitudes mentais automaticas, verdadeiros reflexos
condicionados, permitem ao usuario da Matematica concentrar sua aten-
¢do consciente realmente nos pontos realmente cruciais, poupando-o da

perda de tempo e energia com detalhes secundarios.

APLICAGOES. As aplicagdes sdo empregos das nocoes e teorias da Matema-
tica para obter resultados, conclusdes e previsdes em situacOes que vao
desde problemas triviais do dia-a-dia a questOes mais sutis que surgem
noutras areas, quer cientificas, quer tecnoldgicas, quer mesmo sociais. As
aplicacdes constituem a principal razdo pela qual o ensino da Matematica é
tao difundido e necessario, desde os primordios da civilizacao até os dia de
hoje e certamente cada vez mais no futuro. Como as entendemos, as aplica-
¢oes do conhecimento matematico incluem a resolucao de problemas, essa
arte intrigante que, por meio de desafios, desenvolve a criatividade, nutre

a auto-estima, estimula a imaginacdo e recompensa o esforco de aprender.

De acordo com [|13]]:
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Da dosagem adequada de cada um desses trés componentes depende o equili-
brio do processo de aprendizagem, o interesse dos alunos e a capacidade que
terdo para empregar, futuramente, ndo apenas as técnicas aprendidas nas au-
las, mas sobretudo o discernimento, a clareza das ideias, o hdbito de pensar e
agir ordenadamente, virtudes que sdo desenvolvidas quando o ensino respeita

o balanceamento dos trés componentes bdsicos.

Neste capitulo, levaremos em consideracdo esses trés componentes para analisar
como o TFA é apresentado no material de apoio fornecido pela Secretaria de Educacao
do Estado de Sdo Paulo — isto é, nos Cadernos do Professor e do Aluno — e nos livros
didaticos utilizados pelos professores que ministram aulas de Matematica na Escola

Estadual Professor Ayrton Busch, em Bauru.

1.1 O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA NOS LIVROS DIDATICOS

No Caderno do Professor para a 32 série do Ensino Médio [20]], Situacdo de Apren-
dizagem 5, encontramos a descricio do método de resolucdo de equacOes cubicas
proposto pelos italianos Tartaglia e Cardano. Posteriormente, o material faz um breve
comentdario sobre a busca por solucdes de equagdes de grau maior que 3, onde é citado
o TFA:

Para equagdes de 4° grau, procedimentos semelhantes levam a formulas ainda
mais complicadas. Para equagdes de grau 5, no entanto, foi demonstrado pelo
matemdtico Abel, em 1824, que ndo € possivel expressar as solugbes por meio
de radicais. Algum tempo depois, Galois estendeu tal resultado para equagoes
de grau maior que 5, de maneira que a busca de uma formula que englobe as

solugdes tornou-se um caminho invidvel.

No fim do século XVIII, Gauss demonstrou o fato de que uma equagdo algé-
brica de grau n, ou seja, da forma agx™ + a1x" '+ ar)x" 2 +azx" 3+ -+
ay,_1x +a, =0 (ag # 0) tem pelo menos uma raiz; consequentemente, sempre
n raizes, reais ou complexas. Tal fato é conhecido como Teorema Fundamental
da Algebra.

Ainda com relacdo ao Caderno do Professor [20]], na Situacdo de Aprendizagem

6, encontramos uma deducéo das férmulas que relacionam coeficientes e raizes de
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equacoes de 3° e 4° graus junto com o comentdrio de que tais relacoes podem ser

generalizadas para uma equacao algébrica de grau n.

Vale ressaltar que as explicacOes acima sdo encontradas apenas no Caderno do Pro-

fessor. O Caderno do Aluno é composto basicamente por exercicios.

Em [6], o autor expressa claramente que o TFA serd admitido sem demonstragéo,
mas menciona que Gauss o demonstrou em 1799. Em seguida, ele enuncia o Teorema
da Decomposicdo e observa que, como consequéncia desse resultado, toda equacao
de grau n tem exatamente n raizes complexas. O Teorema da Decomposicdo ndo é

provado.

k5 Teorema fundamental da Algebra

0 teorema fundamental da Algebra, que admitirermos sem demonstracio, diz que

Toda equacdo algebrica pix)

Cgrau nin

possul pelo menos uma ra o

(real ou naa)

Ky Decomposicdo em fatores de 1° grau

Usando o teorema fundamental da Algebra, & possivel demonstrar que

pixl=0=a(x Xl [ I § |

nando q.(x] pela

Briot-Ruffini, ternos

Figura 1: O TFA em [6]].
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Ja em [9]], os autores enunciam o TFA sem fazer qualquer mencéo a sua demonstra-
cdo. Também nao ha referéncia a dados histéricos. Em seguida, eles utilizam o TFA

para provar o Teorema da Decomposicao.

Teorema fundamental da Alpebra

loda equacao algébrica P{x) = 0 de graun = 1
admite, pelo menos, uma raiz complexa.

Decomposicdo em fatores do 1" grau
Com o auxilio do teorema fundamental da Algebra, mostriremos que um polinomio de
grau n = 1 pode ser decomposto em um produto de fatores do 1% grau
Vejamos

166

Figura 2: O TFA em [9] (1 de 2).

Seja a equagio polinomial de graun = 1:

Pix)=ax"+a x""+ . .+ax"t+tax+a=20

(i
Pelo teorema fundamental da Algebra, existe um nimero X, tal que P(x,) (). Assim

B(x) = (x —\IJ'QE{U—U-} l_

Concluimos que x — x, = (ou Q (x) = 0.5endo n = 1,Q,(x) nio ¢ um polindmio constan-
te. Logo, cle admite uma raiz x,, tal que;

Q00 = (x — x,) - Q,00 ] (i)

Substituindo ]I em [ Lemos:

Fx)=(x—x) - (x—x)Qx)=10

Procedendo do mesmo modo, podemos escrever:

P(x) = (X R S SR Sl 5 RERLE ¢ S & B8 ¢

3 m ]

Sendo @ uma constante ¢ a0 coeficiente de x", pela identidade de polindmios temos
Q. = a.. Logo

P{x} = a (x x ) (x ) (x—x) -m-xli|

Figura 3: O TFA em [9] (2 de 2).

Em [[11], o autor enuncia o TFA e expressa claramente que ele serd admitido sem de-
monstracdo. Nao ha referéncias a dados histéricos. Em seguida, apresenta o Teorema

da Decomposicao, ressaltando sua unicidade (a menos da ordem dos fatores).

7
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85, Teorema Fundamental da Algebra (T.F A}

J— Todo polinimio # de grau n > 1 admite a0 menos uma raz q,'umplel.l.j

Admitiremos a validade deste teorema sem demonstragfio,

8§6.  Teorema da decomposicao

Todo polindmio P de grau n (v = 1)
P=jax +a, ! pa x4 4 mx + o, fa, #0)
pode ser decomposto em m fatores do primeiro grau, isto ¢
Po=ajix—r)ix— X =) (X = 1)
€M QUE £y, Fy Ly ..., P, $30 05 raizes de P,
Com exceqdo da ordem dos fateres 1l decomposicio € unica,

Demonsirario
1Y pare: existéncia

- a) Sendo P um polindmio de grau n = 7, podemos aplicar o T.F.A ¢ |
€M 20 MENOs Uma raiz r,, Assim, M) = 0, de acordo com o teorema |
de D*Alembert, 2 & divisivel por x — r,: 3 |
|

Poir—r)Q h

em que Q, & polindmio de graw n — I ¢ coeficiente dominante a,. Se o = J,
entdis o — 1 =0 ¢ @, ¢ polindmio constanie; portante, @, = a, &
P o= afx=r), ficando demonsirado nosso teorera, ‘

b)Sen > 2, enthon -1 = Jeo T.F.A £ aplicavel a0 polindmi
; . E F.A polindmio £,
Jl:lim 'e.l ) tem 20 menos wma raie £ Assim, Qe = O 2, ¢ divisivel pu:

Q = (x—r)-1 (1’
Substituindo (1') em (1) resulta; P = (x = r)(x — r)) - (2] (z)

em gue G, ¢ polindmio de grau n — 2 ¢ cocficiente dominante o, Sen = J.L

isto A =2 = hemtdio 0 =a, e P = a{x = rix = r,), ficando demons--
trado nosso teorema.

Figura 4: O TFA em (1 de 4).

e} Apds n aplicacdes sucessivas do T.F.A. chegamos na igualdade:
P=(x—rnls—rhe—r)..0x=r):Q, (my
e e ¢, tem graw i - n = 0 ¢ coeliciente dominanic @,; portante, @, = a, ¢

[P=abx-nE-rk-r. x-n)

2 parte: unicidade

Vamos supor gque P admita duas decomposigies:
P=afs-r)x-rdix—n)..x—r)
Po=anix=re)(x=rd =10 &=

Supondo reduzidos ¢ ordenados os dois segundos membros, remos:

L A . - o
¢, pela definigio de igualdade de polindmios, temos necessariamente:

Ficamos com a igualdade:

E=r) (=) (x=n) .. K=r) = x-r) (x-n) (x-r)..x-r) (11

Atribuindo a x o valor de r, temos:
0 = (= wry — gy = 13 . A1y = 1)

¢, s¢ o produto é nulo, um dos fateres r, — r] é nulo; com uma conveniente
om.u

mudanga na ordem dos fatores, podemaos colocar | = -

A igusldade (I} sc transforma em:

E=rMx=rx =) .. (x—r) = =1 ){x—rix—r) .. {x—r)
e em seguida em:

Ee=ns-nl.. x-r)={x=-rx—r)..x=1)
Arribuindo & x o valor r,, jemos:
0 = {ry — riir, — ) ... (5, — 12}

e, analogamente, um dos fatores r; — r; & nulo; com uma conveniente mudan-
¢a na ordem dos fatores, podemos colocar IEIEJ

Figura 5: O TFA em |
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Continuando, r, = r] para todo § € |1, 2, 3, ..., n[.

As igualdades m =, gL =8, F =, B=Fa A= o, f=F 500
provit da unicidade da decomposicio.

‘87, Conseqliéncia do teorema da decomposigiio

Teorema

Toda equagio polinemial de graw (0 = 1) admite n, ¢ somente », rai-
2es complexas.

Demanstrapdo

Seja a eguaglo polinomial

Pix) = ax" + a5 + a4, ot BR o+ 8y =10

Vimos na demonstragio da existéncia da decomposicio gue P admite
as raizes (distinias ou nEO) i, Fu P ees Foe PROVAMOS Qe $80 50 e5sas as Tai-
zes de P zo provarmos a unicidade da decomposicio.

88. Exemplos

17) Fatorar o polindmio P = Jx' = Sx* = #x + 80, sabendo que suas
ralzes sdo J, -2, 2, =2, 2.

P=5Sx—1)(x + 2} {x —2) {x + 2) (x — 20

2%) Qual é o conjunto solugBo da equagio 7lx= 1 Y (x= 2 {x=3) =07
Die que grau ¢ essa equagio?

Temos:

Po= Tix = IMx— Ip{x — Biix — 2x — Z¥x — 2Hx — 2px — I {x — I

a5 raizes de P sdo [, [, 1, 202, 2, 2 3 e 3, portanto a equagiio & do 97 grau
e seu conjunto verdade ¢ 5 = [, 2, 3|,

§9. Observagoes

1%) Tendo em vista o teorema da decomposicio, todo polindmio P de
grau a {n = 1) pode ser encarado como o desenvolvimenio de wm produto de
# fatores do 1?7 grau ¢ um fator constante a,, que ¢ o coeficlente dominane
em P,

P=afr—rlx—rdx—rl..(x=r)
Figura 6: O TFA em (3de4).

2%} Mada impede que a decomposico de P apresente fatores iguais. As-
sociando os fatores idénticos da decomposicio de P, obtemas:

P o= g x — i — rmix — )™ L (x =

S QUE Iy + M, + My L+ M, =0 ry Py Ty e, 1 580 dois a dois
distintos,

Neste caso, P ¢ divisivel separadamente pelos polindmios (x — r =,
{x = Ry o L= B

EXERCICIOS

259 Dada o equacio polinomial (x = 7} (v — 4 + @) = (5% = £)?,
&) cologue-a na forma Plx) = &
b} oheenhn @ parn que 2 sela uma das raiees da equagio.

Salugio

ap Desenvolvenis os deds niemibres:
Kixt = dx o ah = = dx k@) = 1 = - )
-l A= -2 )
& ITnEpamos:
A A e W =0
-t 4 aK=(a+ D=0

A B - ba i+ 1)=0
el R g ol B
Pix)

b 2 & miz e, ¢ sb 8o, P2 = 0, emdo:
P2) =2+ 2P -4 m2efas D=Fsb-F-data+tl=

=9—a=0 = a=8

Resposta: o 4 Jrf— (4 b ar w4 =0 ¢ a=0

260. Delcrmine m de moda que —2 seja raiz da cquagho
¥V e im 4+ 207 4+ m =Y =

Figura 7: O TFA em (4 de 4).
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Em [12]], os autores deixam claro que admitirdo o TFA sem demonstragdo para,
em seguida, demonstrar o Teorema da Decomposicdo. Eles chamam atenc¢édo para a
unicidade da decomposicédo e destacam que uma das consequéncias desse resultado é
que toda equacao de grau n tem exatamente 7 raizes complexas. Nao ha referéncias a

dados histdricos.

Figura 8: O TFA em [12] (1 de 2).

Exsmpia 1

Figura 9: O TFA em [12] (2 de 2).
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Em [19]], o autor recorda que toda equacdo do 1° ou 2° grau possui raiz complexa.
Em seguida, ele enuncia o TFA e atribui sua demonstracdo a Gauss. O Teorema da De-
composicao é, entdo, demonstrado e, como consequéncia, observa-se que toda equacao
de grau n tem exatamente n raizes complexas.
inda equatde do 2 grau pode ser g

0. Para quatquer valor g

a3 de A, w, &g

Para responder & segunda pergunia, destacamos que
presen ob a forma g’ + bx + ¢ = 0, com {a, b,
[ doc, existern duas raizes quadr;
b b+ w

portanto, existem, em L, 05 nUmercs = B = . Hue S50 raizes da equagio do 27 g
2a 24

Concluimos, entio, que toda equagao do 2° grau possul ralz complexa

Uma nova questao que sy e de o 1-EH

* Existe alguma equa

polinomial, de determinado graw, que nio possus rai,

A resposta 2 essa perqunta é dada pelo teorema lundamental da Algebra, cujo

Toeda equagdo polinomial admite pebo menos uma ralz complesa

idlade

Seja Mx) o +a A + + a.x + a, um palindmic de grau n, com

Pl 1¢

i | da Algebra, P{x} admite urna raiz complexa r,. Logo, #x é
divisivel por ¥ — 1, &

em que @00 & um

Sam— 1= 1 temos, nd
urma ralz complexa r, &, p

em que X

Sulstit
(AR ¥ ]
Apl ceres ease procedimento, obtemos:
Ple) = fx — r )8 —rMx— ) (x—r)- Q5
Pela deting polindrmios, deduzimos que o coeficiente dominante o, de
P} deve s

x) = a fx rMx = e, ix =) sfx =)

Figura 10: O TFA em [19].

Em [24], as autoras enunciam o TFA e creditam a Gauss sua demonstracdo. Na
sequéncia, apresentam de maneira resumida a férmula de Cardano-Tartaglia para re-
solucdo de equacgdes cubicas sem termo quadratico. Elas mostram que um poliné6mio
de 3° grau pode ser decomposto como produto de fatores de 1° grau e, em seguida,
enunciam o Teorema da Decomposicdo e observam que ele assegura que todo polino-

mio de grau n tem exatamente n raizes complexas.
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Ao provar que toda equagio polimomial de grau o ¢ coeficientes complexos tem ao
menos uma raiz complexa, Gauss formulow a afirmaglio que ficou conhecida como
teorema fundamental da Algebra (T.F.AL). e que € um dos tcoremas basicos para o
estudo das equagdes polinomiais:

fundamental da Algebra
de grau = 1 admite, pelo menos, uma raiz

E importante notar que o TEA. nos assegura apenas que existe pelo menos um
mimero que & solugio de uma equagio algébrica de graun = 1; o mﬂm
informa quantas sio as solugdes nem como determing-las. Nio hi formulas res v
para equagdes polinomiais de qualquer grau. Sabemos, no entanto, pars @ equagdo parti-
cular de grau 3:

Mrax+h=0

que wma das raizes pode ser calculada pela formula de Cardano-Tartag

i
b
=B v TR

2 3
onde w indica a raiz quadrada de hT+i"f

Figura 11: O TFA em (1 de 2).

Decomposicao de um polinémio
Consideremos os polindmios Py(x) = 3x — 12e Pyix) = 3Ix" - $ix - 2;
* Pyix) tem raiz 4 ¢ pode ser escrito Py(x) = 3(x - 4).

2i)

= Pyix) tem raizes % e i e pode ser escrite Paix) =3 [.x = J(x = i

Vamos mostrar que P(x) = a2y + 2 + ayx +ag, 4y # 0, pode ser eolocado na
forma P(x) = a5{x — 1 }(x - rl{x ~ r5), onde 1, r; e ry sdo raizes de P(x).

Pelo TEA., P(x) admite uma raiz r), Dividindo Pix) por x -1y, vem:
Pix) = (x = 1y} Q(x), onde graw de () = 2,

Pela TFA., existe raiz ry de Q(x). Dividindo Qy(x) por x - ry, vem:
Quxh = (x = 12) Qz(x), onde grau de (Qy) = 1.

Pelo TEA., existe a raiz ry de Qu(x); entio:
Qa(x)=(x — ;) Qy, onde grau de (Q) = 0, ou seja, Oy = a5,

Portanto, P(x}= as(X ~ r)(% — ra)(x — ry).

Essa possibilidade de decompor um polinémio em fatores quandon = | ¢ Zaran-
tida pelo segundo teorema importante neste nosso estudo de polindmios

: pode ser fatorado em n fatores do

O teorema nos B5Segura gue o ni de raizes pl de um polindmio de
graun = | ¢ exatamente n.

Observe que esses fatos ndo seriam verdade em B

Por exempilo, x° + 1 = 0 nfio pessui nenhuma raiz em W e nio pode ser decomposto,
em H. em fatores do 19 grau. No entinto, P(x) = x2 + | tem em C duas mizes, +i, ¢ e
ser decomposto em Pix) = (x +i){x — i),

Exemplos:

a) As raizes de P{x) =3x" - x* - 12x + 4 sdip :‘ 2¢ -2; entiio;

Figura 12: O TFA em (2 de 2).
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Por fim, em [25]], hd uma pequena contextualizagdo histérica do TFA, na qual sédo ci-
tados alguns matematicos que tentaram demonstra-lo antes de Gauss. O autor enuncia
o TFA, expressando claramente que ele serd admitido sem demonstracdo. Em seguida,
o Teorema da Decomposicao é demonstrado. Como consequéncia desse resultado, o

autor destaca que toda equacdo de grau n tem n raizes complexas.

B e —
Carl Friedrich Gauss
n Brungwick, na

Teorema fundamental da algebra

0O Teorema fundamental da algebra fol demonstrado satisfatoriamente pela
primeira vez am 1798, na tesa de doutorado de Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
que na epoca tinha apenas 20 anos. |saac Newton (1642-1727), Jean-le-Rond
d'Alembert (1717-1720), Leonhard Euler (1707-1783) a Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) também realizaram tentativas de demonstrar esse teorema, porém
nenhum deles ocbteve resultados totalmente satisfatérios.

Esse teorema serad enunciado A seguir & considerado verdadairo sem demaons-
tragdes.

Toda equagio polinamial da grau n, com nzt,

motive pelo qual
somente forzm

5 em diiric
o encontrada

admite pelo menos uma raiz complexa.

Note que, dada uma equagido polinomial de grau nz1, o Teorema fundamental
da algebra garante somente que existe pelo menos um ndmera complexo que &
raiz dessa equagdo, ndo trazendo informagbes acerca de "guantas sag" ou
“guais sdo” essas raizes.

Em consequéncia desse teorema, temos o Teorema da decomposigdo am
fatores, conforme segue.

Gonsidere o polindmio p(x)=a x"+a x"'+a x "sa x"?
com nz1. Pelo Teorama fundamental da algebra, pix) admite pelo menos uma
raiz complexa, que chamaremos de r. Logo, temos pir j=0. Como, de acordo
com o Teorema de d'Alembert, o polindmio p(x) é divisivel por x-r, podemos
escrever a seguinte igualdade

. —a,x‘-—a,x-—ac,

anas

plx]={x—rj-gix] {l)

| Auior dmazortecii. Sec. 31X
| Eremra. G i

em que q,(x| & um polindmio de grau n-1.
Caso n-1z1, deé acordo com o Teorema fundamental da aigebra, q.(x) admite
pelo menos uma raiz complexa, r,. Pelo Teorema de d'Alembert, temos:

q,(x)={x-r,)-q,(x} ()

Carl Frigdrich Gauss

em que q.|x) & um pelindmio de grau n-=2

Fazendo a substituigao de Il am |

plx)=[x=r)(x=r,)a.(x)
Realizande esse procedimento n vazes, (emos;
plx|={x=r|{x=r|{%=r) L Tl PR L B S L S R B Y
em qua g |x) & um polindmio de grau n-n=0, dado por g (%)=&, (identidade de
polindmias)
Portanto

plx)=a, {x—r{x-r ) (x=r ) (x=r {x=r, ) {x=r)

De acordo com o Teorema da decomposican em fatores,
toda polindmio de grau n, com nz1, definido por:

plxj=ax"+a x""+a_x""+a

3

e saxtranda,
pode ser decomposto na forma:
pix)=a, [x-r){x—g ) (x=r](x-r_Jx—r, Jx-r )

naqual f G G §o f,

et T

sdo as raizes do polindmio.

Figura 13: O TFA em (1de 2).

13
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Considerando o Teorema da decomposicao, temos que uma equacao polinonmial
de grau n, com n21, dadapora x"+a_x"'+a x"Tia Yo ia +axen, =0
pode ser escrita coma;

8, %= ) (- (x=r ) (x-r ) {51 ) (x=r)=0

Assim, r, £, 6,1 0T, 7, 580 todas as ralzes da equacls, ou seja, plx) tem
nraizes .

Uma equagdo polinomial de grau 0 tem n raizes
complexas {(ndo necessariamente distintas).

R15 Escreva o polindmio p(x) de raizes -1, 2+i e
2~ tal que p(2)=9. |

R16 Sabendo que —4 & 3 séo raizes da equagio

| x+3x*-10x"-24x=0, determine as outras

Flufsulu.;&u ralzes dessa aquagao.
Pelo Teorema da decomposigio em fatores, Resalugso

o polindmio p(x) pode ser escrita como: ‘ Coma -4 e 3 sdo duas raizes da equagdo,
D[X}=B,.'[K-{—1}]'[1-!24-”]-[1-124]] podemos decompéd-ia da seguinte maneira;
=a, (x4 1 {x-2-i)(x-2+] X430 10x" - 2ax=0=5{x+ 4} (x~2) , (x)=0
Obtemos q,(x), aplicando o Dispositive de

=a_(x+1)(x'-4
X+ 1) (7 - dx+5) | Briot-Auffin| na divisdo da equagéo por x+4,

=a, (%'~ 3x"+ x+5) | e, em segulda, o quociente dessa divisdo por
x=3,
Como p(2)=9, segue que: S
P(2)=8=sa (2°-3.2°+2+5)=0= ‘ 3| 1

=a 3=9=2a =3 = i SSEC
Portanto: [
P(x)=3-(x*-3x" 4+ x+5)=

Logo, q,(x)=»"+2x. Como as raizes da equa-
= p(¥)= 3" —9x%4 3+ 15 gdo x"+2x=0 sd0 x,=0 e x.=-2, antdo as
outras duas raizes da equagdo sdo 0 e -2,

ATIVIDADES

50 Determine quantas raize:
riamente distir

Anpta as respostas
AG eadirm

a) 2" -5 +3

L " e Ay
'E"k- 3) (2= x+2) =07 E qual & o grau dessa 54 Obt
8guagio? s={-z1a] .

& Dscomponha o poli
termos de suas ralzes. o

Bm

269

Figura 14: O TFA em (2 de 2).

1.1.1 Aplicacdes do Teorema Fundamental da Algebra

Nesta subsecdo, apresentaremos as aplicacoes do TFA encontradas nos livros didati-
cos analisados. A primeira delas exemplifica a vantagem de considerar raizes comple-

Xas, mesmo Se na maioria dos casos estamos interessados em raizes reais.
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Relagoes entre coeficientes e raizes

O fato de todas as equacoes de grau n terem o mesmo nimero de raizes permite que
sejam estabelecidas relacOes gerais entre os coeficientes e as raizes de uma equacao

algébrica, as chamadas Relagdes de Girard. Veremos a seguir como esse assunto é
apresentado em [6].

k» Relacoes de Girard

As T ]

d o formulas matematicas gue relacionam os coeficientes e as raizes de uma
equagac 5 algumas situacdes
i Ola 0) e sejam x X, as S raiz
grau e
1% X C X )% X
leservolvendo o produto, temos:
ax: + bx + ¢ = alx x X XX
Dividindo todos os termos par a, vemn
. b 4
x4 X + - )= % +x x4+ xx
Pela igualdade de polinamios, temaos
. L C
X X X
7 a
ao o9~ grau
*quacao algebrica do 37 grau ax bx* 4+ cx + d ) la = Q) e sej X, X 82X as
grau &
€x d ¥ xx — x Mx X
X X X IX | % XX XK X XXX
Dividindo todos as termos por a, vem
X X X LE XX XX KX X — XXX
‘2ia
b
X Xy X -
a
£
XM+ XX+ XX =
il i 2 g
d
XX, = —
a
artindo de - | alternames os sinais de — & + para - sssim par dia Lo " a
4 1t d:

Figura 15: RelacOes entre coeficientes e raizes em I]§|] (1 de 3).
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Na equagac de grau n
De forma analoga, considerando a equacdo algébrica de grau m:
axt+a,_x"'+ao " lv otapdtaxta;=0

"

de raizes x, x,, x,, X, ., %, sao validas as seguintes relacbes entre as raizes e os coeficientes, conhecidas
como relacdes de Girard:

1) A soma das raizes é:

gl =4, 8 _,
WG EG Lt =T
i
2% O produto das n raizes é
acl
R
3% A soma dos produtos das raizes, guando tomadas:
a) duas a duas, &
a, .
o Bl PR SR P a

b} trés atres, e:

{7 e
XXXy XK H K X K=

¢ quatro a quatro, é:

-

XK Xy FXH XX+ X XXX =

"

Exercicios resolvidos =

8. Escreva as relacoes de Girard para a equagdo alge- @1 =3
B 3 ; X, X+ R, = 1t
brica x* + 7x' — 3x + 5 = 0, considerando x,, x, & . oo @, 1
X, 35 raizes da equagao.

n g 5 o
Resolucio: = X, = (-1} - c-nJT = -5
EEIa iquac;o' terios Fazendo da forma pratica, temos:
U_I'-T .x__x:_-xiz_il]z_q
g™ =3 V1
L Ty 5 _ _ - XX X, = _[_3} -
Assim, obiemos as seguintes refagdes: . 14

LB _ %)

L Ml A P =T T RN, = {_l., =—§

. Jo

Figura 16: Relacdes entre coeficientes e raizes em [6]] (2 de 3).
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/ — o
9, Resolvaaequagiox® — 5 # Tx — 3= 0, sabendo pll) = 0=1¢ araiz dupla da equacdo

que uma raiz € dupla Assim, sex, =1 vemx, =5- AN =3
Resolucdo: Loge, 5 ={1, 3L
Como uma ralz & dupla, vamos indicar as raizes por

X X 0X 10. Resolva a equagdo x® — 9x% + 23x — 15 = D sabendo
Usando as relaces de Girard, temos que suas raizes estao em PA,
sxtxtx=5=2+tx=50 Resolugiio:

X T X = T Do =T 0D Sendox,, , € x, as raizes da equagio, vamos repre-

v xxx=3=xx =3 [ :m‘:.i-lasﬁm

Da relagao (L} temos: HERTRESaX S el

D, 4 x, = 5= = 5=0x Pela refacao de Girard, temos

Substituindo em [l vem x+x+x,=0=2a=ff+atatf=9= |
a+ lapy =T=ul+ (5 — 2w} =T= =3a=9=a=1

3 x4 10K =4 = 1= 0= =3+ 10— T=0= Comox, = o = 3 & uma das raizes, temos:

=3 —T0x, + 7= ple) = (x — 3lqix) = 0

il 3|1 =9 3| =B
. T =5 !
¥=——— = xj=—ex=1 ] & & a
3
Vamaos verificar qual dos valores de x, € raiz da
equacao inicial:
|'?- 32 7

gix)=x"-Bx+5=0

Resolvendo a equacio, obtemosx’ =5e x" =1

| = — N30 € raizdaequacao go, 5= 5
3) 37 3 = quag Logo, 5= {1.3,3}
\; J
- _» - -
Exercicios —
15, Aequacio 3x' + 2¢' —x — 3 = Qadmite raizes x, %, 21 fuoums (EEM-SP) Determine as raizes da equagdo
e x,. Escreva as relacdes de Girard para essa equacao. ¥' — 3x — 2 = 0, sabendo que uma delas é dupla
16. Consideremos a equacdo palinemial T
i 3 2 (UFMG) Os numeros a, b e ¢ 530 as raizes da
x' = Ixt + ax + b= 0. Sabendo que os nimeros 1e 22. wedma. (UFMG) Os i . i =
3 530 raizes da equacio, calcule a tercelra raiz e es- equacao x° + x = 1= 0, Nessas condigdes, calcule o
CIEVA @ equacac 1 1 1
valor de log |[— + — + L
. . . g ok \a b s |
As raizes da equacao polinomial
¥ = 15+ Tlx — W5 = Destao em PA Caloule essas raizes I P o
2 g 23, fhtea (EEM-SP) Dada a equacio algébrica
1 i = fopr d 4 Y = = ¥ 1 1
18, ‘fhoret Resolvam a equagdo algébrica 3! — 16x! + 23x — 6 = O e sabendo gue o produto
gt ralees & ol Y P ! el
x' = 3x' — fx + 8 = 0, sabendo que a soma de duas de s de suas raizes ¢ igual a1, calcule as raizes da
de suas raizes € igual 3 5 equacan

> . : oA KTAVIDADE P T = s
19, fhtuna Qual & o valor de k na equagao algébrica 24, ‘gnoums (Mack-5P) As raizes da equacao

%' — 3x! — G + k = 0 para que as raizes da equagado ¥ — 6x7 + kx + 64 = 0 estdo em PG. Nessas condi-
estejam em PA? coes, caleule o coeficiente &

20, famms | (ITA-SP) Os nimeros g, b e ¢ s3o raizes da 25.Os numeros —2e 3 sdo duas raizes da equagao

3 . IR | w3 = i =
equagdo & = 2x* + 3x — 4 = 0. Nessas condiciies, ¢l —xl - mx+n=0emguem R nER
1 1 1 Determine a terceira raiz da equacdo e os valores
CAICLEE D valor de — & — 4 — ¥
R a b . demen
l\

Figura 17: RelacGes entre coeficientes e raizes em [6] (3 de 3).

Também em [11]], [12], e [25], as Relacdes de Girard foram deduzidas primei-

ramente para equagdes do 2° grau e do 3° grau e, em seguida, apresentadas no caso
de uma equacéo de grau n. Em [9] e

, as relacoes de Girard foram apresentadas
no contexto de equagdes de 2°, 3° e 4° grau, simplesmente.

17
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Equacgoes algébricas com coeficientes reais

Outro tépico relacionado ao TFA que possui destaque nos livros didaticos analisados
diz respeito a propriedades de equacdes algébricas com coeficientes reais. Equacoes
desse tipo ocorrem naturalmente em aplicacdes, como mostra o exemplo abaixo, ex-
traido de [14].

Cortando-se quadrados em cada canto de uma folha de papeldo quadrada,
com 18cm de lado, e dobrando-se conforme a figura, obtém-se uma caixa
retangular sem tampa. Qual deve ser o lado do quadrado a ser recortado

para que o volume da caixa seja igual a 400cm3?

As dimensoes da caixa formada quando se recorta um quadrado de lado x
sdo dadas por 18 — 2x, 18 — 2x e x. Logo, o volume da caixa é (18 — 2x)*x e
a condicdo estabelecida pelo problema é expressa pela equagdo (18 — 2x)*x =
400 ou, equivalentemente, 4x3 — 72x? + 324x — 400 = 0 ou, ainda, x> — 18x> +
81x — 100 = 0.

A mais importante delas diz que se um ntimero complexo néo-real z é raiz de uma
equacao algébrica com coeficientes reais, entdo o seu conjugado complexo z também

é raiz dessa equacdo (e que z e z tém a mesma multiplicidade).

Como consequéncia, concluimos que toda equacao algébrica com coeficientes reais
e grau fmpar tem ao menos uma raiz real, pois uma tal equacido possui um numero

impar de raizes complexas e, dentre elas, as ndo-reais ocorrem aos paresE]

Veremos a seguir como esse resultado é apresentado em [12].

E importante observar que a existéncia de raizes reais para equacoes algébricas com coeficientes reais e
grau impar pode ser deduzida por outros argumentos. O mais comum € utilizar o fato de que uma fungio
polinomial real de grau impar p é continua, p(x) > 0 para x suficientemente grande e p(x) < 0 para x
negativo com |x| suficientemente grande, o que acarreta a existéncia de pelo menos um ponto no qual p
se anula. Como veremos no Capitulo 3 deste trabalho, alguns matemadticos fizeram uso desse resultado

no intuito de demonstrar o TFA e, por isso, é importante que ele possa ser obtido por outros meios.
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Figura 19: Teorema das Raizes Conjugadas em (2 de 2).
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As observacoes destacadas em — a saber, se o numero complexo z = a + bi,
b # 0, é raiz com multiplicidade m de uma equacao polinomial, entdo seu conjugado
zZ =a—Dbi, b #0, também é raiz com multiplicidade m dessa equagéo e, consequente-
mente, numa equacado de coeficientes reais, raizes complexas ndo reais sempre ocor-
rem aos pares (a + bi e a — bi) — constam em todos os livros didaticos analisados, com
excecdo de [6]. Contudo, apenas em [11]] encontramos uma prova de que a multi-
plicidade de uma raiz e de seu conjugado complexo é a mesma. Notamos também
que [11] é o tnico texto que apresenta um exemplo de equacdo algébrica com coefici-
entes complexos ndo-reais que possui um nimero complexo como raiz, mas nao o seu

conjugado.

Por fim, além das duas observacgdes de [12], é interessante destacar uma outra con-
sequéncia importante desse resultado: qualquer polindmio nédo-constante com coefici-

entes reais pode ser escrito como um produto de fatores lineares e quadraticos reaisE|

De acordo com [21]], uma habilidade a ser desenvolvida ao trabalhar o conteddo
“equacoes algébricas” e “ntimeros complexos” é a de saber reduzir a ordem de uma
equacao a partir do conhecimento de uma raiz. O teorema anterior é bastante utilizado
para este fim (conforme ilustra a Figura [19). Um outro resultado que também se
adequa a esse proposito € o chamado Teorema das Raizes Racionais. Ele consta em
todos os textos analisados, embora [6]], e ndo tragam sua demonstragao.

. - O
7. Pesquisa de raizes ra - VA
e _— L o
As raizes da equagdo 3x* — 7x + 2 = 0, cujos coeficientes sio inteiros, sdo 0s
nimeros racionais — e 2; elas podem ser encontradas, sem o uso da formula de

Bhaskara, testando-se os elementos da listagem que se obtém calculando os quocientes
dos divisores +1, +2 do termo independente 2 pelos divisores +1, +3 do coeficiente do
termo em x*:

=) o

LJ'J|—
(]
| k2
'u|1_r

Figura 20: Teorema das Rafzes Racionais em (1de4).

2 Basta observar que se zy é uma raiz real de um polinémio com coeficientes reais p(x), entdo (x — zg) é

um fator linear real de p(x). Se zy é uma raiz complexa néo-real de p(x), entdo zy também ¢ uma raiz de
p(x) e (z — zg)(z — Zp) é um fator quadratico real de p(x).
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Figura 23: Teorema das Raizes Racionais em [24] (4 de 4).

1.2 BREVE COMENTARIO SOBRE AS EXPOSICOES

Observamos que as abordagens do TFA variam muito pouco de um livro para outro:
primeiro, o TFA é introduzido, sem demonstracdo; depois, enuncia-se (e, em alguns
casos demonstra-se) o Terema da Decomposicdo e, eventualmente, destaca-se a con-
sequéncia de que toda equacao de grau n tem exatamente n raizes complexas; em
seguida, apresentam-se aplica¢cdes do TFA e algumas propriedades especificas de equa-

coes algébricas com coeficientes reais.

Quanto as aplicagdes, percebemos uma abordagem mais abrangente no Teorema da
Decomposicado, nas pesquisas de raizes racionais e nas Rela¢des de Girard. Esse aspecto
evidencia que a maior preocupacdo dos livros didéticos analisados estd na busca por

técnicas para encontrar raizes reais de equagoes algébricas.

Notamos também um aspecto que ja havia sido apontado em [[13]]: a manipulacdo
é, dos trés, o componente mais difundido nos livros didaticos de Matematica voltados
para o Ensino Médio. A sequéncia “exemplo — exercicios resolvidos — exercicios

propostos”, presente em todos os textos analisados, tem o mérito de ajudar o aluno a
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fixar os conceitos apresentados, mas nao estimula sua criatividade e nem desenvolve

a capacidade de raciocinar abstratamente.

Outro ponto que merece destaque é que poucos livros trouxeram informacoes histé-

ricas acerca do TFA. E os que trouxeram, néo o fizeram de forma profunda.

O TFA tem uma importancia extraordindria na histéria dos nimeros complexos. O
fato de todas raizes de um polinomio com coeficientes complexos serem, ainda, niume-
ros complexos, foi o que abriu o caminho para o amplo reconhecimento desse conjunto

numérico.

Ademais, ele é um resultado surpreendente! A equagio x> — 2 = 0, por exemplo,
tem coeficientes inteiros, porém suas solucoes ndo sdo inteiras — sequer sdo racio-
nais! Elas pertencem a um conjunto numérico mais amplo, o dos nimeros reais, que
engloba o dos ntimeros racionais. Do mesmo modo, a equacfio x*> + 1 = 0 nfo possui
solucdo real, embora seus coeficientes sejam reais. Suas solucoes, i e —i, pertencem
a um conjunto numérico ainda maior, o dos numeros complexos. Nao seria razoavel
imaginar a possibilidade de exibir uma equacao algébrica com coeficientes complexos
que nao tivessem solucdo complexa? Todavia, o TFA atesta que isso ndo ocorre! E
realmente espetacular que nao seja necessdria uma “hierarquia sem fim” de conjuntos

numéricos para resolver equacdes algébricas!

Ao se dar conta disso, é natural que o aluno queira saber por que isso vale. E natural
que ele queira saber o que o conjunto dos nimeros complexos tem de especial. Esses
questionamentos, relacionados a componente conceituacdo, nao sao estimulados nos
textos analisados. Em todos eles, o TFA foi apresentado como se fosse um axioma, sem

qualquer explicacdo de por que se trata de um resultado plausivel.

Como todas as demonstra¢des conhecidas do TFA utilizam argumentos que néo po-
dem ser apresentados de modo preciso no Ensino Médio, ndo faz sentido tentar prova-
lo rigorosamente em sala de aula. Contudo, € possivel justificar sua razoabilidade de

maneiras simples e atraentes. Este € um dos propdsitos deste trabalho.

23
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2.1 NUMEROS COMPLEXOS

A forma como esse topico € apresentado aos estudantes hoje em dia pode dar a im-
pressdo de que foram as equacoes de 2° grau com discriminante negativo que levaram
a descoberta dos niumeros complexos, quando, na verdade, foram as equacoes de 3°

grau que apontaram a necessidade de considera-los.

O ponto de partida dessa historia é a publicagdo da Ars Magna de Girolamo Cardano,
em 1545. Rafael Bombelli, um admirador dessa obra, utilizou o que hoje conhecemos
como férmula de Cardano-Tartaglia para encontrar solu¢des da equacio x> = 15x + 4,

obtendo

x = \3/2+ V-121+ \3/2 — /121
Como ¢ destacado em [15]]:

Em rigor, uma equagdo era vista como a formulagdo matemdtica de um pro-
blema concreto; assim, se no processo de resolugdo aparecia uma raiz qua-
drada de um numero negativo, isso era interpretado apenas como uma indi-

cagdo de que o problema originalmente proposto ndo tinha solugdo.

Contudo, Bombelli percebeu que 4 é, de fato, uma solucdo de x> = 15x + 4. De

acordo com [15]]:

Assim, pela primeira vez, nos deparamos com uma situa¢do em que, apesar
de termos radicais de niimeros negativos, existe verdadeiramente uma solugdo

da equagdo proposta.
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Bombelli, entdo, acenou para a possibilidade de existir uma expressdo da forma
a++/—b que pudesse ser considerada raiz ctbica de 2 + /—121. Assumindo que, nesse
caso, a — v/—b seria raiz ctibica de 2 — v/—121 e operando com tais expressdes, ele
obteve s =2 e b =1e, finalmente, 2 ++/—1+2 —/—1 = 4.

Ap6s o trabalho de Bombelli, outros matemadticos passaram a manipular numeros

complexos, embora se sentissem desconfortaveis com isso.

A representacdo geométrica dos numeros complexos foi decisiva para a sua legiti-
macdo. O primeiro a formular algo nesse sentido foi o autodidata Caspar Wessel, em

1797. Em [15]], encontramos:

Tal como fazemos hoje em dia, ele [Wessel] representou o complexo a + bi pelo
vetor do plano com origem O — a origem do sistema de eixos coordenados —
e com extremo no ponto P de coordenadas (a,b). Depois, deu uma represen-
tacdo geométrica da soma de dois complexos a + bi e ¢ + di, representando-os
pelos vetores OP e OQ, respectivamente, e observando que a soma estard

representada pela diagonal do paralelogramo construido sobre OP e OQ.

De forma andloga, o produto desses complexos estard representado por um
vetor OR tal que o comprimento de OR € o produto dos comprimentos de OP
e OQ e o dngulo que OR forma com o eixo Ox € igual a soma dos dngulos

formados por OP e OQ com esse eixo.

Em 1806, Jean-Robert Argand apresentou uma representagao semelhante a de Wes-
sel, observando que a multiplicacdo de 1 por i resulta em i e que a de i por 7 resulta
em —1. Ele pensou, entdo, em i como uma rotacdo de 90° em sentido anti-hordrio.

Em [18]], o autor aponta uma diferenca sutil entre as duas interpretagoes:

[...] a interpretagdo geométrica dos numeros complexos como movimentos no
plano é mais forte com Argand, enquanto que a visdo das operagoes algébricas

com segmentos (orientados) no plano é mais forte com Wessel.

Os trabalhos de Wessel e Argand tiveram pouco impacto sobre os matemadticos da
época e a aceitacdo definitiva da representacdo geométrica dos numeros complexos sé

foi obtida com os trabalhos de Carl Friedrich Gauss.

Por fim, em 1837, Hamilton definiu de forma rigorosa o corpo dos niimeros comple-

xos tal qual conhecemos hoje. Este serd o assunto das préximas subsecdes.
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2.1.1 O corpo dos ntimeros complexos

Um niimero complexo é, por definicdo, um par ordenado de nimeros reais. Denota-

remos por C o conjunto dos nimeros complexos.

Dados dois numeros complexos z = (a,b) e w = (c,d), definimos as operagdes de

adicdo e de multiplicacdo da seguinte maneira:
z+w=(@a+c,b+d) e zw=(ac—bd,ad+ bc).

Definimos também
—z=(=a,—b)

S a —b
T\ a2+ a2+p2 )

No que segue, denotaremos os numeros complexos (0,0) e (1,0) por O e 1, respecti-

€, para z # (O/ 0):

vamente.
Proposicao 2.1. Sendo z = (a,b), w = (c,d) e t = (e, f) niimeros complexos, valem:

() (z+w)+t=z+(w+t) (associatividade da adigdo)
(b) z+w =w+ z (comutatividade da adig@o)

(c) z+0 = z (elemento neutro da adi¢do)

(d) z+(—z) =0 (elemento oposto)

(e) (zw)t = z(wt) (associatividade da multiplicagdo)
(f) zw = wz (comutatividade da multiplicacdo)

(g) z-1 =z (elemento neutro da multiplicagdo)

(h) zz7' =1, se z # 0 (elemento inverso)

(1) z(w +t) = zw + zt (distributividade da multiplicagdo em relagdo a adi¢do)
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Demonstracdo. (a) Mostraremos que (z + w) +t = z + (w + t).

(z+w)+t = ((a,b)+(c,d)+ (e, f)
(a+c,b+d)+(e f)
((@a+c)+e (b+d)+f)

= (a+(c+e),b+(d+f))
(a,b)+(c+e,d+f)
(

a,b) +((c,d) + (e, f))

= z+(w+t)

(b) Mostraremos que z + w = W + z.

z+w = (a,b)+(cd)
= (a+c,b+4d)
= (c+a,d+D)
= (c,d)+(a,Db)

= w+z

(c) Mostraremos que z+0 = z.

z+0 = (a,b)+(0,0)
= (a+0,b+0)
= (a,b)

= Z

(d) Mostraremos que z + (—z) = 0.

(a,b) + (—a, —b)
(a+(—a),b+(=D))
(0,0)

0

zZ+(—2)

(e) Mostraremos que (zw)t = z(wt).

w)t = ((a,b)c, ), f)
= (ac —bd,ad +bc)(e, f) =
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd) f + (ad + bc)e)
= (ace —bde —adf — bcf,acf — bdf + ade + bee)
= (a(ce —df) —b(cf +de),a(cf +de) + b(ce — df))
= (a,b)(ce —df,cf +de)
= (a,b)((c,d)e, f))

= z(wt)
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(f) Mostraremos que zw = wz.

zw = (a,b)(c,d)
= (ac—bd,ad + bc)
= (ac — bd, bc + ad)
= (ca—db,cb+da)
= (c,d)(a,b)

= wz

(g) Mostraremos que z-1 = z.

z-1 = (a,b)1,0)
= (@-1-b-0,a-0+b-1)

= (a,b)
= z
(h) Mostraremos que zz~ ' = 1.
1 _ b
2z = (a,b) (azf_bz ’ a2+b2>

_ a? b? —ab ab

- (a2+b2 t o e T a2+b2)

= (1,0)

=1

(i) Mostraremos que z(w + t) = zw + zt.

(a,b)((c, d) + (e, f))

= (a,b)(c+ed+f)

= (a(c+e)—bld+f),a(d+ f)+b(c+e))

= (ac+ae—bd —bf,ad+af +bc+ be)

= ((ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be))
= (ac —bd,ad +bc)+ (ae — bf,af + be)

= (a,b)(c,d)+(a, D), f)

= zw+zt

z(w +t)

Observacéo 2.2.

1. Um conjunto no qual estdo definidas duas operacoes que gozam das propriedades
apresentadas na Proposi¢do é denominado um corpo. O conjunto C, munido
das operagées de adi¢do e multiplicacdo de niimeros complexos definidas no inicio

desta se¢do, é denominado o corpo dos nimeros complexos.
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2. Na demonstragdo da Proposi¢cdo utilizamos o fato de que IR, munido das ope-

racoes usuais de adicdo e multiplicacdo, € um corpo.

3. O corpo dos ntimeros complexos, assim como qualquer corpo, possui diversas pro-
priedades que decorrem das apresentadas na Proposi¢do Por exemplo, valem as
leis do cancelamento para a adi¢do e multiplicacdo (isto é, z+z1 =z +2) = 21 =23

e zz1 = zzp,z # 0 = z1 = zp, quaisquer que sejam z,z1,z, € C).

Como um numero complexo z = (x,y) € um par ordenado de niimeros reais, po-
demos representd-lo graficamente como o ponto do plano cartesiano de abscissa x e
ordenada y, ou como o vetor que liga a origem a este ponto. Nesse contexto, chama-
mos o plano cartesiano de plano complexo. Dizemos também que x é a parte real e y €
a parte imagindria do nimero complexo z = (x,y) e escrevemos Re(z) = x e Im(z) = y.
Note que se z e w sdo numeros complexos, entdo Re(z + w) = Re(z) + Re(w) e que

Re(—z) = — Re(z). Analogamente, Im(z + w) = Im(z) + Im(w) e que Im(—z) = — Im(=2).

2= (2,9)

Figura 24: Representacdo grafica de um nimero complexo.

Dados z, w € C, definimos as operacoes de subtracdo e divisdo da seguinte maneira:
z—w=2z+(—w)

e, paraw # 0,
z ~1
— =zw .
w

Além disso, a potenciacdo também é definida de maneira usual:

_ 1
=1, z'=z.z-...-z e z7"=—
— Zh

n vezes

para n > 1 natural.

29
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2.1.2 A forma algébrica de um niuimero complexo

Praticamente todos os livros diddticos de Matematica voltados para o Ensino Médio
apresentam os numeros complexos como sendo expressdes da forma z = x + yi, com
x e y nimeros reais e i um “algarismo imaginério” tal que i*> = —1. Veremos, a seguir,

como obter uma tal representacao.

Dado x um numero real, o identificaremos com o nuimero complexo (x,0). Em
outras palavras, escreveremos x = (x,0). Dessa forma, passamos a ver R como um

subconjunto de C. Observe que se x; € x, sd0 numeros reais, entao

X1+ x2 = (x1 +x2,0) = (x1,0) + (x2,0)

x1%2 = (x1x2,0) = (x1x2 —0-0,x7 - 0+ x5 - 0) = (x1, 0)(x3, 0).
Note, ainda, que
(0,1>=(0,1)(0,1)=(0-0—1-1,0-1+1-0) =(-1,0) = —1

o que significa que o numero —1 possui uma raiz quadrada em C. Denotaremos por i
o nimero complexo (0, 1), o qual serd chamado de algarismo imagindrio. Destacamos

que

Portanto, dado um nimero complexo qualquer z = (x, y) temos que

z = (vy)
= (x,00+(0,y)
= (x,0)+ (yl 0)(0,1)
isto é,
z=x+Yi.
A representacdo
z=x+yi

¢ chamada de forma algébrica do numero complexo z = (x, y).
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2.1.3 Conjugado e mddulo de um niimero complexo
x + yi, definimos o seu conjugado como sendo o

Dado um nudmero complexo z
Z=x—yi.

numero complexo
Graficamente, z é o ponto do plano complexo obtido através da reflexdo de z em

relacdo ao eixo real, como ilustra a figura abaixo.

Figura 25: Representacéo grafica do conjugado de um ntimero complexo.

Proposicao 2.3. Sendo z = a + bi e w = ¢ + di numeros complexos, valem:

(a) z=z

(f) z+z=2Re(z)

(g) Sez € R, entdo z = z.
(h) Se n é um nimero inteiro positivo, entdo z" = Z".

Demonstragdo.

(@ z=@)=a—bi=a+bi=z.
(b) Temos quez+w = (a+c)+ (b+d)ie, portanto,z+w = (a+c) — (b+d)i = (a — bi) +

(c—di)=z+.
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(c) Temos que z —w = (a—c)+ (b —d)i e, portanto, z—w = (a —c) — (b — d)i

(@a—=bi)—(c—di)=z—w.

(d) Temos que zw = (ac — bd) + (ad + bc)i e, portanto, zw = (ac — bd) — (ad + bc)i

(a—bi)c—di)=2-@

(e) Temos que 1 = L. = &4l Agsim, L = L. = ol = (1) portanto,

(0 z+z = (a+bi)+(a— bi)=2a =2Re(z).
(g) Sez € R, entdo b =0 e, portanto, z = z.

(h) Decorre da aplicagédo sucessiva do item (d).

O mddulo de um nimero complexo z = x + yi € definido por

|z|= 1/ x% + 2.

Note que |z| corresponde ao médulo do vetor que representa z.

Figura 26: Representacdo grafica do mdédulo de um nimero complexo.

Proposicao 2.4. Sendo z = a + bi e w = c + di numeros complexos, valem:
(@ Re(z) < |Re(z)|< |z| ¢ Im(z) < |Im(z)|< |2

@) |z|=|—2|

(© |z|=[Z]

(d) zz = |z|?
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@ |zwl= [zlw
@ |z +w|*= |z|*+2Re(zw) + |w|?
(2) |z+w|< |z|+|w| (Desigualdade Triangular)

M |lzl~lwl|< |z —w

Demonstragdo.

(a) Re(z) < |Re(z)|= |a|= Va2 < Va? + b2 = |z|. Analogamente, [Im(z)|< |z|.
() |z|= Va2 + b2 = /(a2 + (=b)? = |—z|.

© |z|= Va2 + b2 = /a2 +(—b)? = |z|.

(d) zz = (a +bi)(a — bi) = a®> + b* = |z|*.
(@) J2w]= (2)(E) = (2)(ZW) = (22)() = [2[2]w]= ([2] w])%. Logo, |za]= [2| w].

(f) Temos que
z+w]* = (z+w)(z+w)
= (z+w)(z+w)
= ZZ+2ZW + Wz + Www
= |z|*+zw + wz + |w|?
= |z|?+zw +zw + |w|?
= |z|*+zZw +zw + |w|?

= |z|*+2Re(zw) + |w|?

(g) Temos que
|z|>+2 Re(zw) + |w|?

|z +wl|?

IN

|z|2+2|zw|+|w]?

|z2+2[2][w|+]w]?

|22 +2[z[w]+|w]?

(Jz[+[w]).
Portanto, |z + w|< |z|+|w].

(h) Temos que

21 Iz — w) + w|< |z — wl+[w].

Logo, |z|—|w|< |z — w|. Analogamente,
lw|=|(w — z) +z|< |w — z|+|z|= |z — w|+]z].

Logo, —|z — w|< |z|—|w|. Portanto, ||z|—|w||< |z — w|. O
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Observacdo 2.5. Do item (d) da Proposigdo [2.4] segue que

z7 1= ‘Z|2

N

Em particular, se |z|=1, entdo z 7! = Z.

/12 3

Figura 27: Representacdo grafica do inverso de um ntimero complexo.

2.1.4 A forma trigonomeétrica ou polar de um niimero complexo

Dado z = x + iy um ndmero complexo ndo nulo, seja 6 o dngulo que o eixo real

positivo forma com o vetor correspondente a z.

yp-———-—=-------

Figura 28: Representacdo trigonométrica ou polar de um niimero complexo.

Note que x = |z|cosf e y = |z|sen 6. Portanto,

z = |z|(cos 6 + isen 6).
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Acabamos de mostrar que é possivel escrever um ntimero complexo z # 0 na forma

z = |z|(cos 0 + isen 6) 2.1

onde 0 € R. Uma tal representacdo de z é denominada trigonométrica ou polar.

Se 6 é um numero real que satisfaz (2.1]), entdo 6 é dito um argumento de z. Note
que z possui infinitos argumentos. O tnico argumento de z que pertence ao intervalo

(—mt, r] é chamado de argumento principal de z e é denotado por Arg(z).

A identidade
z = |z|(cos Arg(z) + isen Arg(z))
¢ chamada a forma trigonométrica ou forma polar de z.
Exemplo 2.6. Vamos representar na forma polar o nimero complexo z = —1 — i.
Temos que |z|= /(1) + (=1)? = V2.
Além disso, cos 6 = \7—% = %@ esenf = \7—% = %@
Logo, um possivel valor de 0 é %” ; outro é —%” que, neste caso, sera o argumento

principal de z. Portanto, a forma polar de z é
z=2 <cos—3f+isen — 3:) .

Com relagdo as operagdes que envolvem numeros complexos, exceto adicdo e sub-
tracdo, é mais simples utilizarmos a forma polar ao invés da forma algébrica. Verifica-

remos essas propriedades na proposicao a seguir:

Proposicdo 2.7. Sendo z = |z|(cos 0 +isenf) e w = |w|(cos ¢ + isen ¢p) representagdes

polares dos numeros complexos ndo nulos z e w, temos:
(@) zw = |z||w|[cos(6 + ¢) + isen (0 + $)]

(®) % = {hlcos(d — ¢)+isen (0 — @)L, se w #0.

Demonstragdo.

(a) Mostraremos que zw = |z||w|[cos(8 + ¢) + isen (6 + ¢)].

zZw |z|(cos 6 + isen ) - |w|(cos ¢ + isen ¢)

|z||w|(cos 6 cos ¢ + i cos Osen ¢ + isen 6 cos ¢ + i*sen Osen ¢)

|z||w|[(cos 6 cos ¢ — sen fsen ¢) + i(sen 6 cos ¢ + cos Osen ¢)]
|z||w|[cos(6 + ¢) + isen (6 + ¢)]
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(b) Basta mostrar que multiplicando ||Z [cos(6 — ¢) +isen (0 — ¢)] por w, obteremos z.

Temos que \w]— |z| e também que (6 — ¢) + ¢ = 6. Dessa forma,

ﬂ[cos((9 — ¢)+isen (0 — ¢p)] - w = |z|(cos 0 + isen ¢p)] =

|l

de acordo com o item (a). Portanto,

z ] tcos@ — ¢) + isen 0 — )]

|wl

O]

A seguir, apresentaremos uma férmula para o cdlculo de poténcias de um nimero
complexos conhecida como fomula de De Moivre, em homenagem ao matematico fran-
cés Abraham de Moivre (1667-1754).

Proposicao 2.8 (Férmula de De Moivre). Se z = |z|(cos 6 + isen 0) é uma representagdo

polar do niimero complexo z e n é um ntimero inteiro, entdo

= |z|"[cos(n0) + isen (nH)].

Demonstragdo. E facil perceber que a férmula é valida paran =0en = 1. Paran > 1,
ela decorre de aplicacOes sucessivas da formula utilizada na multiplicacdo. Trataremos

agora do caso n < 0.

Seja m inteiro e positivo tal que n = —m. Dessa forma,

[|z|(cos 6 +isen6)]" = [|z|(cosb +isenB)] ™
1

[|z|(cos 6 + isen 6)]™
1-(cos0+isen0)

|z|™[cos(mB) + isen (m6)]
= ﬁ[cos(o — m#0) +isen (0 — m0)]

= |z|™[cos(—mB) + isen(—m0)]

= |z|"[cos(nb) + isen (n6)].

Exemplo 2.9. Sendo z = V2 +iv/2, vamos calcular z!°

Temos que |z|= \/(V2)? + (v2)2 = V4 = 2.

Além disso, cos 0 = \f esenf = Q
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Assim,

(V2+iv2)1? = [2(cosF +isen%)] 10

_ 10 10t . 107t
= 219 (cos 1% +isen 1) .

No entanto, 1%” =2+ %T". Portanto,

(V2+iv2)!? = 219 (cos I +isen Z)

2190 + 1)
2104,

2.1.5 Extragdo de raizes

Sejam w um numero complexo e n > 1 um nimero natural. Dizemos que o nimero

complexo z é uma raiz n-ésima de w se

E facil ver que se w = 0, entdo a equacdo z" = w possui z = 0 como Unica solucéo.
Mostraremos a seguir que se w # 0, entdo a equacdo z" = w possui exatamente n

solucoes distintas.

Proposicao 2.10. Fixemos n € IN*. Todo numero complexo w # 0 possui exatamente n

raizges n-ésimas distintas — a saber,

; u + 2kt ) o+ 2kt
\/|w| |cos | ———— | +isen | ————
n n

onde x = Arg(w)ek=0,1,...,n—1

Demonstragdo. Para cada k € Z, seja

2k 2k
zk = £/ |w| [cos <oc+n7r> +isen (Dﬁnnﬂ

onde « = Arg(w). Escrevendo w = |w|(cos « + isen «), vamos procurar todos os niime-

ros complexos z = |z|(cos 0 + isen ) tais que z" = w, ou seja, tais que
|z|"[cos(nB) + isen (n6)] = |w]|(cos a + isen ).
A igualdade acima equivale a

|z|"=|w|, cos(nf)=cosa e sen(nd)=sena.
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a+2k

Para satisfazer tais condicdes devemos ter |z|= \/|w| e nf = a + 2k, ou seja, § = 7,

comke€ Z.

Dessa forma, as raizes n-ésimas de w sdo os numeros z;, para k € Z. Tomando
k=0,1,...,n—1, obtemos raizes n-ésimas distintas de w, ao passo que os demais
valores de k fornecem apenas repeticoes das raizes zg, z1, .. .,z,_1. Esse fato pode ser

verificado tomando k € Z e o escrevendo na formak=gn+r,ondeq e Ze0 <r < n.

Como
a+2km a+2(gn+r)m a+2rm
= = +2qm
n n
notamos que zx = z, € {zo,21,.-.,2Zn—1}- O

Observamos que todas as raizes n-ésimas de w # 0 tém o mesmo mddulo, |/ |w].
Logo, elas correspondem a n pontos sobre a circunferéncia de centro na origem e raio

\/|w|. Para valores inteiros de k, os argumentos crescem em progressdo aritmética
2
n

Assim, as raizes n-ésimas de w sdo vértices de um poligono regular de » lados inscrito

de razdo =&, o que justifica o espacamento uniforme das raizes nessa circunferéncia.

na circunferéncia em questao.

Figura 29: Representacdo grafica das raizes n-ésimas de w.
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2.2 POLINOMIOS

Chamamos de polinémio complexo a uma expressao formal do tipo
p(X) =a, X" + a, 1 X" T4+ a X +ag

onde ay, a1, ...,a, sdo numeros complexos denominados os seus coeficientes € X é um
simbolo, chamado de indeterminada. O conceito de polinémio contempla apenas a
lista ordenada (ag, a1, . . ., a,) de seus coeficientes e a maneira pela qual os somamos e
multiplicamos. Dizemos que dois polindémios sdo iguais quando possuem 0S mesmos

coeficientes.
A cada polinémio complexo
p(X) = a, X" + g1 X" U+ m X +a

associamos a func¢do polinomial complexa p : C — C dada por

p(x) = a,x" +a, 1x" T4 +agx +ap.

Mostraremos, no fim desta sec@o, que duas funcdes polinomais sdo iguais se, e somente
se, os polindmios associados a ela também sdo iguais. Dai segue que existe uma corres-
pondéncia biunivoca entre polinémios e funcdes polinomiais. Portanto, neste trabalho,

ndo faremos distincdo quando nos referirmos ao polinémio p ou a funcdo polinomial
p.
Definicdo 2.11. Dizemos que « € C é raiz de uma func¢do polinomial p quando p(«x) =
0.

Proposicao 2.12. Se o niimero complexo « € raiz de uma fungdo polinomial p, entdo p(x)

é divisivel por (x — «) (isto é, existe uma fungdo polinomial q tal que p(x) = q(x) - (x — «)).

Demonstragdo. Como « é raiz de p, temos que p(«) = 0. Dessa forma

p(x) — p(a)

(@px" +a, 1x" V4 L+ ax +ag) — (@ +a, 10"+ L+ apx + ag)

p(x)

(X" —a™) +a, (" —a" D)+ L+ a(x — ).

Tomando a soma S, = x" L+ ax” 2 +a2x" 3+ .. +a" 2x + a1, temos:

(x—wa)-S, = x-S,—a-S,

= (" +ax" 1 +a?

X2 a2y 2

X)
— (x4 a2x" 2 4 a2+ a e + )

= x" _gn
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Logo, verificamos que

=t = — ) a2+ a2 a2+ a ),

Portanto, toda parcela de p(x) é divisivel por (x — «), o que implica que p(x) é divisivel

por (x — ). O
Definicdo 2.13. Dizemos que uma funcdo polinomial dada por

p(x) = apx™ +a, X"+ +ajx+ag

tem grau n se a, # 0.

Quando somamos ou multiplicamos fun¢des polinomais p e g, obtemos como resul-
tado novas funcdes polinomiais. O grau de p + g ndo ultrapassa o maior dentre os

graus de p e g, enquanto o grau de pg é a soma dos graus de p e g.

Da Proposicao segue que se uma funcdo polinomial p de grau n tem como raizes
distintas os nimeros complexos a1, a2, . . ., &k, entdo existe uma funcéo polinomial g de

grau n — k tal que
p(x) = (x — a1)(x — a2)...(x — a)q(x).
Consequentemente, uma funcao polinomial de grau n tem no maximo » raizes.

Desta ultima afirmacdo segue que uma funcdo polinomial p é identicamente nula
(isto é, p(x) = 0 para todo x em seu dominio) se, e somente se, é da forma p(x) =

0x"+0x" 1+ +0x+0.

Por fim, concluimos que duas funcoes polinomais sdo iguais se, e somente se, 0s
polinémios associados a ela também sdo iguais. Com efeito, dadas p e g funcdes
polinomiais, temos que p = g se, e somente se, p — g € identicamente nula — e isto
ocorre precisamente quando a diferenca dos respectivos coeficientes dos polindomios

associados as funcdes polinomiais f e g sdo nulas.
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3.1 BREVE HISTORIA DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Veremos a seguir, em ordem cronoldgica, os principais matemadticos que contribui-

ram de forma relevante na tentativa de demonstrar o TFA.

1608. Peter Roth, matematico alemao, afirmou que equacoes de grau n com coefi-

cientes reais tém, no maximo, n solucoes.

1629. Albert Girard, matemadtico belga, foi o primeiro a afirmar que toda equa-
cdo de grau n com coeficientes reais tem exatamente n solugdes. Ele, contudo, ndo

mencionou que as solucoes deveriam ser da forma a + by/—1, coma,b € R.

1637. René Descartes, matematico francés, resumiu (no terceiro e ultimo livro de
La géométrie) tudo o que se conhecia até entdo a respeito de equacoes algébricas. Em
particular, ele observou que se a € raiz de um polinémio real, entdo (x — «) divide
esse polindmio e apresentou sua famosa “regra dos sinais”, que estabelece um ntimero

maximo de raizes positivas e negativas que um polinémio real possui.

1702. Gottfried Wilhelm Leibniz, matemdtico alemdo, ao tentar integrar funcoes
racionais pelo método das fragdes parciais, indagou se seria sempre possivel fatorar
um polinémio real como um produto de fatores lineares e quadraticos reais. Face ao
“contraexemplo” que encontrara, ele desistiu de tentar provar a existéncia de uma tal

decomposicao. Com efeito, dado um numero real r, Leibniz acreditara que em

4 (2 — 2/ =D(x% + 12/ —-1)
(x+rvVV=Dx —rvVvV-Dx+rvV/—vV/=1(x —rv—+v—-1)

=
+
<
Il

(3.1)
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o produto de quaisquer dois fatores lineares do lado direito nunca resultaria num

polinémio quadrético real. Ele ndo percebeu que

W= LaevTD e ovri-La- v

0 que o levaria a multiplicar o primeiro e o terceiro fatores de (3.1, bem como o

segundo e o quarto, obtendo
ot = (% 4+ rV2x + r?)(x* — rV2x + r2).
De fato, é surpreendente que Leibniz ndo tenha completado quadrados para encontrar
At = 2+ 12?2 = 2222 = (2 + 12 — V2xr) (% + 12+ V2xr).

1746. Jean le Rond d’Alembert, matemadtico francés, foi o primeiro a tentar de-
monstrar que todo polinémio real pode ser decomposto como um produto de fatores
lineares e quadraticos reais. Além de assumir previamente a existéncia de raizes em
alguma extensdo de IR, ele utilizou um resultado (atualmente conhecido como Teo-
rema de Puiseux) que sé viria a ser devidamente estabelecido em 1851. Embora Gauss
ndo considerasse a prova de d’Alembert totalmente satisfatoria, ele afirmou acreditar
que uma demonstracao rigorosa pudesse ser construida nas mesmas bases. E foi exa-
tamente isso que Argand fez, anos mais tarde. Na Franca, o TFA é também conhecido

como Teorema de d’Alembert.

1749. Leonhard Euler, matematico suico, afirmou que todo polinémio real pode ser
decomposto como um produto de fatores lineares e quadraticos reais. Ele apresentou
uma prova rigorosa dessa afirmacéo para polinomios de grau menor ou igual a 6, mas
apenas esbocou uma tentativa de demonstracdo do caso geral. Ele tentou mostrar
que é possivel decompor um polinémio moénico real de grau 2" arbitrdrio como um
produto de dois polindmios ménicos reais de grau 2"~!. Além de assumir previamente
a existéncia de raizes em alguma extensao de IR, ndo estava claro se os fatores obtidos

na decomposicdo seriam, de fato, reais.

1759. Francois Daviet de Foncenex, matematico francés, elucidou algumas pas-
sagens da demonstracdo de Euler, mas também ndo conseguiu mostrar que os fatores

obtidos eram reais.

1772. Joseph-Louis Lagrange, matemadtico italiano, preencheu as lacunas exis-
tentes nas provas de Euler e de Foncenex. Segundo Gauss, Lagrange apresentou a
demonstracdo mais completa e rigorosa do TFA até 1799. Sua unica falha foi assumir

previamente a existéncia de raizes em alguma extensao de RR.
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1795. Pierre Simon de Laplace, matematico francés, apresentou uma prova bas-
tante elegante do TFA para polindmios reais, muito diferente das de Euler, Foncenex e
Lagrange. Contudo, assim como seus predecessores, ele assumiu previamente a exis-

téncia de raizes em alguma extensdo de IR.

1798. James Wood, matemadtico inglés, publicou uma tentativa de demonstragédo
do TFA para polindmios reais. Contudo, sua prova tinha falhas e passou praticamente

desconhecida a época, sendo reabilitada por Frank Smithies em 2000.

1799. Carl Friedrich Gauss, matematico alemao, apresentou em sua tese de douto-
rado o que veio a ser considerada a primeira demonstracao correta do TFA. Todas as
tentativas anteriores assumiam a existéncia de raizes em alguma extensdo de R e ti-
nham como objetivo mostrar que elas seriam da forma a + b\/—1, com a,b € R. Gauss

foi o primeiro a sentir necessidade de provar a existéncia dessas raizes.

Em [4], o autor descreve a linha de pensamento utilizada por Gauss:

Resolveremos a equacdo z>

— 4i = 0 graficamente, mostrando que existe um
valor complexo z = a + bi que satisfaz a equagdo. Substiuindo z por a + bi
e separando as partes real e imagindria na equacdo temos a> —b*> = 0 e
ab — 2 = 0. Interpretando a e b como quantidades varidveis e esbocando essas
equagbes no mesmo sistema de eixos, um para a parte real a, outro para a
parte imagindria b, temos duas curvas: uma consiste das retas a+b = 0 e

a—b=0, aoutra € a a hipérbole retangular ab = 2.

E claro que as curvas tém um ponto de interseccdo P no primeiro quadrante
(e, incidentamente, outro P’ no terceiro). Devemos notar em particular que
um ramo da primeira curva se afasta da origem ao longo das diregbes 6 = %
e = %’T e que um ramo da segunda curva se aproxima assintoticamente
das direcoes 6 = %” ef = %T”; 0 ponto de interseccdo se encontra entre as
duas tltimas direcbes 0 = 0 e § = 7. As coordenadas a e b deste ponto de
intersecgdo sdo a partes real e a parte imagindria do niimero complexo que €
uma solu¢do da equagdo z> — 4i = 0. Se nossa equagdo polinomial original
fosse de terceiro grau, em vez de ser de segundo grau, haveria um ramo de

uma curva aproximando-se das direcoes 0 = 17” ef = 3?” e a outra curva

se aviginharia das diregoes 6 = %” e = 27”. Os ramos em cada caso sdo

continuos; por isso tém que se cortar em algum lugar entre § = 0 e 6 = 7.
Para uma equagdo de grau n haverd um ramo de uma curva tendo como

direcdes assintéticas 0 = % ef= %—Z, enquanto que um ramo da outra curva
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terd diregbes assintdticas 6 = g—g ef = %—Z; esses ramos necessariamente se
cortardo no intervalo entre § = 0 e 0 = 7, e as coordenadas a e b do ponto de
intersecgdo serdo a partes real e a parte imagindria de um numero complexo
que satisfaz a equagdo. Portanto vemos que, qualquer que seja o grau da
equagdo polinomial, ela tem que ter ao menos uma raiz complexa. Com esse
resultado demonstra-se facilmente a tese de Gauss, que o polindmio pode ser

fatorado em fatores lineares e quadrdticos.

No entanto, para os padrOes atuais, a prova apresentada por Gauss em sua tese
de doutorado ndo possui um nivel de rigor adequado. As lacunas existentes nessa
demonstracdo sé foram preenchidas em 1920, pelo matemadtico russo A. M. Ostrowski.

Em [17]], o autor apresenta um comentario de Ostrowski sobre a prova de Gauss:

Enquanto a discussdo, na primeira parte da tese de Gauss, das primeiras
tentativas de provar o Teorema Fundamental da Algebra é excelente pelo ex-
traordinariamente completo e extenuante cuidado, a prova deste teorema na
segunda parte estd um tanto distante deste alto padrdo. Ndo tanto porque
¢ apresentada em uma aparéncia geométrica, mas principalmente porque a
prova utiliza propriedades de curvas algébricas que ndo sdo provadas na tese,

nem haviam sido provadas na literatura pré-Gaussiand.

Ao longo de sua vida, Gauss apresentou outras trés provas do TFA. A segunda, pu-
blicada em 1816, é quase inteiramente algébrica: o Unico resultado analitico do qual
lancou mao é o de que todo polindmio real de grau impar possui uma raiz real. Gauss
utilizou as ideias de Euler e as simplificacoes de Foncenex para elaborar essa demons-
tragdo que, até mesmo para os padroes atuais, estd absolutamente correta. No mesmo
ano, Gauss publicou sua terceira prova, na qual utiliza conceitos topoldgicos e teoria
da integracdo. Por fim, em 1849, Gauss publicou sua quarta prova. Dessa vez, o TFA
¢ enunciado para polinémios complexosE] A quarta prova de Gauss é considerada um
refinamento da primeira, mas, de acordo com o matematico estadunidense S. Smale,

as falhas permaneceram:

Observe que essa aparente generalizacdo néo traz novas informacdes. Com efeito, tendo estabelecido
que todo polindmio real ndo constante tem pelo menos uma raiz complexa, é possivel mostrar que todo
polinémio complexo ndo constante tem pelo menos uma raiz complexa. De fato, seja P(x) = a,x" +
ay,_1x" 1 + ...+ a7x + agp um polindémio complexo no constante e considere F(x) = P(x) - P(x), onde
P(x) = @yx" +G,1x" 1 + .- +@x + . Temos que F(x) é um polinémio real nio constante. Se existe
zo € C tal que F(zg) = 0, entfio P(zy) = 0 ou P(zy) = 0. No primeiro caso, zy é uma raiz de P(z). No

segundo, z; € uma raiz de P(z).
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Pretendo mostrar a imensa falha que a prova de Gauss contém. Mesmo atu-
almente, é um ponto sutil que toda curva algébrica plana ndo pode entrar em
um disco sem deixd-lo. De fato, embora Gauss tenha refeito tal prova 50 anos
depois [1849, a quarta prova de Gauss], a falha permaneceu. Até 1920, a

prova de Gauss estava incompleta.

1806. Jean-Robert Argand, matemdtico (amador) suico, publicou um ensaio sobre
a representacdo dos numeros complexos que culminou numa prova do TFA. Em 1814,
ele aprimorou essa demonstracao, simplificando de maneira extraordindria as ideias
de d’Alembert, e obteve o que pode ser considerada a mais simples e primeiraE] prova

rigorosa do TFA.

3.2 DEMONSTRAGAO DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Em [8]], encontramos:

[...] embora o TFA seja assunto obrigatério no Ensino Médio, muitos pro-
fessores de matemdtica nunca viram, em seus cursos de licenciatura, uma

demonstragdo desse importante resultado.

Nesse sentido, apresentaremos uma prova rigorosa do TFA com o menor nivel de
complexidade possivel, tendo como objetivo sanar uma possivel lacuna na formacédo

do professor do Ensino Bésico. A principal referéncia utilizada nesta secao é [17]].

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja P(z) = a,z" + a,_12" 1+ - - +
a1z +ag, n > 1 e a, # 0, um polinémio com coeficientes complexos. Entdo existe zg € C

tal que P(zp) = 0.

Demonstragdo. A estratégia adotada consiste dividi-lo nas duas afirmagdes a seguir:

AFIRMAGAO 1. Existe zy € C tal que |P(z)|> |P(z¢)| para todo z € C.

AFIRMAGAO 2. P(zg) =0.

A AFIRMACAO 1 garante a existéncia de um ponto de minimo para a fungéo |P(z)| e

decorre dos seguintes resultados:

Além de ter sido o primeiro a demonstrar o TFA para polindmios complexos, a tnica “falha” de Argand
foi utilizar um resultado que assegura, sob certas condi¢des, a existéncia de um ponto de minimo para

uma funcéo continua, que sé seria satisfatoriamente estabelecido por Weierstrass em 1874.
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RESULTADO A. Existe R > 0 tal que |z|> R = |P(z)|> |P(0)|.

RESULTADO B. Existe zo € D(0,R) = {z € C : |z|< R} tal que |P(z)|> |P(z0)| para
todo z € D(0, R).

De fato, do RESULTADO B segue que |P(z)|> |P(zp)| quando |z|< R. Resta mostrar
que |P(z)|> |P(z0)| quando |z|> R. Pelo RESULTADO A, |P(z)|> |P(0)| quando |z|> R.
Mas |P(0)|> |P(zo)|, uma vez que 0 € D(0, R). Logo, |P(z)|> |P(z0)| quando |z|> R.
Portanto, |P(z)|> |P(zo)| para todo z € C.

Uma demonstracdo do RESULTADO A encontra-se no Apéndice A desta dissertacio e

uma demonstracdo do RESULTADO B, no Apéndice B.

A AFIRMAGAO 2, que demonstraremos a seguir, diz que se |P(zo)| é o menor valor

assumido por |P(z)|, entdo P(zg) = 0.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que zp = OE]

Da Afirmacéo 1 segue que

|P(z)]*> |P(0)[? (3.2)

paratodo z € C.

Como a, # 0, faz sentido falar no menor k € {1,...,n} tal que o coeficiente do

monomio z¥ em P(z) é ndo nulo. Colocando z¥ em evidéncia, obtemos

P(z) = P(0) + 2 Q(2) (3.3)

onde Q um polinomio complexo tal que Q(0) # 0.

Indicando por S! o circulo unitdrio centrado na origem do plano complexo, temos
que
S'={weC:|w=1}.

De segue que, para todo r > 0 e todo w € S1,
|P(rw)[*> [P(O)[*.
Utilizando (3.3)), obtemos
P(rw) = P(0) + r*w* Q(rw).

De fato, seja p(z) = P(z + zp). Temos que p(z) é um polinémio complexo de grau #, cujo termo indepen-

dente é P(zg). Como |p(z)|= |P(z + z0)|> |P(z0)|= |p(0)| para todo z € C, concluimos que 0 é um ponto
de minimo de |p(z)|. Trabalhando com p(z) em vez de P(z), obteremos p(0) = 0 e, portanto, P(zg) = 0.
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Juntando essas informacées, chegamos a |P(0) + r*w*Q(rw)|>> |P(0)|?, ou seja, a

|P(0) + r*w* Q(rw)|2—|P(0)[*> 0.

Assim,
|P(0)[2+2 Re(P(0)r w* Q(rw)) + |r*w* Q(rw)|*>—| P(0)|*>> 0.

Simplificando e colocando * em evidéncia, chegamos a
2r* Re(P(0)w* Q(rw)) + r*|w* Qrw)|*> 0.
Dividindo por 7* > 0, obtemos
2Re(P(0)w* Q(rw)) + r*|w* Q(rw)|>> 0 Vr > 0,Vw € S*.

Como a expressio do lado esquerdo é continua em r € [0, +co[ para cada w € S' fixado,

fazendo r = 0 obtemos

2Re(P(0)Q(0)w") > 0, Vw € S'. (3.4)

Seja a« = P(0)Q(0). Temos que & = a+bi, com a,b € R. Faga, agora, w = cos 6 +isen 6.

e Tomando 6 = 0, temos que w* 1. Logo, awk x. De (3.4) segue que
2 Re(awk) = 24 > 0.

e Tomando 6 = —7F, temos que w* = —1. Logo, aw® = —a. De (3.4) segue que

2Re(awk) = —2a > 0.

e Tomando 6 = —Z, temos que w* = —i. Logo, aw® = b — ai. De (3.4) segue que
2Re(aw’) = 2b > 0.

e Tomando 0 = —%—7;, temos que w*

2Re(awk) = —2b > 0.

= i. Logo, aw" = —b +ai. De (3.4) segue que

Portanto, a = b = 0. Assim, P(0)Q(0) = « = 0. Como Q(0) # 0, temos que P(0) =0 e,
consequentemente, P(0) = 0. O



ABORDAGENS VISUAIS DO TEOREMA
FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Como dissemos anteriormente, todas as demonstra¢des conhecidas do TFA utilizam
argumentos que ndo podem ser apresentados de modo preciso no Ensino Médio e,
portanto, nao faz sentido tentar prova-lo rigorosamente em sala de aula. Contudo, as
idéias que estdo por tras de algumas dessas demonstracdes tém muito a acrescentar na

formacéo do aluno.

O propdsito deste capitulo é apresentar duas delas. Para este fim, utilizaremos o
GeoGebra, software gratuito de matemdtica dindmica, cujo download pode ser feito

em https://www.geogebra.org/download.

Observamos que as escolas estaduais do Estado de Sdo Paulo sdo equipadas com
salas de informatica, onde normalmente existem computadores em quantidade sufici-
ente para que todos os alunos de uma mesma classe possam interagir com o GeoGebra.
Caso isso nao ocorra, é recomendavel que o professor estabeleca uma situagdo para

que todos os estudantes possam se familiarizar previamente com o software.

4.1 PRIMEIRA ABORDAGEM

Nesta primeira abordagem, procuraremos apresentar algumas ideias que estdo por

trds da primeira demonstracao de Gauss do TFA.

Considere as partes real e imagindria de P(z) = a,z" + a,_12" ' + - - + a1z + ay,
Re(P(z)) e Im(P(z)).

Exemplo 4.1. Seja P(z) = z> + 3z + 5. Fazendo z = x + yi, temos que

P(z) = (x +yi)* + 3(x + yi) + 5 = [(x* — y?) + 3x + 5] + 2xy + 3y)i.
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Logo, Re(P(z)) = (x?> — y?) + 3x + 5 e Im(P(z)) = 2xy + 3y.

A ideia é mostrar que as curvas Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) = 0 se encontram num ponto
zg do plano complexo. Como P(z) = Re(P(z)) + Im(P(z))i, teremos que P(z() = 0.

Para valores grandes de |z|, o comportamento das curvas Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) =0
fica parecido com o das curvas Re(a,z") = 0 e Im(a,z") = 0. Estas, por sua vez, sdo

familias de retas que passam pela origem e que se alternam em torno dela[|

Figura 32: Em vermelho, Re(z*) = 0; em azul,

Figura 30: Em vermelho, Re(z?) = 0; em azul, Im(z4) = 0

Im(z2) = 0.

Figura 31: Em vermelho, Re(z%) = 0; em azul, Figura 33: Em vermelho, Re(z®) = 0; em azul,
Im(z%) = 0. Im(z%) = 0.

Tomando, portanto, um numero real R > 0 suficientemente grande, as curvas
Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) = O intersectardo alternadamente a circunferéncia de raio
R centrada na origem.

1 Fazendo z = r cos 0 + isen 8, temos que Re(z") = r" cos nf e Im(z") = r"sennf. Como r" cosnf =0 < nf =

Z+km, ke Zer"sennf =0 < nf = km, k € Z, a afirmacio segue.
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Figura 34: Re(P(z)) = 0 em vermelho e Im(P(z)) = 0 em azul, onde P(z) = z2 + 3z + 5.

Os pedacos da curva Re(P(z)) = 0 que estdo fora dessa circunferéncia se conec-
tam dentro dela. O mesmo ocorre com os pedacos da curva Im(P(z)) = 0. Como
Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) = 0 cruzam alternadamente a circunferéncia, elas acabardo se

encontrando dentro dela

Com o auxilio do GeoGebra, é possivel separar facilmente as partes real e imagindaria
de um polinémio complexo P(z) qualquer, tragar as curvas Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) =0
e observar que elas, de fato, se encontram. Explicaremos como proceder a seguir,

tomando P(z) = z? — 4i como exemplo.

e No menu superior, clique em Exibir e, em seguida, em Janela CAS.

e Na primeira linha da Janela CAS, digite z~2-41 e tecle enter.

[19%2]
1

Observacdo: O GeoGebra néo reconhece o “i” digitado; é preciso clicar no sim-

bolo « do lado direito da Janela CAS e, entdo, selecionar o “i” dentro dele.

e Na segunda linha, digite substituir. Dois comandos aparecerdo. Escolha Subs-
tituir[ <Expressdo>, <O Que>, <Por>]. Para preencher o campo <Expressdo>,
clique em z? — 4i na primeira linha; no campo <O Que>, digite z; por fim, no
campo <Por>, digite x + yi e, em seguida, tecle enter. Aparecerd a expressio
(x +yi)? — 4i.

2 E extremamente complicado mostrar rigorosamente que os pedacos de cada uma dessas curvas se conec-
tam no interior da circunferéncia — e € justamente neste ponto que reside a critica de Smale a primeira (e
quarta) demonstragio de Gauss, mencionada no Capitulo 3 deste trabalho. Também néo € trivial mostrar
que as curvas Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) = 0 se encontrardo no interior da circunferéncia. Uma justificativa

deste fato pode ser encontrada no Apéndice A de [[10].
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e Na terceira linha, ao digitar real, aparecera o comando real(<x>). Para preen-
cher o campo <x>, clique em (x + yi)> — 4i na segunda linha. Ao teclar enter,

teremos x> — y? como resultado.

e Na quarta linha, digite imaginary. O comando imaginary(<x>) surgird. Para
preencher o campo <x>, clique em (x + yi)*> — 4i na segunda linha. Em seguida,

tecle enter. Aparecerd xy — 4.

e Por fim, copie a parte real obtida e cole-a na caixa Entrada. Iguale a zero e clique

enter. Faca o0 mesmo com a parte imagindria.

O resultado deste procedimento pode ser conferido na figura abaixo. As cores de
Re(P(z)) = 0 e de Im(P(z)) = 0 foram modificadas para vermelho e azul, respectiva-

mente, a fim de facilitar a visualizacao.

Figura 35: z2 — 4i = 0.

Note que ha pedacos da curva vermelha que se afastam da origem segundo as dire-
cOes 0 = t/4 e 6 = 37t/4 e que ha pedacos da curva azul que se movem assintotica-
mente para as diregdes 0 = 07t/4 e 6 = 27t/4. Como esse pedacos se conectam, as duas

curvas se encontrardo entre =0 e 6 = 77/2.

E se nosso polindmio fosse de grau 3? A titulo de ilustracdo, propomos a andlise
do comportamento da equacéo z> — 4i = 0. O procedimento quanto aos comandos do
GeoGebra sdo idénticos ao do caso anterior: substituindo z por x + yi, separando as

partes real e imagindria e igualando-as a zero, obtemos a figura abaixo:
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Figura 36: z° —4i=0

Agora, hd pedacos da curva vermelha que se afastam da origem segundo as direcoes
6 =7m/6 e =3m/6ehd pedacos da curva azul que seguem nas direcdes 6 = 077/6 e
6 = 27t/6. Os ramos de cada curva sdo continuos e, portanto, tém que se cortar entre
6=0e6=r/3.

Podemos generalizar para uma equagao de grau n: neste caso, existirdA um ramo
de uma das curva tendo como direcoes assintdticas 6 = 7/2n e 0 = 377/2n enquanto
que um ramo da outra curva terd direcOes assintdticas 6 = 07t/2n e 0 = 271/2n. Essas

curvas necessariamente se cortardo entre =0 e 6 = 77/n.

O professor pode explorar ainda mais o GeoGebra e propor mais exemplos, aumen-

tando o grau do polinémio e incluindo coeficientes complexos, como vemos a seguir:

N\
s

Figura 37: p(z) = z* — 223 +42% — 1
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Figura 38: p(z) = 32° — iz + (1 +2i)z2 +5

o

Figura 39: p(z) = 210 620 +3z -1

Note que, em todos esses casos, o numeros de raizes complexas — identificadas
pelos pontos de interseccao entre Re(P(z)) = 0 e Im(P(z)) = 0 — é exatamente igual ao
grau do polindmio em questdo. O professor deve estar atento aos casos que veremos a

seguir:

53



54

ABORDAGENS VISUAIS DO TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

NS

Figura 40: p(z) = z* + 2% — 52 + 3z

Figura 41: p(z) = 2o4+2% -5 —22+82—4

No caso de p(z) = z* +2z% — 522 + 3z, h4 3 pontos de intersec¢do e no de p(z) =
7% +z* — 523 — 22 + 8z — 4, apenas 2. Note que, na Figura 40, temos duas “curvas” cujas
as partes real e imagindria se encontram no mesmo ponto (C). O mesmo ocorre com o
ponto A da Figura 41 e, no caso do ponto B dessa mesma figura, observamos o encontro
de 3 dessas “curvas”. Isto se deve ao fato de a multiplicidade de algumas raizes ser

4423 52243z como (z — 1)%z(z+3) e 2° +z* — 523 —

maior que 1. Podemos fatorar z
7> + 8z — 4 como (z — 1)3(z + 2)2. No primeiro caso, temos uma raiz com multiplicidade
2 e duas com multiplicidade 1; no segundo, uma raiz com multiplicidade 3 e outra
com multiplicidade 2 — assim, a multiplicidade das raizes tem relacdo direta com a

quantidade de “curvas” que se encontram num determinado ponto.
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4.2 SEGUNDA ABORDAGEM

Seja P(z) = a,z" +a,_1z2" ' +--- +a;z+ap. Como antes, queremos mostrar que

existe zg € C tal que P(zp) = 0.
Escrevendo z na forma polar, z = r(cos 6 + isen 6), chegamos a

P(2) ay[r(cos B +isen0)]" + - - - + ai[r(cos 6 + isen 0)] + ag

anr"(cosnfd +isennb) + - - - + a1r(cos 6 + isen 0) + ay.

Exemplo 4.2. Seja P(z) = z> + 3z + 5. Fazendo z = r(cos 6 + isen #), temos que

P(z) [r(cos 8 + isen 0)]> + 3r(cos O + isen ) + 5

%(cos 26 + isen 26) + 3r(cos 6 + isen §) + 5.

Para valores de r préximos de 0, 12,3

,...,1" sdo muito menores que r. Assim, 0O
comportamento de P(z) fica determinado, basicamente, por a;[r(cos 6 + isen 6)] + ap, 0
que faz com que a curva descrita por P(z) ao fixarmos um valor de r muito pequeno se

pareca com uma circunferéncia centrada em a.

Figura 42: Curva descrita por P(z) = z%> + 3z + 5 para r = 0, 25.

Vejamos, agora, o que ocorre para valores grandes de r. Ao escrever

ay(cos 6 + isen 6) N ag

P(z) =" |ay(cosnb +isennf) + - - - + e )

vemos que o comportamento de P(z) fica determinado, basicamente, por a,r"(cos n6 +
isennf), o que faz com que a curva descrita por P(z) ao fixarmos um valor de r muito
grande se assemelhe a uma circunferéncia de centro na origem e raio " (percorrida n

vezes).
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\ 1000 /)

Figura 43: Curva descrita por P(z) = z% + 3z + 5 para r = 50.

Assim, para r pequeno, a origem fica no exterior da curva fechada descrita por P(z).
Para r grande, a curva descrita por P(z) também é fechada e d4 n voltas em torno da
origem. Como as curvas descritas por P(z) sdo fechadas e evoluem continuamente a
medida que r aumenta, para algum valor de r a origem terd que pertencer a curva P(z).

Logo, existe zy € C tal que P(zo) = 0. Em nosso exemplo, isto se da para r = /5.

Figura 44: Curva descrita por P(z) = z> + 3z + 5 para r = /5.

As figuras acima sao facilmente construidas no GeoGebra. No caso do exemplo dado,

isto é, P(z) = z% + 3z + 5, basta executar os seguintes comandos:

e Na caixa Entrada, digite curva. Aparecera uma série de comandos que podem

ser escolhidos.

e Escolha Curva[<Expressdo>,<Expressdo>,<Varidvel>,<Valor Inicial>, <Valor
Final>].

e Na primeira ocorréncia de <Expressdo>, digite r~2*cos (2t)+3*r*cos(t)+5; na
segunda, digite r~2*sin(2t)+r*sin(t); em <Varidvel>, digite t; em <Valor

Inicial>, digite 0; por fim, em <Valor Final>, digite 6.28.
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e Clique enter. Automaticamente aparecera a opcao de criar um controle deslizan-
tes. Crie-o, e a figura aparecera. Ao movimentar o ponto em cima do controle
deslizante criado, poderemos verificar de forma dinamica o comportamento de

P(z) com a variacdo de r.

Encerraremos esta secao exibindo uma outra possibilidade de uso do GeoGebra, a

fim de explorar em detalhes a construcdo da imagem de |z|= r por P(z)

Fixe r > 0. A curva azul representa

z|= r. Note que, quando variamos o 4ngulo
t no controle deslizante, a curva azul é percorrida inteiramente, uma unica vez. A
curva vermelha representa a imagem de |z|= r por Py(z) = (1 +i)z>. Note que, quando

variamos o angulo t no controle deslizante, percorremos a curva vermelha duas vezes.

t=0°
Pz) = (5—2i) + 2+ (1 +1)2? ®

r=125

-
N

Figura 45: t = 0.

t=90°"
Pz) = (5—2i) +z+ (1 +1)2% L

r=125

an

Figura 46: t = 71/2.

3 0 arquivo original foi elaborado pelo Prof. Dr. Rafael de Mattos Grisi, a quem novamente agradecemos

pela contribuicgo.
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t=180"
Pz) = (5—2i) + 2+ (1 +1)2? .

r=125

N

%

Figura 47: t = 7.

Em amarelo, temos o termo independente 5 — 2i. Em lilds (tracejado), temos a curva
que representa a imagem de |z|= r por Py(z) = (5 — 2i) + z. Por fim, em preto, temos a

imagem de |z|= 7 por P(z) = (5 — 2i) +z + (1 +)z%.

Fazendo r variar de valores muito pequenos a muito grandes, podemos observar o

mesmo comportamento descrito anteriormente:

i
<

Pz) = (5—2i) + 2+ (1 +1)2?

r=025

o N

Figura 48: r = 0, 25.
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Figura 51: r = 2,02.

t=0°
20 r=5
®
(]
-60 -40 -20 k ‘ 60 80 100 140 160 180 200
-20
-60
-80
Figura 49: r = 5.
t=0°
r=1.88
-20 -15 -10 15 20 25 30
-10
Figura 50: r = 1, 88.
t=0°
r=2.02
: ®
-20 -15 -10 15 20 25 30
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Descreveremos, a seguir, o procedimento para construir essas figuras no GeoGebra.

e Na caixa Entrada, digite r e crie um controle deslizante. Com o botdo direito
do mouse, clique no controle deslizante criado, selecione Propriedades e ajuste o

intervalo para min = 0 e max = 5.

e Na caixa Entrada, digite angulo. Escolha a opcdo Angulo[ <objeto>]. Digite t
no lugar de <objeto> e, em seguida, crie um novo controle deslizante. Ajuste o

intervalo para min = 0 e max = 6.28.
e Na caixa Entrada, digite 0 = (0,0).
e Na caixa Entrada, digite a(t) = curval[r*cos(t), r*sin(t), t, 0, 6.28].
e Na caixa Entrada, digite A = (r*cos(t), r*sin(t)).

e Na caixa Entrada, digite vetor e escolha a opg¢do Vetor[ <Ponto Inicial>, <Ponto

Final>]. Em Ponto Inicial, digite O e, em Ponto Final, A.
e Na caixa Entrada, digite m(x,y) = sqrt(x~2+y~2).

e Na caixa Entrada, digite g(x,y) = atan2(y,x).

e Na caixa Entrada, digite b(t) = curvalm(1,1)*r~2*cos(2*t+g(1,1)),
m(1,1)*r~2xsin(2xt+g(1,1)), t, 0, 6.28].

e Na caixa Entrada, digite B = (m(1,1)*r~2*cos(2*t+g(1,1)), m(1,1)*r"2*sin(2*t+g(1,1))).
e Na caixa Entrada, digite Vetor [0,B].
e Na caixa Entrada, digite C = (5,-2).

e Na caixa Entrada, digite c(t) = curval5 + r*cos(t), -2 + r*sin(t), t, O,
6.28].

e Na caixa Entrada, digite D = (5,-2) + a(t).
e Na caixa Entrada, digite Vetor [C,D].
e Na caixa Entrada, digite E = (c(t) + b(t)).
e Na caixa Entrada, digite Vetor [D,E].

e Na caixa Entrada, digite d(t) = curvalc(t) + b(t), t, 0, 6.28].

Ao professor interessado em utilizar-se desse exemplo para uma apresentacdo dina-

mica, basta acessar o endereco o https://www.geogebra.org/m/aqjMgNnm.



CONSIDERACOES FINAIS

Dentro dos contetidos relacionados & Matemética no Ensino Médio, a Algebra exerce
um papel de grande relevancia. Dessa forma, a apresentacdo do Teorema Fundamental
da Algebra nessa modalidade de ensino pode acrescentar significativamente a aprendi-
zagem, pois ela tem como uma de suas funcdes dar sentido as técnicas que os alunos

aplicam na resolucdo de exercicios.

Nas orientacdes gerais contidas no Caderno do Professor de Matemadtica elaborado
pela Secretaria de Educacgédo do Estado de Sdo Paulo encontram-se os contetdos a se-
rem trabalhados na 32 série do Ensino Médio. Percebemos que os mesmos néo se
afastam do que usualmente é ensinado nas escolas, bem como do que é encontrado
nos livros didaticos. Ainda com relacdo a essas orientacoes, vemos que as atividades
propostas sdo independentes e podem ser exploradas pelos professores com maior ou
menor intensidade. Nesse sentido, entendemos que a proposta apresentada de abor-
dar o Teorema Fundamental da Algebra produza significados contundentes no apren-
dizado de ntiimeros complexos, polindmios e equacoes algébricas, que sdo contetidos

desse Caderno.

Vale ressaltar que as abordagens que propusemos no presente trabalho foram es-
colhidas de maneira a fomentar a curiosidade e intuicdo dos alunos. E como vemos
em [2]:

A intuigdo €, na verdade, uma faculdade mental mais poderosa que o préprio
raciocinio. E através dela que ocorrem as grandes criacbes do homem, nas

artes, na filosofia e nas ciéncias.

Nesse contexto, também ¢é indispensavel que se apresente uma demonstragéo ri-
gorosa do Teorema Fundamental da Algebra voltada para professores da Educacio

Bdsica, uma vez que muitos ndo tiveram o devido contato com este resultado nem
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mesmo na graduacdo e, portanto, é razodvel supor que o trabalho apresentado possa,
de alguma forma, auxiliar no aprendizado de tais conteidos, tanto para alunos quanto

para professores.



O COMPORTAMENTO DE |P(z)| PARA |z|
SUFICIENTEMENTE GRANDE

Seja P(z) um polindOmio ndo constante com coeficientes complexos. A ideia da pro-
posicdo abaixo é mostrar que |P(z)| fica tdo grande quanto se queira, desde que se

tome |z| suficientemente grande.

Proposicio A.1 (RESULTADO A). Seja P(z) = a,z" +a,_12" ' +---+a1z+ag, n > 1e
a, # 0, um polinémio com coeficientes complexos. Entdo existe R > 0 tal que |z|> R =
|P(z)|> [P(0)].

Demonstragdo. Temos que

|P(z)] = |apz"+a, 12" '+ +a1z+ag
|an-1] a1] _ |ao|
> |z|n e et S R H
> fal(lonl— 12 e o
para z # 0.
Note que, para |z|> 1, temos |z|*> |z| e, portanto, ﬁ < ﬁ para todo k > 2 natural.
Assim,
|P(Z)’Z ‘Z|n <|an|_ |an—1|+ ot ’a1’+‘a0|> )
2|
Considere
(51 _ 2(‘(1,1,1‘4- st ]a1]+]a0\+1) < 0.
||
Note que
1 |ax]

1
’Z|>(S1:>f <

2]

01 2(|ap_q|+- - -+ |ar]|+]aol+1)

e, portanto,

|ay_1|+ -+ |ag|+|ao| - |an_1|+- -+ |a1|+|ao|+1 - M.
2| 2| 2

|z|> 6 =
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Dai segue que

|an—|+- - -+ |aa|+]ao] |an| _ [an]
o — — = .
21> 61 = Jan| - > ay] o0 =
Logo,
P> [ 2]
2
para |z|> max{1, & }.
2
Fazendo d; = ' ||a0|| , observamos que
n
|z|> 6, = |z|”-|azn| > ay.
Tomando R = max{1, 61, 4, }, chegamos a
21> R = [P(2)|> |ao|= [P(0)]. 0

< . | 2c , , ,
Observacao A.2. Se tivéssemos tomado 6, = ' ﬁ’ onde ¢ > 0 ¢é um ntimero real fixado,
an

concluiriamos que
|z|> R = |P(z)|> c.

Isso ¢ abreviado pela notag@o
lim |P(z)|= +o0.
|z]—c0



FUNCOES CONTINUAS E ALGUMAS DE SUAS
PROPRIEDADES BASICAS

Definicdo B.1. Sejam f : X C C — K, onde K = R ou K = C, uma fungéo e zy € X.
Dizemos que f é continua em zy se, para todo € > 0, é possivel encontrar § > 0 tal
que, para todo z € X, |z — z9|< § = |f(z) — f(z0)|< €. Dizemos que f é continua se é

continua em todos os pontos de seu dominio.

Exemplo B.2 (Funcoes constantes e a funcédo identidade sdo continuas). Seja ¢ € C
e sejam f,g : C — C dadas por f(z) = c e g(z) = z paratodo z € C. Sejazg € Ce
seja € > 0. Tomando ¢ = ¢, temos que |z — z9|< § = |f(z) — f(zo)|=|c—c|=0< €e
|z —zo|< 0 = [g(z) — g(z0)|= |z — z0|< J = €. Portanto, f e g sdo continuas.

Exemplo B.3. Seja f : C — IR dada por f(z) = Re(z). Sejazgp € C e sejae > 0.
Tomando ¢ = €, temos que |z — zo|< § = |f(z) — f(z0)|= |Re(z) — Re(zp)|= |Re(z —

20)| < |z — zp|< & = €. Portanto, f é continua.
Lema B.4. Sejam f : X C C — C uma fungdo e zy € X.

(1) Se f é continua em z, entdo existem 6, M > 0 tais que, para todo z € X, |z — z|<
J=|f(z)|< M.

(2) Se f é continua em zg e f(zg) # 0, entdo existem 5, M > 0 tais que, para todo z € X,
|z —z0|< 0 = [f(z)|> M.

Demonstragdo.

(1) Note que |f(2)|= |f(z) — f(z0) + f(z0)|< |f(2) — f(z0)|+|f(z0)|. Tome € = 1. Como
f é continua em zo, existe > 0 tal que, para todo z € X, |z —zp|< 6 = |f(z) —
f(zo)|< 1. Assim, para todo z € X tal que |z — zo|< J, temos que | f(z)|< 1+ |f(z0)|.
Tome M =1+ |f(z0)|-
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(2) Note que |f(z)|= |f(z0)+ f(z) — f(z0)| > |f(z0)|—|f(z) — f(z0)|. Tome € = |f(z0)|/2 €
observe que € > 0. Como f € continua em zy, existe § > 0 tal que, paratodo z € X,

|z—2z0|< 0 = |f(z) — f(z0)|< |f(z0)|/2. Assim, para todo z € X tal que |z —zp|< I,
temos que | f(z)|> |f(zo0)|—|f(z0)|/2 = |f(z0)| /2. Tome M = |f(z0)|/2. O

Proposicao B.5. Sejam f,g: X C C — C fungbes continuas em zp € X e seja c € C.

Sdo também continuas em zg as seguintes fungoes:

(@) f+g

® cf

(© fg

(d) 1/g, se g(zo) #0

Demonstragdo.

(a) Sejae > 0. Como f e g sdo continuas em zy, existem 1, 6, > 0 tais que, para todo
z e X, |z—z< 61 = |f(z) — f(z0)|< €/2 e |z —z0|< 02 = |g(z) — g(z0)|< €/2.
Seja 6 = min{dy, d,}. Note que 6 > 0. Assim, se z € X e |z — zy|< J, entdo

[(f +8)(2) — (f +&)(=0)| |f(2) + 8(2) — (f(z0) + 8(20))]

|f(2) — f(z0) + §(2) — g(20)|

< (@) — f(z0)|+]8(2) — g(z0)|
< €/2+¢€¢/2
= e

Portanto, f + ¢ é continua em zo.

(b) Se ¢ =0, entdo cf é constante igual a O e, portanto, continua. Assuma c # 0 e
considere € > 0. Como f € continua em zy, existe § > 0 tal que, para todo z € X,

|z —zo|< d = |f(2) — f(z0)|< €/]c|. Assim, se z € X e |z — 29| < J, entdo

(ef)2) = (N0l = [cf(2) = cf(z0)]
= |e(f(2) - f(20))]
= [e[lf(2) = f(z0)|
< c[-€/]el

= €.

Portanto, c¢f € continua em zo.
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(c) Temos que

(d)

[(f&)(2) — (f&)(20)] |f(2)8(2) — f(z0)8(20)|
|f(2)8(2) — f(2)8(z0) + f(2)8(20) — f(20)8(z0)|
|f(2)8(z) — f(2)8(z0)|+|f(2)8(20) — f(z0)8(20)]|

[f()]18(2) — 8(z0)[+[8(20)[|f(2) — f(z0)]-

Como f é continua em zg, segue do item (1) do Lema que existem 6, M > 0

<
<

tais que, paratodo z € X, |z —zp|< 61 = |f(z)|< M. Logo, sez € X e |z —zo|< 41,

entao

f(2)]18(2) — 8(z0)|+|8(z0)|| f(2) — f(z0)|< M|g(2) — g(z0)[+|8(20)[|f(z) — f(z0)]-

Seja € > 0. Como f € continua em z, existe é, > 0 tal que, para todo z € X,
|z — zo|< 2 = | f(2) — f(20)|< €/(2|8(20)|) se g(z0) #0 ou |z —zp|< & = |f(z) —
f(z0)|< € se g(zo) = 0. Como g é continua em z, existe J3 > 0 tal que, para todo
z € X, |z—2z0|< 63 = |g(z) — g(z0)|< €/(2M). Tome § = min{d,d,,d3}. Caso
g(zo) #0, temos

2= 20]< 0 = [(FE) — (R0l < My + 8o o =

Caso g(zp) = 0, temos

2= 20/< 6 = [(f9)(2) — (f9)E0)| < My +0-e = <e.

Portanto, fg € continua em zy.

Temos que

(O T 'g(Zo) —8(@)| _ 18(2) — g(z0)|
8(z)  g&(z0) 8(2)8(zo) 18(2)[|g(z0)|
Como g ¢ continua em zg e g(zo) # 0, segue do item (2) do Lema que existem

91, M > 0 tais que, para todo z € X, |z — zo|< J; = [g(z)|> M. Logo,sez € X e

|z — zp| < 41, entdo

82) —8Go)| _ |3() —8(z0)

18(2)|8(z0)] M|g(zo)|

e, portanto,
11 |8(2) — 8(z0)|
8(z)  g(zo) M|g(zo)|

Seja e > 0. Como g ¢ continua em z, existe J, > 0 tal que, para todo z € X,
|z —z0|< 02 = |g(2) — g(20)| < €M|Q(z0)|. Tome § = min{dq,d,}. Temos que

1
g  8(z0)

Portanto, 1/¢ é continua em z. ]

8(z) —g(z0)| _ eMg(z0)| _

—zol< 6 = =
2=l ’ Mig(z0)] Mg (z0)]
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Exemplo B.6 (Funcdes polinomiais sdo continuas). Seja p : C — C dada por p(z) =
a,z" +a,_1z2" ' + - +a1x +a9. Como a funcio identidade é continua, do item (c)
da Proposicdo segue que a funciio z +— 2z é continua para todo k € {1,...,n}.

Do item (b) da Proposicao segue que a funcdo z +— az

¢ continua para todo
k € {1,...,n}. Por fim, a funcdo z — ay é constante e, portanto, continua. Do item

(a) da Proposicio [B.5|segue que p é continua.

Exemplo B.7. Se f : C — C é continua, entdo g : C — C dada por g(z) = |f(z)|
também o é. De fato, seja zgp € C e seja e > 0. Como f é continua em zo, existe § > 0
tal que, paratodo z € X, |z —z9|< § = |f(z) — f(z0)|< €. Logo,sez € X e |z —zp|< 6,
entdo

18(z) = 8(20)|= [|f @) =[f (o)< |£(2) = f(z0)| < €.

Portanto, g é continua em z.

Conforme dissemos no Capitulo 2 deste trabalho, o conjunto dos nuimeros reais,
munido das operacoes usuais de adi¢do e multiplicacdo, é um corpo. Além disso, nele
estd definida uma relagdo de ordem compativel com suas operacdes, o que o torna
um corpo ordenado. O mesmo ocorre com o conjunto dos nimeros racionais. O que
diferencia os reais dos racionais é o fato de R ser um corpo ordenado completo, isto
é, de ter a seguinte propriedade: todo subconjunto ndo vazio de niimeros reais que é
limitado superiormente tem supremo (ou, equivalentemente, todo subconjunto ndo vazio
de nimeros reais que € limitado inferiormente tem infimo). Recordaremos a seguir tais

definicGes:

Definicdo B.8. Seja X um conjunto ndo vazio de nimeros reais.

Dizemos que ¢ € R é cota inferior (respectivamente, cota superior) de X se ¢ < x

(respectivamente, ¢ > x) para todo x € X.

Dizemos que X é limitado inferiormente (respectivamente, limitado superiormente)

se X possui uma cota inferior (respectivamente, cota superior).

Dizemos que a € R é o infimo de X (e escrevemos a = inf X) se

— a é cota inferior de X e

— nenhum numero real maior que a é cota inferior de X.

Dizemos que b € R € o supremo de X (e escrevemos b = sup X) se

— b é cota superior de X e
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— nenhum ntimero real menor que b é cota superior de X.

Teorema B.9. Sejam I; e I, intervalos ndo-vazios, fechados e limitados. Se f : Iy X I —
R é uma fungdo continua, entdo f € limitada (ou seja, existe um niimero real ¢ > 0 tal

que |f(x,y)|< c para todo (x,y) € I; x D).

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que f néo seja limitada. Particione I; x I, como

na figura abaixo.

I

L

Figura 52: Particionando I; x I5.

Como f ndo é limitada em I; x I, ela também néo o serd em algum dos quadradi-
nhos acima. Escolha um no qual isso ocorra. Repita o procedimento para esse quadra-

dinho, dividindo-o em outros quatro quadradinhos ainda menores.

I

L

Figura 53: Selecionando o primeiro quadradinho.

Existird algum desses novos quadradinhos no qual f néo ¢ limitada. Escolha um no

qual isso ocorra. Continuando o processo, obteremos uma sequéncia [y, J2,..., Ju, .- -
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de quadradinhos “encaixados” nos quais f ndo é limitada. Escreveremos J; = [a%, D] x
k bk
[a3, b3].

I

I

Figura 54: Selecionando o segundo quadradinho.

Temos que sup{ai, a?,... at,...} = inf{bl, b3,...,b",...}. Seja t; este valor. Ana-

logamente, sup{a},a3,...,a},...} =inf{b},b3,...,b},... }. Seja t, este valor.

Considere zy = (t1,t2). Temos que zp € I; x I. Como f € continua em zg, segue do
item (1) do Lema que existem §, M > 0 tais que, para todo z € I; X I, |z — zo|<
d = |f(z)|]< M. Mas o conjunto {z € I} x I : |z — z9|< J} contém o quadradinho J,
para algum n suficientemente grande e isso contradiz o fato de f ndo ser limitada em

], 0 que completa a demonstracao. O

Teorema B.10. Sejam I; e I, intervalos ndo-vazios, fechados e limitados. Se f : I; x I —
R é uma fungdo continua, entdo existe (my, mp) € Iy X I tal que f(my, my) < f(x,y) para

todo (x,y) € I x I (isto é, f tem um ponto de minimo em I; x Ip).

Demonstracdo. De acordo com o Teorema X={f(x,y): (x,y) € I x I} é um sub-
conjunto ndo-vazio de R limitado inferiormente (e superiormente). Portanto, existe
m € R tal que m = inf X. Suponhamos, por absurdo, que ndo exista (my,my) € I; X I
tal que f(mq, mp) = m. Assim, ¢ : I} x I, — R dada por g(x,v) = f(x,y) —m é tal que
¢(x,y) > 0 para todo (x,y) € I; x I, e, portanto, 1/¢ é continua em ; x I,. Aplicando
o Teorema para 1/g, concluimos que 1/g é limitada, ou seja, que existe um nu-
mero real ¢ > 0 tal que |1/g(x,y)|< ¢ para todo (x,y) € I; x I,). Logo, g(x,y) > 1/c
e, portanto, f(x,y) > m+1/c para todo (x,y) € I; x I. Contudo, isso contradiz o
fato de que m = inf X. Logo, existe existe (my,my) € I X I tal que f(my, my) = m.

Consequentemente, f(m1,my) < f(x,y) para todo (x,y) € I; x L. O
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Teorema B.11 (RESULTADO B). Seja P(z) = a,z" +a,_12" '+ - +a1z+ap, n > le
a, # 0, um polinémio com coeficientes complexos e seja R > 0 tal que |z|> R = |P(z)|>
|P(0)|. Entdo existe zo € D(0,R) = {z € C : |z|< R} tal que |P(z)|> |P(zo)| para todo
z € D(0, R).

Demonstragdo. Sejam I} =[—R,R]e I, =[—R, R].

Figura 55: I x L.

Como f : I; x I, — R dada por f(z) = |P(z)| é continua, do Teorema segue
que existe (mq, mp) € I X I tal que f(my, my) < f(x,y) para todo (x,y) € I; x I,. Da
escolha de R decorre que (my,my) € D(0,R). Seja zp = (mq, mp). Portanto, |P(z)|>
|P(z0)| para todo z € D(0, R). O
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