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RESUMO

Este trabalho académico cobrira alguns dos aspectos mais relevantes sobre o niimero
7t, desde o contexto histérico no qual estd inserido até a demonstracao de uma de suas
caracteristicas marcantes: a sua irracionalidade. O trabalho também tera como escopo
aspectos teoricos da formacdo de professores, como a construcdo dos conjuntos numeé-
ricos, a obtencdo de alguns métodos numeéricos para a determinacdo de aproximacoes
do valor numérico de 7t e, por ultimo, sobre a aplicacdo do nimero 7t nas salas de aula

da Educacgao Bésica.

Palavras-chave: 7t (pi), irracionalidade, conjuntos numéricos.
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ABSTRACT

This academic work will cover some of the most relevant aspects of the 7t number,
from the historical context in which it is inserted to the demonstration of one of its
defining characteristics: its irrationality. The work will also have as scope theoretical
aspects of teacher training, such as the construction of numerical sets, the obtainment
of some numerical methods to determine approximations of the numerical value of 7t

and, finally, on the application of the number 7t in the Secondary School classroom:s.

Keywords: 7t (pi), irrationality, number sets.
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INTRODUCAO

Na Educacdo Basica, os professores e alunos tém contato com o numero 7T e, seja
durante os estudos de conjuntos numéricos, da Geometria (Plana e Espacial) ou da Tri-
gonometria, uma caracteristica importante sobre o niumero 7t é enunciada sem prova:

o numero 7t é um numero irracional.

Durante as aulas, porém, um questionamento costuma surgir: “Se o ntmero 7T é
irracional, como ele pode ser descrito como a razdo entre dois valores (no caso, o

comprimento da circunferéncia e o seu respectivo diametro)?”.

Analisando o questionamento dos alunos, percebe-se que ha um erro conceitual na
pergunta, levando em conta que os mesmos parecem nao lembrar da defini¢do correta
de nuimero racional (e, por consequéncia, da definicdo de nimero irracional); além
disso, os livros e materiais didaticos deste nivel de ensino sdo obrigados a omitir a
demonstracdo da irracionalidade do 7t: serd visto que isso se faz necessdrio e compre-
ensivel nesta fase do curso, tendo em vista a série de técnicas matematicas envolvidas

para a sua prova — e que ainda nao estdo a disposicdo dos alunos.

Motivado por essa e outras questdes feitas por alunos durante as aulas e pela ana-
lise de algumas obras didaticas utilizadas nas escolas — que tratam o ntimero 7 de
forma extremamente superficial, bem como a prépria construgdo dos niimeros — este
trabalho fard uma revisao bibliogréfica sobre o numero 7t (e, a0 mesmo tempo, sobre
os principais aspectos das circunferéncias), com o intuito de cobrir os principais as-
pectos de seu estudo e fornecer subsidios tedricos para que professores tenham mais

propriedade e alternativas na preparacdo de suas aulas.

No momento inicial, sera definido o niumero 7t e explorado o seu aspecto histérico,
o que poderd render planos de aula para professores que tenham interesse em utilizar
a Historia da Matematica em suas aulas. Posteriormente, desejando alicercar os funda-
mentos teodricos do trabalho, serdo trabalhados os conjuntos numéricos — em especial
a construcdo dos nuimeros (naturais, inteiros, racionais e reais), trazendo um sentido
maior para o conceito de numero irracional. Vale ressaltar que nao € escopo do tra-

balho esmiucar em detalhes as origens e defini¢cdes mais profundas desses conjuntos,



e sim trabalhar os aspectos panoramicos que permitam dar maior entendimento para
os demais topicos deste estudo. Para complementar os germes de ideias contempladas
nesta parte, sugestdes de bibliografias voltadas para o tema serdo dadas ao longo do

texto.

Ap0s o panorama sobre os conjuntos numéricos, serdo explorados os aspectos tedri-
cos para uma das provas da irracionalidade do nimero 7: neste ponto, tdo importante
quanto a demonstracdo em si € o entendimento da motivacao inicial para o seu desen-
volvimento — e serdo trabalhados os conceitos tedricos envolvidos por detrds de tal
motivacdo. Uma outra caracteristica que € inerente ao niimero 7, que € a sua trans-
cendéncia, ndo sera explorada neste texto, visto que o foco dele é o trabalho com o
7t para a Educacdo Bdésica (neste nivel de ensino ndo se faz distincdo entre niumeros

algébricos e numeros transcendentes).

Para a manipulacdo do niimero 7r, como na resolucdo de um exercicio por exemplo,
em alguns momentos sdo utilizadas aproximagoes de seu valor numérico: desta forma,
¢ importante analisar alguns métodos numeéricos para a obtencdo de valores aproxima-
dos de 7t. O estudo destes métodos pode render momentos interessantes de discussdo
(e pesquisa) dentro (e fora) da sala de aula, e serdo acompanhados, na medida do pos-
sivel, de sugestdes de encaminhamentos para que professores possam vir a aplica-los

em sala de aula.

Finalmente, como ultimo ponto de interesse, serdo abordados alguns aspectos tedri-
cos e praticos sobre o 7t e suas ocorréncias na Educacdo Bdsica. Este capitulo abordara
duas estratégias praticas para determinar aproximacoes de 7r: um método simples e
ludico utilizando materiais de simples obtencédo e, também, um método que utilizard
o software GeoGebra, software este que é de fécil acesso para professores (e também
alunos). Também sera feita uma revisao bibliografica e comentdrios acerca das rela-
¢oes de comprimento e drea de circunferéncias e circulos trazendo ideias para que os
professores consigam explicar para os alunos os processos de obtencdo de cada uma
delas. O capitulo também abordard algumas situacoes problema envolvendo dreas
de regibes circulares: vale ressaltar que sdo regides um pouco mais complexas que
aquelas trabalhadas em sala, justamente visando aumentar o nivel de exigéncia dos
alunos. Findando o capitulo, seguirdo algumas informagoes curiosas sobre o 7T e as

suas aparicdes em situacoes diversas.

Fica aqui externado o desejo de que este trabalho possa vir a preencher lacunas,
sanar algumas duvidas e, também, que possa suscitar algumas outras: que as inquieta-

¢oes sirvam de gatilho para novas pesquisas e estudos sobre o assunto.



DEFININDO O NUMERO 7

Antes da realizacdo de qualquer tipo de andlise sobre o 7T, é importante saber defini-
lo. Provavelmente, a primeira fonte de pesquisas para encontrar informagdes sobre o
nimero 77 é o estudo da circunferéncid!| (e de suas caracteristicas tais como compri-

mento e didmetro) e do Cl’rculoa (e do conceito de area do circulo).

Uma circunferéncia sempre estd bem definida desde que se conhecam dois de seus
elementos: o centro (um ponto) e a medida de seu raio (estritamente positiva). Para
cada par do tipo centro e raio, pode ser tragcada uma unica circunferéncia (um dos
Postulados de Euclides, que serdo vistos posteriormente). Um conceito importante que
se relaciona com a circunferéncia é o conceito de comprimento e, para o seu maior

entendimento, serdo verificadas agora algumas definicGes e resultados.

Definicdo 1.0.1. Dois poligonos P; e P, com o mesmo numero de lados sdo ditos
semelhantes, denotando-se tal condi¢do por P; ~ P,, quando seus dngulos internos
forem respectivamente congruentes e os lados adjacentes aos angulos congruentes

forem respectivamente proporcionais.
Lema 1.0.1 (Semelhanca entre dois poligonos regulares de n lados). Dois poligonos
regulares de n lados sdo sempre semelhantes.

Demonstracdo. Sejam P; e P, poligonos regulares de n lados. De acordo com a Fi-

gura (1, no poligono Pj, sejam tracadas n — 3 diagonais com vértice comum em Aj:

Uma circunferéncia é um conjunto de pontos 6 tal que § = {X : X € a e d(X, O) = R}, onde « é um plano,
O € « é um ponto denominado centro e R > 0 é uma distancia denominada raio.

Um circulo é um conjunto de pontos v tal que y = {X : X € a e d(X,0) < R}, onde « é um plano, O € «
é um ponto denominado centro e R > 0 é uma distancia denominada raio.



A1A3,A1Ay, ..., A1A, 1. Desta forma, P; ficara dividido em n — 2 tridngulos. Seja

feito o mesmo processo no poligono P;.

Az

Figura 1: Poligonos regulares de n lados: sempre semelhantes dois a dois

Em Py, por hipotese, A1 Ay = Ay As, isto é, A1 Ay e Ay Az sdo segmentos congruentes
(da mesma forma, em P, tem-se que B1B, = B,Bj3); por serem ambos poligonos
regulares de n lados, A; Z;A;; =B I/BEBg,. Portanto, pelo critério LAL de semelhanca de

tridngulos, tem-se que A1 A»A3 ~ B1B,B3, donde

AAy  AAy ArAs

_ _ — k>0 1.1
BB, _ BBs BuBs = (1.1

Tomando os triangulos A1 A3zA,; e B1B3B,, também verifica-se que ambos sdo seme-

lhantes pelo critério LAL:
e por P; e P, serem, ambos, poligonos regulares de n lados e pela Equagéo [1.1}

A1As  ArAs  AzAy

_ _ — k>0 1.2
B.Bs _ B,Bs  BsBs (1.2)

e como A1AA3z ~ B1B,B; e ambos sao triangulos isosceles, vem que
m(AzA1As) = m(AyAsAr) = m(ByB1 Bs) = m(ByB3By). (1.3)

Além disso,
m(AsA3Ag) = m(BaB3By). (1.4)

3 Fonte: préprio autor.



Logo,

m(A1AsAg) = m(AyAzAg) — m(AyAzAy)

_ _ L (1.5)
= m(BaB3By) — m(ByB3B1) = m(B1B3By),

mostrando que A1EA4 = 813584.

Finalmente, repetindo os argumentos anteriores para os demais tridngulos determina-

dos pelas diagonais, vem que

ArAy  AyAs Ay A
— - .= =k . 1.6
BB, _ BabBs BB 0 (1.6)

O]

Feitas estas consideracdes, serd demonstrado agora um importante resultado para
este trabalho: a razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e o seu diametro
(dobro do raio) sempre € constante, e esta constante sera denominada 7t. A demonstra-
cdo sera baseada naquela feita em [24]]. Antes disso, € interessante trazer a tona, por

meio da Definicdo|1.0.2} o significado do termo comprimento de uma circunferéncia.

Definicao 1.0.2. Dada uma circunferéncia qualquer, existe um tinico namero real que
€ maior que o perimetro de qualquer poligono regular a ela inscrito e menor que o
perimetro de qualquer poligono regular a ela circunscrito. Este numero é denominado

o comprimento da circunferéncia em questéoﬁ

—ofs

Figura 2: Um rolamento completo de uma circunferéncia de raio 1, perfazendo o comprimento
(retificacdo) de 27.°

4 Uma deducdo desse resultado pode ser encontrada na Secdo 5.3 de [25]].



O comprimento de uma circunferéncia pode ser interpretado como a medida do
segmento formado por um rolamento completo da circunferéncia — fixado um ponto
na mesma — sem que haja escorregamento durante o percurso (Figura[2). A medida

deste segmento é chamada de retificagcdo da circunferéncia.

Teorema 1.0.2. Os comprimentos de duas circunferéncias sdo proporcionais a seus did-

metros, isto é,
G G

2R, 2Ry’
Demonstragdo. Seja 67 a circunferéncia de centro Oq, raio R e comprimento Cy; além
disso, sejam p; e P; poligonos regulares de n lados (de medidas /; e L;) inscrito e
circunscrito, respectivamente, a 6. De maneira analoga, serd considerada a circunfe-
réncia 6, (centro Oy, raio R, e comprimento C;) e os poligonos regulares de n lados p»
(inscrito e cuja medida dos lados vale I;) e P, (circunscrito e cuja a medida dos lados

vale L) — a Figura|3|mostra a situagao.

01

Figura 3: Representacdo das circunferéncias e dos seus respectivos poligonos inscritos e cir-
cunscritos.®

Seja
x===.C. 1.7)

5 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/Iqqy6i> Acesso em: jan. 2017.
6 Fonte: préprio autor.
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Como os poligonos p; e py sdo semelhantes e estdo inscritos em 6; e 6,, respectiva-
mente, vem que

n-ll_ll_&_g

== = =, 1.
n- 12 12 Rz X ( 8)
Da Equacéo ¢ possivel escrever
Cy-n-l
x=— 2 (1.9)

1’1'11

Sabendo que p; estd inscrito em 6, necessariamente o perimetro de p; € inferior ao
comprimento de 6;. Logo,

G (1.10)
n- ll
Como consequéncia, l
Ci-n-
SR (1.11)
n- 11
e, portanto,
x>n-l. (1.12)

Desta forma, o valor de x é sempre superior ao perimetro de um poligono regular de
n lados inscrito na circunferéncia 6,.

Agora, efetuando um processo analogo ao anterior, serdo considerados os poligonos

circunscritos as circunferéncias, obtendo assim os seguintes resultados:

Tl'Ll_Ll_Rl_g

= =_= 1.13
n- Lz L2 Rz X ( )
Utilizando o resultado da Equacéo e é possivel escrever
‘n-L
p= e (1.14)
n- L1

Sabendo que P; estd circunscrito a 1, necessariamente o perimetro de P; é superior
ao comprimento de 6; e, desta forma,

S (1.15)
n- L1
Como consequéncia, L
Cion-bo o (1.16)
n- L1



o que implica
x <mn-Lp. (117

Portanto, o valor de x é sempre inferior ao perimetro de um poligono regular de n

lados circunscrito a circunferéncia 6,.

Utilizando os resultados das Equacdes e € possivel escrever
n-bh<x<n-Ly (1.18)
isto é, o valor de x sempre estara entre os valores dos perimetros dos poligonos regu-

lares de n lados inscrito (py) e circunscrito (P;) a circunferéncia 6,.

Aumentando tanto quanto se queira o numero de lados n de ambos os poligonos
regulares, obtem-se x = Cy, tal qual a Definicdo[1.0.2]

Finalmente, usando a Equacao e o fato de que x = C,, escreve-se

G G
R—l =% (1.19)
donde
Cy Cy
—_— =, 1.2
2Ry 2R, (1.20)
O

Como consequéncia do Teorema segue uma defini¢do para o ntimero 7t:

Definicdo 1.0.3. O numero 7t é definido como sendo a razdo entre o comprimento C

e o didmetro 2R de uma circunferéncia, isto &,

Tendo sido vista uma das principais definicdes do niumero 7, serdo comentadas ou-
tras duas definicbes que, dependendo do contexto em que forem utilizadas, podem

trazer mais facilidades para a deducéo de outros resultados.

A segunda forma de definir o nimero 71 depende do conceito de drea do circulo,

conforme pode ser visto em [25]:



Definicdo 1.0.4. Define-se o numero real 71 como a drea de um circulo de raio 1.

A Definicéo serd util mais a frente (em especial no Capitulo [7) , visto que
ela pode ser utilizada na deducao de uma relacdo que calcula a area de um circulo

qualquer.

Apenas como ilustracdo, a terceira maneira de definir o numero 7t necessita da fun-

cdo trigonométrica seno, isto é, f : R — R, f(x) = sen(x). Segue a definicdo:

Definicdo 1.0.5. Define-se o ntimero real 7t como o menor zero positivo da funcéo

trigonométrica seno.

Para finalizar este capitulo, uma reflexao sobre o uso do simbolo 7: é provavel que
o uso da letra grega 7t esteja relacionado com a inicial da palavra perimetro (Figura|4)),
sendo que os matematicos Willian Jones e Leonard Euler (ambos do século 18 — no-
tando que Euler gozou de prestigio e reconhecimento superiores a Jones) contribuiram
com a difusdo da notacdo. De fato, conforme visto anteriormente, a razdo que deter-
mina o numero 7T esta relacionada diretamente com o comprimento (perimetro) de
qualquer circunferéncia considerada. Outra possibilidade para o uso da letra grega 7
tem relacdo com a palavra grega periféria — que significa, justamente, circunferéncia

e tem como inicial a letra .
TTEPIUETPOC
eEPLPEPEIA

Figura 4: As palavras “perimetro” e “circunferéncia”, respectivamente, grafadas em grego.”

7 Fonte: préprio autor.






CONTEXTO HISTORICO DO NUMERO 7

Considerando o universo da Educacdo Basica, efetuar uma andlise do ntimero 7
apenas por meio do estudo de resultados tedricos seria afastar ainda mais o interesse
dos alunos pelo assunto. Desta forma, € interessante, sempre que possivel, explorar
expedientes que mostrem aos alunos a construcdo das ideias e teorias estudadas em
sala de aula. Pensando nisso, usar topicos da histéria da matematica — que é natu-
ralmente ligada a prépria histéria da humanidade — pode ser uma 6tima estratégia
para a atracdo da atencdo dos alunos em sala de aula. As préximas secoes (e capitu-
los) se ocupardo em fornecer ideias para responder as duas principais perguntas que

costumam ser propostas pelos alunos, que sao:

e “Quem inventou o 7r?” Esta pergunta é muito direta e prdtica, e mostra que
os alunos podem ter uma visdo imediatista sobre os conceitos matematicos, isto
é, de que eles foram simplesmente “inventados” por algumas pessoas especiais
ao longo da histéria. Este é um 6timo momento para desconstruir a ideia de
“invencOes” em matematica e mostrar que os conceitos foram sendo construidos,
interpretados e reinterpretados de acordo com a evolucdo do ser humano como

agente transformador do ambiente em que vive.

e “Para que serve o 7r?” Mais uma pergunta pratica — e a resposta depende do
contexto considerado. Para matemadticos (antigos ou contemporaneos), o 7t foi
(e é) uma fonte de trabalhos tedricos para a descoberta de varias de suas carac-
teristicas; para os diversos tipos de engenheiros — que necessitardo de aplica-
¢Oes praticas para o numero — o 77 € apenas um valor com uma determinada
aproximacao conveniente (de acordo com [3]], de seis a nove casas decimais sdo
suficientes para as aplica¢des praticas mais complexas). Ao longo dos demais ca-
pitulos, serdo mostradas algumas aplicacdes do 7, principalmente a do seu uso

na matematica.
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A partir de agora, serdo explorados alguns pontos que mereceram destaque sobre o
contexto histérico do nimero 7. Como toda revisdo bibliografica, hd um carater de
subjetividade na escolha dos tépicos que aqui serdo tratados, entdo fica a sugestdo de
efetuar consultas nas obras que serviram de base para o texto deste capitulo, caso o
leitor ache necessario um aprofundamento em algum dos tépicos tratados: [4]], [23]],
[el, 1291, (3.

Outro comentdrio digno de nota é referente a divisdo deste capitulo, divisdo esta
que tem como referéncia os momentos anteriores a Era Comum (antes do ano zero)
e momentos posteriores a Era Comum (a partir do ano zero). A escolha temporal foi
utilizada apenas para melhor organizar o texto, ndo possuindo nenhum outro critério
especial; a escolha poderia ter sido, também, em relacdo aos métodos utilizados para
o célculo de aproximacoes do nimero 7t — antes das séries numéricas e do desenvol-

vimento do Calculo Diferencial e Integral e depois, por exemplo.

2.1 O 7m: ANTES DA ERA COMUM

Ao longo da histéria da humanidade, é possivel encontrar tracos de manipulacio e
estudo de diversos tipos de curvas e regides circulares. A arqueologia e os materiais
encontrados em grandes expedi¢cOes trouxeram elementos concretos que ajudaram a
conjecturar as diferentes “formas de matemadtica” utilizadas por cada civilizagdo an-

tiga.

Comecando a andlise pelos babilonios — uma das civiliza¢des antigas que costuma
ser estudada devido a sua estrutura social — muito do que lhes diz respeito foi en-
contrado em inscri¢des em tdbulas de argila e barro (materiais que eram muito mais

duraveis que os papiros egipcios, por exemplo).

De acordo com [10], em tabulas de inscritos encontradas em 1936 (conhecidas como
Tdbulas de Susa — que foram produzidas entre 1800 e 1600 antes da Era Comum) ha
indicios de que os babilénios utilizavam uma aproximagéo para o numero 7: 0 nimero
misto 3% ou, de forma equivalente, a fracdo impropria % (cuja expansado decimal é
3,125).

A estimativa encontrada para 7t provinha da razao entre o perimetro de um hexa-

gono regular inscrito em uma circunferéncia e o comprimento dessa circunferéncia
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— e esta razdo, nas tdbulas, foi dada pelo Valo; 57,36 = 0+ 27 + 25 = 32, De
fato, tomando a razdo dada (e lembrando que o raio da circunferéncia circunscrita ao

hexdgono é congruente a cada lado do hexdgono), tem-se que

Ch 6R 24

=87 _ 22 2.1
Cc 2k-R 25 (21)
donde conclui-se que
k= % =3,125. (2.2)

Ja no Egito Antigo, as fontes de estudo de sua histéria se deram pelo traducao de
papiros: um dos mais citados na histéria da matemadtica é o Papiro de Rhin(ﬂ(escrito
pelo escriba Ahmes por volta de 1650 antes da Era Comum), que apresenta uma série
de problemas geométricos e as suas respectivas solucdes — lembrando que a maioria
delas era contada em forma de “receita” (passos que deveriam ser seguidos em uma

certa ordem).

Refletindo sobre a matematica encontrada no Papiro de Rhind com as técnicas e
conhecimentos atuais, percebe-se que alguns dos resultados utilizados pelos egipcios

eram totalmente satisfatérios para a finalidade a que eram destinados.

De acordo com [6], um dos problemas do Papiro de Rhind faz uma comparacédo
entre a area de um campo circular com didmetro de 9 unidades (em linguagem atual,
Si = m-4,5> = 20,25m) e um quadrado de lado 8 unidades (S, = 8% = 64),
afirmando que ambas sdo iguais: desta forma, em linguagem corrente, 7t equivaleria

a fracédo %, cuja expansdo decimal com 6 casas decimais € 3,160494.

Fazendo uma comparacdo entre o valor babilénico (3,125) e o valor encontrado
pelos egipcios (3, 160494), tomando como referéncia o valor de 77 com seis casas
decimais (a ultima delas sofreu o arredondamento), tem-se que o valor babilénico é

mais acurado que o valor egipcio. Com efeito:

|3,141593 — 3,125|=0,016593 < 0,018901 = |3,141593 — 3,160494|. (2.3)

Ja na Grécia Antiga, a razdo e os estudos comecaram a florescer (para algumas clas-

ses de pessoas livres) em funcdo da organizacdo social existente: desta maneira, um

—_

O sistema de numeracdo utilizado pelos povos babilonicos era sexagesimal — base 60 — dai os denomi-
nadores serem poténcias de 60.
2 Alexander Henry Rhind, século 19, antiqudrio escocés que adquiriu o papiro.
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seleto grupo de pessoas pode se dedicar a formas de pensamento até entdo nao con-
sideradas, o que viria a alavancar definitivamente as diversas areas do conhecimento

humano.

Notadamente a matematica, que em diversas sociedades nao helénicas era apenas
utilizada para fins praticos (a matematica egipcia, por exemplo), comecou a ganhar
ares de organizacdo e rigorosidade e, a respeito desta temdtica, um nome e a sua
obra acabam sempre se destacando: Euclides (século 4° antes da Era Comum) e os

Elementos. De acordo com [3]], em traducdo livre:

A maior parte do contetido dos Elementos provavelmente ja era conhecido
antes de Euclides. Mas a relevincia do trabalho de Euclides nio estava nos
teoremas, como dizem. A maior relevancia dos Elementos reside em seu
método.

Euclides prestou um auxilio fundamental para a consolidacdo da construcdo logica
da matematica pois, de acordo com ele, os resultados matematicos (atualmente cha-
mados de teoremas ou proposi¢oes) deveriam ser deduzidos de outros resultados ainda

mais elementares e previamente estabelecidos[]

7

O diferencial no método de Euclides é a utilizacdo de um conjunto primdrio de
assercoes, isto é, afirmacbes que simplesmente devem ser aceitas e que ndao podem
ser deduzidas a partir de outras: os postulados{ﬂ De acordo com [14], eis os cinco
postulados de Euclides, descritos aqui por meio de uma linguagem contemporanea

(mas carregando o mesmo sentido da escrita original):

1. Por dois pontos nao coincidentes passa uma e uma so reta.

2. Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir uma

reta.

3. Para todo ponto C e todo ponto A nido coincidente com C existe uma circunfe-

réncia com centro C e raio congruente a CA.
4. Todos os angulos retos sdo congruentes entre si.

5. Por um ponto ndo pertencente a uma reta, passa uma e uma s6 paralela a tal

reta

3 Tales de Mileto — século 7° antes da Era Comum — foi o precursor do método dedutivo.

4 Alguns autores utilizam o termo axioma como um sindénimo para postulado. Na obra Elementos hd uma
diferenciacéo entre postulados e axiomas, sendo que os tiltimos também s&o chamados de nogdes comuns.

5 Esta formulagéo € creditada ao matematico escocés John Playfair, século 18.
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Uma analogia que pode ser feita em relacdo a geometria organizada por Euclides
(denominada Geometria Euclidiana) é um castelo de cartas: as cartas superiores es-
tdo sustentadas pelas cartas inferiores, até chegar as bases do castelo — as bases, na
geometria, sdo os postulados; se, por algum motivo, as bases forem mudadas, entdo
outro tipo de castelo poderd ser construido — os diversos tipos de geometrias nao-

euclidianas.

Figura 5: Sem as bases (postulados) os resultados (teoremas) nio se sustentamﬁ

E importante comentar que a matematica grega era essencialmente de cunho geo-
métrico (talvez por ndo disporem de sistemas de numeragao eficientes): desta forma,
os problemas e as suas respectivas solu¢des revolviam na construcdo de segmentos
de retas, curvas e poligonos quaisquer; ademais, os geOmetras gregos tinham a pre-
dilecao pela resolucdo de problemas geométricos utilizando apenas os instrumentos
classicos: régua ndo graduada e compasso — obviamente, nédo limitavam-se apenas a

tais métodos/]

Por essas particularidades da matematica grega, alguns problemas ficaram conheci-
dos por ndo admitirem solucoes dentro do campo de regras estabelecido pelos ge6me-
tras: eles sdo conhecidos como os trés problemas cldssicosﬂ Os trés problemas classicos
desafiaram geracOes de matematicos e, do ponto de vista temporal, sdo recentes os
trabalhos que mostram que ndo podem ser resolvidos apenas com régua nio graduada

e compasso. Os problemas sdo os seguintes:

6 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/aGFEaf> Acesso em: jan. 2017.

7 [12] explica que outra forma de interpretar construgdes com regra ndo graduada e compasso é: “ [...]
as construcdes devem ser realizadas com um ndmero finito de operacdes de tracado de retas e circunfe-
réncias [...]".

8 Informacbes mais detalhadas acerca de cada um desses problemas podem ser encontradas em [|12].
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e Quadratura do circulo: constru¢cdo de um quadrado de drea equivalente a de um

circulo dado;

e Duplicacdo do cubo: construgido da aresta de um cubo que tenha como volume o

dobro do volume de um cubo dado;

e Trisseccdo do dngulo: divisdo de um angulo qualquer em trés partes iguais.

Segundo [12]:

Somente no século 19, passados mais de 23 séculos, os matematicos mo-
dernos resgataram a honra de seus colegas gregos, provando que as solugdes
néo foram encontradas simplesmente porque as construcdes sdo impossiveis
com régua e compasso (a rigor, a trisseccdo do dngulo é possivel apenas em
casos particulares, como 90°, 180°, etc., sendo impossivel de forma geral).

Voltando para os trés problemas citados, aquele que terd interesse para este trabalho
€ o da quadratura do circulo, visto que a tentativa de resolvé-lo fez florescer varias

informacdes que tém relacdo com o 7.

De todos aqueles que se debrucaram sobre a questdao da quadratura do circulo, al-
guns nomes ficaram registrados com maior destaque na histéria: de acordo com [3]],
Anaxagoras, Antifonte, Hipdcrates e Hipias foram estudiosos que contribuiram — di-

reta ou indiretamente — para os estudos de curvas, regies circulares e o 7.

Registros histéricos apontam que um dos primeiros gregos que se dispds a resolver
o problema foi Anaxdgoras de Clazomenas (século 6° antes da Era Comum) durante o
periodo de sua vida em que ficou preso (devido as suas teorias relacionadas a astrono-
mia que iam contra a ideia de que o Sol era uma divindade): mesmo assim, pouco (ou

nada) sobre os seus trabalhos foi encontrado.

Figura 6: Ideia do processo de exaustdo de Antifonte, com poligonos regulares de 4, 8 e 16
lados inscritos na circunferéncia.’

Fonte: proprio autor.
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Antifonte (século 5° antes da Era Comum), segundo [3], foi um dos primeiros a
trabalhar com a ideia do “principio da exaustdo”: partindo de um quadrado inscrito
em uma circunferéncia, outros poligonos regulares poderiam ser inscritos na mesma,
com a condicdo de que o nimero de lados de cada um dos poligonos seria o dobro do
numero de lados do poligono anterior; fazendo tal processo até a exaustdo, os lados
dos poligonos ficariam cada vez menores, fazendo com que o perimetro dos poligonos

se aproximasse do comprimento da circunferéncia (vide Figura [6]).

Pensando em linguagem moderna, para um conveniente valor do raio da circunfe-
réncia, o processo de Antifonte determina aproximacoes por falta do numero 7; as
aproximacoes por excesso de 7t podem ser encontradas por um processo parecido, sé
que circunscrevendo a circunferéncia poligonos regulares com um numero cada vez

maior de lados.

Hipdcrates de Quios (século 5° antes da Era Comum) trabalhou com figuras geomé-
tricas denominadas ltinulas — que sdo areas limitadas por dois arcos de circunferéncias
de raios distintos — e, para [3], foi um dos primeiros estudiosos a determinar a area
exata de tais regi0es. As Lunulas de Hipdcrates (vide Figura |7 tém caracteristicas in-
teressantes que podem ser trabalhadas no Ensino Médio — por isso serdo discutidas
posteriormente em detalhes na Secdo

C

Figura 7: Lanulas de Hipdcrates: serd visto que a soma das areas das ltinulas (regioes destaca-
das em tom de cinza) nio dependeré do valor de 719

Em [3]] é possivel encontrar detalhes sobre a obra de Hipias de Elis (século 5° antes
da Era Comum), que é famoso pela curva denominada trissetriz (ou também quadra-
triz), visto que ela tinha a capacidade de trissectar um angulo e, também, quadrar

um circulo. O grande problema da curva de Hipias era o fato de ndo poder ser cons-

10 Fonte: préprio autor.
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truida dentro do campo de regras imposto pelos gedmetras gregos. Em [|13]] € possivel

verificar mais informacdes sobre a trissetriz/quadratriz de Hipias.

A B

Al

Bl

o

Figura 8: A curva que passa pelos pontos A, P, T, U, S é a trissetriz/quadratriz de Hl'piasE-]

Ainda na Grécia Antiga, um estudioso teve papel importante na determinacao de
um algoritmo que relacionava a circunferéncia e os poligonos inscritos e circunscritos

a ela: Arquimedes de Siracusa, nascido por volta de 287 antes da Era Comum.

Arquimedes desenvolveu uma série de estudos tedricos e praticos em varias areas
do conhecimento: matematica, fisica, astronomia e engenharia — de acordo com [3]],
suas invencoes bélicas (como a catapulta, por exemplo) devastaram uma grande quan-
tidade de soldados do Império Romano durante o cerco que fizeram a Siracusa. Na
Secdo |6.1] sera vista a ideia do modelo desenvolvido por Arquimedes para a obtencao
de aproximacoes do valor de 7t — método este que foi constantemente tomado como

base para a obtenc¢do de novos valores decimais para 7.

2.2 O 71: DEPOIS DA ERA COMUM E O FOCO NOS METODOS GEOMETRICOS

Os primeiros séculos da Era Comum no Ocidente pouco trouxeram de contribuicio
para o 7t (e para as ciéncias, de modo geral) devido a ruina do Império Romano
( [3]] acredita que os romanos pouco contribuiram com as ciéncias em geral, visto
que tudo aquilo que possuiam era uma mera apropriacdo das culturas dos povos que
foram conquistados), ao fechamento da populacdo em feudos e ao forte e crescente

misticismo que foi sendo instaurado.

Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/2rvoAm> Acesso em: jan. 2017.
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A configuracdo politica e social no Ocidente, entdo, ndo era muito propicia para
o fomento de cultura e conhecimento, sendo necessario procurar outras regides do

mundo para encontrar novas formas de matematica — Asia e Africa.

Na China, por exemplo, o matematico Liu Hui, por volta do século 3°, desenvolveu
um método iterativﬂ para determinar aproximacdes do valor de 7t, levando em conta
que outros matematicos chineses (Zhang Heng, Wan Fan) ja haviam se debrucado so-
bre o tema, obtendo aproximag¢des que, para Liu Hui, ndo eram boas o suficiente.
O método de Liu Hui serd visto em detalhes na Secdo De acordo com [6]], Zu
Chongzhi foi outro matematico que também se dedicou no que diz respeito a determi-
nacao de valores de 71: 0 pouco que se sabe de sua obra sdo os valores de 3,1415927
(por excesso) e 3,1415926 (por falta), o que nao deixou de ser um feito consideravel

para o contexto.

E interessante pensar que tanto os antigos gregos como os chineses nio dispunham
de sistemas de numeracdo ou notacdes que facilitassem os processos de calculos de 7,

o que leva a compreender os limites computacionais existentes em seus trabalhos.

Agora, observando a matematica desenvolvida na regifio da india, alguns astréno-
mos acabaram por trabalhar com aproximagdes de 7t. De acordo com [|6], na obra
intitulada Siddhantas, compilada por volta dos séculos 4° e 5° — uma espécie de com-
péndio de astronomia — havia referéncia ao valor de 7 como a fracdo mista 3%,
cuja expansdo decimal é 3,1416: infelizmente, as obras ndo fazem referéncia sobre

qual a metodologia adotada para a obtencéo deste valor.

Outro matemético da regidio da India cuja obra também mostra tracos de trabalho
com o 7t foi Aryabhata (por volta do século 5°). Sua obra, intitulada Aryabhatya,
apresentava uma coletanea de resultados matematicos e astrondmicos. Um resultado
relacionado ao ntimero 7t presente na obra de Aryabhata é o seguinte: “some 4 a 100,
multiplique por 8, e some 62000. O resultado é aproximadamente a circunferéncia
de um circulo cujo didmetro é 20000.” Traduzindo para uma linguagem moderna,
e lembrando que o termo “circunferéncia” refere-se ao comprimento (perimetro) da

mesma, vem que:

62832

(4+100) -8 +62000 = 2 77 - 10000 = 71 = 7o

= 3,1416. (2.4)

Iteragdes sdo passos que dependem, a partir de um certo ponto, do(s) passo(s) anterior(es). Em modelos
numéricos de modo geral, quanto maior o numero de iteracdes realizadas, melhores serdo os resultados
obtidos.
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Mais uma vez, infelizmente, a obra ndo faz referéncia alguma dos processos utili-
zados para a obtencdo de tais regras/valores. [6] acredita que, tanto no caso da obra
Siddhantas como na obra Aryabhatya, os autores tiveram contato, por algum meio,

com as obras gregas antigas.

Além dos hindus, os drabes tiveram papel fundamental para o fomento das ideias
matematicas durante a Idade Média europeia. Diversos autores darabes discorreram
sobre assuntos tais como: resolucdo de equagdes (em especial as equacOes quadrati-
cas); métodos geométricos aplicados a resolucdo de equagdes e problemas algébricos

diversos. Um matemadtico drabe que muito se destacou foi al-Khwarizmi (século 8°)
que, segundo [12]:

Acima de tudo um astrénomo, al-Khwarizmi aprendeu com os indianos
a utilizar o sistema de numeracdo posicional de base dez e seus respecti-
vos simbolos, adotando-os em seus trabalhos e promovendo sua difusdo no

mundo arabe.

Figura 9: Allegory of Arithmetic — Gregor Reisch (século 16). Mostra o embate entre os de-
fensores do sistema de numeracdo posicional e decimal (e as ferramentas algébricas) e os
calculistas que dependiam do abaco.!3

13 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/0rPJvk> Acesso em: jan. 2017.
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Voltando para a Europa, gracgas aos contatos com as diversas civiliza¢des arabes, os
europeus puderam ter contato com o sistema de numerac¢do decimal e posicional —
em especial, Leonardo Fibonacci (mais sobre ele na Secdo [3.2). Aos poucos, a ade-
réncia do sistema de numeracgao decimal e posicional foi vencendo as duras restri¢oes
impostas pela influéncia religiosa — na Idade Média europeia, a maior parte do conhe-
cimento cientifico era detido pela Igreja e suas diversas congregacdes, e a proliferacao
de um sistema de numeracao de facil uso quebraria o prestigio daqueles poucos que sa-
biam operar com os dbacos, instrumentos utilizados para a realizacao de cdlculos. [[23]

reforca a ideia:

A introducéo dos algarismos arabicos na Europa cristi encontrou, a prin-
cipio, forte resisténcia. Foram boicotados por muitos calculadores medie-
vais, que os tratavam por signos diabd-licos desses cumplices de Satanas
que sdo os arabes. Herdeira da tradicdo romana, a Igreja Catdlica ndo acei-
tava a superioridade dos elementos vindos de outra cultura.

2.3 O 71: DEPOIS DA ERA COMUM E O DESENVOLVIMENTO DE METODOS NAO
GEOMETRICOS

Estudando a Europa a partir do periodo conhecido como Renascimento — uma que-
bra de paradigmas que, de forma resumida, colocou o homem (e a sua razdo) como
o centro da atencdo — havera uma profusdo de trabalhos e estudos voltados para a
matemadtica. Uma das principais invencdes deste periodo, a imprensa (historicamente
creditada a Johann Gutenberg, século 15), teve um papel decisivo na difusao de infor-
macoes (conhecimento), o que provavelmente facilitou a transmissao de conhecimen-

tos e tendéncias tedricas entre os diversos estudiosos.

A partir do Renascimento, as referéncias ao numero 7t serdo muito mais constantes.

Um comentdrio interessante feito por [3]], em tradugéo livre, é o seguinte:

A histéria do 7t durante o Renascimento se deu principalmente pela maior
acurdacia dos valores numéricos da constante; a teoria ainda era essencial-
mente baseada nos poligonos de Arquimedes [...] mas existiam agora ou-
tros dois instrumentos para cédlculos numéricos a disposicdo daqueles que
tentavam quadrar o circulo: funcdes trigonométricas e logaritmos.

Comecando por Francois Viete (século 16), até hoje lembrado por ter contribuido

com muitas das notacdes modernas utilizadas atualmente. Além de ter trabalhado com
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varios tipos de relacoes trigonométricas, é creditado a ele um resultado que, embora

ndo seja em nada pratico, ndo deixa de ser engenhoso e criativo:

X X
sen(x) =2 - sen (5) cos <§)
i) () ()
2 sen(4 cos 1 cos >
=23.sen <g> - COS <g> Ccos (2) - COS (%) (2.5)
=2%.sen ( * ) - COS (1) - COS (E) cos (E) cos (E)
- 16 16 8 4 2
-=2".sen (l) - COS (i) - COS (L) ... COS (f) - COS (f)
- 21 21 an-1/) " 4 2
Agora, lembrando do Limite Fundamental da Trigonometria:
lim 5@ _ 4 (2.6)
a—0 a
e fazendo uma conveniente mudanca de variaveis
X
¢ possivel escrever
a—0=mn— oo. (2.8)
Portanto,
sen (2
lim 22 (@) = lim # =1. (2.9)
a—0 a n—o0 5

Finalmente, utilizando os resultados das Equacoes [2.5] e [2.9| para valores tdo grandes

quanto se deseje de n:

sen(x)zx-g-sen(£> - COS (£> -cos( i )-...-cos (E> - COS <E)
X 2n 2n 2n—1 4 2
X X X X
:x-T-cos(z—n>-cos(2n_1)-...-cos(1>-cos<§

X X X X
=x-...-cos(2—n>-cos(znfl)-...-cos(1>-cos<§)

N—
~
N
[
(=}
—
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Agora, tomando x = 7 na Equagéo [2.10, obtém-se:

sen (Z) =122 vcos () cos () +vvvcos (£) -cos (Z)
= 2o cos (o) eos () eos (B -cos ()

Conforme dito anteriormente, a Equagdo [2.11]é um exemplo da percepcio agucada

(2.11)

®|y ®|3
R RN

de Viete, mas, para termos praticos, acaba se tornando muito trabalhosa: é necessario
aplicar sucessivamente as relacoes de cosseno do arco metade. Além disso, em ter-
mos formais, ainda faltava a Viete ferramentas para realmente mostrar a convergéncia
deste seu método — o que foi demonstrado séculos mais tarde por Ferdinand Rudio
(século 19).

Figuraﬁ): Reconstrugdo da lapide de Ludolf van Ceulen e as casas decimais de 7t grafadas na
lapide

Outro nome que entrou na histéria pelos seus feitos com o nimero 7t foi 0 matema-
tico Ludolf van Ceulen (século 16) que, apesar de ainda utilizar um método essenci-
almente geométrico — o método de duplicacdo do nimero de lados de um poligono
regular — conseguiu calcular entre 15 a 30 casas decimais corretas de 7t (ndo ha um
consenso entre os diversos autores de histéria da matematica); curiosamente, na Ale-
manha (van Ceulen era alemdo de nascenca, mas viveu na Holanda e provavelmente
se radicou por 14) o ntimero 7t também é conhecido como Ludolphsche Zahl, algo como
“numero de Ludolfino”. A lapide original de seu timulo continha as supostas casas

decimais determinadas por ele.

14 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/ZQ9XRF> Acesso em: jan. 2017.
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Para [3]], a construcdo, aprimoramento e uso do Célculo Diferencial e Integral (sé-
culo 17, Isaac Newton e/ou Leibniz) forneceu subsidios poderosos para a tarefa de
determinar casas decimais de 7w — tais como as séries infinitas e fracoes continuas.
Considerando este panorama, inicia-se o rompimento de um paradigma, tendo em
vista que a quase totalidade dos trabalhos para a determinacdo de valores de 7t até
entdo eram emulagdes do método de Arquimedes (com melhorias no que diz respeito
as ferramentas utilizadas para efetuar os calculos, por exemplo). O proprio método de

Viete comprova uma abordagem totalmente diferenciada ao problema.

Muitos matematicos europeus continuaram com a tarefa de determinar mais e mais
casas decimais do nimero 7t empregando as novas ferramentas — no que, para [3],
era uma perda de tempo em func¢do da pouca, ou nenhuma, aplicagdo pratica de um

alto numero de casas decimais corretas. Em traducao livre:

Os digitos além das primeiras casas decimais ndo possuem relevancia
para aplicacOes cientificas. Quatro casas decimais sdo suficientes para a
construgdo de motores da mais alta qualidade [...] e mesmo seu uso pra-
tico [de muitas casas decimais] em aplica¢cdes de informatica ndo é muito

comum.

Obviamente, algumas questdes ainda estavam em aberto quando o assunto era o
numero 71: serd que realmente o numero ndo admitia uma representacdo decimal
periddica (finita ou ndo)? E o problema da quadratura do circulo admitiria alguma so-
lugdo? Talvez tais questionamentos ainda permeavam os pensamentos dos estudiosos

que debrucavam-se sobre os mistérios do nimero 7.

No século 17, John Wallis e James Gregory (ambos britanicos), também em seus
trabalhos como matemadticos, acabaram se deparando com métodos para a determi-
nacdo de valores de 71: o interessante é que ambos fizeram uso das recentes técnicas

matemadticas relacionadas ao Calculo Diferencial e Integral.

Digno de nota, Wallis foi um dos fundadores da Royal Society, instituicdo inglesa
voltada para a promocdo do conhecimento cientifico. J& Gregory, em seus estudos,
tentou mostrar que o problema da quadratura do circulo ndo poderia ser resolvido por
meios algébricos — sinalizando que 7t possuia caracteristicas além da irracionalidade.
Os métodos de ambos serdo vistos na Secao sendo que mais de seus trabalhos

matematicos podem ser vistos em [6].

Isaac Newton, talvez o cientista mais importante da histéria da humanidade — con-

tribuiu grandemente em dreas da Fisica e da propria Matematica, sendo a ele creditado
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o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral — também deixou um resultado

que permite determinar aproximacoes de 7.

0.4 1

0.2 4

0

Blo 02 (' 04 O 06 08 1D

Figura 11: Construcdo estudada por Newton — acabou gerando um método numérico para
obtencio de aproximacoes de 7.1°

Em primeiro lugar, Newton definiu a fungéo f : [0,1] — R, f(x) = v/x — x2 que, no
plano cartesiano, determina uma semicircunferéncia de centro O = (%, 0) e raio R = %
Se AC é um segmento perpendicular ao eixo das abscissas passando por x = %, a drea
S da regido destacada em tons de cinza na Figura [11| pode ser calculada por meio da

seguinte integral definida:

1
S = /4 Vx — x2dx. (2.12)
0

Agora, calculando a area S de uma maneira alternativa, é facil ver que a drea em
questdo é a diferenca entre o setor circular limitado pelo arco AB e de raio AO e o
triangulo retdngulo ACO de catetos CO = % e AC = f(%) = @ (como consequéncia,
m(AOC = 60°)). Desta forma, a 4rea S é dada por

5= 360°

Comparando as Equacoes e[2.13] obtém-se

o 2
60 n(i) 11 v3_m V8 (2.13)

/Z Vx —x%dx = t —ﬁ (2.19)
0

15 Fonte: préprio autor.

25



16

isto é

1
T =24 /4 \/x—xzdx+\3f . (2.15)
0

Expandindo em série de poténcias em torno do ponto zero a expressio v/ x — x2 e
calculando a integral definida de 0 até %, obtém-se o seguinte resultado (que pode ser

visto em [3[]):

3V3
T=—o

1 (2.16)

1 1 1 1 )

24<7— _ _ —
T\ 5 8y

O método de Newton possuia uma convergéncia superior aos métodos até entdo
encontrados, permitindo encontrar um numero maior de casas decimais corretas de 7t
com um numero menor de processos — de acordo com [3], em torno de quinze casas
decimais corretas para um ntmero de termos na série inferior a quarenta (o método
de Arquimedes, em comparacdo, fornecia apenas duas casas decimais com a utilizacdo
de um 96-4gono, conforme podera ser visto na Secdo [6.1). O mais impressionante,
contudo, foi o método que Newton utilizou para encontrar o resultado que envolvia o
numero 7t (de acordo com [3]], Newton nao estava necessariamente trabalhando para
determinar aproximacdes de 71, e o método acabou sendo um subproduto de outra

pesquisa).

Outros matemdticos também depararam-se com o 7t em seus trabalhos: um dos que

merecem uma maior atencéo é Leonard Euler (século 18).

De acordo com [3]], Euler, ap6s trabalhar em métodos numéricos (usando séries) que
possuiam um indice de convergéncia muito rapido para a determinagéo de valores de
7t (Euler formulou varios métodos para obtencdo de aproximacgoes de 7t), foi um dos
primeiros a perguntar sobre a possibilidade (ou impossibilidade) de 7 ser a raiz de uma
equacao algébrica com coeficientes inteiros. Em linguagem moderna, a pergunta que

Euler propos foi a seguinte: 71 é um niimero algébrico ou um niimero transcendente?

Sobre a reflexdo feita por Euler, deve-se notar que até aquele momento (século 18)
ndo havia a fundamentacgédo tedrica dos numeros reais (conforme brevemente sera
explicitada no Capitulo [3), nimeros algébricos e ntimeros transcendentes, mas a falta
de descoberta de um periodo de repeticdo para a expansdo decimal de 7t levava os

matemadticos a crenca de que este numero era, de fato, irracional (recordando que a

Para o assunto, ler [[22]] — este trabalho néo abordara a demonstragio da transcendéncia do ntimero 7,
visto a sua distancia em relacdo a Educacdo B4sica.
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ideia de que um ntumero nao poderia ser escrito como a razdo de dois inteiros ja era

conhecida desde os gregos antigos).

E interessante notar que a irracionalidade do ndmero 7 ndo havia sido demonstrada
nem mesmo por nomes como Newton, membros da familia Bernoulli — familia que
contribuiu com muitos matematicos por volta dos séculos 17 e 18 — e Euler, ficando
a tarefa para o matematico Johann Heinrich Lambert (século 18), cuja deducao sera
melhor discutida na Sec¢édo Portanto, um dos grandes mistérios sobre o niumero 7

tinha finalmente sido derrubado.

Outro matemdtico que também conseguiu provar a irracionalidade de 7 foi Adrien-

Marie Legendre (século 18), e seu método consistiu em primeiro provar que o nimero

2 é irracional: desta forma, como 772

2

T = 71 - 71, se fosse assumido que 71 é um numero

racional, entdo 71> seria racional, contradizendo o resultado provado de que 71> ¢é ir-
racional e chegando a um absurdo; desta forma, necessariamente 7t tem que ser um

numero nio racional, isto é, irracional.

Mas e a indagacdo de Euler sobre o nimero 7t ser, ou ndo, solu¢do de uma equa-
cdo algébrica com coeficientes inteiros? E a outra pergunta que ainda continuava em
aberto, mesmo depois de tanto tempo: a quadratura do circulo poderia ser realizada

dentro do universo de regras estabelecido pelos antigos gregos?

No século 19, as ideias referentes a transcendéncia de certos valores comecaram a
ser exploradas e estudadas. Para fins de exemplificacao, segue a defini¢do de ntimeros

algébricos e numeros transcendentes (que pode ser vista em detalhes em [28]]).
Definicdo 2.3.1. Se um numero complexo satisfizer alguma equac¢édo da forma

X+ a, 13" Vv ax?+ax+ag=0

onde a,,a, 1,...,a4z,a1,ap sdo inteiros, entdo este numero real é dito algébrico; caso

contrario, o numero real em questio € dito transcendente.

Apesar da definicdo aparentemente simples, a “detec¢do” de nimeros transcenden-
tes ndo ¢é trivial: [28]] explana que qualquer nimero racional é algébrico (se a # 0,
entdo a equacdo ax + b = 0 de coeficientes inteiros sempre terd uma solugdo da forma
X = —%, solucdo esta que € racional); em contrapartida, o que se pode afirmar sobre

0s numeros irracionais e a sua transcendéncia (ou ndo)? Para se ter uma ideia da
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complexidade da situagdo, o numero irracional /11 é algébrico, visto que é solucao
da equagéo algébrica x?> — 11 = 0. E outros numeros irracionais, tais como log2, e, 7?

O que ¢ possivel afirmar sobre eles?'”

Joseph Liouville (século 19) conseguiu mostrar que existiam nimeros que ndo eram
raizes de equacdes algébricas com coeficientes inteiros, isto €, nimeros transcendentes;
um desses numeros é conhecido como Constante de Liouville (supostamente, o primeiro

numero comprovadamente transcendente):

i 1 1 1
_ —k! _
n = ;?:1 107% = 1o + 02 + e +... (2.17)

Para chegar até a prova da transcendéncia do ntmero 7, realizada pela primeira
vez por Ferdinand Lindemann (século 19), foi necessario se basear nos trabalhos de
Charles Hermite (século 19) em relacdo a transcendéncia de outro curioso nimero: e.

Formalmente, o numero e é assim definido:

Definicao 2.3.2.
1 n
e = lim (1 + 7> .

n—oo n

Além de resultados acerca do numero ¢, Lindemann também fez uso da Identidade
de Euler:

Definicao 2.3.3.

De acordo com [12], Lindemann seguiu os seguintes passos para a deducdo'® da

transcendéncia do numero 7t:

1. Lindemann provou que o produto de dois nimeros algébricos € um ntiimero algé-

brico;

2. Lindemann provou que se a é um numero algébrico ndo nulo, entdo ¢* é um

numero transcendente (deducédo em [22]);

Para um maior entendimento sobre a teoria dos numeros transcendentes, recomenda-se fortemente a
leitura das obras [28]] e [22].
Para as deducoes rigorosas da transcendéncia de e de 71, recomenda-se a leitura de [[22].
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3. utilizando ¢ + 1 = 0, Lindemann verificou que ¢’ = —1, isto &, que ¢™ é um

numero algébrico;
4. usando os itens 3 e 4, Lindemann concluiu que 7ti € um nimero transcendente;

5. como i é um nuimero algébrico (é raiz da equacfio x> + 1 = 0) e 7ri é um ntimero

transcendente, decorre que 71 € um numero transcendente.

Com o ultimo mistério sobre as caracteristicas do numero 7t derrubado, uma outra
questao que ainda estava em aberto — a quadratura do circulo — finalmente pode ser
solucionada: na verdade, a transcendéncia do niumero 7t vem comprovar, em definitivo,
que a quadratura do circulo ndo pode ser obtida utilizando régua e compasso. Para
isso, o seguinte teorema (retirado de [28]]) sera titil na justificativa da impossibilidade

da quadratura do circulo.

Teorema 2.3.1. Comecando com um segmento de comprimento unitdrio, qualquer com-
primento que possa ser construido com régua e compasso ¢ um nimero algébrico de grau

1, 0u2, ou4d, ous, ..., isto é, um niimero algébrico de grau'® igual a uma poténcia de 2.

Como exemplos de nimeros algébricos de grau 2, 4 e 8, também retirados de [28],

temos:

Exemplo 2.1. /2 é um ndmero algébrico de grau 2 e raiz da equacfio algébrica x? —

2=0.

Exemplo 2.2. \/1+ /2 é um ntimero algébrico de grau 4 e raiz da equacfio algébrica

xt—2x2—-1=0.

Exemplo 2.3. \/5—34/1++/2 é um nimero algébrico de grau 8 e raiz da equacio
algébrica x8 — 20x® + 132x* — 320x + 94 = 0.

De acordo com [28]], se um ntimero algébrico for raiz de uma equacéo de grau n com coeficientes inteiros,
mas ndo for raiz de nenhuma equacdo de grau menor que n com coeficientes inteiros, entéo € dito que o
numero tem grau #.
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Entfo, por qual motivo a quadratura?® do circulo nfio é possivel? Se a mesma fosse
possivel, tomando como referéncia um circulo unitdrio, sua area seria igual a 7: desta
forma, o quadrado que deveria ser construido teria drea igual a 7t e o seu lado [ teria
que medir y/7t. Partindo, entdo, de um segmento unitario, o Teorema garante
que o comprimento que poderd ser construido a partir da unidade utilizando régua e
compasso € necessariamente um numero algébrico: ora, como 71 € um numero trans-
cendente, entdo nao é possivel construir um segmento cuja medida seja 7t (tampouco
um segmento cuja medida seja /7, isto é, o lado do quadrado cuja drea seria igual a
area do circulo). Portanto, estda mostrada a impossibilidade da quadratura do circulo

de acordo com as regras impostas pelos antigos gregos.

Com as principais questdes sobre o 7t resolvidas, o estudo do niimero 7t esteve ligado
fundamentalmente com o encontro de algoritmos capazes de determinar aproximacoes
mais precisas em um numero cada vez menor de iteracoes. Desde o século 20, com
o advento e a consolidacdo da informatica, aqueles que desejavam encontrar mais e
mais casas decimais de 7t dispunham agora de novos artificios que poderiam aumentar

a precisao de seus trabalhos de forma substancial.

Iniciando pelo computador ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Computer
ou, em portugués, computador integrador numérico eletrénico) em 1949, [3] diz que
2037 casas decimais de 7t foram calculadas em torno de 70 horas. Apenas como cu-
riosidade, o ENIAC tinha um poder computacional de aproximadamente 500 FLOPS
(operacoes de ponto flutuante por segundo): ja um chip grafico como o ARM Mali-
T628MP6 GPU, utilizado em smartphones relativamente atuais, possui um poder com-
putacional de aproximadamente 140 GFLOPS, isto &, 140 - 10° FLOPS (claro, a quan-
tidade de FLOPS é apenas um parametro de comparacdo, mas é possivel verificar o

desenvolvimento absurdo da computacdo pessoal em menos de 70 anos).

A Tabela[I|mostra a evolucéo histérica do desempenho dos computadores no célculo

de casas decimais do numero 7t.

Obviamente, até o tempo presente, muitos outros benchmarks foram realizados para

a verificacdo do nimero de casas decimais de 7r. Alguns dos valores mais recentes sdo:

Talvez a pergunta mais realizada por todos aqueles que ndo tém familiaridade com
Matematica (ou Informatica): por qual motivo dispender tempo e recursos com todos

esses cdlculos? H4 alguma utilizacdo pratica para todas essas casas decimais do nu-

Para abordagens mais completas, ler [28] e [|22].
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Ano Computador/Local Casas decimais Tempo

1949 ENIAC/Filadélfia 2037 70 horas

1955 NORC/Virginia 3089 13 minutos
1957 Pegasus/Londres 7480 33 horas

1958 IBM 704/Paris 10000 1 hora e 40 minutos
1959 IBM 704/Paris 16167 4 horas e 18 minutos
1961 IBM 7090/Londres 20000 39 minutos

1961 | IBM 7090/Nova Iorque 100265 8 horas e 43 minutos
1967 CDC 6600/Paris 500000 28 horas e 10 minutos

Tabela 1: Casas decimais de 7t calculadas no inicio da Era da Informatica.

Ano Computador/Local Casas decimais | Tempo
2002 64x HITACHI SR8000,/Toquio 1,24 102 602 horas
2009 T2K TSUKUBA/Tsukuba 2,5-10!2 74 horas
2010 PC com Intel Core i7 + 6 GB RAM 2,7-1012 116 dias
2016 | 2 x Intel Xeon E5-2690 + 128 GB RAM 12,1-10"? 94 dias

Tabela 2: Casas decimais de 7t calculadas nos ultimos anos.

mero 7t? Conforme ja respondido anteriormente, ndo ha aplicabilidade pratica para

tamanha precisdo. Dois principais aspectos podem ser considerados para tentar res-

ponder a questdo levantada:

e verificacdo da capacidade de realizagdo de célculos da maquina testada: os al-

goritmos que determinam casas decimais de 7t trabalham com vérios tipos de

processos matemadticos, o que consequentemente coloca as maquinas em estado

de estresse para a posterior verificacdo de seus desempenhos;

e otimizacdo da légica computacional: na informadtica, é possivel existir um al-

goritmo, software ou processo pouco otimizado dentro de uma plataforma com

excelente hardware: o hardware compensara as deficiéncias da programacao,

tornando a aplicacdo utilizdvel; em contrapartida, é possivel que o hardware nao

seja exatamente o melhor: nestes momentos, uma programacao extremamente

otimizada economizara recursos computacionais, trazendo uma margem de folga

para o equipamento mais fraco e tornando a aplicacdo vidvel para aquela plata-

forma.
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No tocante de otimizagdo de processos computacionais, ha por detrds muito estudo
e analise matematica com o intuito de desenvolver sempre um numero de iteracoes
menor (ou que se utilizem de operagdes matemadticas mais simples) para que os pro-
cessos sejam econdmicos em relacdo aos recursos computacionais. Sobre as férmulas
e processos®! utilizados para a determinacio de aproximacdes de 71, seguem alguns

deles a titulo de conhecimento — eles foram citados nas obras [29]] e [3]]:

Exemplo 2.4 (Féormula de Machin — John Machin, século 17).

T_y. 1>_ (L) ~16- (1)_ . (L)
1 =4 arctg<5 arctg 739 donde 7t = 16 - arctg G 4 - arctg 739 (2.18)

Exemplo 2.5 (Combinacdo da Férmula de Machin com a Série de Gregory).

11 1 1 1 1
=16.(7—7 7—...>—4-<—— —) 2.1
i 5 3.5 5.5 239 3.2393 ' 5.2395 (2.19)

Exemplo 2.6 (Féormula de Stgrmer — Fredrik Carl M. Stgrmer, século 19).

7T =24 - arctg <é) +8 - arctg <51—7) +4 - arctg (2;’—9> (2.20)

Exemplo 2.7 (Féormula de Gauss — Carl Friedrich Gauss, século 18).

1 1 1
7T =48 - arctg (E) +32 - arctg <§) — 20 - arctg <@> (2.21)

21 Em cursos de graduacdo, sejam de licenciatura em matematica ou de dreas correlatas a informatica, tais
métodos podem fornecer boas ideias para o desenvolvimento de inicia¢Ges cientificas diversas.
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Exemplo 2.8 (Série de Ramanujan — Srinivasa Ramanujan, século 19).

(2.22)

T 9801

1 2v2 & (4k)!-(1103 + 26390k)
T kz% (k)% -396%

Exemplo 2.9 (Algoritmo de Chudnovsky — David V. Chudnovsky e Gregory V. Chud-

novsky, século 20).

- (6k)! -(545140134k + 13591409)

2.23
(3K)! (K )3 - (640320)%+3 (2.23)

© 1k
lzlz.z.( D
& k=0

A Série de Ramanujan e o Algoritmo de Chudnovsky sdo aqueles mais amplamente
empregados nos algoritmos de cdlculo de aproximagoes de 71 — inclusive, o Algortimo
de Chudnovsky foi o utilizado pela dupla?? Alexander J. Yee e Shigeru Kondo, detento-
res do recorde de 12,1 - 10'? casas decimais do ntimero 7r. Ainda sobre os métodos, é
interessante notar a evoluc¢do que sofreram ao longo da histéria: comecaram por méto-
dos geométricos simples, encontraram a evolucdo com o Célculo Diferencial e Integral
e, nos dias atuais, dependem de um corpo tedrico ainda mais robusto como as séries

hipergeométricas (no caso do Algoritmo de Chudnovsky).

Por fim, algo interessante de se questionar como professor — e poder transmitir a
ideia para os alunos — é a necessidade de busca de conhecimento em vérias fontes
diferentes. Esta atitude permitird aos alunos conferir a veracidade de informacées, ve-
rificar se as mesmas estdo carregadas por algum tipo de pré-conceito ou vicio por parte
dos autores e, principalmente, mostrar aos alunos a importancia do entendimento e

respeito pelos diversos pontos de vista existentes.

Fazendo um paralelo com a matemadtica, a mesma teve a contribuicio direta de in-
contaveis pessoas advindas de inameras civilizacoes, culturas e realidades, e o somato-
rio de todos esses esforcos culminou no que hoje é entendido por essa ciéncia. O senso
critico pode (e deve) ser despertado também nas aulas de matematica, fazendo com
que os alunos ganhem senso investigativo e tenham sempre o interesse de descobrir

além do que lhes é entregue em aula.

22 Mais sobre o trabalho deles no sitio eletronico https://goo.gl/BscEib. Acesso em mar. 2017.
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CONJUNTOS NUMERICOS

Ao longo de toda a formacao matematica de um aluno, o mesmo € colocado em con-
tato com uma série de numeros e, também, com diversas relacoes entre tais numeros
que acabam por classificad-los dentro de conjuntos, os chamados conjuntos numeéricos.
De uma forma organizada e sistematica, o Ensino Bdsico da conta de trabalhar os
principais aspectos dos seguintes conjuntos numéricos: naturais (IN), inteiros (Z), ra-
cionais (Q), reais (R) e, geralmente no ultimo ano do Ensino Médio, os complexos (C),
conforme sera visto nas secdes seguintes. Além destes, a Educa¢édo Basica também faz

menc¢ao aos numeros irracionais, que igualmente serdo aqui explorados.

A proposta deste capitulo € levar um entendimento panoramico da construcao dos
numeros para os professores. Nem sempre é de facil acesso alguma literatura que
forneca a construcdo tedrica dos nimeros e, por mais que essa construcio nao seja rea-
lizada na Educacao Bdsica — apenas os principais aspectos de cada conjunto numeérico
e as necessidades que foram surgindo para evocar novas estruturas sdo geralmente ci-
tados — € importante o professor ter seguranca e entendimento sobre o conteiudo em

sua formacao.

A linha de raciocinio seguida serd uma adaptacdo, para os intentos deste trabalho,
daquela que é trabalhada em [11], onde sera possivel encontrar informacoes muito
mais detalhadas sobre a construcdo dos nimeros; outras fontes interessantes de con-
sulta sdo [2] pois alia as principais ideias da construcao dos nimeros junto dos diversos
panoramas histdricos e [19], que avalia em detalhes os racionais, irracionais, segmen-
tos comensuraveis, segmentos incomensuraveis e, finalmente, os nimeros reais e suas

propriedades.
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Ainda dentro da proposta deste trabalho, como serd explorada a irracionalidade do
numero 7t (nos Capitulos 4] e [5), é importante dar a contextualizacdo deste tipo de

numero e de suas principais caracteristicas.

3.1 NUMEROS NATURAIS

A ideia de mensurar quantidades, por mais rudimentar que seja, sempre esteve pre-
sente nas diversas culturas estabelecidas pelos seres humanos. Enquanto para algumas
culturas ha a necessidade de ter sistemas numéricos bem definidos para a contabiliza-
cdo de um numero extremamente grande de quantidades diversas, para outras culturas
a nocao de “um, dois e muitos” foi (e ainda é) utilizada, dada a realidade de que nao
precisam lidar com cole¢des de objetos com muitos elementos (e, mesmo que o facam,
ndo € necessario para eles diferenciar uma quantidade x de uma quantidade x + 1, por

exemplo).

A obra [4] faz um estudo muito interessante sobre as diversas necessidades culturais
de métodos de contagem — o que poderia ser classificado como um estudo etnoma-
tematico; ademais, a obra [|6] faz um levantamento minucioso de todo o processo de

construcao dos sistemas numéricos e das necessidades de seus usos.

Figura 12: Contagem utilizando pedrasE]

Fazendo entdo um breve paralelo com a histéria da prépria humanidade, quando os
homens deram inicio a uma forma de vida mais sedentéri é provavel que tenham
tido os primeiros contatos com o processo de domesticacdo de alguns animais em
rebanhos, fazendo-se necessaria a contagem dos mesmos. Um dos artificios utilizados
para realizar as contagens era o de relacionar cada um dos animais a um tipo de

marca ou objeto (pedra, célculo, talhos em 0ssos), e estas marcas eram guardadas

1 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/40Gz5z> Acesso em: jan. 2017.
2 Em contraponto a maneira nomade de viver, onde exauriam temporariamente todos os recursos de uma
determinada regido e depois partiam em busca de novos recursos.
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apos o processo de comparacdo: desta forma, se o numero de marcas ou objetos fosse
maior que o nimero atribuido no inicio do processo, significava que animais haviam

se perdido do rebanho.

Desta forma, para traduzir formalmente a ideia de contar elementos de uma colecdo

de objetos, pode ser lancado mao do conjunto dos ntimeros naturdais.

Considerando a Educacao Basica, os alunos tém contato com os niimeros naturais ja
nas primeiras séries do Ensino Fundamental e utilizam esses numeros para efetuar as
primeiras contagens (mesmo que, em um primeiro momento, ndo percebam a relacéo
biunivoca existente no processo) ou ordenar objetos e pessoas dentro de pequenas
sequéncias e, depois, para realizarem os processos aritméticos bdsicos. Ano a ano os
alunos também vao percebendo que, com o uso de apenas dez simbolos (0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 ,9), é possivel representar qualquer valor, gracas ao sistema de numeragdo

decimal e posicional.

Dos numeros ordinais até o uso adequado dos numeros cardinais, leva-se um tempo
para que o aluno perceba que “cinco balas”, “cinco anos”, “cinco reais” sdo represen-
tacdes concretas de um conjunto cujo numero de elementos (cardinalidade) é cinco.
Mais uma vez, a passagem dos anos fara com que os alunos tenham maior maturi-
dade matematica para perceber o quao abstrata é a nocdo de numero, bem como o

funcionamento adequado do sistema de numeracdo decimal e posicional.

Pensando no professor, é necessario ter um entendimento mais amplo da ideia de
numero natural. Desta forma, segue uma defini¢do formal do conjunto dos nimeros

naturais (cuja construcdo mais formal pode ser vista em [[11]):

Definicdo 3.1.1 (Conjunto dos ntimeros naturais). O conjunto dos nimeros naturais,

IN, é um conjunto nio vazio tal que:

1. existe uma funcé@o s : N — IN, que associa a cada n € IN um elemento s(n) € IN

chamado sucessor de n;
2. afuncdos:IN — IN é injetoreE|;
3. existe um tnico elemento 1 no conjunto IN tal que 1 # s(n) para todo n € IN;

4. se um subconjunto X C IN étalque 1 € N es(X) C X (isto é,n € X = s(n) €
X), entdo X = IN.
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Analisando a Definicdo [3.1.1} as quatro caracteristicas que definem o conjunto dos

numeros naturais podem ser interpretadas da seguinte forma:

e todo nuimero natural possui um sucessor (este também natural);
e numeros naturais distintos possuem sucessores distintos;
e 0 Unico numero natural que néo € sucessor de nenhum outro é o numero 1;

e se um conjunto de niimeros naturais contém o 1 e, adicionalmente, contém o
sucessor de cada um de seus elementos, este conjunto contém todos os numeros

naturais, ou seja, é o préprio conjunto IN.

A tltima listagem é conhecida como Axiomas de Peano (Giuseppe Peano, século 19)
e o ultimo dos Axiomas de Peano serve como base para o Principio da Indug¢do Finita
— PIF (que pode ser visto em [[19]). O PIF serve para deduzir uma série de resultados

relativos aos numeros naturais.

E interessante notar que, na definiciio dada, foi estipulado que 0 (o ntimero zero)
ndo é um numero natural — esta escolha pode ocorrer quando, por exemplo, se traba-
lha com sequéncias numéricas, visto que é mais interessante ordenar objetos de uma
listagem partindo do nimero um do que partindo do nimero zero, por exemplo. De

modo geral, na Educagéo Bésica o numero 0 é listado como um numero natural:

Definicdo 3.1.2 (Conjunto dos ntimeros naturais). Define-se como niimero natural

todo o numero pertencente ao conjunto N = {0,1,2,3,4,5, ... }.

Tomando elementos do conjunto dos nimeros naturais, € possivel determinar outros
elementos (também naturais) por meio de processos chamados de operagdes. Segue

uma definicdo de operacdo trabalhada em [11]:

Definicdo 3.1.3. Uma operagdo em um conjunto nio vazio A é uma funcdo * : A x
A — A.

Uma funcfo é dita injetora quando elementos diferentes do dominio possuem imagens distintas, isto &,
se x1 # xp, entdo f(x1) # f(x2), para quaisquer x; e x;.
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No conjunto dos nimeros naturais estdo definidas apenas duas operacoes, que sao
a adi¢do (denotada pelo simbolo +) e a multiplicacdo (denotada pelo simbolo -). For-

malmente, tem-se as defini¢oes de cada uma dessas operacdes:

Definicdo 3.1.4. A adi¢do de dois nimeros naturais m e n é designada por m+n e é

definida recursivamente da seguinte maneira:

m+0=m

m+s(n) = s(m+n)

onde s(n) denota o sucessor do niimero natural 7.

A primeira igualdade da definicdo j& entrega uma importante caracteristica da adi-
cdo: o elemento neutro (no caso, o numero zero). Agora, de maneira breve, serd dado
um exemplo de como € efetuada, formalmente, a operacédo de adicao entre dois nume-

ros naturais . Maiores detalhes podem ser encontrados tanto em [[11]] como em [19].

Exemplo 3.1. 3+2=3+5(1) =s(3+1) =s(3+5(0)) =s(s(3+0)) =5(s(3)) =s(4) =5.

Usualmente, tal processo nao é perceptivel ao se efetuar a adi¢do de dois naturais,
mas ele ocorre por detrds dos algoritmos habitualmente utilizados. Desta forma, é

importante que os professores tenham a ciéncia desta definicdo para a adicao.

Da mesma maneira, é possivel definir a multiplicacdo de numeros naturais por meio

de uma recursao:

Definicao 3.1.5. A multiplicagdo de dois numeros naturais m e n é designada por m - n

e definida recursivamente da seguinte maneira:

m-0=0

m-n+l)=m-n+m

A segunda equacao da definicdo da multiplicacdo apresenta uma caracteristica que

a relaciona com a adicdo: esta caracteristica é justamente a distributividade, que sera
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vista com mais detalhes posteriormente. Dando um exemplo do processo de multiplica-
¢do de dois naturais — e lembrando que este processo também nao € aquele utilizado

na Educacéo Bésica:

Exemplo 3.2. 5-3=5-2+1)=5-24+5=5-(1+1)+5=5+5+5=15.

Definidas adequadamente as operacoes de adi¢do e multiplicacdo em IN, é impor-
tante dizer que, neste conjunto numérico, as operagdes gozam de algumas proprieda-

des (cujas demonstra¢des podem ser vistas em [19]), a saber:

e (Aj) Associatividade da adi¢do: para quaisquer naturais m, n, p, vale m+ (n+ p) =

(m+n)+p.

(A2) Comutatividade da adigdo: para quaisquer naturais m, n, vale m +n = n + m.

(A3) Elemento neutro da adi¢do: para qualquer natural m, vale m+0 = 0+m = m.

(M) Associatividade da multiplicagdo para quaisquer naturais m, n, p, vale m - (1 -

p)=(m-n)-p.

(M3) Comutatividade da multiplicagdo para quaisquer naturais m, n, vale m - n =

n-m.

(M3) Elemento neutro da multiplicagdo: para qualquer natural m, vale m -1 =

1-m=m.

(D) Distributividade da multiplicacdo em relagdo a adigdo: para quaisquer naturais

m,n,p,valem-(n+p)=m-n+m-p.

Além de todas essas propriedades, os numeros naturais podem ser comparados, dois
a dois, visto que hd uma relagdo de ordem em IN, permitindo verificar formalmente o
que por meios concretos é evidente: 0 € menor do que 1, 1 é menor do que 2, e assim
sucessivamente. As seguinte defini¢des ajudardo a entender melhor como funciona a

ordenacdo em IN:

Definicdo 3.1.6. Uma relagdo binaria R em um conjunto A nao vazio diz-se uma rela-

¢do de ordem em A quando satisfizer as condi¢bes seguintes, para quaisquer x,y,z € A:

(i) reflexividade: xRx;

(i1) antissimetria: se xRy e yRx, entdo x = y;
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(iii) transitividade: se xRy e yRz, entdo xRz.

Um conjunto A ndo vazio, munido de uma relacdo de ordem, diz-se um conjunto

ordenado.

Definicdo 3.1.7. Sejam m, n naturais. Diz-se que m < n, e 1é-se como “m é menor ou

igual a n” se existir um natural p tal que m + p = n.

Por meio de exemplos:

Exemplo 3.3. 2 < 7, pois 2+ 5 = 7. De maneira analoga, 2 < 2, pois 2+0=2.

A Lei da Tricotomiaﬁ] sintetiza os trés tipos de comparacao existentes entre dois natu-

rais:

Teorema 3.1.1 (Lei da Tricotomia). Dados m, n, p naturais, hd trés possibilidades, as

quazls se excluem mutuamente:

m=noum<noum>n.

Apos essas ultimas consideragoes, o conjunto dos naturais estda adequadamente fun-
damentado, permitindo fazer algumas consideracoes que servirdo como mote para as

proximas secoes deste capitulo.

Conforme a definicdo formal de “operacdo”, fica facil perceber que a adicdo e a

multiplicacdo sdo operacoes em IN. A titulo de ilustragéo:

Exemplo 3.4. 3€IN,7€¢ Ne3+7=10 € N.

Exemplo 3.5. 3¢ IN,7cNe3-7=21 € NN.

4 Em [19] é possivel ver a dedugéo deste resultado.
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Os Exemplos e ilustram que a adicio e a multiplicacio sdo fechadas em NN,
isto é, relacionando quaisquer dois naturais por meio de qualquer uma dessas opera-
¢Oes, o resultado continuara sendo natural. A mesma caracteristica de fechamento nao

é encontrada nas “operacdes” de subtracdo e divisdo:

3¢ N,7¢ N,mas3—-7=—-4¢NN @1

3€]N,7€N,mas3+7=;§é]N (3.2)

Aqui, vale ressaltar que a subtragdo e a divisdo sdo, até certo ponto, trabalhadas
no Ensino Fundamental, mas sempre respeitando algumas particularidades/restricoes:
na subtracdo, o minuendo é obrigatoriamente é maior ou igual ao subtraendo; na
divisdo, ndo se fala em expansdo decimal, devendo ser efetuada por meio do Algoritmo
de Euclides, isto é, necessariamente serd considerado um resto natural (nulo ou néo).

Desta forma, ambas néo sdo caracterizadas como operacoes em IN.

Portanto, seja para fins de ordem pratica ou tedrica, os niimeros naturais sdo in-
suficientes dentro de alguns contextos, surgindo assim a necessidade de outros tipos
de nimeros que ndo possuam tais restricoes — ampliando o numero de casos onde a
definicdo de operacdo € respeitada: em termos escolares, faz-se a apresentacao (ndo
formal) dos nimeros racionais (fragdes) e, posteriormente, a introdugdo aos niumeros

inteiros.

Historicamente, até certo ponto do desenvolvimento da matematica, os nimeros
negativos eram evitados pelos matematicos europeus em solugdes de equag()es Por
exemplo: Michael Stiefel (século 15) os chamava de “numeri absurdi” (nimeros absur-
dos) e Girolamo Cardano (século 15) os denominava como “numeri ficti” (algo como
numeros construidos, fabricados, denotando a sua condicdo de artificialidade); em
contrapartida, chineses (sistema de dividas e posses), hindus e arabes (métodos de
resolucdo de equagodes, principalmente as quadraticas) utilizavam numeros negativos

em seus estudosff]

Para mais detalhes, ver [12] e [13]].
Maiores detalhes em [|6]].
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Agora, tomando o que hoje é denominado niimero racional (fracoes e suas represen-
tacOes decimais), € perceptivel que os mesmos tiveram uma motivagdo pratica muito
mais imediata na vida dos seres humanos em comparacdo aos nimeros negativos —
como na reparticdo de objetos e quantidades, divisdo de porcoes de terra, aplicacdo em
construcdes, sistemas de numeracdo (babilonios), etc. Na geometria grega, os racio-
nais eram representados graficamente, e tinham o importante papel de representarem

razdes entre segmentos quaisquer.

A préxima secdo tratard dos nimeros inteiros — visando tornar o processo de sub-
tracao (que formalmente serd interpretado como uma adicao de elementos convenien-

temente definidos) fechado dentro deste novo conjunto numérico.

3.2 NUMEROS INTEIROS

Considerando a formacdo matematica de um aluno, é possivel observar que ja no
Ensino Fundamental 1 sdo iniciados os trabalhos com fragdes (e suas representacoes
decimais), até pela naturalidade do conceito de repartir um objeto ou uma quantidade
em partes iguai em contrapartida, o conceito de nimero inteiro costuma aparecer
apenas no Ensino Fundamental 2, levando em conta a necessidade de um poder de

abstracao maior por parte dos alunos.

Historicamente, percebe-se também quanto tempo se levou para a insercao do nu-
mero zero — de papel fundamental para os niumeros inteiros — dentro de um sistema
numeérico formal (considerando a matematica europeia), isto €, um simbolo que repre-
sentasse a auséncia de uma quantidade. Um dos matemaéticos que contribuiu com a
difusdo do zero e do sistema de numeracao decimal posicional foi Leonardo Fibonacci

(século 12). De acordo com [13]]:

De volta a Itdlia, [Leonardo Fibonacci] publicou em 1202 sua primeira
obra, o Liber Abaci, onde descreveu o sistema numérico dos arabes, deu
profundo tratamento as questdes aritméticas e onde, pela primeira vez, um
cristdo discorreu sobre Algebra. As palavras iniciais do Liber Abaci séo his-
toricas:

“Estes sdo os nove simbolos dos hindus: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2,1. Com
eles, mais o simbolo 0, que em arabe é chamado de ZEFIR qualquer
numero pode ser escrito.”

7 O que condiz com a prépria evolucdo dos conceitos matematicos na humanidade — na reparticdo de
terras para a agricultura, pagamento de impostos, construcoes de obras, etc.
8 Do arabe, safir ou sifr: vazio.
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No ambito escolar, o Ensino Fundamental 1 trabalha de forma parecida com a apre-
sentacdo do numero zero: primeiro sdo trabalhados os algarismos de 1 até 9 (simbolos)
e dados os seus sentidos (nimeros) para, posteriormente, expor aos alunos a ideia da
auséncia de uma quantidade (pensando no ponto de vista do aluno e de sua pouca
maturidade intelectual neste momento, talvez seja estranho existir um simbolo ou um

numero que represente “o nada”).

Posteriormente, inicia-se a construcdo de quantidades maiores que o nove, iniciando
pelo dez, que € a ideia de uma dezena — dez unidades agrupadas e nenhuma unidade
fora desse agrupamento (zero unidade) — mostrando definitivamente para os alunos a
importancia do zero no sistema utilizado para denotar as quantidades (sistema decimal

e posicional).

Do ponto de vista docente, é importante conhecer (mesmo que minimamente) a
construcdo dos numeros inteiros. Uma construcdo util para os inteiros (e para os
demais conjuntos numéricos) é aquela que consegue abarcar caracteristicas e proprie-
dades de um conjunto numérico anterior (no caso, os naturais) e agregar novas qua-
lidades — no caso dos inteiros, o fechamento em relacdo a subtracdo — construindo

um aparato tedrico cada vez mais robusto.

Para a construcao formal do conjunto dos ntimeros inteiros faz-se necessario a com-

preensdo de alguns conceitos, dados pelas seguintes defini¢oes:

Definicdo 3.2.1. Dados dois conjuntos A e B, ambos néo vazios, define-se o produto
cartesiano de A por B como o conjunto formado por todos os pares ordenados (x,y),
ondex € Aey € B.

Exemplo 3.6. Se A = {1,2,3} e B = {4,5}, entdo o produto cartesiano A x B é dado
por A x B=1{(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5)}.

Definicao 3.2.2. Uma relagdo bindria — ou simplesmente relacdo — de A em B é um

subconjunto R de A x B.
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Exemplo 3.7. Se A x B = {(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4),(3;5)}, entdo uma relacdo
pode ser dada por R = {(1,4),(2,4),(3,4)}.

No Exemplo verifica-se que o par ordenado (1,4) € R, da mesma forma que o
par ordenado (1,5) ¢ R.

Tomando A = B, é possivel definir o conceito de rela¢do de equivaléncia, conforme

serd visto na seguinte definicéo:

Definicdo 3.2.3. Uma relacdo ~ sobre um conjunto ndo vazio A é denominada uma

relagdo de equivaléncia sobre A se, e somente se, ~ satisfaz as seguintes propriedades:
(i) se x € A, entdo (x, x) €~: propriedade reflexiva;
(ii) sex € A,y € Ae(x,y) €E~, entdo (y, x) €~: propriedade simétrica;

(iii) sex € A,y € A,z € A, (x,y) €~ e (y,z) €~, entdo (x,z) €~: propriedade

transitiva.

Observacao 3.2.1. Dada uma relacdo ~ sobre um conjunto A, é usual escrever x ~ y

em detrimento de (x,y) €~.

Exemplo 3.8. Para A = B = {1, 2,3}, a relacéo

~= {(1/ 1)/ (2/ 2)/ (3/ 3)/ (1/ 2)/ (21 1)}

¢ uma relacdo de equivaléncia sobre A. Com efeito:
(i) R éreflexiva, pois1 ~ 1,2 ~ 2,3 ~ 3;
(i) R é simétrica, pois1 ~2e2 ~1;

(iii) R é transitiva, pois 1 ~2,2~2e1 ~ 1.

Definicdo 3.2.4. Seja ~ uma relacdo de equivaléncia sobre A. Tomando a € A, define-
se como classe de equivaléncia de a o subconjunto de 7 de A composto pelos elementos

x taisque x ~a,isto é,a={x € A:x ~a}.
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Exemplo 3.9. No Exemplo [3.8] tem-se as seguintes classes de equivaléncia:
@ 1={12}
(i) 2={1,2};

(iii) 3 = {3}.

Definicdo 3.2.5. O conjunto das classes de equivaléncia em um conjunto A determi-
nadas pela relacdo de equivaléncia ~ serd indicado por A/~ e chamado de conjunto-

quociente de A por ~.

Exemplo 3.10. No Exemplo [3.9] tem-se que A/~= {{1,2}, {3}}.

Colocadas essas definicOes (e exemplos), serd possivel compreender melhor a cons-

trucdo formal dos numeros inteiros.

De forma intuitiva, é possivel perceber que um mesmo valor numérico pode ser des-
crito por diferentes métodos, isto €, existem diferentes formas descritivaf] para um
mesmo valor. Aqui, suponha que esteja sendo considerado o processo intuitivo de reti-
rar quantidades de um determinado ntimero natural (assim como € feito no que € co-
nhecido como “subtracdo” no Ensino Fundamental), o qual serd indicado pelo simbolo
©: aideia, agora, é tentar formalizar este processo como uma operacao. Colocando em
pratica a ideia intuitiva de “subtragéo”, as duas proximas equacoes descreverdo formas

diferentes de se obter os naturais 10 e 5, respectivamente:

10=1000=11¢1=12¢2=13¢3 3.3)

5=5¢060=6¢1=7¢2=15¢10 (3.4)

Observando e utilizando a operagédo de adicdo (ja definida) no ambito dos nu-

meros naturais, percebe-se que:

9 20— 0, 2% +4, 10 - 2 sdo algumas formas descritivas do 20, por exemplo.

46



e 10+1=0+11=11;

e 10+2=0+12=12;

e 11+3=1+13=14.
De forma andloga, em 3.4}

e 5+1=0+6=6;

e 6+10=1+15=16;

e 7+10=2+15=17.

Ainda tomando como referéncia as Equacdes e se o primeiro e segundo
terrnosEG] de cada uma das igualdades do processo a < b forem componentes de um par

ordenado, é possivel verificar a existéncia da seguinte relacao:
(a,b) ~ (c,d)sea+d=Db+c, (3.5)

sendo que tal relagédo é uma relacdo de equivalénci no universo IN x IN.

Agora, se for tomada a classe de equivaléncia (a, b) pela relacdo ~, devem ser consi-

derados todos os pares ordenados da forma (x, y) tais que (x,y) ~ (a,b). Em simbolos:

@,b)={(x,y) ENxN:x+b=y+a}. (3.6)

Desta forma, é razodvel definir um ntimero inteiro como classe de equivaléncia de
um par ordenado de niimeros naturais. Com efeito, o nimero 7 pode ser representado

pela seguinte classe de equivaléncia:

(13,6) = {(8,1),(9,2),(7,0),... }. 3.7)
Finalmente:
Defini¢do 3.2.6. O conjunto (N x IN)/~ de todas as classes de equivaléncia (a,b)

dadas em ¢ denominado conjunto dos nimeros inteiros e denotado por Z. Em

simbolos:

10 Na “subtracdo” do Ensino Fundamental, seriam usados os termos minuendo e subtraendo.
11 A deducdo pode ser vista em [11]].
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Z =N xIN)/~={(a,b): (a,b) € N x N}.

Da mesma forma que foram definidas as operac¢des de adicao e multiplicacdo em IN,

¢ desejavel que o mesmo ocorra em Z.

Definicdo 3.2.7. A adicdo de dois numeros inteiros (a,b) e (c,d) é dada por
(a+c,b+d).

Tomando os ntimeros inteiros (5, 3) e (4,2), a soma dos dois é dada por:

(5,3)+4,2) = (5+4,3+2) = (9,5). (3.8)

E importante frisar que a adicio de dois inteiros estd bem definida e o seu resultado (a

soma) € tnico. O préximo teorema mostra isso (a sua deducao pode ser vista em [11]]):

Teorema 3.2.1. Se (a,b) = (@', V") e (c,d) = (¢’,d’), entdo (a,b) + (c,d) = (@', ") + (¢, d"),

isto €, a adi¢do de niimeros inteiros estd bem definida.

Basicamente, o Teorema garante que, independentemente da representacio
das classes de equivaléncias escolhidas para definir os niimeros inteiros participantes

da adicdo, a soma tera sempre o mesmo resultado. Como exemplo:

Exemplo 3.11. (3,5)+(4,1) = (7,6) e (2,4) + (3,0) = (5,4), donde (7,6) = (5,4), visto
que7+4=6+5.

Além das trés propriedades que a adicdo de dois naturais possuia (associatividade,
comutatividade e elemento neutro) e que continuam valendo em Z (ver [|11]), a adi-
¢do neste conjunto comporta uma nova propriedade: a existéncia de um unico ele-

mento simétrico (oposto) para cada inteiro existente.
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Definicdo 3.2.8 (A4). Dado « = (a,b) € Z, o tnico § = (c,d) € Z tal que a + 5 = (0,0)
chama-se simétrico de « e é denotado por —a, isto €, § = —a, onde (0, 0) € o elemento

neutro de Z.

Dai, uma nova operacdo em Z, que é a subtragdo, pode ser definida:

Definicdo 3.2.9. A subtracdo em Z, denotada por (—), é a operacdo dada por

lx—:B:[x"'(_,B)/

comg,f € Z.

Como era de se esperar de uma construcdo que pretende expandir a versatilidade
do conjunto dos naturais, a multiplicacdo em Z também estd bem definida — e o

resultado de uma multiplicacdo (produto) sempre € unico (ver [11]]):

Definicdo 3.2.10. A multiplica¢do de dois numeros inteiros (a,b) e (c,d) é dada por

(@a-c+b-d,a-d+b-c)ou, simplesmente, (ac + bd, ad + bc).

E interessante notar que as trés propriedades que valiam para os naturais na multi-
plicacdo (associatividade, comutatividade e elemento neutro) continuam vdlidas para

os inteiros, além da distributividade (que relaciona a multiplicacdo com a divisdo).

Outra informacao digna de nota é: por qual motivo as operagdes de adi¢do e mul-
tiplicacdo sédo definidas conforme as Defini¢Ges e [3.2.10P Examinando a ideia
exposta na Equacao é possivel, utilizando a ideia intuitiva de subtragao, identifi-

car (a,b) com “a — b”.
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Feito isso, é possivel compreender melhor as defini¢oes de adicdo e multiplicacdo de
inteiros — tomando a liberdade de utilizar as regras operacionais habituais e a nocdo

intuitiva de subtracdo. Com efeito:

(a,b)+(c,d)=(a—b)+(c—d)=a—b+c—d=a+c—b—d

S 3.9)
=(a+c)—(b+d)=(a+c,b+4d).

(a,b)-(c,d)=(a—Db)-(c—d)=ac—ad— bc+bd
=ac+bd —ad — bc = (ac + bd) — (ad + bc) = (ac + bd, ad + bc).

(3.10)

Agora que essas trés operacdes estdo adequadamente definidas, é de se esperar, as-
sim como no conjunto dos naturais, que os elementos do conjunto dos inteiros possam
ser comparados e ordenados (dois a dois). De fato, Z possui uma relacdo de ordem —
que, para os fins do trabalho, apenas sera enunciada, mas as devidas deducoes podem

ser vistas em [11]]:

Definicao 3.2.11. Dados os inteiros (a,b) e (c,d), escreve-se (a,b) < (c,d) quando

a+d <b+c.

A partir da Defini¢do|3.2.11}

Teorema 3.2.2. A relagdo < € uma relagdo de ordem em Z, sendo compativel com as

operagdes neste conjunto, isto é, para «, 3, vy inteiros, sdo vdlidas:

e nx<B=a+y< P+,

e xn<Bey=(0,0)=ay<py.

Teorema 3.2.3 (Lei da Tricotomia).

Se « € Z, uma, e apenas uma, relagcdo serd verdadeira:

o« =(0,0) oua < (0,0) ouax > (0,0).

Neste momento, é possivel entender o relacionamento existente entre o conjunto Z
(cujos elementos sdo classes de equivaléncias) e o conjunto IN (cujos elementos sdo

numeros):
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Teorema 3.2.4 (Imersdo de N em Z). Seja f : N — Z dada por f(m) = (m,0). A

fungdo f € injetora e tem as seguintes propriedades:
1. f(m+n)=f(m)+ f(n);
2. f(mn) = f(m) - f(n);

3. sem < n, entdo f(m) < f(n).

O Teorema mostra, em definitivo, que Z possui uma cdpia algébrica de N e,

portanto, IN pode ser visto como um subconjunto de Z.

No panorama da Educagéo Bésica, o conjunto dos nimeros inteiros é evocado justa-
mente devido ao fato de IN néo ser fechado para a subtracdo. A partir desta motivacao
matematica (e de algumas outras mais concretas, como a localizacdo de um andar
em um prédio, a temperatura de um termémetro ou o saldo de uma conta bancéria),

“surge” o conjunto dos niimeros inteiros:

Z={.,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,... }, (3.11)

onde um numero a4 € Z admite um nimero oposto (ou simétrico) —a € Z de tal modo

que
a+(—a)=0.

Para que as ideias fiquem menos abstratas para os alunos, lan¢a-se mao da represen-
tacdo da reta suporte orientada: um simples, porém eficiente, modelo geométrico que
diz que cada valor inteiro corresponde a um ponto na reta suporte orientada. Logo em
seguida, segue uma importante descricdo para o entendimento deste modelo gréfico,

bem como a prépria representacdo visual (Figura|[13]):

<Inteiros negativos | | Inteiros positivos>

‘o e e e e ® © o o o

®
5 -4-3-2-101 2 3 45

{1 §

Figura 13: Reta suporte orientada que representa, por meio dos pontos, 0s nimeros inteiros,
além dos pares de niimeros opostos.!?

12 Fonte: préprio autor.
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Um numero que corresponde ao ponto A na reta suporte orientada é simétrico (ou
oposto) ao numero que corresponde ao ponto B quando d(A,O) = d(B,O), onde O
representa a posicdo do numero O (zero) na reta suporte e d(X,Y) denota a distancia

do ponto X ao ponto Y.

Como consequéncia da descricdo anterior, o Unico inteiro cujo oposto é igual a si

préprio é o zero, visto que d(O, O) = 0.

Alguns pontos importantes que devem ser comentados com os alunos quando lhes é

apresentada a reta suporte orientada:

e a reta suporte orientada tem a func¢do basica de permitir a visualizacdo dos nu-
meros inteiros: os inteiros negativos, o zero, os inteiros positivos e os pares de

numeros opostos;

e areta suporte poderia estar em qualquer direcdo (horizontal, vertical, inclinada),
da mesma forma que a sua orientacdo poderia ser diferente (da direita para a
esquerda, de cima para baixo, de baixo para cima, etc.). De modo geral, a repre-
sentacao é feita por uma reta horizontal com orientacdo dos inteiros positivos da

esquerda para direita'?;

e apesar do tracado cheio da reta suporte orientada, ndo hd valores entre dois
valores inteiros (ndo no conjunto dos inteiros): esta informacao deve ficar muito

clara para os alunos.

Ap6s a construcdo adequada dos ntimeros inteiros (ou, na Educacédo Bdsica, a apre-
sentacdo do conjunto Z), a operacdo 3 — 7 = —4 que ndo tinha sentido em IN agora
fica bem determinada, visto que dois inteiros subtraidos resultardo em um nimero in-
teiro. Aos alunos pode até ser mostrada a ideia de que a subtracao ¢ uma adicdo de
um inteiro com o simétrico de um outro inteiro (vide a Defini¢do[3.2.8): desta forma,
3 — 7 = —4 pode ser escrito como 3 + (—7) = —4 mas, de forma, geral, aceita-se (e

usa-se com frequéncia) a primeira forma.

Mesmo com a construcdo de Z, a divisdo entre dois inteiros continua nédo sendo
fechada para todos os casos, — por exemplo, 3 +7 = % ¢ Z. Desta forma, ha a
necessidade (mais uma vez) de se expandir os conjuntos numéricos para que possam
abarcar a questdo da divisdo — repeitando as premissas que foram adotadas de IN

para Z.

Provavelmente devido a escrita ocidental, cujo fluxo é da esquerda para a direita.
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3.3 NUMEROS RACIONAIS

Pelo ponto de vista tedrico, a constru¢do do conjunto dos numeros racionais par-
tindo do conjunto dos nuimeros inteiros terd um processo parecido ao daquele que
construiu o conjunto dos ntimero inteiros partindo do conjunto dos niimeros naturais.
Para se ter uma ideia do processo inicial, sera considerada a ideia basica e intuitiva
conhecida primariamente como “divisdo” no Ensino Fundamental 1. Serdo descritos
alguns valores obtidos por meio do processo de reparticao intuitivo de um ntimero em
quantidades iguais — o mesmo utilizado no Ensino Fundamental 1 — indicado pelo

simbolo .

10=10x1=20%x2=30%3 (3.12)

5=10%2=15%x3=50%10 (3.13)

Observando é possivel perceber que:
e 10-2=1-20=20;
e 10-3=1-30=30;
e 20-3=2-30=60.
De forma andloga, em 3.13}
e 10-3=2-15=30;
e 10-10=2-50 = 100;
e 15-10=3-50 = 100.

Observando ainda e[3.13} se o dividendo e o divisor da divisdo de cada mem-
bro de uma igualdade for escrito em forma de par ordenado, é possivel perceber a

existéncia da seguinte relacao:
(a,b) ~ (c,d)paraa-d=">b-c, (3.14)

sendo que tal relacfio é de equivaléncia'* no universo Z x Z*.1°

14 A deducdo pode ser vista em [|11]].
15 7* =7Z — {0}.
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Desta forma, é possivel definir um nimero racional como uma classe de equivaléncia.

Com efeito, o nimero 8 pode ser definido pela seguinte classe de equivaléncia:

(16,2) = {(8,1),(24,3), (48,6), ... }. (3.15)
Tentando generalizar o que foi visto acima:

Definigéo 3.3.1. Dado (a,b) € Z x Z*, denota-se por ; (Ié-se “a sobre b”) a classe de

equivaléncia do par (a, b) pela relacao ~ (3.14). Assim:

a

7=l eZxZ":(xy) ~ @b)}.

A Definicédo fornece um significado para o simbolo §, denominado fragdo: é
uma classe de equivaléncia através da relagéo Desta forma, é possivel determinar

o conjunto Q, que é o conjunto dos numeros racionais:

Definicao 3.3.2.

Q=Zx2Z%)/~= {g:anebeZ*}

Na Educacdo Basica a notacdo ¢é facilitada, pois nao ha alusdo sobre o conjunto

quociente e relacdes de equivaléncia:

Q:{%meZebezﬂ. (3.16)

Conforme esperado, o conjunto Q admite operagdes e uma ordem (que serd vista

posteriormente) em relacio aos seus elementos:

Definigéo 3.3.3. Sejam ; e 5 elementos de Q. A adigdo € assim definida:

E+£ ad + be
b d  bd
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Definigéo 3.3.4. Sejam ; e 5 elementos de Q. A multiplicagdo ¢ assim definida:

c ac

a.c_a
b d bd

E importante salientar que ambas operacoes estdo bem definidas, isto é, se

!/ /
a a ¢ c
—=—e-=— (3.17)
b b d d
entao
!/ / / /
a ¢ a Jd a c a c
—+-—=—+—€--—=—-—. (3.18)
b d b d b d b d
Por meio de exemplos:
Exemplo 3.12.
1,2 _56 _ 11
375535 = 15
2,04 _ 20424 _ 44 _ 11
6710 610 — 60 _ 15
Exemplo 3.13.
1.2_12_2
3’5735 15
2.4 _24 _8 _2
6 10~ 610 — 60 ~ 15

Os resultados apresentados nos Exemplos e estdo garantidos pela proprie-
dade fundamental das proporg¢oes, que diz:

Teorema 3.3.1. Se (a,b) e (a’,b’) sdo elementos de Z x Z*, entdo

/
g=%@ab’=ba/.
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Definidas as operacdes de adicdo e multiplicacdo em Q, o proximo teorema (cuja
deducdo pode ser vista em [11]]) garante que Q tem propriedades algébricas que o

conjunto Z possui e, exclusivamente, uma nova propriedade (My):

Teorema 3.3.2. Em Q:

=]

é o elemento neutro para a adi¢do;
e 1 ¢ 0 elemento neutro para a multiplicacdo;
1 p plicagao,
: a 0 : c a_ ¢ _1 c 4 :
e (M) Dado um racional § # 7, existe 5 € Q tal que ; - 5 = 1, onde 5 € denominado

inverso multiplicativo de .

O inverso multiplicativo permite definir a divisdo de ntimeros racionais, desde que o

segundo elemento da divisdo seja ndo nulo:

Definigéo 3.3.5. Sejam j; e 5 nimeros racionais tais que § # 0: define-se como divisdo

(+) de § porj o seguinte produto:

S
Ul o
SIS
o

Neste ponto, é importante observar que o conjunto dos numeros racionais admite
duas operacoes — adicdo e multiplicacdo —, onde a primeira estd munida de quatro
propriedades: associatividade (A1), comutatividade (Aj;), existéncia de um unico ele-
mento neutro (Az) e a existéncia de um elemento simétrico (A4). Da mesma forma,
a multiplicacdo também estd munida de quatro propriedades: associatividade (M),
comutatividade (M), existéncia de um unico elemento neutro (M3) e a existéncia de
um elemento inverso para elementos nio nulos (M;). E importante ressaltar que Q
comporta a propriedade distributiva (D), propriedade esta que relaciona a adicdo e a

multiplicagao.

Além de todas as propriedades admitidas para a adicdo e a multiplicagdo, Q também

admite uma relagcdo de ordem — e detalhes podem ser encontrados em [|11]:

Definigéo 3.3.6. Sejam j e § racionais com b e d positivos. Entéo:

< 2 quando ad < be.

SN
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Assim como em Z, também sao validos os seguintes resultados:

Teorema 3.3.3. A relagdo < é uma relagdo de ordem em Q, sendo compativel com as

operagbes neste conjunto, isto é, para «, 3, 7y racionais, sdo vdlidas:
e nPf=>a+y< B+,

= a7y < By;

—Io

saspey>
eax<pey<y=ay>py

Teorema 3.3.4 (Lei da Tricotomia). Dados r e s racionais, uma, e apenas uma, das
seguintes situagobes ocorre:

r=s,our <sour >S.

Como Q admite as propriedades Ay, Ay, A3 e A4 para adi¢do, My, My, M3 e My para
a multiplicacdo e D para relacionar ambas operacdes, além de admitir uma relacao de
ordem que é compativel com as operacoes de adicdo e multiplicacdo, Q é classificado

como uma estrutura algébrica'® denominada corpo ordenado.

Definicdo 3.3.7. Seja K um conjunto onde estdo definidas duas operacdes: + e -. O
conjunto K serd um corpo quando Aq, Az, Az, Ay, My, My, M3, My e D estiverem

todas satisfeitas.

Definicao 3.3.8. A estrutura algébrica (K, +, -, <) é um corpo ordenado se:
e (K, +, ) é um corpo;

e < é uma relagdo de ordem compativel com as operacoes + e -

Finalmente, da mesma forma que foi mostrado que existe uma cépia de N em Z, a
funcéo
jﬁZ%QJMF?mGZ (3.19)

16 Mais sobre corpos (e anéis) pode ser encontrado em [9].
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preserva as operacgoes e a relacdo de ordem existentes em Z no conjunto Q. Desta
forma, Q possui uma copia algébrica de Z, sendo esta cépia representada pelo con-

junto

f@y={}:nez}. (3.20)

Teorema 3.3.5 (Imerséo de Z em Q). Seja f : Z — Q dada por f(n) = 7. A fungdo f é

injetora e tem as seguintes propriedades:
1. f(m+n)=f(m)+ f(n);
2. f(mn) = f(m)- f(n);
3. sem < n, entdo f(m) < f(n).
Uma caracteristica interessante que pode ser observada em Q (mas ndo em N e Z)

€ a possibilidade de sempre ser possivel determinar ao menos um racional entre dois

racionais quaisquer. Os proximos dois teoremas ajudardo a mostrar este resultado.
Teorema 3.3.6. Sejam p e q racionais, com p < q. Entdo:

+
p< Xy

Demonstragdo. Como p < g e pelas relacoes de ordem existentes em Q, € valido dizer

que
prp<q+p (3.21)

e, portanto,
p< pT”’. (3.22)

Aplicando raciocinio andlogo ao anterior:

p+qg<qg+gq (3.23)
donde
PTH] < (3.24)

Finalmente, como < € relacdo de ordem, pela transitividade:

p< ’%’q <q. (3.25)
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Corolario 3.3.7. Entre dois ntimeros racionais quaisquer existe pelo menos um nuimero

racional.

Demonstragdo. Como p e g sio racionais, a soma p +q é racional e a razdo 23! também
o é. Desta forma, utilizando o Teorema [3.3.6, obtém-se
p+q

Assim, o numero racional ’%q satisfaz a condicao do enunciado. O

Considerando a Educacdo Basica, os nimeros racionais ndo negativos acabam sendo
estudados de forma antecipada em relacdo aos numeros inteiros negativos (e, por
consequéncia, os racionais negativos), tendo em vista que as fragdes racionais podem
ser largamente utilizadas para a representacdo da reparticdo de objetos e quantidades
(inteiros): desta forma, uma fragéo da forma ; — onde a é chamado de numerador e
b é chamado de denominador — representa um inteiro (ou quantidade) repartido em

b partes e, destas partes, a partes serdo consideradas/tomadas/utilizadas.

I I I I
Figura 14: Representacdes graficas largamente utilizadas no Ensino Fundamental 1 para o
ensino de fracdes (em especial, vé-se fracdes equivalentes).!”

Historicamente, os egipcios antigos realizavam operagdes aritméticas utilizando fra-
¢coes com numerador um (fragdes unitdrias); os gregos antigos utilizavam razoes entre
segmentos e a divisdo dos mesmos em partes — sO para citar alguns exemplos que
levam a acreditar que a ideia dos racionais ndo negativos era muito mais natural se

comparada ao uso e aceitacdo dos inteiros negativos.

17 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/e50QUN> Acesso em: jan. 2017.
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Ainda no ambito histérico, a Escola (ou Seita) Pitagérica enfrentou uma grande crise
ao verificar que existia uma categoria de segmentos (lembrando que os gregos utiliza-
vam segmentos de reta para efetuar as suas operacoes) que ndo poderia ser obtida por
meio de multiplos segmentos unitarios (um padrao) — o que corresponderia aos nume-
ros naturais — e, tampouco, por meio de fracdes de segmentos (o que corresponderia

aos racionais).

Desta forma, conforme sera visto nas préximas se¢des, por mais que seja possivel
encontrar infinitos nimeros racionais (aplicando exaustivamente o Coroldrio
dentro de um intervalo numérico qualquer, existem valores que ndo se categorizam
como racionais: portanto, se um modelo geométrico (uma reta) fosse utilizado de tal
modo que cada ntimero racional fizesse correspondéncia com um tnico ponto perten-
cente a reta, ainda assim existiriam “espacos vazios” na reta — isto é, ndo existiriam

racionais aptos para serem relacionados com tais “vazios”.

Tendo como base estes tltimos raciocinios, os préximos capitulos tentardo elucidar
tais observacoes que, assim como causaram um grande impacto em uma escola/seita
ligada ao estudo da matemadtica, também causa duvidas entre alunos e até mesmo

entre professores da Educacao Basica.

3.4 NUMEROS REAIS NA EDUCAGAO BASICA

Apesar da larga utilizacdo dos nimeros reais a partir de certo ponto da Educacao
Bdésica (geralmente no 8° ano do Ensino Fundamental 2), a explicacdo do conceito de
numero real para o publico alvo é dificultada pelos niveis de complexidade e abstracéo
existentes no processo formal de construcdo. De modo geral, sdo utilizados alguns

”18 s alunos da necessidade e, por consequéncia, da exis-

argumentos para “convencer
téncia de ntimeros que nao sejam aqueles que até entdo eram conhecidos (naturais,

inteiros, racionais).

O roteiro que sera dado a seguir cobre os principais pontos da argumentacdo que
apresenta uma nova categoria de numeros: os numeros irracionais. Os passos que
serdo discutidos sdo aqueles que, em geral, sdo adotados em livros diddticos voltados

para a Educacao Bdsica.

E realmente dificil julgar o método escolhido pelos livros did4ticos, visto a amplitude de teorias necessa-
rias para a construcdo formal de todos os conjuntos numéricos — teorias que estdo totalmente fora do
escopo dos alunos.
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1. Os numeros racionais podem ser escritos em sua forma fracionaria mas, também,

admitem uma expansdo decimal. Como exemplos:

1 = = 22 -
5= 0,5-5=03—=0,12; - = 3,142857. (3.27)

W =
Q=
S|

Nota-se que a primeira fracdo possui uma representacdo decimal finita e as trés
outras apresentam representacdo decimal infinita e periddica, também chamada

de dizima periddica.

2. Valores que sdo representados por dizimas periddicas podem ser expressos por

meio de fracoes denominadas fragées geratrizes. Como exemplos:

= = = = 2
x=0,2<:>10x=2,2¢>10x—x=2,2—0,2<:>9x=2<:>x=g; (3.28)

x=0,12< 10x=1,2 & 100x = 12,2
(3.29)

& 100x —10x =12,2—-1,2 < 90x =11 & x = 5.

Em tem-se uma dizima periodica simples e em uma dizima periodica

composta.

3. E possivel encontrar, porém, representacoes decimais infinitas e ndo periodicas,
como ilustram os Exemplos e — vale notar que nos exemplos a seguir

o simbolo “...” ndo representard um periodo de repeticdo:
a =0,1101001000100001000001000000. . . (3.30)
b =0,135791113151719212325272931 . .. (3.31)

Apesar das “leis de formacio” dos valores e serem relativamente faceis
de serem percebidas — as casas decimais do primeiro nimero sdo todas potén-
cias de 10 na sequéncia 10°,10',10%,10%,... e, no segundo numero, as casas
decimais sdo os elementos das sequéncia dos nimeros naturais impares — nao é

possivel efetuar o processo para escrevé-los na forma de fracdo geratriz.

Este ponto pode ser muito delicado em sala de aula, visto que alunos mais perspi-

cazes poderiam fazer a seguinte pergunta: “Como efetuar uma adicéo entre esses
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dois numeros?”. Na verdade, é necessario ter um conhecimento sobre sequéncias
e seus limites para ter um entendimento maior sobre a questao da adi¢do (ou ou-
tras operacoes) entre os dois valores apresentados. Mais sobre essa ideia pode

ser encontrado em [|19].

4. Por certos meios geométricos também existe a possibilidade de encontrar nume-
ros ndo racionais. Apds os trabalhos com o Teorema de Pitdgoras, por exemplo,
é possivel determinar a medida da diagonal de um quadrado qualquer — ja que
é possivel, através do tracado de uma das diagonais, determinar dois tridangulos
retdngulos congruentes. Em especial, tomando um quadrado de lado 1, sua dia-
gonal tera medida \/2: porém, ficara a ddvida para os alunos de qual é o niimero

que, elevado ao quadrado, resulta em 2 (ver Tabela [3)).

Figura 15: v/2 é a medida da diagonal de um quadrado de lado 1: AC = AC’ = /2. Vé-se que
a sua projecdo na reta real terd os pontos A (origem) e C’ e que v/2 > 1,4.19

2

X X
1,4 1,9881
1,41 1,999396
1,414 1,99996164
1,4142 1,9999899241

1,414213 1,999998409369
1,4142135 | 1,99999982358225
1,41421356 | 1,99999999328787

Tabela 3: Alguns valores aproximados de /2.

19 Fonte: préprio autor.
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5. Os alunos comecam a perceber que o conjunto dos nimeros racionais nao é su-
ficiente para conter todos os tipos de nimero, como aqueles apresentados nos
passos 3 e 4, por exemplo. Desta forma, é razoavel considerar a existéncia de
um novo conjunto numérico que contenha os numeros racionais (ja conhecidos)
e esta nova categoria de numeros que ndo admitem representacdes decimais
finitas ou infinitas e periddicas. Dai, surge uma nova categoria de numeros, de-
nominados irracionais (algumas obras denotam o conjunto por I; outros por Q’,
notacdo esta que fara mais sentido apds a introdugdo do conjunto dos ntimeros
reais, denotado por R) — justamente por nio admitirem uma representacio?’
racional fraciondria, isto é, com numerador inteiro e denominador inteiro nio

nulo.

6. Finalmente, a definicdo do conjunto dos niimeros reais, simbolizado por R, é
dada: € a unido do conjunto dos numeros racionais com o conjunto dos nume-
ros irracionais. A principal diferenca entre o conjunto dos nimeros racionais e
o conjunto dos nimeros reais é que, neste ultimo, todo e qualquer nimero seu
corresponde a um, e apenas um, ponto da reta numérica (também chamada de
reta real, vide Figura e vice-versa. Esta caracteristica inica do conjunto dos
numeros reais é conhecida como completude (ou, para alguns autores, comple-

teza).

| =
o]
w| co

Figura 16: Representacio da reta retal R e de alguns de seus infinitos valores.?!

Utilizando a linguagem de conjuntos:

Definicdo 3.4.1. R=QUQ' ={x:x€Qoux € Q'}.

20 Aqui, deve-se tomar cuidado: % é um ntimero irracional, apesar de estar escrito na forma de uma razio:
porém, tal razdo néo possui o numerador inteiro e, sim, irracional.
21 Fonte: préprio autor.
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E importante notar que, pela definicdo, nédo é possivel existir algum nimero que seja
racional e irracional simultaneamente. Posto isto, um diagrama que costuma ser uti-

lizado na Educacéo Basica para representar as relagcdes entre os conjuntos numeéricos

pode ser visto na Figura

Q’

V2

oo | Ot

R=QuUQ

Figura 17: Representacdo das relacdes entre os conjuntos numéricos e alguns de seus represen-
22
tantes.

Desta forma, € feita a “construcdo” dos numeros reais (e irracionais) com a mate-
matica disponivel no Ensino Basico. Em [11] hd um resumo interessante sobre as
abordagens da reta real (associar cada niumero real a um ponto da reta e vice-versa) e

da aceitacdo dos nimeros que possuem representacoes decimais infinitas e nao perié-

dicas:

No Ensino Fundamental, os nimeros reais sdo geralmente introduzidos
de uma maneira um tanto empirica e seu estudo ndo costuma ir além de
algumas operacoes algébricas elementares. [...] em ambas as abordagens,
somos conduzidos a admitir a existéncia de nimeros nio racionais: no pri-
meiro caso, para dotar todos ponto da reta de uma abscissa e, no segundo,
para conceber qualquer desenvolvimento decimal como ntimero (no caso,
os ndo periddicos). Em ambos os casos, no entanto, raramente se toca na

natureza desses novos nimeros.

Ao que parece, um dos aspectos falhos das abordagens do Ensino Basico é a falta
de explicacdo, por mais rasa que seja, das grandezas comensuraveis e grandezas inco-

mensurdveis — que acaba sendo o ponto de partida para uma melhor distin¢do entre

22 Fonte: préprio autor.
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os racionais e os irracionais. Esta andlise serd feita na proxima secdo, visando trazer

um melhor entendimento sobre os irracionais.

3.5 NUMEROS IRRACIONAIS E REAIS

A ideia de grandezas incomensurdveis (e comensurdveis) estd relacionada direta-
mente com a medicdo de segmentos — lembrando que medir algo é compara-lo com
um padrdo pré-estabelecido. Neste caso, a medicdo de segmentos ocorre por meio da
comparacdo do mesmo com um segmento padrdo denominado unidade: u. Posto isto,

seguem algumas situagdes, onde a Figura [18]visa auxiliar o entendimento das ideias:

e seja AB um segmento maior que a unidade: o segmento u sera transportado para
um de seus extremos (digamos, o ponto A) e sera colocado um numero 7 inteiro
de vezes sobre AB, um apos o outro. Se AB comportar u exatamente n vezes,

serd dito que AB =n - u;

e seja AB um segmento maior que a unidade: o segmento u serd transportado
para um de seus extremos (digamos, o ponto A) e sera colocado um numero n
inteiro de vezes sobre AB, um apds o outro. Se AB ndo comportar u exatamente
n vezes, serd considerada a medida de AB (digamos, v) que ndo comportou a
unidade u e, a partir desta medida, sera procurado um segmento w que caiba
um numero 7 inteiro de vezes em u e, a0 mesmo tempo, que caiba um nimero
m inteiro de vezes em v. Se for possivel encontrar este segmento w, serd dito

que AB e u sdo segmentos comensurdveis.

e seja AB um segmento menor que a unidade: serd considerada a medida de AB
(digamos, v) que ndo comportou a unidade u e, a partir desta medida, sera
procurado um segmento w que caiba um ntimero 7 inteiro de vezes em u e, ao
mesmo tempo, que caiba um nimero m inteiro de vezes em v. Se for possivel

encontrar este segmento w, serd dito que AB e u sdo segmentos comensurdveis.

Nos trés casos mostrados anteriormente, os segmentos estudados terdo medidas in-
teiras ou racionais (fracoes) justamente por existir a relacdo de comensurabilidade.
Agora, é possivel mostrar que nem sempre dois segmentos AB e CD serdo comensu-

raveis, isto é, ndo existird segmento algum que possa caber exatamente n vezes em

23 Fonte: préprio autor.
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AB=mn-u+v

v=m-w

Figura 18: A ideia de comensurabilidade entre segmentos, onde u € o segmento que denota a
unidade.?3

AB e exatamente m vezes em CD: quando isso ocorrer, serd dito que AB e CD sdo

segmentos incomensurdveis.

Historicamente, acredita-se que a escola pitagodrica se deparou pela primeira vez

com a possibilidade da existéncia dos incomensuraveis. De acordo com [19]]:

A ilusdo da comensurabilidade durou até o século 4° antes de Cristo. Na-
quela época, em Crotona, sul da Itdlia, havia uma seita filoséfico-religiosa,
liderada por Pitadgoras. Um dos pontos fundamentais de sua doutrina era
o lema “Os nuimeros governam o mundo”. (Lembremos que nimeros para
eles eram numeros naturais, admitindo-se tomar razdes entre esses nume-
ros, formando as fragdes.) Uma enorme crise, que abalou os alicerces do
pitagorismo e, por algum tempo, toda a estrutura da Matematica grega, sur-
giu quando, entre os préprios discipulos de Pitadgoras, alguém observou que
o lado e a digonal de um quadrado sio segmentos de reta incomensuraveis.

O ocorrido foi tdo grave que, segundo [7]], Pitdgoras ordenou voto de siléncio em
relacdo ao ocorrido, mas um de seus discipulos (Hipaso) contrariou o voto e foi assas-
sinado.

O argumento mais provavel para a obtencdo deste resultado da incomensurabili-
dade é através do uso do Teorema de Pitdgoras para a determinacdo da medida da
diagonal do quadrado ABCD (vide Figura [19) e a suposicdo de que um segmento
u pode preencher n vezes o segmento AB e m vezes o segmento AC — que ¢é justa-
mente a diagonal do quadrado. O Teorema [3.5.1/ mostrard em detalhes o resultado da

incomensurabilidade.

Teorema 3.5.1. O lado de um quadrado e a sua diagonal sGo segmentos incomensurdveis.

24 Fonte: préprio autor.
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25

Figura 19: O lado de um quadrado e a sua diagonal sdo segmentos incomensuraveis.>4

Demonstragdo. Suponha que exista um segmento u tal que AB=n-ue AC =m- u.

Desta forma, aplicando o Teorema de Pitagoras:

(AB)? +(BC)?> = (AC)?
n-u)?+m-u)? = (m-u)?
(3.32)
2-n2-ur = m?-u?
2-n2 = me

Agora, pela unicidade da decomposi¢do de um ntimero em produto de fatores pri-

2 ndo pode ocorrer,

mos (Teorema Fundamental da Aritmética), a igualdade 2 - n> = m
visto que o termo esquerdo da igualdade possui uma quantidade impar de fatores
primos e o membro direito da igualdade possui um numero par de fatores primos:
portanto, nao € possivel encontrar o segmento unitario # proposto no inicio. Assim, o

lado de um quadrado e a sua diagonal sdo segmentos incomensuraveis.> O

Desta forma, fica clara a existéncia de medidas que nao sdo racionais: estes nimeros
sdo, atualmente, denominados niuimeros irracionais e, diferente dos niimeros racionais,
os numeros irracionais possuem forma decimal infinita e ndo-periédica. Porém, uma
pergunta pode agora ser levantada: como formalizar o conceito de nimero irracional,

relacionando-o com todos os conjuntos numeéricos construidos até agora?

Existem algumas possibilidades de abordagens para a formalizacdo dos numeros

irracionais e o relacionamento deste tipo de niimero com os demais (racionais, inteiros

Existem outras demonstracdes sobre a existéncia da incomensurabilidade de segmentos, algumas das
quais podem ser vistas em [_2]].
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e naturais) — no que se costuma denominar conjunto dos niimeros reais, denotado pelo
simbolo R. Desta forma, seguem possibilidades para definir, formalmente, o conjunto

dos ntimeros reais:
e como classes de niimeros racionais ou seccoes (cortes) de Dedekind;
e como sucessOes de intervalos encaixantes (Cantor-Dedekind);
e como um corpo ordenado completo.

Como nao é o escopo do trabalho a construc¢do dos niimeros, os comentarios acerca
da teoria de Richard Dedekind — os chamadas cortes de Dedekind — cobrirdo de forma
superficial os aspectos mais relevantes: muitos livros de Andlise Matematica, dentre
eles [1]], [20], além da obra [[11], abordam os aspectos da construcdo dos ntimeros
reais em detalhes e podem ser consultados. Inicialmente, seja vista a definicdo de um

corte de Dedekind — definicao esta que é utilizada em [[11].

Definicao 3.5.1 (Corte de Dedekind). Um conjunto & de nimeros racionais diz-se um

corte se satisfizer as seguintes condicoes:

DO #a#Q;
ii) ser € x e s < r (s racional), entio s € «;

iii) em « nao existe elemento maximo.

Existem cortes que serdo caracterizados por numeros racionais; de forma analoga,
existem cortes que serdo caracterizados por numeros ndo racionais (irracionais). A
Expressdo determina um corte caracterizado por um numero racional (no caso, o

numero %):

E={x€Q:x<%}eD={yeQ:y>%}. (3.33)

O corte indicado na Expresséompossui um elemento de separagdo que € o racional %:
desta forma, o racional % pode ser encarado como o supremo do conjunto E ou o infimo
do conjunto D. Para que o raciocinio fique mais claro, seguem algumas defini¢des (que

podem ser vistas com maiores detalhes em [[21]]):
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Definicao 3.5.2 (Cota superior). Seja F um corpo ordenado e A um subconjunto de
F. Diz-se que um elemento x € F € uma cota superior de A, se x > y, para todo y € A.

Neste caso, é dito que A é limitado superiormente.

Definicao 3.5.3 (Cota inferior). Seja F um corpo ordenado e A um subconjunto de F.
Diz-se que um elemento x € F é uma cota inferior de A, se x < y, para todo y € A.

Neste caso, € dito que A € limitado inferiormente.

Definicdo 3.5.4 (Supremo de um conjunto). Seja F um corpo ordenado e A um sub-
conjunto de F limitado superiormente. O supremo de A, denotado por sup A, € a

menor das cotas superiores de A.

Definicéio 3.5.5 (Infimo de um conjunto). Seja F um corpo ordenado e A um subcon-
junto de F limitado inferiormente. O infimo de A, denotado por inf A, é a maior das

cotas inferiores de A.

Com o entendimento dos conceitos de cotas (superiores e inferiores), supremo e
infimo de um conjunto, é possivel determinar um tipo de corte que sempre é caracteri-

zado por um numero racional:

Teorema 3.5.2. Seq € Qe E={x € Q:x < g}, entdo E é um corte e q é a menor cota

superior de E.

O que definitivamente auxilia a determinar os ntimeros irracionais sdo, justamente,
cortes que nao sdo determinados por numeros racionais. Um exemplo deste tipo de

corte serd dado no Teorema |3.5.3} cuja demonstracdo pode ser vista em [11]:

Teorema 3.5.3. Seja E = {x € Q : x> < 2ou x < 0}. Entdo E é um corte que ndo é

racional.
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O conjunto indicado no Teorema [3.5.3] e o seu conjunto complementar E’ podem
ser interpretados, respectivamente, como o conjunto das aproximacoes por falta do
nimero /2 e como o conjunto das aproximacdes por excesso do nimero /2. De forma
resumida, E ndo admite um supremo racional: o nimero que satisfaz esta necessidade
é o nimero /2, que é um nimero irracional. Com estas ideias, foi possivel verificar

que nem todos os cortes de Dedekind podem ser caracterizados por nimeros racionais.

Agora, para que a construcdo dos numeros reais via cortes de Dedekind seja com-
pleta, todas as principais caracteristicas que foram verificadas nos conjuntos IN, Z e
Q — tais como as operacoes de adicdo e multiplicacdo e suas propriedades, existéncia
de uma relagdo de ordem compativel com essas operacoes e uma funcdo injetiva que
imerge Q no conjunto de todos os cortes — devem ser verificadas para o conjunto de
todos os cortes de Dedekind. Agora, vale registrar a definicdo do conjunto dos niumeros

reais via cortes de Dedekind:

Definicdo 3.5.6. O conjunto de todos os cortes de Dedekind é denominado conjunto
dos numeros reais e denotado por R. Os ntimeros racionais serdo identificados — por
meio da funcdo injetora que relaciona um racional g com o corte E = {x € Q: x < g}

— com os cortes racionais. Todo corte que nao for racional serd um niimero irracional.

A maior motivagdo para a expansao de Q para R era o “preenchimento de lacunas”:
por mais que um numero infinito de niimeros racionais possa ser determinado em um
intervalo numérico qualquer (basta a aplica¢do sucessiva do Teorema [3.3.6), foi veri-
ficado que alguns numeros nio poderiam ser encontrados via a aplicacdo do mesmo
teorema — aqueles cuja representacdo € infinita e ndo periddica; dai a necessidade de

uma categoria de nimeros nio racional (irracionais).

Portanto, os cortes caracterizados por nliimeros irracionais servem como o comple-
mento necessdrio para a insuficiéncia dos racionais, tornando o conjunto dos nimeros
reais um corpo ordenado completo. Desta forma, a completude (ou completeza) dos nu-

meros reais € a caracteristica chave que o distingue do conjunto dos nimeros racionais.

Para finalizar este capitulo, vale ressaltar, também, que néo foi explorado (e nem era
o foco) neste texto as nocoes de conjuntos finitos e infinitos, além das caracteristicas
de enumerabilidade, ndo enumerabilidade e cardinalidade dos conjuntos. Para um
tratamento adequado sobre tais caracteristicas, fica a sugestdo das obras que foram

utilizadas como base ao longo deste capitulo.
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A IRRACIONALIDADE DO NUMERO 7:
CONSIDERACOES INICIAIS

Para que a demonstragao da irracionalidade do nimero 7t possa ser melhor compre-
endida, faz-se necessario o conhecimento de (ou ao menos certa familiaridade com)

alguns conceitos matematicos, bem como de estratégias de demonstracoes.

Sobre a estratégia utilizada para realizar demonstragoes, a que serd usada para efe-
tuar a prova desejada é a do método da redugdo ao absurdo, que serd explicado em
detalhes na préxima secdo; como exemplo, serd trabalhada uma demonstracdo muito
conhecida que utiliza o método da reducdo ao absurdo: a demonstragédo da irraciona-
lidade do ntimero /2.

Ap6s o entendimento da estratégia de demonstracao, sera necessario utilizar concei-
tos de alguns topicos: polinémios, Binomio de Newton, noces de Calculo Diferencial
e Integral (derivadas, integrais e convergéncia de séries), sendo que alguns teoremas
serdo utilizados sem as suas devidas deducbées — visando nao escapar do escopo do
trabalho. A maior parte dos resultados utilizados podem ser encontrados em obras de
Calculo (e/ou Andlise) voltadas para os anos iniciais dos cursos de exatas do Ensino
Superior, sendo que serdo indicadas as obras para a consulta dos principais resultados

utilizados.

Feitos os preambulos necessarios, as proximas se¢des cobrirdo os aspectos mais es-
senciais para o melhor entendimento da demonstracdo da irracionalidade do nimero

TT.
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4.1 REDUGAO AO ABSURDO: O METODO E UM EXEMPLO

Uma das varias técnicas para a demonstracdo de assertivas matematicas € a reducao

ao absurdo. De acordo com [2]:

As chamadas demonstragdes por reducdo ao absurdo, ou simplesmente de-
monstragbes por absurdo ou, ainda demonstragdes por contradi¢do, seguem
um roteiro parecido com o das demonstracoes por contraposicdo. Para pro-
var que A = B comecamos supondo A verdadeira e B falsa. Esta tltima é
chamada “hipétese do raciocinio por absurdo”, uma suposi¢do apenas tem-
pordria, até chegarmos a uma contradi¢do, um absurdo. Somos entéo for-
cados a remover a hipdtese do raciocinio por absurdo e concluir que B é

verdadeira.

Talvez uma das demonstra¢des mais utilizadas para ilustrar o método da redugéo ao
absurdo seja a prova da irracionalidade do niimero v/2 — demonstraciio, inclusive, que
costuma ser feita até mesmo no Ensino Médio devido aos vdrios aspectos matematicos
contidos na mesma: entendimento da definicdo de niimeros inteiros e racionais, o
conceito de maximo divisor comum entre dois nimeros, numeros primos entre si e a

paridade de valores e de seus respectivos quadrados.

Proposicdo 4.1.1. /2 ¢ irracional.

Demonstragdo. Suponha que v/2 seja um ntimero racional, isto é, /2 = 3,ondea € Z,

be Z—{0} emdc(a,b) = 1. Sendo assim, é possivel escrever:

2
Va=1= (/2R = (%) =K = 2. 4.1)

2 ¢ um ntmero par e, por consequéncia, a é

Analisando 2b%> = a2, verifica-se que a
um ndmero par (se a fosse impar, necessariamente > também o seria). Logo, a =

2k, para algum k € Z. Portanto,
207 = (2k)? = 4k = b* = 2k>. (4.2)

Com raciocinio andlogo ao utilizado para mostrar a paridade de a® e a, verifica-se
que b? também é um ntimero par e, por consequéncia, b também é par. Conclui-se,
entdo, que a e b sdo ambos pares, isto é, no minimo possuem um fator 2 em comum,

o que contradiz a hipétese de que mdc(a,b) = 1. Desta forma, chegado ao absurdo,

72



conclui-se que a hipétese inicial (v/2 ser racional) era falsa, isto é, /2 é um nimero

irracional. ]

4.2 ALGUNS RESULTADOS PRELIMINARES

A demonstracdo da irracionalidade do nimero 7t que serad trabalhada no proximo
capitulo é aquela apresentada por Ivan Niven em seu artigo [27] intitulado A simple
proof that 7t is irrational. No artigo supracitado estdo definidas algumas fungdes —
que, em um primeiro momento, ndo parecem ter conexao com o que se deseja provar

— comecando por esta:
_ x"(a — bx)"

(4.3)
n!

f(x)
onde a e b sdo numeros naturais nao nulos e » ¢ um numero natural.

Desta forma, se faz necessario o entendimento de alguns conceitos referentes a teo-
ria dos polinémios, visando facilitar o consequente entendimento desta demonstracgao
da irracionalidade de 7r: para tanto, é recomendada a leitura de [[17] para a recor-
dagéo dos conceitos e resultados mais importantes. Em especial, uma definicdo e um

teorema serdo aqui citados devido ao uso posterior que lhes serdo dados:

Defini¢do 4.2.1. Dado o polinémio f(x) = a,x" +a, 1x" 1+ -+ arx® + ayx + ap,

define-se como a derivada de f o polinémio

O =n-ax" 1+m—1)-a, 13" 2+ +2-apx+ay.

Tomando a Definicéo [4.2.1| e utilizando um raciocinio indutivo, seria possivel en-
contrar o polinémio f(z)(x) — que seria a segunda derivada do polinémio f(x) — ou,
de maneira equivalente, seria a primeira derivada do polinémio fI(x). No caso em
que a, = 1, calculando as sucessivas derivadas do polinémio f(x) até a sua n-ésima

derivadd] encontra-se:

1 Lembrando que a derivada de uma constante é nula.
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) =1-n-x"tea, 1 -m—Dx" 2+ +ay-2-x+a; 4.4)

) =1-n-n—1)-x"2+a, 1-n—1)-n—2) - x" 3+ +a,-2 4.5)

(4.6)
%) =1-n-m-1)-n-2)-...-2-1=n! 4.7)

Finalmente, caso seja calculada a (n + 1)-ésima derivada de f(x) (ou qualquer deri-

vada de ordem superior a n + 1), obtém-se
Fr ) =0, (4.8)

visto que n! obtido na n-ésima derivada é uma constante.

Teorema 4.2.1. Se f(x) é um polinémio cuja raiz 6 tem multiplicidade m, m > 1, isto é,
f(x) = (x—6)"-Q(x), onde Q(x) é um polinémio tal que Q(f) # 0, entdo 6 serd raiz de
multiplicidade m — 1 de fM(x).

Demonstragdo. Tomando f(x), é possivel utilizar a regra do produtoE] para o calculo de

sua derivada:

FO@) = m(x = 0)" - Q) + (x — 0)" - QV(x). 4.9

Colocando em evidéncia o fator (x — )"~ 1:
fOC) = (x=0)" - [m- Q)+ (x — 0) - QU ()] (4.10)
Agora, fazendo x = 6, verifica-se que
m- Q)+ (6 —60)- Q(6) = m-Q(O) #0 (4.11)
isto é, 6 é uma raiz de multiplicidade m — 1 de f(l)(x). O

Agora serdo analisados vdrios aspectos sobre a func¢do f(x) utilizada na demonstra-

cdo da irracionalidade do ntimero 7t feita por Niven.

2 A regra do produto para o célculo de sua derivada: “L[f(x) - g(x)] = fD(x) - g(x) + f(x) - gV ().
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Em primeiro lugar, o polinémio que define a funcdo em questdo tem grau 2n: basta

notar que ele pode ser escrito como
x"(a—bx)"  [x(a—bx)]" (ax — bx?)"
Flx) = ( )" Ix( )N"_( ) 4.12)

n! n! n!

e efetuando a expansao binomial, obtém-se

1 1 1
f(x):n!‘(g>an.xn_n!. (T)an—l.b.xnﬂ_i_n!‘<Z)an—2‘b2.xn+2

L L P e no1 1 n n—1_.2n—1
—-(3>a b7 X"+ (1) TRl PP a-b"" - x (4.13)

K1) l, (Z).b".x%

Vale notar que ndo seria necessario efetuar a expansdo binomial para a verificacao
do grau do polindémio em [4.12] mas a expansdo serd util para o melhor entendimento
das outras caracteristicas da fungdo — como, por exemplo, a variacdo dos expoentes k

das poténcias de x, que vao de n até 2n, isto é, n < k < 2n.

Considerando as raizes da funcéo e as suas respectivas multiplicidades, vem que
x = 0 é uma de suas raizes (multiplicidade 1) e x = § (também de multiplicidade n) é

a outra raiz.

Verificando, agora, as fun¢des derivadas de [4.3) a sua primeira derivada terd as

raizes x = 0 e x = j, ambas de multiplicidade n — 1. Aplicando sucessivamente o

Teorema [4.2.1] a (n — 1)-ésima derivada de também terd raizes x = 0 e x = £.

Desta forma, vem que

oD = 0 (1) =0 4.14)

Outra importante caracteristica de ¢ dada pelo Teorema |4.2.2f

"a— bx)

Teorema 4.2.2. Sendo f(x) = , tem-se que
7(5-x)=fw
Demonstragdo.
f(%_x> :%(%_x)” (“_b (E_x))n :L'(a;bx)n'(bx)n (4.15)
L) e Y b)
n! b
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Mais uma caracteristica de f(x) que serd utilizada na argumentacdo da demonstra-
cdo da irracionalidade de 7t € a seguinte: toda derivada de ordem k > n calculada no

ponto x = 0 serd um numero inteiro.

Teorema 4.2.3. f®(0) € Z,Vk > n.

Demonstragdo. Tomando e fazendo

n
Cn = (0>an
n
Cis1 = <1)ﬂn1-b

Con1 = (n i 1>a prl
n
C2n = (7’1) -b"

(4.16)

€ possivel escrever

Con

f(x):%'x”—%-x””+---+(—l)”*1

Ny G DU Con o, (4.17)
n! n! n!

Calculando a k-ésima derivada de f(x) onde k = n, tem-se:

f<">(x)=C"'”'(”—})'---‘Z'l_Cn+1'(”+1')'”'----2.x
" " (4.18)
+...+(_1)”.CZH'(2”)'(2n;1)'...-(n+1)'xn‘

Fazendo x = 0 na Equacdo (4.18| restard apenas

Chrn-n=1)-...-2-1 C,-n!
gy = St n') - togez (4.19)

76



Efetuando o mesmo raciocinio para as demais k-ésimas derivadas de f(x) tais que

n<k<2n:

. !

FED(0) C"“ﬂ# = Cp-n+) ez
) I

f(k+2)(0) M = Cpo-(n+2)-n+1)€Z
n (4.20)

Con - (211)!
fo0) = TR = Cuenl () ez

Finalmente, os casos onde k > 2n sdo imediatos, visto que quaisquer derivadas de tais

ordens serdo nulas. O

Agora, conforme visto no Teorema , flx) =f (% — x). Derivando ambos os
membros desta tltima igualdade — e fazendo uso da derivada da funcao composteﬂ

obtém-se:

@ = O (G-x)0-1 = —f0(Z-x

(
Ow = —[f@(5-x)0-n] = 7
(
(

FOx) = 70 (% _ x) (0-1) = —f® % —x (4.21)
. a
A% = —[fD(f-x)-0-1] = f@ 5 ¥
Generalizando o que foi visto em [4.21}
FO(x) = (~1)" - F (% _ x) neN. (4.22)

Desta forma, por meio do Teorema e da Equacéo estd mostrado que as

k-ésimas derivadas de f calculadas nos pontos x = 0 e x = { assumiréo valores inteiros.

3 L (f(g(x) = fD(g(x) - gV ().
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4.3 DEFININDO NOVAS FUNGOES AUXILIARES

Ap6s a andlise de algumas caracteristicas importantes da fungdo f — que ndo sdo
explicitadas no artigo [27]] — agora serdo definidas mais duas fun¢des auxiliares g(x)
e h(x), ambas dependentes de f e de suas derivadas de ordem superior. Definindo
tais funcdes, esta demonstracdo da irracionalidade do numero 7t poderd ser feita de
maneira mais compreensivel. Comecando pela funcdo g(x), a mesma serd definida

como segue:
g(x) = f(x) — FA) + fAx) — fO) +- -+ (=1)" - fE (). (4.23)

A primeira caracteristica importante de reside em sua imagem no ponto x = 0:
g(0) é necessariamente um numero inteiro, visto que as derivadas de ordem superior
de calculadas em x = 0 assumem valores inteiros; além disso, 0 mesmo comporta-

— 4 (vi 5 ; ; .
mento vale para x = § (vide Equacédo[4.22)). Sintetizando:

g0)eZeg (g) €. (4.24)

A segunda caracteristica util de depende de sua derivada segunda, isto é:
§P() = FOx) — fP) + fO@) — fFO@) +- -+ (=1)" - FeD(x). (4.25)

Aqui é importante ressaltar o valor da (2n + 2)-ésima derivada de 4.3} como é uma

derivada de ordem superior a 2n, tal derivada assumira valor nulo.

Calculada a derivada segunda de e organizando as informacgdes, é possivel

observar que a soma de ambas resultard na ja estudada Funcéo 4.3}
§(x) + g (x) = f(x). (4.26)

A segunda funcdo auxiliar — h(x) — que sera definida agora terd como principal
caracteristica relacionar 4.3]e A funcio h(x) sera assim definida:

h(x) = gV (x) - sen(x) — g(x) - cos(x). (4.27)
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Observando [4.27, nota-se que ela foi definida para depender de porém deri-
vand a funcdo h(x) sera possivel verificar que a mesma passara a depender de :

KO(x) = ¢@(x)-sen(x) + g (x) - cos(x) — [§V(x) - cos(x) — g(x) - sen(x)]
= g(z)(x) -sen(x) + g(l)(x) - cos(x) — g(l)(x) - cos(x) + g(x) - sen(x)
(4.28)

= sen(x) - [g? + g(x)]

= sen(x) - f(x)

Definidas as funcdes f (ver 4.3), g (ver [4.23) e h (ver [4.27)), serd possivel incluir

em todo o processo o numero 71 — que até agora ainda néao foi citado. Em especial,
observa-se que h(x) depende de funcoes trigonométricas (sen(x) e cos(x)), o que faci-

lita o trabalho com o 7.

% sen(x) = cos(x) e % cos(x) = — sen(x).
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A IRRACIONALIDADE DO NUMERO 7:
DEMONSTRAGAO

Utilizando todas as andlises feitas no capitulo anterior, este capitulo tratara da de-
monstracdo da irracionalidade do nimero 7. Mais uma vez, as passagens tentarao

explicar melhor a demonstracdo feita no artigo [27]].

5.1 INCLUINDO O 7t NO PROCESSO

Uma 6tima maneira de incluir o 7t em toda a andlise realizada é, inicialmente, veri-
ficar que a funcdio h(x) = ¢M(x) - sen(x) — g(x) - cos(x) é uma primitiva da funcéo
hM(x) = sen(x) - f(x). Portanto, por meio do processo de integragio desta ultima,
¢ possivel obter a primeira. Nesse sentido, é interessante relembrar o Teorema Funda-

mental do Célculo, cuja deducéo pode ser vista em [26]:

Teorema 5.1.1 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : I — R uma fungdo
continua definida no intervalo aberto I e seja F : I — IR uma primitiva de f. Entdo, se
[p,q]l C L .

[ edx = F@ — Fp).
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Utilizando o Teorema Fundamental do Céalculo e escolhendo como limites de inte-
gracao os valores 0 e 71 — valores que possuem imagens bem conhecidas nas funcoes

cos(x) e sen(x)El, obtém-se:

Jo" sen(x) - f(x)dx

= g(l)(n) -sen(7r) — g(7T) - cos(7) — [g(l)(O) -sen(0) — g(0) - cos(0)]
(5.1

= gW(m) -0 —g(m) - (1) — [gW(m) - 0 — g(0) - 1]
= g(7) + g(0).

Em [4.24] foi mostrado que ¢(0) ¢ um nimero inteiro; em contrapartida, nada pode
ser estipulado a priori para g(77): para tanto, serdo necessarias mais algumas analises

da funciio hV(x) = sen(x) - f(x) e de sua integral definida no intervalo [0, 7t].

Iniciando pela funcdo sen(x), sabe-se que —1 < sen(x) < 1 para qualquer x € R; em
particular, caso o seu dominio esteja restrito ao intervalo ]0, 7z7[ vem que a sua imagem

estard no intervalo ]0, 1[, isto é:
0 <sen(x) < 1. (5.2)

x"(a—bx)"

Analisando agora a funcio f(x) = ==

no intervalo ]0, [ é possivel verificar que

x" "
0<x<7r:>0<x”<7r”:>0<ﬁ<W (5.3)
e
x>0eb>0=bx>0=-bx<0=a—bx <a. (5.4)

Agora, como a e b sdo naturais néo nulos, vale a — bx > 0 para qualquer x < . Desta

forma:
a

0<x<b

=>0<a—-bx<a=0<(a—Dbx)" <a". (5.5)

1 sen(0) = 0; cos(0) = 1;sen(7t) = 0; cos(T) = —1.
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Tomando x € }O, b [ e multiplicando membro a membro as desigualdades descritas nas

Expressoes e[5.5

x™(a — bx)" a® . " a®- "
— sen(x) < o = 0 <sen(x)- f(x) < TR

0< (5.6)

Aqui vale comentar que logo serd feita a suposigdo (por absurdo) de que § = 7
desta forma, [5.6|sera valida no intervalo ]0, 7.

Analisando é possivel fazer uma breve interpretacdo geométrica: no intervalo

a.h
n!

10, [, nenhuma imagem de sen(x) - f(x) terd valor superior a ; graficamente, sig-
nifica dizer que a drea abaixo da curva sen(x) - f(x) serd menor que a drea determinada

N n. n 7 .o~ Ve
pelo retdngulo de base 7t — 0 = 7 e altura “—;-. Como a drea da regido sob uma curva é

dada pelo calculo da integral definida da fun¢éo que define a curva, é possivel escrever

T a .
0< / sen(x) - f()dx < T 7 (5.7)
0 !
ou seja,
T n., 7.L.n+1
0< / sen(x) - f(x)dx < o (5.8)
0 !
Usando [5.1] e [5.8 obtém-se
a . 7'C”+1

Neste ponto, é importante ressaltar a importancia de n, visto que para valores tao
grandes quanto se desejar de n, serd possivel chegar a uma contradicdo na Expressao

Definindo, entdo, a sequéncia (s;) tal que

a - nn+1

Sl’l = 7' (5.10)
n.

¢ possivel analisar se a mesma converge para algum valor real. Para tanto, serd consi-

derado o seguinte teorema, cuja deducdo pode ser vista em [2].

Teorema 5.1.2. Seja (x,) uma sequéncia de ntimeros reais. Se x,, > 0 e lim;_, xgl =1,

onde L < 1, entdo lim;,_yeo X5, = 0.
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Voltando para (s,), em primeiro lugar percebe-se que s, > 0 para qualquer indice

natural 7, visto que a é inteiro positivo. Agora, determinando *:, tem-se que
n

un+1_7.[n+2
Sn+1 (n+1)! art
= = . 5.11
S attl 4] ( )
n!
Calculando lim,,—se0 S’;—;l:

. Sp+1 . . 1

Iim — = lim =qarm - lim =am-0=0. (5.12)
n—oo g, n—oon+1 n—oopn+1

Como lim,_,0 22 = 0 < 1, o Teorema garante que lim, s, = 0, permitindo

Sn
dizer que, para valores suficientemente grandes de n, é vélido

0 < g(m)+4(0) < 1. (5.13)

Finalmente, as condicOes agora sdo mais favordveis para iniciar a demonstracdo
da irracionalidade de 7, visando também trazer um maior nivel de entendimento do

artigo [27]].

5.2 A DEMONSTRAGAO

Teorema 5.2.1. 7 é um numero irracional.

Demonstragdo. Suponha que 77 = f, onde a e b sdo numeros naturais ndo nulos. Con-

sidere a funcdo polinomial
_x"(a — bx)"

' (5.14)
n!

f(®)

de grau 2n e raizes x = 0 e x = 7r; para esta fungdo vale a igualdade f(x) = f(7r — x)

(Teorema |4.2.2)); além disso, suas k-ésimas derivadas assumem valores inteiros nos
pontos x = 0 e x = 7t conforme o Teorema e a Equacéo

Agora, considerando a funcao

8 = f() = fAC) + fO) = fOD) +- -+ (D" fP), (515

nota-se que g(0) e g(7r) sdo ambos valores inteiros; além disso, g(x) + ¢@(x) = f(x)

(Equacgéo 4.26).
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Por ultimo, nota-se que
h(x) = g(l)(x) -sen(x) — g(x) - cos(x) (5.16)

¢ uma primitiva de
hV(x) = sen(x) - f(x). (5.17)

Agora, calculandoE] a integral de sen(x) - f(x) de 0 até 7, tem-se que

/0 " sen(x) - F(x)dx = g(rr) + g(0). (5.18)

Porém, para x €]0, 77[, tem-se que

a -

n!

0 <sen(x)- f(x) < (5.19)

Logo,

T ar - 7.[n+1
0< / sen(x) - f(x)dx < — - Sp. (5.20)
0 !
que é verdadeira independentemente do valor de n. Verifica-se, de acordo com o
Teorema e a Equacdo|5.12] que lim,_, s, = 0. Portanto, para um valor suficien-

temente grande de n, tem-se que
T
0< / sen(x) - f(x)dx <1 (5.21)
0

ou seja
0 < g(m)+g(0) < 1. (5.22)

o que é um absurdo, pois g(77) + g(0) é um valor inteiro e néo existem inteiros no
intervalo real 10, 1[; logo, 7t ndo pode ser escrito na forma ; com a e b inteiros positivos,

isto é, 7T € um numero irracional. O

A demonstragdo realizada neste trabalho é apenas uma das variadas formas de de-
monstracdo da irracionalidade do nimero 7, e serdo feitos alguns comentdrios breves

a respeito de outras deducdes na préxima secao.

2 Ver
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5.3 COMENTARIOS SOBRE OUTRAS DEMONSTRAGOES DA IRRACIONALIDADE
DE 7T

Serdo vistas, agora, algumas outras formas de demonstrar a irracionalidade de 7:
isto se prova interessante pois ajuda a compreender novos pontos de vista e, até
mesmo, semelhancas com a prova que foi realizada e comentada neste trabalho. Além
disso, é importante notar como os trabalhos de estudiosos do passado (no caso, Lam-

bert e Hermite) sdo estudados e reinterpretados por outros autores (como Niven).

Como ndo é a meta deste trabalho efetuar as deducdes dos resultados que serdo
mostrados a seguir, serdo citadas no texto as fontes que contém as devidas provas (ou

comentarios sobre elas).

De acordo com [5], a deducao feita por Johann Heinrich Lambert (século 18) utiliza

o conceito de fragbes continuas. A ideia foi a de expandir a funcéo tg(x) como

tg(x) = 5 (5.23)

Lambert conseguiu provar que se x € Q — {0}, entdo o valor de tg(x) ¢ irracional.
Usando a contrapositiva da assertiva de Lambert, isto é, se tg(x) € um valor racional
entdo x é um valor irracional (ou zero), basta fazer a substitui¢do de x = 7 e, como
tg (%) = 1 é racional, necessariamente 7 € irracional (por consequéncia, 7t também
¢). Por mais que os ultimos argumentos pare¢am simples, a dificuldade do método de
Lambert reside em mostrar a expansdo da funcdo tg(x) em fracoes continuas e, depois,

mostrar a relacdo entre x racional ndo nulo e a imagem de tg(x) irracional.

No livro [30], o autor também realiza uma demonstracdo “simples” da irracionali-
dade de m — na verdade, da irracionalidade de 72 — e, como ele mesmo fala (em
traducdo livre): “Como em muitas outras provas ‘elementares’ de teoremas densos,
a motivacdo para muitos dos passos ndo pode ser fornecida.”, da mesma forma com
o que ocorreu na demonstracdo dada por Niven em [27]. De qualquer forma, a de-
monstragdo de Spivak utiliza uma verséo ligeiramente modificada da Funcéo [4.3]aqui

trabalhada. Com efeito, ele utiliza a func¢éo

X"l —x)"
B n!

s(x) (5.249)
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e, como hipétese de absurdo, diz que 72 = 4> @ € b sdo inteiros positivos.

As funcgdes auxiliares, que na demonstracdo feita na Secdo eram

g(x)=f(x) = fA) + fH(x) — -+ (=1)" - fOI(x) (5.25)

e
h(x) = gW(x) - sen(x) — g(x) - cos(x), (5.26)
passam a Ser
H(x) = D" [ - s(x) — 122 sP () + 2 s (x) — -k (=) 5P (x)]
(5.27)
(S
u(x) = tW(x) - sen(mwx) — 7 - £(x) - cos(mx). (5.28)

Outra diferenca € o intervalo definido por Spivak para efetuar o estudo dos sinais das
funcoes: ao passo que Niven toma o intervalo [0, 7t], Spivak toma o intervalo [0, 1],
e isso tem direta relacdo com a forma com a qual ambos construiram as fungdes. A
partir dai, as demonstracdes seguem praticamente os mesmos caminhos, com a dife-
renca que o desenrolar da demonstracio de Spivak leva & conclusdo de que 772 é um
numero irracional: logo, 7T necessariamente é irracional pois, se fosse racional, entao

72 também o seria (o produto de dois racionais é racional).

Independentemente das diferencas operacionais, tanto Niven quanto Spivak utili-
zam argumentos sobre as fun¢des sem citar as motivacOes iniciais (que, de acordo
com [32]], advém dos trabalhos de Lambert e, ainda mais precisamente, Hermite). Spi-
vak, ao final de sua exposi¢cdo, comenta que um dos aspectos mais importantes para
a deducgéo é o fato de que 7t se relaciona com a funcdo sen(x): 7t € o menor zero
positivo da funcao, e esta informacgdo ajuda a compreender a estratégia geométrica

utilizada por [18]].
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ALGUNS METODOS NUMERICOS PARA
APROXIMAGOES DO NUMERO 7

Conforme visto nos capitulos anteriores, o numero 7t é um nuimero irracional e, por

consequéncia, ndo admite uma representacao decimal periddica.

Foi visto também que matemadticos, ao longo dos tempos, utilizaram vdarias estra-
tégias para determinar valores e aproximacoes para o numero 7t (e como todo esse

processo agregou valor ao corpo tedrico da matemadtica).

As préximas secoes mostrarao algumas estratégiasE] que visam determinar aproxima-
¢coes numéricas de 7r. Pensando em termos computacionais e considerando qualidades
como facilidade, velocidade e precisdo, todas as estratégias que serdo mostradas per-

dem com facilidade para métodos computacionais mais robustos.

O que serd mais proveitoso para professores e alunos neste ponto néo é chegar efeti-
vamente ao resultado (aproximacoes de 71) mas, sim, compreender as principais ideias
e argumentos matematicos envolvidos, visando ampliar o rol de técnicas e fomentar a

criatividade para enxergar solugdes nas constru¢des geométricas que serdo mostradas.

6.1 A IDEIA DO METODO DA EXAUSTAO DE ARQUIMEDES

Arquimedes desenvolveu um método de exaustdo que permitia encontrar aproxima-
coes acuradas (para a época e para as técnicas existentes) para o numero 71. Seu
método, inclusive, foi o germe de varios outros métodos existentes para a determina-

¢do de aproximacoes de 7.

1 A estratégia que envolve séries é aquela que estd mais distante da realidade dos alunos da Educacio
Basica.
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O método consistia em trabalhar com poligonos regulares inscritos e circunscritos
em circunferéncias e aumentar o niimero de lados de ambos os poligonos, até que estes
aproximassem-se o quanto fosse possivel da circunferéncia em questdo: desta forma,
o perimetro dos poligonos estaria, cada vez mais, aproximando-se do comprimento da
circunferéncia — no caso dos poligonos inscritos, a aproximacao se daria por falta; no

caso dos poligonos circunscritos, a aproximacgao se daria por excesso.

De acordo com [3]], Arquimedes iniciou seus trabalhos utilizando hexdgonos regula-
res (n = 6) e foi sucessivamente dobrando o nimero de lados até alcancar os poligonos
de 96 lados. Acredita-se que Arquimedes tenha chegado ao seguinte intervalo de valo-
res para 7t:

10

1
3ﬂ << 3; , isto é, 3,140845 < 7 < 3,142858. (6.1)

Deve ser levado em consideracdo que os gregos ndo dispunham de um sistema de
numeracdo como o decimal posicional e tampouco dispunham das notagdes e ferra-
mentas matemadticas atuais (como relacdes trigonométricas, por exemplo): a quase
totalidade dos resultados era obtida por meio de argumentos geométricos e da utiliza-
cdo de instrumentos classicos como a régua ndo graduada e o compasso — conforme

jé visto nas notas historicas.

O método que serd mostrado a seguir € uma emulacdo da ideia original de Arquime-
des, apoiando-se na linguagem, nos processos e nas notacoes atuais (principalmente
no uso da trigonometria, que € uma ferramenta relativamente acessivel para os alunos

do Ensino Médio). A Figura [20]auxiliard no entendimento do método.

Figura 20: Poligono regular inscrito em uma circunferéncia. O angulo AOB é chamado de
dngulo céntrico do poligono regular.?

Fonte: proprio autor.
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Lembrando que o comprimento de uma circunferéncia pode ser calculado através da
relagdo C = 27tR (vide Definicdo(1.0.3)), é possivel isolar o valor que se deseja obter (no
caso, o numero 71) e, utilizando um valor conveniente para o raio R da circunferéncia

—no caso, R = % — chega-se a

_c_c

= =C. 2
2R 2. c (6.2

7T

N|—=

Explorado este preambulo, deseja-se encontrar uma expressdo que determine o pe-
rimetro de um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia de raio % que
dependa de duas informacgdes: do seu niumero de lados e, também, da medida de um
angulo céntrico> — que também pode ser escrita em funcfio do ntimero de lados do

poligono.

Tomando o triangulo is6sceles AOB, seja tragcada a altura OM relativa ao lado AB:
por ser um tridngulo isésceles, vem que OM também é bissetriz do 4ngulo AOB, o que
da

360° 1 180°

m(AOM) = m(BOM) = = (6.3)

Considerando o tridngulo OAM (ou o triangulo OBM, visto que ambos sdo con-
gruentes pelo critério ALA) e lembrando que OA = R = %, é possivel utilizar a razéo
trigonométrica seno para obter
180° A
)AL, (6.4)

sen (AOM) = sen ( = B4 "

NI=| ~

onde 2/ denota a medida do lado do poligono regular em questéo.

Finalmente, como o perimetro 2P do poligono regular € igual a n - 2/, utilizando o
Resultado vem que

2P =n-sen (%) . (6.5)

Utilizando|6.5] € possivel calcular o perimetro do poligono inscrito na circunferéncia;

além disso, como o comprimento da circunferéncia em questdo é justamente 7T, é

3 Angulo cujo vértice é o centro da circunferéncia e os lados sdo os lados do tridngulo isésceles AOB,
onde A e B sdo vértices consecutivos do poligono regular inscrito e AO = BO = R, onde R € o raio da
circunferéncia. A medida de um 4Angulo céntrico é dada por m(AOB) = 36%, onde n é o niimero de lados
do poligono regular.
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possivel considerar o seguinte limite para a determinac¢do de valores aproximados de

7T

o
lim (n - sen (180 )) = TI. (6.6)
n—00 n

Visando verificar o poder computacional do método, o valor do nimero 7t serd apro-
ximado por falta com seis casas decimais: 3,141592. Com o auxilio da Tabela |4{ para a
organizacdo dos valores e de uma calculadora cientifica (ou o software Excel) é possivel

estimar valores aproximados para o 7t:

n | n-sen (%) 2P

3 3 - sen 60° 2,598076
4 4 - sen45° 2,828427
5 5-sen36° 2,938926
6 6

-sen 30° 3,000000

30 30 - sen 6° 3,135854

40 | 40-sen4,5° | 3,138364

50 | 50-sen3,6° | 3,139526

60 60 - sen 3° 3,140157

600 | 600 -sen0,3° | 3,141578

Tabela 4: Tabela com valores aproximados (por falta) de 7.
Observando a Tabela 4} é perceptivel a aproximacéo dos valores dos perimetros dos
poligonos regulares inscritos ao valor aproximado de 7t com seis casas decimais.

Agora, um processo quase analogo ao anterior sera feito — com algumas diferencas

a saber:

e serd utilizado um poligono regular de »n lados circunscrito a circunferéncia —
vide Figura [21]— cujos lados medem 2L;
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e serd considerada a razdo trigonométrica tangente ao invés da razdo trigonomé-

trica seno, tendo em vista que o apétema* do poligono regular serd igual ao raio
da circunferéncia inscrita (ON = %)

Figura 21: Poligono regular circunscrito 4 uma circunferéncia.”

Estabelecidas as observagdes iniciais e observando a Figura é possivel tomar o
tridangulo CON (ou o tridngulo DON, pois ambos sdo congruentes pelo critério ALA)

e, como o poligono é regular, a relagdo que envolve o angulo interno deduzida em
continua valida, isto é:

~ ~ ° 1
m(CON) = m(DON) = 220 . 1

_180°
5=

(6.7)
n
O préximo passo € utilizar a relacdo trigonométrica tangente no tridngulo CON::

tg (CON) = tg (12 ) =

n

O‘O
zZ|Z
N N

=2L. (6.8)

Portanto, o perimetro 2P’ do poligono regular circunscrito a circunferéncia é dado
pela expressdo

o 180°>
2P = n tg(—n (6.9)

4 Segmento que tem extremidades no centro do poligono regular/circunferéncia e no ponto médio de
qualquer lado do poligono: coincide com o raio da circunferéncia inscrita no poligono regular.
5 Fonte: préprio autor.
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e, da mesma forma que no processo com o poligono inscrito a circunferéncia, pode-se

chegar a um valor aproximado de 7t com o auxilio do limite

lim (n “tg (1800)) = 11. (6.10)

n—00 n

Utilizando a Tabela |5/ e uma calculadora cientifica (ou Excel), é possivel obter algu-
mas aproximacoes para o valor de 7t. Aqui, vale ressaltar que a escolha de um nimero
razoavel de casas decimais (como cinco ou seis) vem a ser ttil para verificar as diferen-
cas entre os valores apds a segunda casa decimal em casos onde o numero de iteracoes
¢ grande: porém, caso o professor deseje realizar esta tarefa com os seus alunos em
sala de aula, fica ao seu critério a escolha do niimero de casas decimais para a aproxi-
macao do valor de 7t de acordo com os materiais que tiver em méaos — calculadoras

ou computadores com o o software Excel.

n-tg (B°) | 2pf
3-tg60° | 5196152
4-tg45° | 4,000000
5-tg36° | 3,632713

6-tg30° | 3,464102

N QG| W S

30 30 - tg6° 3,153127

40 | 40-tg4,5° | 3,148068

50 | 50-tg3,6° | 3,145733

60 60 - tg 3° 3,144467

600 | 600 -tg0,3° | 3,141621

Tabela 5: Tabela com valores aproximados (por excesso) de 7.

Arquimedes, de acordo com [29], teria calculado a média aritmética dos valores
obtidos em ambos os métodos para cada nimero fixado de lados. A Tabela [6| auxiliara

na organizacao e visualizacdo das informacoes:

Utilizando o 96-4dgono regular (assim como Arquimedes fez) seria possivel obter:
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n | 2P=mn-sen (%) 2P =n-tg (%) 202P
3 2,598076 5,196152 3,897114
4 2,828427 4,000000 3,414214
5 2,938926 3,632713 3,285819
6 3, 000000 3,464102 3,232051
30 3,135854 3,153127 3,144490
40 3,138364 3,148068 3,143216
50 3,139526 3,145733 3,142630
60 3,140157 3,144467 3,142312
600 3,141578 3,141621 3,141600

Tabela 6: Tabela com valores aproximados de 7w — utilizando a média aritmética dos valores
obtidos nos processos anteriores.

n

2P =n-sen (#)

2P =n-tg (%)

2P+2P’
2

96

3,141032

3,142715

3,141874

Tabela 7: Estimativa de valores obtidos para s utilizando o 96-adgono regular.

Para um incremento grafico nesta atividade, um expediente interessante que pode

ser adotado em sala de aula € utilizar o software GeoGebra e definir as funcoes

FiR—{0} =R, f(x)=x-sen (%) 6.11)
2 T
g:]R—{x#O/\x#Tzk,kGZ}—>]R,g(x):x-tg<;>, (6.12)

e areta y = 7r: os alunos poderdo perceber visualmente que, conforme os valores de x
aumentam , f(x) tenderd ao valor de 7t (por falta), ao passo que g(x) tenderd ao valor

de 7t (por excesso). A Figura [22| mostra o comportamento de ambas funcoes.

Ademais, é possivel provar que

. T . T
lim (x-sen(—))zn e lim (x-tg(—)):n
xX—00 X X—00 X

(6.13)
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utilizando tépicos de Calculo Diferencial (em especial, limites trigonométricos e a re-
gra de L’'Hospital® (Teorema|6.1.1))) .

Teorema 6.1.1 (Regra de L'Hospital). Sejam r > 0 um niimero real e f e g fungdes

derivdveis em todo ponto x > r. Nestas condigoes, se limy ;o f(x) = 0,limy, 00 g(x) =0 e

) .. - 1. c e . . @
se limy_seo % existir, entdo lim._eo Jg% existird e limy_, o % = limy_eo %.

. T
lim (x - sen (—)) =TT.
X—00 x
Demonstragdo. Inicialmente, tem-se que

Jim (x-sen ($)) = Jim (”) , (614

e como limy_,. sen (%) = 0 e limy 0 - = 0, hd uma indeterminacéo do tipo §. Fa-

Teorema 6.1.2.

==

zendo uso da regra de L’Hospital, obtém-se:
sen (Z cos (Z) - (=£
lim J = lim M =7 lim (cos <E>) =m-1=7m. (6.15)
X—r00 l X—00 ;1 X—»00 X
x x2 O
Teorema 6.1.3.

o () -

Demonstragdo. Inicialmente, tem-se que

tim (x-18(5)) = Jim (tg()> , 16

e como limy_, tg (%) =0 e limy e 2 = 0, hd uma indeterminacfo do tipo J. Fazendo

uso da regra de L'Hospital, obtém-se:

s 2(my. (=
Jim (g”) - lim ( ) W) = e Jim (sec? (T)) =1
X

Ed
(6.17)
O

Este modelo, caso seja trabalhado em sala de aula, podera servir para resgatar varios

aspectos importantes do topico sobre poligonos regulares e da trigonometria. Como

6 A deducéo e exemplos de aplicacdo podem ser vistos em [|15]], bem como dos limites trigonométricos.
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sugestdo para a sala de aula, seria interessante seguir de forma mais fiel os passos uti-
lizados por Arquimedes, isto é, determinando os poligonos de 6, 12, 24, 48 e 96 lados
e, com o auxilio das técnicas geométricas, trigonométricas e do uso de tabelas, verifi-

car se é possivel chegar nos limites estabelecidos por Arquimedes (vide as inequacoes
presentes na Expressdo [6.1)).

4 3 2 N V\ 2 3 4 5 13 7 8 9 10 1

Figura 22: f(x) = x-sen (¥) e g(x) = x - tg (%): fungbes que tém como limite no infinito o
ndmero 7.’

6.2 A IDEIA DO METODO DA DUPLICAGAO DE LADOS DE LIU HUI

O método que serd estudado agora é uma adaptagdo do método da duplicagdo de
lados creditado ao matemadtico chinés Liu Hui. Este método é de destacada importancia
para ser trabalhado em sala de aula, visto que usard uma série de ferramentas com as
quais os alunos ja tém familiaridade (sendo a principal delas o Teorema de Pit4dgoras®).
Um étimo momento para sugerir este método (seja como atividade em sala de aula ou
como trabalho extra classe) é durante os trabalhos com inscri¢do e circunscricao de

poligonos regulares.

Durante a exposi¢do da ideia do método de Liu Hui serd possivel deduzir duas inte-
ressantes relacoes: o calculo do apétema de um poligono regular inscrito e a formula
de duplicacdo, que permite determinar a medida do lado de um poligono de 2 la-
dos conhecendo algumas informacoes referentes a um poligono de n lados, desde que

ambos estejam inscritos em uma mesma circunferéncia.

7 Fonte: préprio autor.
8 Na China, tal teorema é conhecido como Teorema de Gou Gu Xian.
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A ideia do método é determinar o valor das areas de uma sequéncia de poligonos
cujo numero de lados sempre serd dobrado (6, 12, 24, 48, 96, etc.). Para tanto, uti-
lizando a Figura como apoio, Liu Hui teve a ideia de determinar o lado de um
poligono regular de 2n lados utilizando dois elementos de um poligono regular de n

lados: a medida de seus lados e a medida de suas apétemas.

O processo poderia ser iniciado partindo de um poligono de quatro lados ou de cinco
lados, mas o hexagono regular tem uma caracteristica facilitadora: a medida de seu
lado coincide com a medida do raio da circunferéncia que o circunscreve, o que torna

os calculos iniciais mais simples para valores convenientes do raio.

A,0=B,0=C,0=R

MnO = an
Cn]\/jn =R- G
1
]\/LLBH = 5 . ln
CTI,BTI, = l2n

Figura 23: A construcdo para a deducdo das relacdes sobre apétemas dos poligonos inscritos e
a férmula de duplicacéo.’

Seja Eann a mediatriz de um dos lados do poligono (A, By, por exemplo): desta
forma, M, sera o ponto médio de A,B,,. Aplicando o Teorema de Pitdgoras aos trian-

gulos OM,,B,, e C,,M,,B,, obtém-se, respectivamente,
1 2
(an)* + (5 : ln) =R? (6.18)

donde
4R2 — ]2

n

(6.19)

ay =

N| =

9 Fonte: prdprio autor.
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2
R—af+ (5 1) = (@) (6.20)

donde

Ly = \/2R2 — R - \/4R2 — 2. (6.21)

As duas relacoes obtidas permitem determinar as medidas do apdtema do poligono
regular de n lados (Equac@o|6.19) e do lado do poligono regular de 21 lados conhecida
a medida do lado do poligono regular de n lados (Equagéo|[6.21)). Desta forma, é possi-
vel utilizar uma tabela para, a partir das dimensées de um poligono regular escolhido,
determinar as dimensoes de poligonos regulares que tenham o ntimero duplicado de

lados.

Tomando, de forma conveniente, R = 1, e partindo de um hexagono regular inscrito

(istoé,n=6,lc=R=1eag= @) € possivel construir a Tabela :

" a, =1 \/AR2_ D2 Ly = /2R? — R- \J4R2 — 12
6 ag = % lp=V2-+3
12 ap=3-V2+V3 hy=1\/2—V2+3

24 Ay =13-\/2+y2+3 148=\/2—\/2+\/2+\@
48 a48:%-\/2+\/2+\/2+\/§ log = 2—\/2+\/2+\/2+\/§
96 | ag6 =3 - 2+\/2+\/2+\/2+\/§

Tabela 8: Tabela com as medidas do apdtema e do lado de poligonos regulares.

Como o raio da circunferéncia que circunscreve os poligonos regulares vale 1, sua
drea seria correspondente ao préprio valor de 7r: S = 77 - 12 = 7. Desta forma, quanto
maior o valor de n, os poligonos regulares tendem a circunferéncia — assim, seus
perimetros e suas areas tendem ao comprimento e a drea da circunferéncia, respecti-

vamente.

Utilizando a Tabela (8, que fornece os valores do apotema e do lado de um poligono

regular, é necessario encontrar uma relacdo que permita calcular a drea do poligono
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regular utilizando as duas informac&es conhecidas (a, e I,,). E facil ver que uma relacéo

que permite o calculo dessa area é dada por

1
Sn:n-§~ln-an (6.22)
visto que um poligono regular de n lados pode ser decomposto em # tridngulos isdsce-
les cujas bases coincidem com os préprios lados do poligono regular e suas alturas séo
necessariamente os apotemas do poligono regular. Desta maneira, o valor da area de

um 96-4gono seria:

So6 =96 1 2—\/2+\/2+\/2+7-%- 2+\/2+\/2+\/T7
=24-\/4—(2+ 2+/2++/3) (6.23)
=24-\/2—\/2+\/2+\/§

Finalmente, calculando o valor numérico aproximado (com seis casas decimais) da

Expressdo [6.23], obtém-se
So = 24 - \/2 —V2+V2+/3 =3,139350. (6.24)

Partindo, entdo, de um poligono regular de 6 lados cujo raio da circunferéncia a ele
circunscrita vale 1 e efetuando a duplicacdo do numero de lados, é possivel perceber
um padrio para o valor de S,. Fazendo n = 2.3, para k natural maior ou igual a 3

(deve ser observado que Sg = 3\[ e S1» = 3), obtém-se

sn=szk.3_T3~ 2— \/2+ 2+ \fke{3456 3, (6.25)

onde a expressdo S, possui dois radicais, Sig possui trés radicais, Sgq possui quatro

radicais e assim sucessivamente.
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11

Utilizando!?, entdo, a Equacfio e a Tabela El, sera possivel verificar os valores
das areas dos poligonos de 6, 12, 24, 48, 96, 192 e 384 lados, visando comprovar que
os valores dessas dreas convergem para o valor de 7t (lembrar que, como o raio da
circunferéncia circunscrita aos poligonos regulares € unitario, a area da regiao circular

serd igual ao valor de 7).

n S,

6 Se = 2,598076
12 | S12 =3,000000
24 | Sp4 =3,105829
48 | Su3=13,132629
96 | Sos =3,139350
192 | S19p = 3,141032
384 | Szgu = 3,141452

Tabela 9: Tabela com as medidas das dos poligonos regulares. Valores truncados para seis
casas decimais.

Continuando o método, ainda se faz necessario determinar um intervalo numérico
que contenha o nimero 71: para tanto, a estratégia de Liu Hui consistiu no estudo das
diferencas entre a drea do circulo e as areas dos poligonos regulares construidos. A

Figura [24| auxiliard o entendimento do raciocinio de Liu Hui.

Liu Hui construiu uma desigualdade que permitiu determinar um intervalo numérico
no qual 7t estivesse confinado, percebendo que a drea verde (regido em tom de cinza
um pouco mais escuro, que € a diferenca entre a area do poligono de 2n lados e a area
do poligono de n lados) é igual a drea vermelha (regido em tom de cinza escuro, onde
ABCD ¢ um retangulo). Desta forma, se S, € a area do poligono de 2n lados, S, € a
area do poligono de n lados, D = Sy, — S,, (area verde ou vermelha) e S é a area do
circulo, é possivel escrever:

Son < S < Spp+D. (6.26)

Caso o professor queira realizar esta atividade com os alunos em sala de aula, pode utilizar calculadoras
cientificas ou o software Excel; além disso, caso o método numérico de Arquimedes tenha sido trabalhado
em sala de aula, é interessante que o professor promova discussoes sobre qual dos métodos os alunos
acharam mais interessante, mais complexo ou qual deles estd chegando (convergindo) mais rapidamente
para o valor de 7t estabelecido no inicio das atividades. As possibilidades sdo variadas, e os professores
ficam convidados a pensar nessas diferentes estratégias.

Fonte: proprio autor.
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Figura 24: Construindo a Desigualdade de Liu Hui.!!

Com esta desigualdade, Liu Hui p6de obter um intervalo de valores ao qual 7t per-
tence. Conforme dito anteriomente, tomando um circulo unitério, o valor de 7t aparece

como a prépria area do circulo, isto é, S = 77 - 12 = 71. Assim,
Son < 1T < Sy +D. (6.27)

Finalmente, utilizando os valores de Szgy e Sigp das dreas calculadas na Tabela [9] é

possivel escrever

3,141452 < 7 < 3,141452 + (3,141452 — 3,141032) (6.28)
donde

3,141452 < T < 3,141872 (6.29)

isto é, uma precisdo de trés casas decimais para o valor de 7.

Em sala de aula, € interessante fazer mais algumas iteracdes do método (determina-
cdo das areas dos poligonos de 384 e 768 e as respectivas diferencas para determinar
intervalos que contenham o 7). E importante ressaltar para os alunos que Liu Hui

dispunha de outros tipos de técnicas para extracoes de raizes e realizacdo de cdlculos,
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o que tornava o método ndo tdo facil de se realizar como ¢é feito atualmente com os

recursos disponiveis (com as calculadoras cientificas, por exemplo).

6.3 METODO DOS POLIGONOS ISOPERIMETRICOS

De acordo com [14]], o método dos poligonos isoperimétricos € creditado ao fil6sofo
e matematico francés René Descartes. Comparando este método com o método de Liu
Hui, serd possivel perceber a necessidade de uma visdo geométrica muito mais apurada
— 0 que o torna mais complexo de ser trabalhado em sala de aula. Uma recomendacao
é dividir o método em etapas menores, visando trazer um entendimento melhor para

os alunos.

O método consiste em determinar uma relagdo entre dois poligonos regulares, um
com quantidade »n de lados e o outro com quantidade 2xn de lados, de tal modo que

ambos possuam o mesmo perimetro — dai o termo isoperimétrico.

Encontrada a relacdo que garanta a igualdade dos perimetros dos poligonos regula-
res de lados n e 2n, o préximo passo consiste em determinar os principais elementos
do poligono regular de 21 lados — apo6tema e raio da circunferéncia circunscrita — em

funcédo dos elementos do poligono regular de n lados.
Os préximos passos tém como meta construir a Figura[25]

Toma-se a circunferéncia A de centro O e raio R, e nela serd inscrito um poligono
regular de n lados — sendo AB um de seus lados — e de apdtema a,. Com estas

informacdes, o perimetro 2P do poligono em questdo serda dado por 2P =n - AB.

Tracando a mediatriz do segmento AB — que é areta O'M, onde O’ € A e M € AB
— observa-se que o ponto O (centro da circunferéncia A) pertence a mesma, pois
d(O, A) = R, = d(O, B). O angulo AOB é um angulo central da circunferéncia A que
se opde ao arco BA — este 4ngulo também é um 4ngulo céntrico do poligono regular
de lado AB considerado. Como O’ € A, o 4ngulo AO'B é um angulo inscrito relativo

a circunferéncia A que também se opde ao arco BA. Portanto,

m(AOB) =2 - m(AO'B) = 2 - 2a = 4a. (6.30)

12 Fonte: préprio autor.
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Figura 25: Construcio completa para determinar poligonos regulares isoperimétricos.!?

Agora, considerando os segmentos AO’ e BO’ — congruentes, pois O’ pertence a
mediatriz do segmento AB — toma-se A’ o ponto médio de AO’ e B’ o ponto médio
de BO'. Como O'O = AO = R,, e O'O = BO = R,, os tridngulos O'OA e O'OB sio
congruentes e isdsceles (de bases O’A e O'B, respectivamente). Duas consequéncias
uteis sdo:

A'0'=AA" e BO' = BB’ (6.31)

m(OAO') = m(O0'A) = « e m(OBO') = m(OO'B) = a. (6.32)

Como consequéncia dos pontos A’ e B’ serem os respectivos pontos médios de AO’ e

BO/, tracando o segmento A’B’ e comparando os tridngulos ABO’ e A’B'O’, o Teorema

da Base Média do Triangulo!® garante que

AB//A'B, (6.33)

O'AB ~ O'A'B (6.34)

13 O teorema e a sua respectiva deducio podem ser vistos em [8].
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e, mais importante,

A'B' = % - AB. (6.35)

Provados esses fatos, é possivel construir uma circunferéncia 6 de centro O’ e raio

Ry, = O’A’ = O'B’ e nela inscrever um poligono regular de 2n lados, onde um deles é

o segmento A’B’ e medida do 4ngulo céntrico m(A’ O'B' )= % - m(AOB); este poligono

regular tem perimetro

2P = 2n- A'B' = 21 - (%-AB) —n.AB=2P (6.36)

isto é, o poligono regular de 2n lados é isoperimétrico em relagdo ao poligono regular

de n lados.

O proximo passo € encontrar expressoes do raio Ry, da circunferéncia 6 e do apé-
tema ap, do poligono regular de 2n lados nela inscrito que dependam de R, e a,,: para

tanto, a Figura 25| auxiliard no processo.

Pelo fato dos tridngulos O'OA e O’OB serem isdsceles, vem que A’O e B’O sio as
suas respectivas alturas, visto que os pontos A’ e B’ sdo os pontos médios de suas

respectivas bases — disto, conclui-se que

OA’ L O'AeOB 1L O'B. (6.37)

Como O’M ¢ a mediatriz relativa ao lado AB, lado este que é a base do triAngulo
isdsceles AO'B, conclui-se que O’M também ¢é bissetriz do 4ngulo AO'B: desta forma,
como o tridngulo A’O’'B’ é isdsceles de base A’B’, necessariamente O’M’ é a sua me-
diatriz, permitindo dizer que O’M’ é o apétema do poligono de 21 lados. Desta argu-
mentacao,

O'M L A'B. (6.38)

Unindo, entdo, as informagdes dadas em [6.32} [6.37|e|6.38], fica provado que

OMA ~AA'Oe OM'B' ~ BB'O (6.39)

pelo critério de semelhanca AA.
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Utilizando as Expressoes e e o fato de que a altura O’ M do tridngulo O’ AB

pode ser escrita como O'M = O'O + OM = R, + a,,, tem-se

AB ! R R
= O'M donde 2 = M, e, portanto, ay, = Kntn

A/Bl O/M/ Aoy 2 (640)

isto é, o apétema do poligono regular de 2n lados depende do raio e do ap6tema do

poligono regular de n lados.

Por[6.39] e [6.40¢ oM ON
A A (6.41)
que pode ser escrita como
an O A
O/;/ = Tn (642)
resultando em
R
1’;22” o (6.43)
n n
donde
RZn =V Rn c a2y (644)
Finalmente,
2 .
Ry, = M. (6.45)

2

Encontradas as relacoes desejadas, a segunda parte do método assim desenvolve-
se: como o comprimento de uma circunferéncia é dado pela relacdo C = 27tR, vem
que 7T = % ; deste ponto, serd escolhido um poligono inicial (neste texto o poligono
escolhido sera o hexdgono) e determinado o seu perimetro, o seu apétema e o raio da
circunferéncia que o circunscreve. Utilizando a Relacdo |6.45] é possivel encontrar o
raio de uma nova circunferéncia (Rj,) que circunscrevera o novo poligono regular de

2n lados, onde este tera o mesmo perimetro que o poligono regular de n lados.

Repetindo o processo para valores de n suficientemente grandes, a medida do apé-
tema dos poligonos inscritos estara cada vez mais proxima da medida do raio das
circunferéncias circunscritas, isto €, a sequéncia (Ry, — a;;,) serd decrescente e os seus
termos tenderdo a zero. Desta forma, o comprimento das circunferéncias circunscritas
estardo cada vez mais proximos do perimetro do poligono que iniciou o processo, ou

seja, a razao % se aproximard cada vez mais do valor de 7t em cada iteragéo.
n
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Exemplificando o processo, seja considerado um hexagono (1 = 6) de lado I = 1;

desta forma:
2P=6-1=6

Rg=1
V3 (6.46)

ag = —
2P _23

24, a,

n ay R, %

6 | 0,866025 | 1,000000 | 3,464103
12 | 0,933013 | 0,965926 | 3,215391
24 | 0,949469 | 0,957662 | 3,159660
48 | 0,953566 | 0,955612 | 3,146087
96 | 0,954589 | 0,955100 | 3,142715
192 | 0,954844 | 0,954972 | 3,141874

384 | 0,954908 | 0,954940 | 3,141663

Tabela 10: Valores aproximados de 71 — método dos poligonos isoperimétricos.

A Tabela [10| indica os valores (com precisdo de seis casas decimais) para a verifica-
cao dos elementos dos demais poligonos regulares — em especial, os valores da ultima
coluna da direita indicam o valor da razdo %ﬂ (razao que tendera ao valor de 7t con-
forme aumenta-se o valor de n), ja que o poligono inicial € um hexdgono de perimetro
6. Em sala de aula, uma sugestdo para a montagem da tabela é a de utilizar o software

Excel.

Apenas como informacdo, em [|14], o autor realiza os cédlculos deste processo utili-
zando, inicialmente, um quadrado e, dobrando o ntimero de lados dos poligonos nos
demais passos até chegar ao poligono regular de 524288 lados (cuja medida do raio é

de 0,63661977231). Como resultado, obteve a seguinte aproximacao para 7:

4

TR 5 0.63661977231 = 3,14159265387, (6.47)

que esta correta até a nona casa decimal.

Comparando este método com o método de Liu Hui, por exemplo, verifica-se que os

valores aproximam-se com maior velocidade de 7: a Tabela[11] permite visualizar que,
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na quarta iteragdo (Ssg) de ambos os métodos, é possivel verificar que o método dos
poligonos isoperimétricos ja fornece duas casas decimais corretas para 7t, a0 passo que

o método de Liu Hui fornece apenas uma casa decimal.

Em contrapartida, os macetes geométricos do método dos poligonos isoperimétricos
sdo mais complexos que o do método de Liu Hui, exigindo do professor muito cuidado

e preparacdo prévia para que possa ser trabalhado em sala de aula.

Sn Liu Hui Poligonos Isoperimétricos
Se | 2,598076 < 7 < 3,897114 3,464103
S12 | 3,000000 < 7T < 3,401924 3,215391
Soq | 3,105829 < 7 < 3,211658 3,159660
Sag | 3,132629 < 71 < 3,159429 3,146087
So6 | 3,139350 < 7t < 3,146071 3,142715
S19p | 3,141032 < T < 3,142714 3,141874
Sssa | 3,141452 < 71 < 3,141872 3,141663

Tabela 11: Tabela comparativa entre as aproximacoes de valores de 7t obtidas com o método
de Liu Hui e o método dos poligonos isoperimétricos.

6.4 SERIE DE GREGORY/LEIBNIZ

Uma atividade numérica interessante pode ser utilizada, no Ensino Médio, para que
os alunos determinem aproximacoes do valor de 71. A atividade necessita do uso de
uma calculadora cientifica (ou do Excel, caso seja possivel a sua utilizagdo). Seguem

0S passos:

1. Pedir para os alunos calcularem o valor (com um numero de casas decimais
pré-estabelecido no inicio da atividade — 6 casas decimais, por exemplo) das

seguintes somas:

S1 = 41% =4, (6.48)
4 4
Sy = 173 ~ 2,6666667; (6.49)
4 4 4
=-——-4+-=3,4 7. .
S;3 173 + 5 3,46666 (6.50)
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2. Talvez, na quarta soma, eles comecem a enxergar algumas técnicas para economi-
zar tempo nos calculos, além de terem uma percepcio da “regra” que determina
a formacéo das somas:

4 4 4 4

S4y=-—=+=-—=. (6.51)

1 3 5 7

Se os alunos perceberem, é possivel colocar o fator 4 em evidéncia (todos os

numeradores valem 4):

1 1 1 1
S =4. (I —Sts- 7) ~ 2,895238. (6.52)
3. A quinta soma € dada por:
_4 4 4 4 4_ (1 1 1 1 1)
S5—1 3+5 7+9—4 1 3+5 7+9. (6.53)

Mais uma vez, se for perceptivel, os alunos poderdo usar o valor de
+-— == (6.54)
para facilitar os cédlculos de Ss. Sendo assim:

7 1
6 7> ~ 3,339683. (6.55)

S5:4<ﬁ+9

4. Sejam pedidas as demais somas: € provavel que os alunos ja comecem a perceber

a lei de formacao existente no processo:

4

56:%—§+§—§+g—ﬁz2,976046; (6.56)
57_%—§+%—§+g—%+%%3,283738; (6.57)
o R
59=%—%+§—§+%—%+%—%+%%3,252366. (6.59)

5. Neste ponto, seria interessante que os alunos percebessem que:

a) as somas de indice impar (S1, S3, S5, S7,...) tém uma diminuicao de seus

valores;
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b) as somas de indice par (Sy, Sy, S¢, Ss, . . . ) tém um aumento de seus valores;

¢) para cada préximo passo, deve ser adicionada (ou subtraida) uma fracao
com numerador quatro e denominador um nuimero impar da sequéncia de

impares 1,3,5,7,9,....

Um recurso interessante para determinar mais valores de cada uma das somas € por
meio de uma planilha feita no Excel. A Tabela [12| exibe alguns valores obtidos para as

somas de indice par e para as somas de indice impar (na tabela, k > 1, k inteiro):

k || 2k—1 Sok—1 2k Sok

51 4 Sy | 2,666667
S3 3,466667 || Si | 2,895238
Ss 3,339683 || S¢ | 2,976046
Sy 3,283738 || Ss | 3,017072
So 3,252366 || S1p | 3,041840
S1 3,232316 || S12 | 3,058403
Si13 | 3,218403 || S14 | 3,070255

N OV Gl | W N~

25 Si9 | 3,161999 || S50 | 3,121595

Tabela 12: Algumas somas da atividade numérica.

Com a tabela em maéos, € possivel perceber que as somas de indice impar diminuem,
ao passo que as somas de indice par aumentam — dando a ideia de que, em algum
momento, os valores tenderdo a algum valor limite. Na verdade, se o ntimero de
somas calculados fosse maior, seria possivel perceber que as somas de indice impar
sdo aproximacoes por excesso do numero 7t, ao passo que as somas de indice par sdo
aproximacgodes por falta do nimero 71 — se for pedido para os alunos a continuidade

dos cdlculos, a percepcio destes padrdes serd maior.

Formalmente, a atividade numérica que foi proposta no inicio desta secdo é um caso
particular da Série de Gregory (James Gregory, século 17). A Série de Gregory é dada

pela seguinte definicdo:

Definicdo 6.4.1 (Série de Gregory).

© gei=1 1 1 1 1
_]_’7*1. = _,3+, S dh — I dbo o0
;( AR v B A Al A L T
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Tomando x = 1, deriva-se a chamada Série de Leibniz (Gottfried Wilhelm Leibniz,

século 17):

Definicao 6.4.2 (Série de Leibniz).

= 1 4 4 4 4 4
4. —1* L. =44 _ 24 _ = 4.
;( " 375 779 117
Sera mostrado que
00 I x2n—1
arctg x = Z(—l) o — (6.60)
n=1
para x € [—1,1] e, consequentemente,
T 1 1 1 1 1
= te(l)=1——+—- — -+ — — — 6.61
1 arctg (1) 3ts st 1t (6.61)
0 que implica
4 4 4 4
S R T . A 62
T 3+5 7+9 11+ (6.62)

As deducgdes desses resultados serdo feitas a seguir e o aporte tedrico para maior en-
tendimento de todos os processos realizados pode ser encontrado em obras de Calculo
Diferencial e Integral (como em [31], [15] e [[16]) e, de forma ainda mais completa,
em obras de Andlise Matematica (como [20], por exemplo). Os resultados que se-
rdo utilizados (alguns deles sem a demonstracdo) também podem ser consultados nas

obras ja citadas.

Lema 6.4.1. A sequéncia (a,), onde a, = x", € convergente se —1 < x < 1 e divergente

para todos os outros valores de x. Desta forma:

) 0,se —1<x<1
lim x" =
e 1, sex=1
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Lema 6.4.2. Se —1 < x < 1, a série 1 + x + x> + x> + - - - é convergente e a sua soma ¢é

dada por
zoo:xn—l — 1
~ 1—x
Demonstragdo.
Sp=l+x+x2+x3+ - +a"! (6.63)
x - Sp=x+x2 40+t Ly (6.64)

Subtraindo membro a membro as Equacoes e[6.63, vem que

1—x"

S, (1—x)=1—x"e, portanto, S, = T (6.65)
Pelo Lema [6.4.1] verifica-se que lim,,_, x" = 0. Logo,
lim S, = ! (6.66)
n1—I>Io}o L )
O

O resultado é muito conhecido no Ensino Médio, visto que é o limite da soma
dos infinitos termos de uma progressdo geométrica cuja razao x estd no intervalo —1 <
x < 1 — e esta é exatamente a mesma deducdo que pode ser feita para os alunos neste

nivel de ensino, devendo apenas ser dada uma breve nocao de limites.

Agora, outros resultados serdo necessarios para o correto desenvolvimento da série

de Gregory/Leibniz. Comeg¢ando por:

Lema 6.4.3. Se —1 < x < 1, a série 1 — x>+ x* — x° + - - - é convergente e a sua soma é

dada por
Z(_l)n—l . (XZ)n—l _ 1

=—.
ot 1+x

Demonstracdo. Basta fazer a substituicio de x por —x? no Lema Com efeito:

- n—1 2\n—1 _ - 2\n—1 _ 1 _ 1
D DT )T = ;(—x A e ey R s (6.67)

n=1

O]
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Lema 6.4.4.

4 arctg(x) =

dx 1+ x2°

Demonstragdo. Se arctg(x) = y, entdo tg(y) = x. Diferenciando ambos os membros

desta igualdade, obtém-se
2 / ! 1
sec’(y)-y =1, dondey = ———. (6.68)

Lembrando que tg?(y) + 1 = sec(y), vem que

P 1 1
Cosecd(y)  tgi(y)+1 1+x?

Yy (6.69)

A demonstracdo do préximo resultado pode ser encontrada em [16].

Lema 6.4.5. Dada uma série de poténcias >, 1 a,x", existem apenas trés possibilidades

acerca de sua convergéncia:
(i) a série converge apenas para x = 0;
(ii) a série converge (absolutamente) para todo x real;

(iii) existe um r > 0, chamado de raio de convergéncia, tal que a série converge (abso-
lutamente) para todo x no intervalo | — r,r[ e diverge para todo x tal que |x|> r.

Nos extremos —r e r, a série poderd convergir ou ndo.

Lema 6.4.6 (Integracdo termo a termo. ] Seja r o raio de convergéncia da série de

poténcias Y5> ayx". Se [a, B] C (=71, 1), entdo

/IX,B <z; anxn> dx = 2; % (’Bn+1 - Dén+1> )
n= n=

Lema 6.4.7 (Teorema de Abel. ]| Seja 377, a,x™ uma série de poténcias cujo raio de

convergéncia € r. Se > 5.1 a,r" converge, entdo lim,_,,— (354 apx™) =Y 00, ar”.

Finalmente, utilizando os Lemas [6.4.3] [6.4.4] [6.4.5] |6.4.6| e |6.4.7, serd possivel de-

duzir que:

14 Mais sobre este resultado pode ser encontrado em [|16] e [20].
15 Consultar [20].
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Teorema 6.4.8 (Série de Gregory).

1, 1. 1, 1, 1
arctgxzx—3x3+55_77 99 - 11

n— X
_Z(_) 1. —

para x € [—1,1].
Demonstragdo. Pelo Lema tem-se que

4 arctg(x) =

— .70
dx 1+ x2 6.70)
Além disso, pelo Lema [6.4.3] tem-se que
1 2, .4 .6
— =1 —x"+x" —x°+.... (6.71)
1+ x2
Desta forma, para |x|< 1,
d 2. .4 _ .6
%arctg(x)zl—x +xF—x"+... (6.72)

Agora, por meio do Lema [6.4.6] é possivel integrar termo a termo a dltima equacdo
escrita, obtendo

1 1 1
arctgx = x — gx?’ + gx“r’ — §x7 +.-- (6.73)

. 2n—
Analisando Y%, (—1)""!- . 1, verifica-se que tal soma converge para |x|< 1, para
x = 1 e, também, para x = —1, divergindo para |x|> 1. Desta forma, o seu raio de

convergéncia vale 1.

Aplicando o Teorema de Abel (Lema|6.4.7)), verifica-se que

li li 1) 1, 2 n—1 ( 1)211 ! 6
im arctg(x) = lim Z( ) Z( o1 (6.74)

x—1- ]

Como a fungdo arctg(x) é continua em [—1, 1], vem que

1 (=t
tel = 1) o1 6.75
arctg nz;( ) 1 (6.75)
Um raciocinio andlogo pode ser usado para tratar x = —1. O

Agora, como consequéncia imediata do Teorema (6.4.8
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Corolario 6.4.9 (Série de Leibniz).

roq_2, 4 4.4 4
a A T
°° 1
=4. ol :
S

n=1

Demonstragdo. Na igualdade estabelecida no Teorema |6.4.8] basta efetuar a substitui-

cdox =1. O

O poder computacional desta série é pequeno (a Tabela 12| consegue dar uma ideia
de que a convergéncia para 7t serd demorada). O interesse dela para o Ensino Médio
reside no fato de agucar a curiosidade dos alunos para uma sequéncia de valores que
tendem ao valor de 71, além de ser possivel — caso haja o material necessario — fazer
com que os alunos manipulem uma planilha de célculos como o Excel e possam cons-
truir numericamente a sequéncia, o que é uma atividade que foge da rotina escolar (e

atividades assim sdo sempre benéficas).

Como curiosidade, a Figura [26|fornece uma ideia grafica da convergéncia da sequén-
cia de Gregory/Leibniz para o valor de r1 — imagem que dialoga muito bem com a
Tabela [12}

3..3-5-
3.2l 1 -

! H‘ |||—| ||_|T|||‘|'|'J|H 00
> NUOEoEEses

| | n

Figura 26: Representacio grafica da convergéncia da série de Gregory/Leibniz.1®

Existem muitos outros modelos numéricos interessantes voltados para a determina-
cdo de aproximacdes do numero 7t e os mesmos podem ser pesquisados de acordo com
as metas de suas utilizagbes — seja para estudos tedricos, algoritmos computacionais,

etc.

16 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/1Nbdp3> Acesso em: jan. 2017.
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O USO DO 7 NA EDUCAGAO BASICA

No Ensino Basico, mais notadamente no Ensino Fundamental 2 e no Ensino Médio,
os alunos tém os primeiros contatos com o numero 7r. Este contato pode ocorrer
durante a apresentacdo dos numeros reais (racionais, irracionais e as suas principais
caracteristicas) e, principalmente, nos estudos de geometria — em especial, quando

estiverem trabalhando com circunferéncias e circulos.

A ideia das proximas sec¢oes € fornecer subsidios (tedricos e praticos) para suplantar
as eventuais lacunas tedricas existentes nas literaturas consultadas, fornecendo aos
professores formas de apresentar e trabalhar o nimero 71 e a circunferéncia/circulo

em suas aulas.

Iniciando este capitulo, sera exibido um método simples e lidico que ajudara os
alunos a verificarem a definicdo mais utilizada do numero 7, isto é, que 7w = % A
atividade permitird obter valores que se aproximam dos valores de 7t (lembrando que
os professores podem adaptar os métodos numéricos da Secéo [6|caso queiram mostrar,
de forma tedrica, aproximacoes de 71). Boa parte dos livros didaticos apenas menciona
que 7T € a razdo % sem ao menos apresentar algum método que permita aos alunos a

conferéncia da ideia.

Apo6s esta atividade, sera explorada a ideia da area do circulo, visando fornecer
subsidios tedricos e praticos para que os professores possam discutir o assunto de

maneira assertiva em sala de aula.

Finalmente, as ultimas secOes trazem propostas de exercicios referentes aos diversos
tipos de regiOes circulares: porém, tais exercicios podem vir a ser um pouco mais
exigentes em niveis de contetido e visdo geométrica, dai a necessidade de se preparar
adequadamente as estratégias para que possam ser trabalhadas com os alunos em sala

de aula. Por mais que demandem tempo para serem resolvidos, vale o investimento
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por parte do professor, levando em conta que os exercicios trabalhados permearao
varios outros tépicos da matemadtica, servindo assim como 6timas formas de revisdo

de contetdos.

7.1 MEDINDO SEGOES CIRCULARES E ENCONTRANDO APROXIMAGOES DE 71

No Ensino Fundamental 2 e, também, no Ensino Médio, a forma como o 7t € apre-
sentado € aquela que relaciona o comprimento C de uma circunferéncia de raio R e a
medida de seu didmetro (2R) — e sabe-se que esta relacdo € a fracao % Seguindo
esta ideia, € possivel que os professores desenvolvam, de acordo com a série na qual
estdo trabalhando, uma atividade lidica para mostrar que a razdo entre o compri-
mento de uma circunferéncia e o seu didmetro é sempre constante — independente

da circunferéncia tomada.

O tempo que o professor destinard para fazer esta proposta lidica dependera da re-
alidade de seu curriculo e alunos (em geral, o tempo no Ensino Médio € mais restrito):
desta forma, seguem duas sugestdes de planos para cada um dos niveis de ensino e,

em seguida, o roteiro da atividade em si.

e No Ensino Fundamental 2 (geralmente nos anos 8 e 9), a atividade pode ser de-
senvolvida ao longo de uma aula completa: desta forma, os alunos poderdo me-
dir diferentes seccoes circulares para determinar as aproximagoes de 7r. Durante
a aula, vale pedir que os alunos compartilhem seus resultados com os colegas,
além de fazerem adequadamente os registros dos valores obtidos. Fica a critério
do professor a organizacdo do espaco fisico de sua sala de aula, da distribuicao
dos materiais e da forma como os alunos efetuardo as medig¢oes (individualmente

ou em grupos);

e No Ensino Médio (geralmente nos anos 1 e 2), é de conhecimento que o tempo €é
muito mais restrito (devido ao maior nimero de contetidos a serem trabalhados):
desta forma, a sugestdo que fica é a do préprio professor efetuar as medicoes
(pelo menos em dois objetos diferentes, para efeitos de comparacao) e, depois,
comentar um dos métodos numéricos trabalhados na Segéo [6] Ficard a critério

do professor qual método numérico explorar para mostrar aproximacoes de 7t.

Agora, seguem os materiais necessarios para esta estratégia, sendo relativamente

faceis de serem encontrados:
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e objetos que tenham sec¢oes circulares: pode ser um CD, DVD, uma lata;
e um barbante — grande o suficiente para dar a volta no objeto escolhido;
e uma régua;

e uma tesoura;

e uma calculadora (opcional, podendo ser utilizada ou ndo de acordo com o crité-

rio do professor).

Os passos (sintetizados na Figura|27]) para realizar a atividade sdo:

Figura 27: Esquema para determinar valores 7 na préticaE]

1. tomar o objeto escolhido e, utilizando o barbante, fazer com que o mesmo dé
uma volta completa em torno do objeto: quando isso acontecer, cortar as sobras

do barbante e esticar aquele que circundou o objeto;

2. com a régua, efetuar a medicdo do pedaco de barbante e guardar o valor: este é

comprimento da secdo circular;

3. este passo € relativamente mais complicado e impreciso: é necessario determinar
o diametro do objeto escolhido. Neste ponto, deve-se lembrar que o didmetro
de uma circunferéncia necessariamente contém o centroﬂ da mesma, ou seja,
a medicdo tem que ser feita passando pelo centro da secdo — dai o nivel de

dificuldade. Registrar o valor obtido e guardar;

4. efetuar a divisdo do valor obtido no passo 2 pelo valor obtido no passo 3: este

valor serd uma aproximac¢do do nimero 7.

1 Fonte: disponivel em: <https://goo.gl/rfOPCG> Acesso em: jan. 2017.

2 De acordo com o tempo e nivel de rigor da aula, o professor pode questionar os alunos qual é o processo
que dever ser feito para, dada uma circunferéncia, determinar o centro da mesma. Neste caso, deve-se
determinar um tridngulo inscrito na circunferéncia e determinar o circuncentro do tridngulo, que € o
ponto de encontro das mediatrizes relativas aos lados do mesmo.
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Ha dois ganhos imediatos ao realizar esta atividade com os alunos: eles poderdo
ver que a ideia do 7 € relativamente palpavel, o que aproxima os alunos do contetido
que esta sendo estudado; o outro ganho é o aprendizado em relacdo aos processos
de medicdo. Em todo processo de medicdo ha algumas imprecisdes que ocorrem: a
qualidade dos instrumentos de medicio e a pericia da pessoa que faz a medicfio. E
importante citar isso pois, caso cada aluno efetue a sua propria medicdo, diferencas

ocorrerdo (o que é saudavel para a atividade).

E claro, de acordo com a conducdo de cada professor, a atividade podera agregar
muito mais ao aprendizado dos alunos: desta forma, a experiéncia de cada professor

contara muito para o aprimoramento desta dinamica.

A préxima se¢do trard um passo a passo para trabalhar com aproximacoes de 7t

utilizando o GeoGebra.

7.2 DETERMINANDO VALORES DE 7t UTILIZANDO O GEOGEBRA

Apesar de ndo ser uma ferramenta disponivel para a totalidade das escolas e alunos,
0 GeoGebra tem sido usado (quando possivel) com bastante éxito para trabalhos dina-
micos com os alunos em sala de aula, e ndo necessariamente apenas com trabalhos
de Geometria. Aqui serd sugerido um modelo, passo a passo, de uma construcao que
permitird aos alunos verificarem aproximacoes cada vez mais precisas para o valor de
7t. Os professores poderdo alterar este modelo de acordo com as suas necessidades e

com o conhecimento da ferramenta.

" Perimetro do poligono regular inscrito
G
r 3.1400023403
E
D

Figura 28: Perimetro de um 57-4gono — duas casas decimais corretas em relacdo ao valor de
3
TT.

3 Fonte: préprio autor.
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. Sabendo que C = 27tR, determine uma circunferéncia cujo raio valha %: para
tanto, utilize a ferramenta Circulo dados Centro e Raio. Fazendo isso, o com-

primento da circunferéncia construida serd justamente o valor 7.
. Marque um ponto B na circunferéncia.

. Use a ferramenta Controle Deslizante e crie um controle n que seja inteiro
(isto fard com que o incremento automaticamente seja 1), com valor minimo 3 e
valor maximo 100 (na verdade, o valor maximo fica a critério do professor).

. Use a ferramenta Angulo com amplitude fixa, selecione os pontos B e A (centro

360°

da circunferéncia) nesta ordem e determine o angulo =~. Apds esse processo,

serd determinado um ponto C na circunferéncia.

. Use a ferramenta Poligono Regular, selecione os pontos B e C (nesta ordem) e
determine o numero de lados como n. Aqui é importante que o poligono regular
fique inscrito na circunferéncia e, caso isso ndo aconteca, basta inverter a ordem

da escolha dos pontos.

. Use a ferramenta Distancia, Comprimento ou Perimetro e selecione o poligono

regular: sera calculado o perimetro do poligono (chamado de perimetropoll).

. Use a ferramenta Texto e, no botdo Objetos, procure e selecione perimetropoll:
isto fard com que seja criada uma caixa de texto com o valor do perimetro do

poligono regular.

. Anime o controle deslizante: clique com o botdo direito do mouse sobre o con-
trole deslizante e marque a op¢do Animar. Serd possivel ver que, para valores
grandes de n, o valor do perimetro do poligono regular tendera ao valor de 7.
Se achar necessario, é possivel ir na guia Opc¢oes, clicar em Arredondamento e

selecionar o numero de casas decimais que for mais conveniente.

Uma possivel variacdo deste modelo €, ao invés de determinar o raio da circunfe-

réncia como %, determinar como 1: desta forma, a area do circulo serd igual a 7 e,

para valores de n suficientemente grandes, as areas dos poligonos regulares inscritos

tenderdo para o valor de 7.

Além desta atividade proporcionar aos alunos a oportunidade de ver um modelo

computacional simples gerando valores proximos de 7, serd de grande proveito pode-

rem observar o formato dos poligonos regulares inscritos na circunferéncia e o que

ocorre com 0s seus principais elementos (medida do lado e medida do apdétema)
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quando o namero n de lados aumenta consideravelmente: essas observacoes serdo

muito importantes para a proxima secao.

A proxima segdo abordard a definicdo formal de area de um circulo, bem como
explorard a demonstracio da relacfio que denota a 4rea de um circulo: S = 7R?. Em
seguida, algumas sugestdes de como abordar a ideia de drea em sala de aula serdo

apresentadas.

7.3 A AREA DO CIRCULO: A IDEIA E AS RELAGOES

No Capitulo (1} o nimero 7 foi definido como a razdo entre o comprimento de uma
circunferéncia e seu didmetro, e comentou-se que também poderia ser definido como
a area de um circulo de raio 1. Em primeiro lugar, é pertinente compreender a nocao

de area de um circulo:

Definicdo 7.3.1. Dado um circulo qualquer, existe um tinico nimero real que é maior
que a area de qualquer poligono regular inscrito a ela e menor que a area de qual-
quer poligono regular circunscrito & circunferéncia desse circulo.* Este ntimero real é

denominado a drea do circulo em questéo.

Agora, é possivel verificar que a definicdo dada no Capitulo 1 sobre o nimero 7 e

area de um circulo unitario é valida; antes, serd enunciado um resultado preliminar:

Lema 7.3.1. A drea S,, de um poligono regular de n lados é dada por S,, = P, - a,, onde

P, € o seu semiperimetro e a, é a medida de seu apétema.

Demonstragdo. De acordo com a Figura é possivel determinar o tridngulo AOB
tal que AB = [, é uma de suas bases e h = a, é a sua altura relativa. Como em um
poligono regular de n lados é possivel determinar » tridngulos congruentes a AOB,

vem que

I, - v
5n=n-sAOB=n-<”2””>=<”2”)-an. 7.1)

Uma dedugéo desse resultado pode ser encontrada na Secéo 5.3 de [25].
Fonte: proprio autor.
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Figura 29: Poligonos regulares de 3,4,5,6,...,20 lados, inscritos em uma circunferéncia de
raio R.>

Finalmente, lembrando que 7 - [, é o perimetro 2P, do poligono em questao:

Sn:<nlzln>'anzpn'an. (7.2)

Teorema 7.3.2. A drea de um circulo de raio 1 € 7.

Demonstragdo. A area de um circulo de raio 1 é o supremo do conjunto formado pelas

areas dos poligonos regulares inscritos na circunferéncia unitaria. Como:
1. a drea de um poligono regular de n lados é dada por S;, = P, - ay;

2. os semiperimetros de quaisquer dois poligonos regulares de n lados inscritos

numa mesma circunferéncia coincidem,;

3. os apotemas de quaisquer dois poligonos regulares de n lados inscritos numa

mesma circunferéncia coincidem,

segue que a drea do circulo de raio 1 é dada por

S=sup{Sn:n23}=1}g§05n=]}g§oPH-an=7-l=n. (7.3)
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Coroldrio 7.3.3. A drea® de um circulo de raio R é TR
Demonstragdo. Na argumentacdo da prova do Teorema|7.3.2} basta trocar 1 por R. [

E claro que, dependendo da realidade de cada professor, o tempo ou até mesmo o
nivel de conhecimento dos alunos podem ser parametros impeditivos para a realizacdo
da deducéo aqui realizada. Pensando nisso, serdo sugeridas duas formas mais ladicas

para auxiliar os alunos a compreenderem que a 4rea de um circulo é dada por 7TR?.

A primeira forma é dividir o circulo em vérios setores circulares, conforme a Figura

J
7

Comprimento: 27- R

Altura: R

Base: m- R

Figura 30: Reagrupando os setores circulares: forma-se um retangulo.”

A ideia deste primeiro método € a seguinte: quanto maior o numero de setores circu-
lares, os arcos que os definem se aproximam cada vez mais de segmentos de reta; desta
forma, os setores circulares se aproximam do formato de triangulos isésceles onde a
altura relativa ao segmento (arco de tamanho muito pequeno) coincidiria com o raio
do circulo. Agrupando adequadamente tais triangulos, seria possivel formar um retan-
gulo de base 7R (metade do comprimento da circunferéncia) e altura R (justamente

a altura dos triangulos). Calculando a area deste retdngulo, obtém-se
S =(nR) - R = R?, (7.4)

que € justamente a area do circulo.

O segundo método consiste em dividir o circulo em faixas (coroas), conforme mostra

a Figura

6 Em [25]], é possivel encontrar nos Exercicios 3.1 e 3.3 da Sec¢do 5.3 outros argumentos para esta dedugéo
7 Fonte: préprio autor.
8 Fonte: préprio autor.
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Altura: R

Base: 27 - R (comprimento da circunferéncia)

Figura 31: Divindo o circulo em “fatias”.®

Se um “corte” for efetuado no circulo, todas as faixas também serdo cortadas — se
tais faixas forem esticadas, retangulos serdo obtidos. Empilhando as faixas de forma
adequada, é possivel construir um tridngulo retangulo cuja base é a maior faixa pos-
sivel (como consequéncia, esta faixa terd como medida da base a medida do compri-
mento da circunferéncia relativa a regido circular) e a sua altura é o somatorio das
alturas de todas as faixas, isto é, o proprio raio do circulo. Calculando a area do

triangulo, obtém-se

1
§=5-27R-R= nR?, (7.5)
que ¢é justamente a area do circulo.

E claro que os dois métodos aqui apresentados sdo apenas formas mais ladicas de
mostrar aos alunos que ¢ possivel “deduzir” a férmula 71R? de maneira intuitiva, utili-

zando conceitos previamente estudados.

7.4 LUNULAS DE HIPOCRATES

Contradizendo o senso de que o valor de areas de regides circulares dependem ne-
cessariamente de 7T, existem situagcdes nas quais a constante ndo estd presente: uma
situacdio onde este fato ocorre é na construcfio chamada de liinula® que é, por definicéo,

uma regido limitada por dois arcos circulares de raios distintos.

9 Do latim, significa “pequena lua”.
10 Fonte: préprio autor.
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Figura 32: Linulas de Hipdcrates: regides destacadas em tons de cinza.l®

Uma construcdo muito conhecida que envolve linulas é a que estd representada na
Figura[32} Linulas de Hipdcrates. O mais interessante sobre toda a construgdo é o fato
de que a soma das areas das lunulas — regides destacadas em tons de cinza — tem a
mesma drea que o triangulo retangulo ABC, isto é, o valor da drea ndo dependera da

constante 7t. Segue a demonstrac¢do do fato.
Teorema 7.4.1. A soma S da drea das linulas (Figura éigual a Sapc = % -b-q
onde o semicirculo maior tem didmetro a, o semicirculo intermedidrio tem didmetro c, o

semicirculo menor tem didmetro b e o tridngulo ABC é um tridngulo retdngulo em A.

Demonstragdo. O semicirculo maior, determinado pelo didmetro a e arco CB tem drea

S = % - (;)2 (7.6)

Com raciocinio analogo, seguem as areas dos semicirculos de didmetros b e ¢, respecti-

vamente:
1 b)2
€ 2
1 c
53—5777(5) . (7.8)
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Pela construgdo, observa-se que a soma S das dreas das duas linulas pode ser obtida

através da relacdo

S=52+53— (51— Sapc), (7.9
donde
1
SABC: EbC (7.10)

Substituindo e em obtém-se

1 1 1
S=§(W+8%«%-ﬁ-§hwﬁ:§(#+8—fhi-ha (7.11)
Agora, lembrando que ABC é um tridngulo retdngulo em A, vem que

a* = b+ (7.12)
Finalmente, substituindo em[7.11] obtém-se

S = 'b'CZSABC (713)

N —

O

Esta construcdo poder ser trabalhada com os alunos apds terem estudado a drea do
circulo e de suas partes. O maior desafio para eles serd enxergar os diferentes setores
circulares (na situacdo particular, semicirculos) e seus respectivos raios. O exercicio
pode ser feito pelo professor em sala de aula ou, dependendo do nivel das avaliacoes,
ser cobrado como desafio — como sugestdo, dar um valor para a drea do tridngulo

retangulo e pedir para que calculem a soma das areas das ltinulas.

7.5 OUTRA AREA QUE NAO DEPENDE DE 7T

A construcdo que serd trabalhada nesta se¢cdo também tem a particularidade de néo
depender do valor de 7. Ela foi retirada de um exercicio vestibular da Universidade
Presbiteriana Mackenzie — mas o tratamento dado aqui serd para valores genéricos
do lado do quadrado, diferente da questdo original que apresenta um valor particular

para o lado.
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Teorema 7.5.1. O lado do quadrado ABCD da Figura|33|mede | unidades de medida e
os arcos DB e EC_ foram obtidos com centro no vértice A: desta forma, a soma das dreas

. 2 . ) ,
destacadas em tons de cinza vale %, isto €, metade da drea do quadrado ABCD.

B C

A D E

Figura 33: Sera provado que a drea destacada em tons de cinza equivale a metade da area do
quadrado ABCD.1!

Demonstragdo. Seja considerada a construcao da Figura onde AC € a diagonal do
quadrado ABCD.

A D E
Figura 34: Construcdo auxiliar para a deducdo do Teorema 12

A 4rea da regifio 1, limitada pelos lados BC, CD e pelo arco DB pode ser calculada
através da seguinte relacdo:
S1=SaBcp — Sooe, (7.14)

11 Fonte: préprio autor.
12 Fonte: préprio autor.
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onde Sgo- denota a drea do setor circular delimitado pelos raios AD, AB e o arco BD.

Desta forma:
1 4—7
si=P-gnr=p (27, 15
1 17 1 (7.15)
A 4rea da regifio 2, limitada pelos segmentos CD, DE e o arco EC pode ser calculada
através da seguinte relacdo:
S2 = Sa50 — Sapc, (7.16)

onde Sy5- denota a drea do setor circular delimitado pelos raios AE, AC e o arco EC.

Como AC =1-+/2 (pois é diagonal do quadrado ABCD), vem que
.t 12
i 3 (7.17)

1 ) L1
Sz—g-n.(l-\@) -5 =

Finalmente, a drea destacada em tons de cinza é dada pela soma de S; e Sy, isto é,

_ 2. 2 2 P
ifg+’”_izﬂ_L=L (7.18)

— _ 12,
S—Sl+52—l ( 4 5 5 5

O]

Esta é uma constru¢do bem interessante pois, assim como as lunulas, o valor da
soma das areas das regides circulares ndo dependeu de /1. Mas por qual motivo isso
acontece? Considerando a Figura[35] serd facil mostrar que as dreas das regides 2 e 3
sdo iguais: desta forma, “retirando” a drea da regido 2 e preenchendo a drea da regido
3, o quadrado estard preenchido pela metade — dai a drea desejada ser % Que seja

verificada a validade deste resultado por meio do Teorema|7.5.2|:

Teorema 7.5.2. Na Figura

Demonstragdo. A area S3 é um segmento circular limitado pelo segmento BD e pelo

arco DB. Como a drea do segmento circular é dada pela diferenga entre o setor circular

13 Fonte: proprio autor.
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A D E

Figura 35: As 4reas S, e S3 sdo iguais.!®
cujo arco € o mesmo arco que define o segmento circular e o tridngulo isdsceles de base

BD, vem que

_E.z.lzi_f_sz_ (7.19)

O]

Esta situacdo pode ser trabalhada com os alunos apos o estudo das dreas de partes
do circulo. De modo geral, os alunos néo terdo dificuldades para calcular a area Sq,
visto que é apenas a diferenca entre a drea do quadrado ABCD e o setor circular cujo
angulo central mede 90°; porém, a drea S, pode vir a ser um problema, visto que ela
ndo se enquadra em nenhuma categoria de partes do circulo (setor circular, segmento

circular).

Outro problema no célculo de S; € o de encontrar o valor do angulo central referente
ao setor setor circular delimitado pelos raios AE, AC e o arco EC : os alunos tém que
lembrar que se AC ¢ diagonal do quadrado, entdo também ¢é bissetriz do 4ngulo reto
BAD, ou seja, m(BAC) = m(DAC) = 45°.

7.6 UM EXEMPLO DE QUADRILATERO CURVILINEO

Quadrilateros curvilineos sao regides do plano delimitadas por quatro arcos de cir-
cunferéncia/setor circular. A Figura [36| mostra dois quadrildteros curvilineos: PQRS
estd contido no quadrado ABCD e seus pontos sdo determinados pelas intersecoes dos

arcos /CK, ﬁﬁ, E]S, AC de centros D, A, C, B, respectivamente; ja o quadrilatero curvili-
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Figura 36: PQRS e LMNO séo quadrilateros curvilineos contidos no quadrado ABCD e no
losango DEFG, respectivamente.4

neo LMNO esta contido no losango DEFG e é determinado pelos arcos m, K/I_N\, /N_d,
OL de centros E, F, G, D, respectivamente (L, M, N, O, sdo pontos médios dos lados

do losango).

A grande dificuldade em se determinar a drea de um quadrildtero curvilineo é que o
mesmo nao se encaixa em classificacbes de areas simples, tais como setores e segmen-
tos circulares. De modo geral, o calculo da area de um quadrilatero curvilineo deve
ser feito pela soma de areas de regides conhecidas ou, até mesmo, pela desconstrucao
da figura — retirando dreas conhecidas de uma area base até sobrar a area da figura

desejada.

Para efeitos de exemplificacdo, serd calculada a drea do quadrilatero curvilineo
PQRS — que esta contido no quadrado ABCD de lado [.

Teorema 7.6.1. A drea S do quadrildtero curvilineo PQRS (vide Figura [36)) é dada por
s=P(Z+1-V3).

Demonstragdo. O quadrilatero curvilineo pode ser decomposto em cinco figuras con-
venientes: quatro segmentos circulares congruentes (devido a simetria da construcao)
e o quadriladtero PQRS (que devido a simetria da constru¢do é um quadrado ou um

losango ndo-quadrado, visto que PQ = QR = RS = SP).

14 Fonte: préprio autor.
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Comecando pelos quatro segmentos circulares congruentes — Sq, delimitado pelo
segmento PQ e pelo arco QP; S, delimitado pelo segmento QR e pelo arco RQ; Ss,
delimitado pelo segmento RS e pelo arco SR; S4, delimitado pelo segmento SP e pelo
arco PS — seja tomado o primeiro deles. O cdlculo de sua 4rea é dado pela relacéio

m(PDQ) 2
===\ g2 : 2
51 360° -l SpDQ (7 0)

O triangulo PDQ é um tridngulo isdsceles cujas medidas dos lados medem PD =
QD =1 e PQ, e uma forma para encontrar a sua area € determinando o seno do
angulo PDQ (ou, uma informacéo ainda melhor, a medida do 4ngulo PDQ — medida

esta que seria usada para calcular o valor do setor circular presente em |7.20)).

Como os setores circulares estdo centrados nos vértices do quadrado, tem-se que
seus raios sdo congruentes e, por consequéncia, os tridngulos DPC e AQD sao equilé-
teros de lado [ (e, portanto, congruentes). Sabendo que a medida do angulo interno

de um triangulo equilétero vale 60°, fica facil verificar que

m(ADP) + m(PDC) = m(ADQ) + m(QDC) = 90°. (7.21)
Assim,
m(ADP) +60° = 60° + m(QDC) = 90° (7.22)
e, portanto,
m(ADP) = m(QDC) = 30°. (7.23)

Desta forma, m(PDQ) = 90° — (30° +30°) = 30°, o que possibilita o clculo de Sq:

_mPDQ) _ 30 2 1 .
51 = 360° mt-1°—Sppg = 360° -l 5 I-1-sen(30°) (7.24)
donde g P
7'[ .
S1= 5 T 1 (7.25)

Determinado o valor de Sq, é necessdrio calcular a drea do quadrilatero PQRS: pela
simetria da construcdo, vem que PR = SQ. Portanto, como PQRS é um quadrildtero
cujos lados sdo congruentes dois a dois e, ainda, as duas diagonais sdo congruentes

entre si, vem que PQRS é um quadrado de lado PQ e drea Spors = (PQ)?. Tomando
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o tridngulo PDQ e sabendo que m(PDQ) = 30°, é possivel aplicar a Lei dos Cossenos

para determinar (PQ)?:

(PQ? =1 +1>~2-1-1-cos(30°) = I* - (2 — V/3) = Spqrs- (7.26)

Finalmente, a drea S do quadrildtero curvilineo PQRS é dada por:

S=4-S1+Spors =4+ |~ — 7 ) *! -(2—=/3) (7.27)
implicando em
5=12-(g+1—f3>. (7.28)

O

O trabalho com o quadrilatero curvilineo aqui explorado pode ser feito em sala de
aula com muita cautela por parte do professor, vista a série de técnicas envolvidas no
processo: setor circular, segmento circular, propriedades de quadrilateros, angulos no
triangulo equildtero e no quadrado, drea de um tridngulo conhecidos dois lados e o
seno do angulo formado por eles, Lei dos Cossenos. E uma situacio que agrega muitos
conteudos, podendo ser utilizada para realizar uma robusta revisdo dos contetdos

citados.

7.7 FATOS DIVERSOS SOBRE O NUMERO 7T

Aqui serdo listados alguns fatos diversos sobre o nimero 7r, que podem ser utilizados
em sala de aula a titulo de curiosidade ou descontracdo: de modo geral, os alunos se
interessam por informacdes paralelas as disciplinas estudadas, o que pode ajudar a
baixar o estresse e a ansiedade deles em aulas muito densas. Muitos destes fatos

podem ser vistos em detalhes em [4]], [29] e [3].

1. Ositio eletronico https://www.angio.net/pi/piquery.html possui ferramentas que
determinam quais s@o os valores que estdo em uma determinada casa decimal de
7T, sequéncias de valores presentes nas casas decimais de 7t, arquivos contendo o
numero escrito com um milhdo de casas decimais, além de vender produtos com

a temadtica do nuiimero (canecas, camisetas, etc.).
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2. A cantora inglesa Kate Bush possui uma musica chamada “Pi”. Na mdsica, a

3.

cantora cita alguém que vive inclinado a procurar os valores de 7t (talvez Arqui-
medes), além de declamar mais de cem casas decimais do numero. Na quinqua-
gésima quarta casa decimal hd o primeiro erro, sendo que alguns outros erros
ocorrem até o final da musica: fica o debate se o erro é apenas uma liberdade
poética ou ele realmente foi cometido por desconhecimento do valor (o que real-

mente nio parece ser o €aso).

A casa francesa de perfumes e moda Givenchy possui um perfume masculino
em seu catdlogo chamado “Pi”. De acordo com a marca, a fragrancia incita os
homens a explorarem territérios e aventuras inéditas — talvez fazendo uma alu-
sdo aos matematicos que exploraram diferentes teorias e técnicas para tentarem

entender melhor o numero 7r.

O numero 7t possui uma data de aniversario: dia 14 de marco. Esta data deve-se
ao sistema “MDY'” (month, day, year — ou més, dia, ano): de fato, neste sis-
tema a data 14 de marco ¢ escrita como 3/14, levando em conta os trés numeros

mais conhecidos de 7.

. Em [29]] é possivel encontrar algumas interessantes expressoes que servem como

aproximacodes para o valor de 7t: os digitos sublinhados sdo aqueles que real-

mente estdo de acordo com o valor 3,14159265359.... Algumas delas sdo:

V2 +V3 ~3,14626436994 (7.29)

1,1-1,2-1,4-1,7 =3,1416 (7.30)

(M)Z ~ 3,14159704543 (7.31)
167/ — =——= :

314 22 3 1415926534 (7.32)
3983 HL————=""" :

Fica a discussio sobre como tais resultados foram obtidos: acidentalmente, “en-

genharia reversa” ou motivagoes geométricas?

15 Sistema largamente utilizado pela populacéo dos Estados Unidos da América.
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CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho com o nimero 7t pode ser considerado realmente enriquecedor em varios
aspectos intelectuais/cognitivos, tanto para o aprimoramento da formacao dos profes-
sores — e a consequente melhora de suas aulas — como para os alunos, que poderdo

tomar contato com o assunto sob diferentes pontos de vista.

Ao fazer uso da histéria da matemadtica para a pesquisa sobre o 71, € possivel perceber
como a matemadtica estd atrelada a realidade/necessidade dos grupos sociais pesqui-
sados — puramente prdtica no Antigo Egito; voltada para a formalizacdo, dedugéo e
prova para alguns gregos antigos, que tinham o tempo necessario para ponderar sobre
a razdo humana; o avanco extremamente timido, no Ocidente, durante toda a Idade
Média — até o resgate que ¢ feito pelo homem durante o Renascimento, momento em

que a razdo passa a ser o centro das atencoes.

Finalmente, das revolucoes industriais e tecnoldgicas passadas até as atuais, vé-se a
necessidade da Matematica para dar subsidios as mesmas, ao ponto de tornar-se uma
ciéncia que dispoe de corpos tedricos que sequer (ainda) podem ser aplicados em uti-
lizagOes praticas. Poder mostrar este panorama para os alunos é uma forma de tentar
motiva-los e, também, leva-los a compreender que a Matematica nédo foi “inventada”,
e sim construida de acordo com as necessidades, e esta construcdo continua enquanto
estas palavras vao sendo escritas e professores ao longo do pais vao lecionando em

escolas e universidades.

Estudar uma demonstracdo da irracionalidade do numero 7 é enriquecedor do
ponto de vista tedrico: por mais que a maioria dos resultados utilizados na demons-
tracdo ndo possa ser levada para a sala de aula da Educacdo Basica, a compreensdo
dos diversos tépicos torna o professor muito mais capacitado em termos de dominio
do conteudo matemadtico, resultando em maior seguranca na sala de aula e uma con-

sequente fluidez em suas aulas.

Os métodos numéricos para a obtenc¢do de aproximacoes de 7, se considerados com
atencdo pelos professores, podem ser utilizados em sala de aula como interessantes

projetos/trabalhos paralelos. O nivel de complexidade existente neles é adequado o

135



suficiente para que, com algum esforco, os alunos sejam capazes de compreendé-los e
de ampliar seus repertérios matematicos com todas as técnicas envolvidas; além disso,
para professores que trabalham com Olimpiadas de Matemadtica, podem ser 6timos

exercicios para aprimorar a linguagem escrita de seus alunos.

As ideias de exercicios e situacoes problema voltadas para o Ensino Bdsico podem
servir de catalisadores para o aperfeicoamento (e até mesmo motivacdo) dos alunos.
Trazer situacdes que sejam um pouco mais complexas, mostrar um pouco da realidade
de alguns exames vestibulares e Olimpiadas de Matematica (mesmo alguns professo-
res, infelizmente, tém receio de tentar resolver questoes de vestibulares consagrados
como FUVEST, UNICAMP, VUNESP, ITA) pode ser um gatilho para despertar o interesse

de alguns alunos.

E muito evidente a miriade de realidades educacionais/culturais/sociais existentes
no pais; das diferencas dos niveis de formacdo dos professores e gestores educacionais;
da organizacdo burocratica e pedagdgica das escolas; das diferencas sociais e culturais
dos alunos: sdo muitas variaveis que fogem do dominio dos professores e que impac-
tam a qualidade dos trabalhos realizados. Porém, o preparo e o estudo do professor
sdo parametros que dependem apenas dele, e ele tem que ter gana e disposicao para

ter pleno controle de tais pardmetros.

Espera-se genuinamente que o somatorio de todos os esforcos, estudos e trabalhos
realizados nos cursos do PROFMAT espalhados pelos diversos polos de todo o pais seja
apenas o inicio de uma mudanca de paradigma no ensino da Matemadtica. Que os
professores envolvidos tenham ainda maior disposicio para continuar os seus estudos
e aprimoramentos, e aqueles que ainda ndo tiveram a oportunidade de adentrar no
curso, que tenham a possibilidade de tomar a iniciativa e possam também fazer parte

desta mudanca.

Os alunos necessitam urgentemente de bons professores, e aqui (e em todos os diver-
sos trabalhos de conclusdo de curso efetuados) fica a constatacdo de que o PROFMAT
pode contribuir decisivamente para a formacao e o amadurecimento intelectual deles:
esta é a grande consideracdo final deste e, muito provavelmente, de todos os outros

trabalhos de concluséo de curso.
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