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Resumo

O objetivo desta dissertacao é a realizacdo de um estudo sobre sequéncias numeéricas,
aplicadas em exercicios da OBMEP, nao comumente estudadas no ensino médio, e que
tem suas solug¢oes com uso de recorréncias numéricas. Abordamos o assunto utilizando

recorréncias matematicas, apresentando o resultado com o uso das mesmas.

Palavras-chave: Série de Fibonacci, relagoes de recorréncias, séries numéricas; progressao

aritmética e geométrica, analise combinatoéria.



Abstract

The purpose of this dissertation is to perform a study on numerical sequences, applied in
OBMEP exercises, not commonly studied in high school, and that has its solutions with
the use of numerical recurrences. We approach the subject using mathematical recurrences,

presenting the result with the use of them.

Keywords: Fibonacci series, recurrence relations, numerical series; Arithmetic and geo-

metric progression, combinatorial analysis.



Resumen

El objetivo de este trabajo es llevar a cabo un estudio de las secuencias numéricas, aplican
ejercicios no Obmep comuinmente estudiados en la escuela secundaria, y tiene sus soluciones
con el uso de las recurrencias numéricos. Nos acercamos al sujeto usando las recurrencias

matematicos, con el resultado con el uso de ellos.

Palabras clave: Fibonacci series, repeticiones de relaciones, series numéricas; la aritmética

y progresién geométrica, la combinatoria.
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Introducao

Ao assistir a uma videoaula sobre - Matemdtica Discreta - do Professor Augusto

César Morgado, disponibilizada no site do IMPA, uma frase despertou minha atencao:

“No meu tempo de aluno do Ensino Basico, fazia parte do conteudo programdtico
de matemdtica, o assunto Relagoes de Recorréncia, através deste fato era possivel deduzir

vdrias formulas, como as de Progressio Aritmética e Geométrica.”

Refletindo sobre este assunto, conclui que o professor tinha razao. Assim, decidi
que no proximo ano letivo, ao ministrar as aulas para o Ensino Médio, e nos cursos de

Graduacao, que iria introduzir o assunto Recorréncia Matematica.

Neste trabalho, apresento um relato desta experiéncia e dos resultados alcan-
cados. Ao longo dessa construcao, ao consultar livros didaticos para o ensino médio e

graduacao, fiquei surpreso: quase nada era citado sobre relagoes de recorréncia.

Durante o curso de Mestrado, foi possivel identificar os conceitos matematicos
mais importantes que o professor Ensino Basico deve dominar. Como sabemos, o ideal
é que o professor construa junto com os seus alunos os conceitos da matemaética. E nao
apenas demonstre e deixe que os alunos decorem as formulas e outras demonstragoes.
Considero de extrema importancia que o aluno desenvolva o conhecimento e o raciocinio,
e isto, s6 pode ser conseguido, quando o professor trabalha com essas construgoes e assim

o aluno aprenda o porqué e pense, que ¢é necessario este conhecimento.

Hoje, com toda a tecnologia e a internet, é possivel, que o aluno possa continuar
esta construcao do conhecimento, através de videos, por isso, também ¢é importante, o

professor compartilhar estes meios de conhecimento.

Ao final desta dissertacao, mostraremos um plano de aula com a finalidade
de trabalhar o tema Recorréncia em sala de aula, principal proposito deste trabalho. O
professor que consulta-lo tera o suporte de um roteiro, para planejar sua aula, acompanhado

de atividades, livre para adapta-las conforme seus propoésitos.

0.1 Preparacao da pesquisa

Este trabalho foi dividido em dois momentos. O primeiro referia-se a utilizacao
de recorréncias matematicas em cursos do ensino basico, mais precisamente no ensino
médio. Portanto ele foi aplicado em duas séries do ensino médio. A primeira aplicacao
ocorreu em turmas do 1% série do ensino médio, antes da apresentacdo das sequéncias

numéricas. A outra aplicacdo ocorreu nas turmas do 3% série do ensino médio, por ser um
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ano de revisao do contetdo e preparacao para vestibulares e ENEM.

O segundo momento surgiu na disciplina “Introducao ao Cdlculo”, ministrada

para as turmas dos cursos de Engenharia e Administragdo de Empresas.

A importancia destas aplicagoes serao relatadas durante a apresentacao dos

resultados.
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1 Referenciais Tedricos

1.1 Recorréncias

Recorréncia ou relacdo de recorréncia é uma técnica matematica que permite
definir sequéncias e conjuntos, operacoes ou até mesmo algoritmos partindo de problemas
genéricos. Para calcular um termo, utiliza-se uma regra que calcula através de termos

anteriores.

As relagdes de recorréncia sao compostas de duas partes importantes as con-
digoes iniciais, que devem ser conhecidas, e a relagdo de recorréncia, na forma de uma
equagao, que sera a regra que permitird calcular os proximos termos em funcgao dos

antecessores.

Exemplo 1.1. Sequéncia dos niimeros naturais impares:
1,3,5,7,...

Tpr1 =Tp+2, (n=1) comx, =1

Exemplo 1.2. Uma progressio aritmética (x,) de razao r e primeiro termo a.

Tpi1=Tp+71r, (n=1), comz =a

Exemplo 1.3. Uma progressio geométrica (x,,) de razdo q e primeiro termo a

Tyl =Tp-qn=1) comzy =a

Exemplo 1.4. Considerando a de sequéncia de Fibonacci: 1,1,2,3,5,.... Temos:
Fopo=F, 1+ F,,(n=0) com Fy =F =1

Podemos ver que uma recorréncia, por si s6, nao ¢ suficiente para definir uma
sequéncia. No exemplo 1.1, a relagdo nao defini a sequéncia dos niimeros impares, mas
todas as progressoes aritméticas de razao 2. Com este fato, concluimos que é necessario

também o conhecimento do(s) primeiro(s) termo(s).

Nos exemplos 1.1, 1.2 e 1.3 temos recorréncias de primeira ordem, ou seja,
dependem do termo anterior, ja no exemplo 1.4, temos uma recorréncia de segunda ordem,

ou seja, depende de dois termos anteriores.

Exercicio 1.1. Quantas sdo as sequéncias de 10 termos, pertencentes ao conjunto {0,1,2},

que nao possuem dois termos consecutivos iquais a zero?

Para melhor entendimento do enunciado, apresento as possibilidades abaizo:

(i) A sequéncia que se seque estd de acordo com o enunciado: 2101122101.
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(ii) A sequéncia que se seque nao estd de acordo com o enunciado, pois tem dois zeros
consecutivos: 2001110121.

- 0 numero de sequéncias de n + 2 termos que comegam por 1 e nao possuem 2

zeros consecutivos.

Mas isso é precisamente igual x,. o, pois se o primeiro termo € 1, para formar
a sequéncia basta determinar os termos a partir do primeiro, que pode ser feito de x, 41

modos.
- 0 numero de sequéncias de n + 2 termos que comecam com 2, também é x, 4

-0 numero de sequéncias de n + 2, temos que comecar por zero. Temos que o

sequndo termo pode ser (1, 2), entdo termos 2x modos.
Logo, xpio =2 Tpy1 +2- 2,
rT1 =2 exy =8 e xy = 24690
Recorréncias Lineares de 1* Ordem

Uma recorréncia de 1% ordem, expressa por x,.1 em funcao de x, € dita linear

se, e somente se, essa fungdo polinomial do 1° grau.

Exemplo 1.5.

1. Tpy1 =2 x5 — 02

2. Tpy1=Mn-Ty
Todas as duas sao de primeira ordem, pois sao lineares.
nao € de primeiro ordem, pois nao € linear.

p 2
Ja Ty = T,

Exercicio 1.2. Resolva x,.1 =n-x,, com x; = 1.

Solucao: Temos

.ngl'l’l
.173:2'172
374:3'1'3
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Exercicio 1.3. Resolva x,,1 = 2 - x,.

Solugdo: Temos

I2:2'I1
ZL’3:2'I2
1’4:2'1’3

Tp =2 -Tp

T, =2""1 1y
Como nao foi atribuido valor para x1, hd uma infinidade de solugoes para a recorréncia,
x, = C-2""1 onde C é uma constante arbitrdria.

Apresento a sequir o Teorema 1.1 e a Observagdo 1.1; sao informacoes necessdarias para o

entendimento do prozimo exercicio.

Teorema 1.1. Se a, é uma solugio ndo-nula de x,.1 = g(n)x,, entio a substitui¢io

Tn = QY transforma a recorréncia

Tpy1 = g(n)xn + h(n) eMm Ynt1 = Yn + h(n) [g(n) ’ an]_l

Demonstracdao. A substituicio x, = a,y, transforma

Tpi1 = g(n)x, + h(n) em ani1Yni1 = g(n)anyn + h(n).

Mas a,y1 = g(n)a,, pois a, € solugio de x,1 = g(n)z,. Portanto a equagio se transforma

em
9(n)anyn1 = g(n)anyn + hin),
ou seja, Yni1 = Y + h(n)[g(n) - a,] ™"
Observacao 1.1. As recorréncias lineares nao-homogéneas de primeira ordem que mais

facilmente se resolvem sdo as da forma: x,.1 = x, + f(n).

Com efeito temos

xo =1x1 + f(1)
xr3 =129+ f(2)
xy =23+ f(3)

Somando, obtemos
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Exercicio 1.4. Resolva x,.1 =2 -2, + 1, v1 = 2.

Solugao: Conforme exercicio 1.3, uma solu¢ao nao nula de x,.1 =2 - x, €:
z, =271
Fazendo a substituicio x, = 2" -y,
2" 1 =2" -y, + 1
Yns1 = Yn + 27"

Dai se tem
Yo =1y + 277
Ys = Y2 + 272
Ys =y3 +27°

24 ... 49 (D)
Temos a soma de uma PG finita de (n-1) termos e
a=2"1eqg=2"1
n—1
Z Yp = =277+ 1
1
yn:yl_Qlin"i‘l
Como x, = 2"1 “Yp € x1 = 2, temos
p=2cey, =3-2""
Logo,

Ty = 277,71 X yn
T, =2""1.(3-2""")
x, =3-2""1 1

Recorréncias Lineares de Segunda Ordem.

Recorréncias lineares de segunda ordem homogéneas, com coeficientes constan-

tes, sdo recorréncias da forma:

Tpyo + P Tpy1+q- 2, =0
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Estamos considerando que ¢ # 0, no caso de ¢ = 0 a recorréncia seria de

primeira ordem.

A cada recorréncia linear de segunda ordem homogénea, com coeficientes
constantes, da forma z,.o +p - z,11 + ¢ - x, = 0, associamos uma equacao do segundo

grau, r2 +p-r + ¢ = 0, chamada de equacio caracteristica.

Como ¢q # 0, a raiz da equagao caracteristica nao serd nula.

Exemplo 1.6. A recorréncia x,.9 = Tpi1 + X, tem equacao caracteristica:
r—r—1=0

As raizes da equacdo caracteristica sao

1++/5
2

r =

Observacao 1.2. O teorema apresentado a sequir mostra que, se as raizes da equacao
caracteristica sao ry e ro, entdo qualquer sequéncia da forma a, = Cyr + Cory € solugdo

da recorréncia, quaisquer que sejam os valores das constantes C7 e Cs.

s

Teorema 1.2. Se as raizes de 1> +pr +q = 0 sdo 1 e 19, entdo a, = Cyry + Cory €
solugcao da recorréncia Tnio +p - Tni1 + q - x, = 0, quaisquer que sejam os valores das

constantes C e (.

Demonstragao. Substituindo a,, = C1r] + Cary na recorréncia Tpio+p-Tpi1 +q- 2, = 0,
obtemos:

Clr’f(rf +pri+q) + 027”3(7’3 +pra+q) = Cir70 4+ Cory0 =0

Exemplo 1.7. A equagio Tpio +3-Tpi1 —4-2, =0 tem > +3r —4 =0, como equagio
caracteristica.

As raizes da equagdo caracteristica siory =1 e ry = —4.

De acordo com o Teorema 1.2 temos

ap = Cy 1" + Cy - (—4)"

sao solucoes da recorréncia.

Observacao 1.3. O teorema a sequir mostra que, se r1 # o, todas as solugoes da

recorréncia tém a forma apontada pelo Teorema 1.2.

Teorema 1.3. Sejam 11 # 72, as raizes de > + pr 4+ q = 0 sdo r, e ro, entio todas as
solugoes de recorréncia Tpio +p - Tni1 + q -z, = 0 sao da forma a, = Cy -] + Cy - 1y,

C, e Cy constantes.
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Demonstracao.

Tpio+ P -Tpy1+q-x2,=0
Assumimos que,
a1=C'1-7“1—|—C’2-7“2=T1
=C 2 2 _
a9 = 1'7’1+02'7"2—T2

Entao,

2
Ty Y1 — T2 Y2
Cy =
7“1'7”2'(7‘2—7”1)

2
Yo —T1 "Y1

Cy =
7‘1'7’2'(7’2—7”1)

ri#roeri Z#0ery #0

Provemos que,

Yp = Cy -r{ + Cy -1y = a, para todo n natural

Seja zp, =y, — Cy - 17 —Cy -1y

estao
Zna2 = D 21 F 4 2 = Uni2 D Yns1@-Yn) —Crorl - (1} +p-r1+q) — Co-15 - (15 +p-ra+q)
Observemos que o primeiro parénteses
Yn+2 + P Uns1 TG Yn =0

porque T € solucdo e os outros dois também sdo zeros porque, r1 € 1o, SG0 TAiZES.

Como z; = z9 = 0.
Znt2 TP Zny1 +q 20 =0
Concluimos que z, = 0 para todo n.
Exemplo 1.8. Determinar o nimero de Fibonacci F,.
Foyo=Fon + By
Fob=F=1

A equacio m* =r+1 our®*—r—1=0.
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As raizes sdo:

T = 9
T _1_\/5
T2
Fnzol-(“”/g) +02-<1_‘/5)
2 2
Ci+Cy=1
1 1—
cl-< +*/5>+02-< */5>=1
2 2
Vh+1
C, =
1 2\/5
1
szﬁ

2-4/5

" o.vs U2 2.v5 \ 2

Proposicao 1.1. Caso as raizes da equacao caracteristica forem complexas, para simplificar

PERCES! (1+\/5>"+«/5—1 <1—\/5>n

os cdlculos, poderemos utiliza-las em sua forma trigonométrica. A solucao serd:

r1 = p(cosf + isend)
r9 = p(cost — isend)
ri = p"(cosn - 0 + isenn - 0)

ry = p"(cosn - 0 — isenn - 0)

Cl’f’? + CQT;L = p"[(Cl + CQ)COSTLQ + Z(Cl — CQ)SGHTL&]
Cy1 + Cy ei- (Cy — Cy) sdo novas constantes arbitrdrias e a solugio pode ser escrita:
a, = p" - (Cy-cosn -0+ Cj-senn - 0)

Exemplo 1.9.

Tpt2 t Tpy1 + Tp = 0
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tem equagdo caracteristica, > +r+1=0

A=1-4=-3

Temos como madulo:

-0.5

Figura 1 — Grafico do nimero p

x, = p"[Cicosn - 6 + Cysenn - 0]

nmw nmw
T, = C’lcos? + C’gsen?
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Observacao 1.4. Que aconteceria se as raizes da equacao caracteristica fossem iquais?

Os Teoremas 1.4, 1.5, respondem essa pergunta.

Teorema 1.4. Se as raizes de > +p -1+ q = 0 sdo iquais, 11 = 19 = 7, entdo
a, =Cy1-1r"4+Cy-n-r" é solugio da recorréncia T, o +p - Tne1 + q - T, = 0, quaisquer

que sejam os valores das constantes C e Cy.

~ . o . ~ p
Demonstragao. Se as raizes sao }gquais entao r = 7

Substituindo a, = Cy-r" + Cy-n-r", por:

Tpio+ P -Tpy1+q-x2,=0
Obtemos que

Cr-rm"-(rP+pr+q)+Cy-n-r"-(rP+pr+q) +Cy-7"-1-(2r+p)=0

Entao:

Cl'Tn'O+Cg'n'Tn'O+CQ'Tn'T'OZO

Teorema 1.5. Sejam r1,= 19 = 1 as raizes de v+ p-r + ¢ = 0, entdo todas as solucoes
da recorréncia Tpio + P Tpy1 +q -2, =0 sao da forma a, = Cy-r"+Cy-n-1r", C; e Cs

constantes.
Demonstracao.

Assumimos que,

alzcl-r—i-Cg-r:yl

angl-T2+C'2-r2=y2

Entao,
oy =29 y%
roor
J— /r’ .
Cy = Y2 . Y1

isto € possivel pois r # 0.

Afirmamos que
Yo =0C1-r"+Cy-n-1r"

para todo n natural.

2y =Yp—Cy-r"—=Cy-n-r"
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Znt2 + P 21 — Co 1" = (Ynsz + P Yot + ¢ Yn)
—C-r"(rP* +p-p-r+9q)
—Cy-nr"(r* +p-p-7r+9q)
—Cy-r"-r(2r +p)

O primeiro parénteses € zero e os outros também.

Znao + D 2Zpni1+q-2, =0
Sendo zy = z9 = 0, entdo z, = 0 para todo n.

Exemplo 1.10. z,,0 —4- 2,41 +4-2, =0,
tem equacdo 1> —4-1r+4=0
As raizes sao r1 =1y = 2,

portanto a solucio € x,, = C;-2" +Cy-n - 2"

1.2 Relacbes de Recorréncias e Funcdes Geradoras de Arranjos Sim-

ples, em Andlise Combinatéria.
Numa expressao para calculos de arranjos simples, em anélise combinatoéria,

temos A,,,, o nimero de arranjos de m objetos p a p, parte-se da relacao:

Am,p = Am,pfl . (m —Dp—+ 1)

,comp=1,2,...,m, onde A,,,, para cada, m € N, fixado, se expressa a custa do termo

anterior, entao a féormula e um exemplo de uma relagdo de recorréncia.

Outra relagao recursiva, semelhante a sequéncia dos nimeros de Fibonacci, é:

agp=2,ea =1

Ap = Ap_1 + Gp_2

obtém-se a sucessao:

(2,1,3,4,7,11,18,29, .. ),

cujos elementos sao conhecidos por nimeros de Lucas.
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Teorema 1.6. Paran = 0 o numero de Fibonacci, satisfaz a sequinte relacao:

f= n N n—1 N n—2 N N n—k
"\ 1 2 k
onde k = [g] ( € o maior inteiro contido g)

Demonstracao: Para n = 0, seja,

- () (1) (3o (1) () )

Para complementar a demonstracio terd de verificar que fo = g(0) e fi = g(1)

e ainda que g(n) € uma solugao da relagio de recorréncia de Fibonacci, fr, = fu 1+ fn_o-

o0 = (3) = 1= 7

=)+ ()-1-s

N n—3 N n—3 N
2 1
Tudo em conta a relagdo entre os coeficientes binomiais:
G) =)+ o)
= +
p p p—1
e aplicando-se adequadamente a expressdao, visto que:
n—1\ (n ny 0
0 =ly) ¢\y) =0 vem
n—1 n—1 n—2 1
-1 —2) = e
sr=nea=2= (") (1) < (1) e ()
AL N n—1 N n—2 R 1 N 0
-~ \0 1 2 n—1 n

Entao g(n—1)+g(n+2) = g(n) e que significa que g(n) € a solugio da relagio de recorréncia

de Fibonacci para n = 2. Consequentemente, f, = g(n), para todo on =0,1,2,3,....
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1.3 RelacGes de Recorréncias e Equacoes de Diferencas

Seja (a,), uma sucessdo dada. A diferenca desta sucessao, que denotamos por
Aa,, é dado por:

A primeira diferenca desta sucessao:

Aan = Qp — 0p—1

comn=1,23....
A segunda diferenca:

(A%a,), paran =1,2,3,....

(A%a,), = A(Aay,) = Aa, — Aay,

= Qap — Ap—1 — (an—l - an—2) = an — 2an—1 + ap 2.

Generalizando, para k € N, qualquer, temos:

AFa, = A(AFa, )

comn=~kk+1,....

Equacao de diferenca, é uma equacao que envolve o termo a,, e as suas diferencas.
Exemplo 1.11. 3 - A%*(a,) + 2A(a,) + 7(a,) = 0,
Temos que:

ap 1 = a, — Aay)

Qp—2 = p—-1 — A(anfl)

Com isto transformamos a equagdo em:

3(an — 2an_1 + ap_2) + 2(a, — ay_1) + 7a, =0
3a, —6a,_ 1+ 3a,_2 + 2a, — 2a,_1+ T7a, =0

12a,, = 8a,_1 + 3a,_»

1.4 Funcoes Geradoras

As fungOes geradoras aparecem muitas vezes na resolugao de problemas de

contagem.
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Em matemaética, uma funcao geradora ou func¢ao geratriz é uma série formal
cujos coeficientes codificam informacgoes sobre uma sucessao a, cujo indice percorre os

nameros naturais.

Cada sucessao tem uma funcgao geradora de certo tipo. Este tipo de fungao
geradora que ¢é apropriada num contexto dado depende da natureza da sucessao e dos

detalhes do problema analisado.

As fungoes geradoras sao expressoes fechadas num argumento formal x. As
vezes, uma funcao geradora é avaliada num valor especifico x = a pelo que se deve ter em
conta que as fungoes geradoras sdo series formais, que nao se considera nem se analisa o

problema da convergéncia para todos os valores de x.

Por isto mesmo é importante observar que as func¢oes geradoras nao sao real-
mente fung¢odes no sentido usual de ser uma relacao entre dois conjuntos, ou seja, entre
um dominio e um contradominio. O nome é unicamente o resultado do desenvolvimento

historico de seu estudo.

Uma funcao geradora é uma corda de estender em que penduramos uma

sucessao de nimeros para mostra-los.

Exemplo 1.12. Determinar o numero de solucoes inteiras da equagdo a + b+ ¢ = 10,

onde cada varidvel so pode tomar valores inteiros entre 2 e 4.

abc
24 4
343
33
424
44 2
4383

Portanto 6 solucoes.

Exercicio 1.5. Encontre uma solugio em forma fechada para a relagio de recorréncia

1, sen=1;

F(n) =
Fn—1)+6n—6, sen> 1.
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Solucao: Calculando os primeiros termos

F)=1
F2)=1+12—6=
F(3)=7+18—6=19
F(4)=19+24—6 =37
F(5) = 37+30—6 =61
F(6) =61+36—6=91

8 7 19 37 61 81

NSNS NSNSNY

12 18 24 30

6
NSNSNSNY
6 6 6 6

A sequnda sequéncia de diferencas é constante. Isso sugere que sequéncia deve

ter uma formula de Prime.
F(n) = An* + Bn + C

entao precisamos encontrar A, B e C.

Usando F(1) =1, F(2) =7 e F(3) =19

A+ B + C = 1
4A + 2B + C = 7
9A + 3B + C = 19

FEscalonando temos

—4A—-4B—-4C = -4
4A+2B+C =7
—2B—-3C =3

—9A -9B -9C = -9
9A+3B+C =19
— 6B —-8C =10



Capitulo 1. Referenciais Tedricos 31

A+B+C=1
—2B+3C =3
—6B8 —8C =10
+6B +9C = -9
—6B —8C' =10
C=1

A+B+C=1
—2B-3C =3
C=1

—2B-3=3

Entao temos
F(n)=3n"-3n+1

A técnica de usar sequéncias é mais uma abordagem de “forca bruta” do que
pura adivinhagao; existem certos procedimentos mecanicos que efetuamos a fim de chegar
a uma férmula. Mas o resultado desses procedimentos ainda é um palpite. Para termos
certeza de que nosso palpite esta certo precisamos provar que a férmula correspondente a

relacao de recorréncia para todo n.

Prova por inducao matematica
caso base: Se n = 1 a relagdo de recorréncia diz que F(1) = 1, e a férmula diz que
f(1)=3-1>=3-1+1 = 1, portanto eles coincidem.

Hipotese Indutiva: Supondo como hipétese indutiva que
Fk—1)=3(k-1?-3k—-1)+1

para algum k > 1.

Passo indutivo: Usando a relagao de recorréncia.
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F(k) = F(k — 1) + 6k — 6, pela segunda parte da relagdo de recorréncia.
= 3(k —1)> = 3(k — 1) + 6k — 6, por hipétese de inducdo.
=3k*—6k+3—-3k+3+1+6k—6.
F(k) =3k* -3k +1
Entao por inducio, F(n) = 3n® — 3n + 1 para todo n > 1.
Este caso foi possivel resolver, pois existiam poucas solugoes. Mas se as dimen-

soes do problema for maior, como resolver?

Vejamos um outro método de aplicagdo mais geral. Associamos um polindémio
Da, Pbs Pe, assim definido: como cada variavel s6 pode tomar valores 2,3 ou 4, entao, neste

caso, cada um dos polinémios é dado por:

x2—|—x3+x4

Multiplicando os 3 polinémios temos:
p(z) = pa(x) - po(T) - pe(x) = (2% + 2° + 2)?

Visto que a + b + ¢ = 10,entdo o coeficiente de z'® em p(x) d4 o nimero de
solugoes da equacao original nas condi¢des especificadas.
p(r) = (@ +2° + 2 (@ +2° +2h) - (2% +2° + 2
p(r) = 25 + 27 + 2% 4+ 227 + 22° + 22% 4 32° + 32°
+ 310 4227 + 210 4 21 4 210 4 M 4 212
p@)=-+B+2+ 120+
Portanto 6 solucoes.

Exemplo 1.13. Determinar a fungdo geradora na qual o coeficiente de x" seja o nimero

de solugoes inteiras nao negativas da equagdo, 2a + 3b + 5¢c = r.
Escrevendo x = 2a, y =3b e z = bc, temos x +y + z =r.
onde, v € {0,2,4,6,8,...}, y € {0,3,6,9,...} e z € {0,5,10,15,...}. Entao,
associando as varidveis x, y, z as séries de poténcias:
) =1+ +t"+1t0+ -
gyt =14+ +"+1"+ -
G =14+ +0+t"+...
gty =1+ +t"+-- A+ +0+--)
T+

! 1 1
1= 1—t3 1—1¢5

g(t)
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Teorema 1.7.

1. Seja a,, o coeficiente de x" na funcdo geradora ordindria.

g@)=0+z+2>+2> + 2t +..)"

EntdOarz( " )
r+n-—1

2.
—x =1- x x e (=)
n n
3.
Q4+ao+?+2°+ 2™ Y =1—-2™)" - 1+z+2®+---)"
Demonstracao:

1. Tendo em conta o teorema binomial de Newton, tem-se o sequinte:

(e
(—Tn) ()= (n=2) (cn—r+1)

r r!

g(z)

r

nn+Dn+2)---(n+r—1)

= (=1 r!
S(n+r—1)-(n+1n(n—1)
= (=) ri(n —1)!

~c (T e (M)

Logo
0
n+r—1
=(—1+ _|_2_|_...”: . T
o) = (e = (")
e portanto
, n+r—1 n+r—1
a” = =
n—1 r
2. Fazendo t = —x™ no desenvolvimento binomial de (1 + t)", obtém-se o resultado
pretendido.

I+t + 4™ =02 - Q+o+a> +2°+--+)



Capitulo 1. Referenciais Tedricos 34

Corolario 1.1. A fungdio g(z) é a fungao geradora associada ao problema da determinagio

do numero de solugoes inteiras da equagao y; + Yo + Y3 + -+ + Yy, = r que € assim igual a:

r+n—1
n—1

Exemplo 1.14. Determinar o nimero de solucoes inteiras da equacdo a + b+ c+ d = 27,

onde cada varidvel toma valores de 3 a 8.

Solugao:
g(z) = (2® + 2* + 2° + 2% + 27 + 2%)*
g(z) =22 (1+ 2+ 2* +2° + 2* + 2°)*
O nimero de solucoes pretendidas é iqual ao coeficiente de x*° na funcéo.

h(z) = (1 +x+2* + 2% + 2* + 2°)*
h(z) =1 -2 1+x+2”+2°+..)

4 4 1
1=zt =1 )b+ ( )+ .. 42
1 2
4 5 6
(1+x+x2+x3+---)4=1+(1):c+(2>x2+<3>x3+---

Entdo o coeficiente de > no produto é igual a:

Z ai'bj:ao'b15+a6'b9+a12'b3

i+j=15
18 4 12 1 6
1- — . + .
18! 4! 12! 4! 6!

15030 3011 0.3 " 21.90 3.3l
—3.17-16—4-2-11-10+2-3-5-4 =56

Teorema 1.8. Se g(x) for a funcio geradora ordindria associada d sucessao (a,) com
n=0,1,2,... ¢ h(z) for a fungio geradora associada d sucessao (b,) comn =0,1,2,....
Entao:

1. a-g(z) + B - h(z) € a funcao geradora ordindria associada a sucessio (aay + [by,)
comn=20,1,2,...

2. (1—x)-g(x) € a fungio geradora associada a sucessao (a,—ay—1) comn =0,1,2,3, ...,

onde se faz a1 = 0.

3. (I+x+a2*+...) g(x) € a fungio geradora da sucessdo (ag +ay + -+ + a,) com
n=01,2,...
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4. g(x) - h(z) € a fungio geradora da sucessao (agb, + a1b, 1 + -+ + apby)com n =
0,1,2,.. ..

5. x-g, € a fungio geradora da sucessio (na,) comn = 0,1,2,... onde g'(x) é a

derivada de g relativamente a x.

Demonstragao: Sejam

g(x) = Z aj -’
=0
e @]
h(z) = Z b; -’
=0
entao:
1.
o0
a-g(x) + Z aa; + (b;)
2.
(1 —-2)g(x) = Z ajz’ — Z a;zlt!
7=0 =0
=ap+ (a1 — ap)xr + (ag —ay)x* + -+ + (ap — @, 1)x" + -+
3.
Q+ax+2®+-)-glz)=Q+z+2+-) (ap+ a1z + agz® + - --)
= ag + (ag + a1)x + (ag + a; + ag)z®)z* + - -
4.
o0 n
g(@) - h(x) = Y (3] ajbus)e
i—0 j=0
5. Sendo g ( Zja]xj 1 vem,

a0
x) = Zjaj:cj
=1

Os resultados obtidos provam cada uma das alineas do teorema. Verificamos que,

l-—z)(Q4+z+2*+2°+---) =1
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e portanto

1
11—z

gx)y=1+r+2°+2°+.-- =

1.5 Sequéncia

Sequéncia é todo conjunto ou grupo no qual os seus elementos estao escritos

em uma determinada ordem.

Em analise matematica defini-se uma sequéncia como uma funcao ...x_o, x_1, g, T1, T....

f: Ac N — B, definida sobre um subconjunto A dos niimeros naturais que toma

elementos no conjunto B.

Usualmente para as sequéncias, denotamos o valor de f em n por f,, em vez de
f(n). Este termo f,, é dito ser o n-ésimo termo da sequéncia. A notagao (f,).ca é usada
para denotar a sequéncia. A notagao f(n), € A é usada para denotar a sequéncia f cujos
indices sdo tomadas do conjunto A. Quando o conjunto dos indices A estdo subentendidas

normalmente escrevemos f(n), ou simplesmente (f,,). Quando por extenso escrevemos
(fn) = (fl, f2, fg, )

No estudo da matematica estudamos um tipo de sequéncia: a sequéncia numé-
rica. Essa sequéncia que estudamos em matemaéatica é composta por nimeros que estao

dispostos em uma determinada ordem preestabelecida.

Ao representarmos uma sequéncia numeérica, devemos colocar seus elementos

entre parénteses. Veja alguns exemplos de sequéncias numéricas:

e f,=1(2,4,6,810,12,...) é uma sequéncia de niimeros pares positivos.
o f,=1(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,...) é uma sequéncia de niimeros naturais.
e f, =(10,20,30,40,50,...) é uma sequéncia de nimeros miultiplos de 10.

e f, = (10,15,20,30) é uma sequéncia de ntimeros multiplos de 5, maiores que cinco e

menores que 35.

Essas sequéncias sao separadas em dois tipos:

Sequéncia finita é uma sequéncia numérica na qual os elementos tém fim, como, por

exemplo, a sequéncia dos niimeros multiplos de 5 maiores que 5 e menores que 35.

e Sequéncia infinita é uma sequéncia que nao possui fim, ou seja, seus elementos

seguem ao infinito, por exemplo: a sequéncia dos niimeros naturais.
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Em uma sequéncia numérica qualquer, o primeiro termo é representado por
ay, o segundo termo ¢é as, o terceiro az e assim por diante. Em uma sequéncia numérica
desconhecida, o ultimo elemento é representado por a,. A letra n determina o nimero de

elementos da sequéncia.

(a1,a9,a3,ay,...,a,,...)sequéncia infinita.

(a1,a9,a3,ay, . ..,a,) sequéncia finita.

AN K

Figura 2 — Flocos de neve de Koch

A figura acima é conhecida como a curva do floco de neve de Koch. Ela
recebe esse nome, porque seu contorno lembra um floco de gelo e, porque foi criada pelo

matemético Helge Von Koch, em 1904.

Vocé consegue descobrir como a segunda e a terceira figuras foram obtidas a
partir da primeira? Acompanhe a explicacao: Consideremos um tridangulo equilatero de
lado 1. Dividimos cada um de seus lados em trés partes iguais. No terco médio de cada
lado, construimos novos triangulos equilateros. O resultado é uma linha poligonal fechada
de 12 lados. 3, 12, 48,. .. veja que temos uma sequéncia de linhas poligonais. (5, 5, 4, 8, 6,
9, 1, 2) é uma sequéncia finita de algarismos que compoe o nimero de um telefone e nao
possui lei de formacao. (4,16,64,...) é uma sequéncia infinita de nimeros naturais nao
nulos que sao poténcias de 4. Essa sequéncia tem uma lei de formacao bem simples. Uma
sequéncia numérica é uma funcao cujo dominio é o conjunto dos niimeros nas naturais nao

nulos.

Considere a sequéncia f(n) = 2n, onde n € (1,2,3,4,...). Temos
J1=2fa=4,f3=06,f,=38

Essa funcao nos da a sequéncia dos niimeros pares positivos que representamos
po (2,4,6,8,...). Geralmente indicamos po na a imagem de n pela fungdo f : f, = a,

Note que a1 = 2,a9 =4,a3 =6,a4 =8, ...

Lei de formagao ou expressao geral
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0,3, 6,9, 12, 15, 18, 21,
12 termo 0
22 termo 3

32 termo 6
102 termo 27

N® termo (n—1)-3

A expressao geral pode ser representada por 3(n — 1) ou 3n — 3.

Exemplo: Dada a sequéncia (1,4,9,16,25,...,625).

Ny=1lr1=1+4-1=5

Ny =219=1=42=9
Ng=3x3=1+4-3=13
Ny=4z,=1+4-4=17

Nigo = 100z190 = 1 + 4 - 100 = 401.

Férmula de Recorréncia

A1 =3, ng=ne_1 +4

n=2 a=a+4=7
n=3, a3 =as+4 =11
n=4, ag=a3+4=15

1.6 Nudmeros Poligonais

Na Grécia antiga, mais precisamente junto a Escola Pitagorica, os chama-
dos ntimeros figurados, sao exemplos de progressoes aritméticas de varias ordens e, por
consequéncia, sao também de sequéncias que podem ser representadas por relagoes de

recorréncia.

A partir da terceira “figura”, cada poligono cresce, “aproveitando” alguns
pontos da figura antecedente. Em particular, todos os pontos de dois lados adjacentes de

uma dada figura pertencem.

Definicao: Chama-se niimero poligonal, a quantidade de pontos usadas para
construir uma figura formada pela sobreposicao sucessiva de poligonos regulares de mesmo
numero de lados e com quantidades de pontos em cada lado, aumentada de uma unidade
em razao do poligono imediatamente anterior e de modo que cada poligono sobreposto

tenha dois lados coincidentes com todos os antecessores e os pontos sobre estes lados
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Figura 3 — Ntimeros Pitagoéricos

também coincidam. Cada sequéncia de nimeros poligonais é classificada de acordo com o
observagoes, vamos mostrar que a sequéncia de poligono do qual.r se originou Observando

as imagens, notamos que, em cada sequéncia:

e A primeira “figura”, é formada por um unico ponto. Portanto, o nimero 1 é, ao

mesmo tempo, triangular, quadrado, pentagonal e assim sucessivamente.

e A segunda “figura”, é formada pelo nimero de pontos correspondentes a quantidade

de vértices do poligono que nomeia a sequéncia.

e A quantidade de pontos é sempre a mesma em todos os lados de cada figura a figura
subsequente. Partindo destas observagoes, vamos mostrar que a sequéncia de niimeros
poligonais, podem ser expressas por meio das relagoes de recorréncia. Primeiramente,
observe que, em cada sequéncia, ao passar de uma figura a seguinte, acrescentamos
(b —2) lados, onde b e n é o niimero de vértices do poligono que nomeia a sequéncia.
Isto posto, se estamos construindo a mesma figura, serao acrescidos (b— 2) - n pontos.
Entretanto, é preciso subtrair deste nimero, as vértices comuns aos lados, acrescidas
para nao serem contadas em duplicadas. Estes, sdo em ntimero de (b — 3) vértices

n + b+ 5. Assim, um tmero real de pontos a uma figura para formar a seguinte é de
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(b —2).n — (b — 3). Podemos escrever:
ap=a,1+((b—2)-n—(b—23)
ap =0, 1+((b—2)n—0+3
Aap1=0a,—ap1=0b—-2)-n+b+3

Ou seja, como b é uma constante, as diferengas entre os termos consecutivos formam

uma P. A. entao:

(p = 3ap—1 — 3ap_3 + Gp_3

A Férmula de Binet

Vimos que a sequéncia de Fibonacci é definida pela recorréncia linear homogénea
de segunda ordem: F,, = F,,_1 + F,_s Resolvendo-a, podemos encontrar uma férmula

fechada para cada termo da sequéncia A equacdo caracteristica:

tP—t—1=0

ralzes:

H
+
S

S

As solucoes sao da forma:

1++/5 1—+/5
2

F,=0C-( )"+ Cs - (

Com as expressoes de f; e fo, montamos o sistema:

14++/5 1—«/5'

-C =1
5 1+ 7 2
1++/5 1—+/5
Cr-( >+ Cy - ( ) =1
2 2
) 1 —1
que fornece os coeficientes ¢} = — e Cy = —

NG 5

Portanto a solucao da recorréncia ¢ dada por:

1 1445, 1 1-4/56,
e )

Este resultado é conhecido como a féormula de Binet.

F, =




Capitulo 1. Referenciais Tedricos 41

1.7 Progressoes Aritméticas

Muitas grandezas sofrem variagoes iguais em intervalo de tempo iguais. Deno-
minamos & este tipo de sequéncia numérica, Progressoes Aritméticas (PA). A diferenca
entre uma grandeza e outra, ¢ constante e chamamos de razao e representamos por letra r.
Exemplo 1: Em uma progressao aritmética, o quinto termo, vale 30 e o vigésimo termo
vale 50. Quanto vale o oitavo termo dessa progressao? Vamos utilizar de recorréncia para

escrevermos os termos. Termo geral a,,

Ap = Up_1+7T

parane Ncomn > 1

as =a;+r
as =ag + 71

as =as+r

Ap = Qp_1 + T
ap =01 +7+7r+7r+---+7r

ap =a+ (n—1)r

portanto por recorréncia, foi obtida a férmula do termo geral de uma P.A.

Exemplo 1.15. Para uma progressao aritmética com quinto termo igual a 30 e vigésimo

termo 90, determine o seu oitavo termo.
a5 = 30
aop = 90
asg =a1+19-r

as=a; +4-r

90=a,+19 -7

30=a;+4-r
90—-30=15r

60=15-r

60

— =7

15

r=4

ag=a;+7-r
ag=14+7-4
ag = 14 + 28 = 42
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Exemplo 1.16. Determine 4 numeros em 27 progressao aritmética crescente, conhecendo
que sua soma € 8 e a soma dos seus quadrados é 36.

Vamos utilizar que os termos do meio sio x —y e x +y. Como cada termo é
tqual ao anterior mais a razao, por recorréncia, entdo temos:
TH+Yy=r—y+r

, entao teremos

rT+y—x+y=r

, portanto r = 2y . Assim teremos que:

rT—y—2y,r—y,r+y,r+y+2yr -3y, r—y,r+yx+3y
r—3y+r—y+rx+y+ax+3y=_8
dor = 8
r =2

(x—3y)*+ (z—y)* + (z +y)* + (v + 3y)? = 36
(2—-3y)*+(2-9)*+2+y)*+(2+3y)? =36
4—12y+ 92 +4—dy+ P +4+4dy+ 2 +4+ 12y + 9% = 36
16 + 20y* = 36
20y* = 20
y' =1
y==1
, mas como a PA ¢ crescente, entao
y=1
Logo, os numeros sdo: - 1, 1, 3, 5.
Soma dos n, primeiros termos de uma Progressao Geométrica.
Temos
Sp=a1+ay+az+---+a, o+ a, 1+ a,.
Mas todo termo de uma PA, é a média geométrica dos termos equidistantes. Entao
Sp=a1+ay+az+ -+ ap_o+ ap_1 + ap.
+

Sn:a1+ag+a3+---+an_2+an_1+an.
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2.5, = (a1 +a,)n
(a1 +ay)-n
S, = 5

Esta formula é conhecida como féormula de Gauss para a soma de n termos de

uma P.A..

Exemplo 1.17. A soma dos n primeiros nimeros inteiros positivos. que € um polinémio

do 2° grau, sem termo independente.

= L+mn)-
ZK=1+2+3+---+n=(:)n
K=1
_n2+n
S22
Exemplo 1.18. A soma dos n primeiros nimeros impares:
1+2n—-1)-
1+3+5+---+(2n=1)=( n2 )-n
22
enta0—>Sn=i=n2
n

que € um polinomio do 2% grau, sem termo independente portanto:

(a1 + a,) - n

S, = 5
5 a1 +a1+(n—=1)-7]-n
o 2

r r
Snzi-nQ—i—(al—i)-n

E wm polinémio do 2° grau sem termo independente e r # 0.

Exemplo 1.19. A soma dos quadrados dos n primeiros niumeros inteiros e positivos.

P42 440 = ) K

K=1
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Podemos utilizar:

DE+1P =Y K43 KF+3) K+ > 1
K=1 K=1 K=1 K=1 K=1
DE+1)P =243+ 4+ (n+1)°
K=1
i 1
D =1+2+43+ fp ot D)
K=1 2
D =1+1+41+..+1=n
K=1
Logo(n+1* =1°+3 Y K*+3 ) K= )1
K=1 K=1 K=1
= +1)
n+1P=1"+3) K*+3 n(n +n
(n+1) Kzl 5

Resolvendo temos:
Z"] K 2n® +3n? +n
6

K=1

Colocando n em evidéncia temos:

an K n(2n* +3n + 1)
- 6

K=1

Fatorando:

N, n(n+1)(2n+ 1)
$) kom0 L)

K=1
1.8 Progressdes Geométricas

Progressao Geométrica é uma sucessao de niimeros tais que, cada um, a partir
do segundo é, igual ao precedente multiplicado por um ntmero relativo constante, diferente

de zero e da unidade. Representa-se o fato de que os niimeros ay, as, . .., a,.
Exemplo 1.20. :: ay,as,...,a, 1,0,
Exemplo 1.21. :: 5,10, 20,...,320
Exemplo 1.22. ::243,81,27,...,1
Os numeros que formam a progressao, chamam-se termos. Indica-se o nimero

de termos com a letra n. O nimero relativo pelo qual se multiplica cada termo para obter

o seguinte chama-se razao. Representa-se com a letra q.
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A progressao geométrica diz-se, crescente ou decrescente conforme a razao seja
maior do que um ou menor do que um (positivo). A progressao geométrica diz-se limitada

ou ilimitada conforme possua um ntmero finito ou infinito de termos.

Dois termos de uma progressao geométrica limitada chamam-se equidistantes
dos extremos, quando o ntimero de termos que precedem um deles ¢ igual ao nimero de

termos que seguem o outro.

Interpolar ou inserir m meios geométricos entre dois nimeros a e b, é formar

uma progressao geométrica de m + 2 termos, cujos extremos sejam a e b.
Propriedades das Progressoes Geométricas

12 propriedade: Em uma progressao geométrica, a divisao de um termo qual-
quer pelo seu precedente é constante e igual a razao. Essa propriedade ¢ uma consequéncia

da definicao 1.

22 propriedade: Cada termo de uma progressao geométrica, excetuando os
termos extremos, é a média geométrica entre um termo precedente e o seguinte. Seja a;,
um termo genérico de uma progressao geométrica. Temos que a;_1 é o termo que precede

a; € a;—1, 0 termo que o segue.

Sabemos pela propriedade 1 que

2
a; = Qi1 * Qi1

32 propriedade: Cada termo de uma progressao geométrica, a partir do
segundo, é igual ao primeiro termo multiplicado pela razao, elevado a um expoente igual

ao numero de termos que o precede.
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Executando um produto telescopico, temos:

a1 =
a2 = ay - g
a3 = as - ¢

Qp—-1 = apn—2-°q

ap = Ap—1-°4q

n—1
an = ai - q
G,
ay = qnfl
q — n—1 a/i
ay

42 propriedade: Em uma progressao geométrica limitada, o produto de dois

termos equidistantes dos extremos, ¢ igual ao produto dos extremos.

Sejam a1 € a,_k, dois termos equidistantes dos extremos da progressao:
a1,a2, ..., 0y,

com n termos e razao q.

Considerando-se a1, como ultimo termo da progressao cujo primeiro termo é

a1 € an—k como primeiro termo da progressao cujo ultimo termo ¢é a,, temos:

k
Qg1 = Q1 -4
an
Ap—f = —
k
q

Ak+1 * Qp—f = Q1 * Qp

52 propriedade: Em uma progressao geométrica limitada de nimero impar
de termos, o termo do meio ¢ a média geométrica dos extremos a de dois termos quaisquer

equidistantes dos extremos.

62 propriedade: A soma dos termos de uma progressao geométrica limitada.

ai, 09,03, ..., 0, (1.1)
Sp=a1+ay+az3+---+ay, (12>
Sp=ar+a-q+a - +--+a-q"" (1.3)

Vamos chamar a equagao (1.2).
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Multiplicando todos os termos de (1.2), por ¢, temos:

n

¢Sy =ar-q+ar-¢+-+ai-q

Vamos chamar esta equagao (1.3).

Fazendo (1.3) - (1.2) temos:

Q'Sn_sn:al'qn_al
Spn-(g—1)=a1-¢" —ay

a(q" — 1)

S, =
qg—1

72 propriedade: Em uma progressao geométrica ilimitada, a soma de n termos
da progressao, quando este niimero cresce ilimitadamente, tende para um valor definido

chamado limite da soma ou soma de progressao. Esta propriedade ¢é valida para 0 < ¢ < 1.

—1
lim S, = a1 (0 )
a1
S, =
l—¢q

1.9 Utilizacao de Recorréncias em Matematica Financeira, através

do uso de Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas

Uma operacao fundamental da matematica financeira é a operagao de emprés-
timo. Alguém dispdes de um capital, empresta a outro por um certo periodo de tempo.
Apos esse periodo, ele recebe o seu capital, acrescido de uma remuneracao, que chamamos

de juros, pelo empréstimo. Vamos denominar:

C — Capital, J —> juros,n — tempo ,i — taxa, M — Montante.

J
TemosqueMzC—i—Jei:a.
Os sistemas de capitalizacao dos juros, podem ser: simples ou compostos.

Sistema de Capitalizacao Simples

Este sistema, veremos que estd ligado a uma progressao aritmética (PA), pois

a cada intervalo de tempo, acrescentamos juros porém, este nao ¢ incorporado ao capital.

Vamos desenvolver o raciocinio:

M=C+J
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A cada més, acrescentamos os juros que sao calculados como:

J=C-i-1,

pois n = 1, entao temos:

M=C+Ji+Jp+ -+ Jy,

portanto, todo més acrescentamos uma parcela de mesmo valor numérico, assim

segue féormula para o Montante no Regime de Capitalizacao Simples:

M=C-(1+i-n)

Exercicio 1.6. Vocé tem que pagar um empréstimo de R$ 1000,00 em 5 parcelas. Sabe-se
que 0s valores das parcelas sao: R$ 300,00, R$ 280,00, R$ 260,00, R$ 240,00, R$ 220,00.

Quanto serd pago por este empréstimo?

Para melhorar o entendimento do problema, desenhamos o diagrama de
fluxo de caixa para a operacio. Fste diagrama é uma ferramenta muito util na resolugdo

de questoes financeiras.

R$1000,00

P

2!
R$300.00  R$280,00  R$260,00  F£$240,00 R8220,1

Figura 4 — Planilha de Custos

Note que o valor das parcelas diminui R$ 20,00 todo més. Essa série é uma PA

de diferenca “d” entre os termos no valor de R$ 20,00.

A formula para determinar a soma dos termos de um PA finita, € a sequinte:

(a1 + ap)-n

Sp = 5

entao o montante serd:
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300 +220) -5 2600
5 =

= 1300

M5=(

Portanto, vocés pagou R$ 1300,00, pelo empréstimo de R$ 1000,00. Em um

financiamento de imovel, no qual a amortizacdo é constante, essa relacao € aplicada.

Tabela da Aplicacdo de Amortizacao

N SD A J | PMT
1000 - -
800 | 200 | 100 | 300
600 | 200 | 80 | 280
400 | 200 | 60 | 260
200 | 200 | 40 | 240

5 200 | 200 | 20 | 220
Total - 1000 | 300 | 1300

= W N = O

Tabela 1 — Tabela de Aplicacdo de Amortizagao

Trata-se de um Sistema de Amortizacao Constante com taxa de 10% ao més.
Sistema de Capitalizacao Composto

Determinaremos agora a férmula do Montante para um Regime de Capitalizacao

Composta.

Para facilitar o entendimento, iremos aplicar esse conceito em um exemplo
prético, ou seja, vamos determinar o montante produzido por um capital de R$100, 00,
aplicado a juros compostos de 10% ao més, capitalizado mensalmente, durante trés meses.
Portanto, temos: C' = 100,

M =C-(1+1),n =1 periodo.

Ap6s o 1° més, temos:

M =100(140,1) = 110

Apébs o 2° periodo, teremos:

M =110(140,1) = 121

Apbs o 32 periodo, teremos:

M =121(1+0,1) = 133,10
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Como o fator (1 + 7) varia de acordo com a quantidade de periodos de capitali-

zagao, fica facil definirmos a féormula do termo geral da capitalizacdo composta.
M=C(1+q)"

Lembrando a férmula do termo geral de uma PG:

concluimos que:M = a1, C =a; e (14+9)" =¢"

Veja que, através da recorréncia de termos, conseguimos obter a féormula de

capitalizacdo em juros compostos.

Exemplo 1.23. Qual o capital que, aplicado a uma taza de juros compostos de 1,5% ao

més, capitalizado mensalmente, produz o montante de R$2816,23, apds oito meses?

i=0,015
(1+1)=1,015

M = C(1,015)®

2816, 23
C =220 — 9500
(1,015)8

Também utilizamos o conceito de PG, para modelo de renda para calcular o
valor atual PV. Chamamos de PV o valor atual de um capital, PMT o valor das parcelas

a serem pagas em regime de juros compostos.
Temos que:

PVZPMTWQﬁIZ:;]

1.10 Funcoes

Diz-se que uma variavel y é uma fungao de uma variavel x, quando a cada valor

de x corresponda, mediante uma certa lei, um valor de y. Indica-se y = f(z).

Sucessoes
Denomina-se sucessao a uma fungao cujo campo de defini¢ao é o conjunto dos niimeros

naturais

Termo Geral: E uma féormula que permite calcular um termo de ordem n

qualquer da sucessao, indicado por f(n) ou a,, .
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Exemplo 1.24.

f(n)=2n-1 1,3,5,...
f(n)=2n 2,4,6,...
n 12
f0) = 2'3
f(n) = (—=1)"".n? —4,9, 16, . ..
f(n)=2-3""1 2,6,18,54, ...
T T T
J0) = G v T | Tou2’ (om3)

Tabela 2 — Tabela de Fungoes

Uma equagao tem carater recursivo, quando é definida em termos dela propria,
ou seja, quando encontrar a solu¢ao de um determinado valor de n significa ter que calcular
as solugoes de todos os valores anteriores a esse n. E importante saber como lidar com
essas relagoes de recorréncia, ja que, sao muito comuns. Na matematica, por exemplo,

podemos encontrar a ideia de recursividade em algo simples com o célculo fatorial.

para todon = 0

Ou em assuntos mais sofisticados, com a constru¢ao de ntimeros naturais a
partir dos axiomas de plano. Outro exemplo classico da relagao de recorréncia é o algoritmo

de Euclides para o calculo do maximo divisor comum:
mde(0,n) =n
mde(m,n) =n (mod m), m > 0.

Muitos algoritmos sao baseados em relagoes recorrentes e problemas combi-
natorios considerados dificeis. A primeira vista podem ser resolvidos mais facilmente, se
esses problemas forem apresentados na forma de elagoes de recorréncias. Estas, geralmente
sao dadas por um conjunto e equagoes contendo um valor inicial e outra equagao para o
valor geral em termos dos anteriores. Isso significa, se quisermos saber o n-ésimo termo
de uma sequéncia dada por uma relacao recorrente, teremos que calcular os n — 1 termos
anteriores, o que, na pratica, nao ¢ nada interessante, especialmente para n grande. Entao,
o mais natural é que encontramos uma forma fechada para a relacao de recorréncia, ou

seja, uma solucao que nao dependa dos termos anteriores, mas somente do valor de n .
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2 Resultados do estudo

2.1 Resultados

Proposta de atividades para sala de aula

Apods explorar os assuntos de Recorréncia, Progressdes Aritméticas, Progressoes
Geométricas e Analises Combinatorias, chegamos ao principal motivo desta dissertacao, o
plano de aula. A seguir, darei orientagoes, as quais apliquei para meus alunos do Ensino
Médio, na preparacao dos mesmos para a Olimpiada Brasileira de Matematica de 2015.
e assim, o professor pode utilizar em sala de aula, acompanhado de atividades para um

melhor aprofundamento
Solucgao via Recorréncia para problemas da OBMEP.

Observando as provas aplicadas no ensino fundamental e médio da OBMEP,
percebemos que algumas questoes propostas nas provas dos trés niveis da Olimpiada
requerem um raciocinio recursivo para serem desenvolvidas. O estudo desta ferramenta,
torna-se fundamental porque o professor pode efetuarem conjunto com seus alunos a
construcao de modelos e solugoes gerais para diversos problemas. Nao quero propor que
toda a formalidade sobre recorréncia matematica apresentada neste estudo, seja utilizada
em sala de aula, e sim, incentivar a utilizacao de um método criativo de solucionar questoes

matematicas.

Questao 2.1. (Questao 09 — OBMEP 2012, nivel 2 ).

Renata montou uma sequéncia de triangulos com palitos de fosforo sequindo o padrao
indicado na figura 6. Um desses triangulos foi construido com 135 palitos de fosforo.

Quantos palitos formam o lado desse triangulo?

NN

/\f \/ 3{’.“5_;»@

1° 2° 3°

Figura 5 — Sequéncia de Triangulos

Solugao: Na figura 5, consideremos ay = 3 o numero de palitos utilizados para
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construir o primeiro triangulo. Desta forma as = a1 +6, az = as+9 e assim sucessivamente,

somando os palitos dos triangulos da figura. Assim, podemos formar a sequinte relacio de

TeCOTTENCILA.
a1=3
as=a1+2-3
a3 =as+3-3
ag=as3+4-3

Ap = Gp_1+n-3

Ezecutando-se uma soma dos membros, a qual chamamos de soma telescopica,

obteremos:

ay +as+az+aqg+ -+ an
=3—|—a1—|—a2+---+an,1—|—an
=3-(14+2+34+4+---+n)

(142+3+4+---+n), éasoma de uma PA de (n — 1) termos, entio temos:

(1+n)-n

Sp = 5

Entao temos:

3n(n + 1)

=1
5 35

3n? + 3n = 270

n2+n—-90=0

As solugoes serao ny = —10 e ny =9, mas como sao palitos nao podemos ter

numero negativo, portanto o triangulo tera 9 palitos de lado.

Questao 2.2. ( Questao 219 do banco de questoes da O.B.M.E.P., pigina 33)

Colando 6 triangulos — Construa uma figura com seis triangulos equildteros adjacentes,
o primeiro com lado de comprimento 1 cm e os triangulos sequintes com o lado iqual a
metade do lado do triangulo anterior, como indicado na figura.Qual é o perimetro dessa

figura?

Solucao:
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1/2

Figura 6 — Desenho dos triangulos

Quando a figura possui apenas um triangulo, seu perimetro é P = 3cm.
Apds incluir, o sequndo triangulo da figura aumenta em §cm, ou seja, Py =
1
P, + —. Com a colocagdo do terceiro triangulo a medida do contorno da figura aumenta
L 1 , .
em —cm, isto é, Py = Py + 7 € assim sucessivamente.

Portanto podemos escrever:

P1=3
1
P2=P1+§
1
Pn:Pn—l—l_m

Questao 2.3. ( Questao 9 — OBMEP 2012, nivel 1, 2 e 3). Um quadrado de lado 1 ¢cm
cm, roda em torno de um quadrado de lado 2 cm, como na Figura 3, partindo da posicao

inicial e completando um giro cada vez que um de seus lados fica apoiado em um lado do

7,
7/
: ,'b

posicdo posigao apoés posigdo apés
inicial o 1°giro 0 2° giro

quadrado maior.

Figura 7 — Giro do Quadrado
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Qual a posicio dos dois quadrados apos o 20122 giro?
Posicdes assumidas pelo guadrado menor:

7 [\

8 3

\[el._[51¢¥

Giros

Solucao:

Sendo assim, 8 giros corresponde a uma volta completa. Vamos entao, dividir
2012 por 8 e considerar o resto da divisao, ele indicard o local onde o quadrado menor se

posicionard no final dos giros.

2012 / 8 = 251 (resto 4), portanto, d posi¢io de nimero 4 serd a parada do

quadrado menor.

Exercicio 2.1. ( Grahn, Knuth e Patashnik, p. 306) De quantas maneiras diferentes
podemos organizar n dominds 2-1 em uma caiza 2-n ( sem contar as possiveis permutagoes
entre pecas)? Esse é um exercicio cuja solugio é mais facilmente encontrada quando utili-

zamos um raciocinio recursivo. Pensando nas possibilidades temos: Utilizando o raciocinio,

n | nimeros de solugoes
0 1
1 1
2 2
3 3
4 5

Tabela 3 — Numero de Solugoes

verificamos que trata-se de uma sequéncia de Fibonacci.

Portanto, temos:

Ap = Qp_1 + Qp_2,

sendo n = 2.
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Exercicio 2.2. Considere a relacio Homogénea de recorréncia.

Tp=Mm—1) 2,1
com x1 = 2

Queremos calcular o 1002 termo. Serd que € necessdrio calcular os termos um

a um? Isto levaria muito tempo, somente um computador faria rdpido. Vejamos:

[I)1:2

.T2=1'l‘1
1'3:2'1}2
1’4:3'I3
I5:4'I4

rn=Mm—1) 2,1

l’l-x2 ----- :L‘n:2-2x2.3x3-..--(n—1)-xn_1
. 1 .
multiplicando tudo por — com i =1,2,3,...,(n— 1), obtemos:
T
x, =2[(n=1)]

Aplicando o Principio da Inducio Matemdtica
n=1temosx; =2[(1-1){]=2-01=2

Supondo que para n=~k seja verdadeiro, entdo, vamos provar que vale para
n=Fk+1

Ther = 2[(k +1—1)] =2 k!
Trpr = k2[(k — D) =2 [k(k — )] =2 k!

c.q.d.

Exercicio 2.3. Problema do papiro egipcio de Rind.

Foram repartidas cem medidas de trigo entre cinco pessoas de modo que, a sequnda mais
que a primeira, tanto quanto a primeira recebeu a mais que a sequnda, a quarta recebeu
mais que a terceira e a quinta mais que a quarta. Além disso, as duas primeiras juntas

receberam sete vezes menos que as trés ultimas juntas. Quanto recebeu cada pessoa?
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Solugdo: As quantidades de medidas de trigo recebidas pelas pessoas formam uma progressao
aritmética de 5 termos, na qual a soma das 3 ultimas € igual a sete vezes a soma dos 2

primeiros. Seja, a — 2r,a —r,a,a + r,a + 2r, as medidas do trigo.

Soma ba = 100, portanto uma das pessoas recebe 20 medidas de trigo.

ata+r+a+2r="7(a—r)+ (a—2r)

60 + 3r = 7|2a — 3r]
60 + 3r = 280 — 21r

24r = 220n

Assim, as medidas sdo

5 65 175 115

36768
Exercicio 2.4. Uma pessoa sai as compras e gasta na primeira loja que entra, metade do
que tem no bolso e mais um real. Na sequnda loja, gasta metade do que sobrou mais um
real. Na loja sequinte, ocorre o mesmo. Entretanto, ao sair da terceira e ultima loja, a

pessoa percebe que nao tem dinheiro algum. Quantos reais ela possuia ao sair de casa?

Solugao: Seja a, a sequéncia que fornece a quantidade, em reais, que restou

em cada compra. Apos cada compra temos:

an+1:an_?_1

an+1:?_1

Resolvendo esta recorréncia temos:

2
an-i-l:%_Q

Temos que ay = 0.
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a1+2—16_

ap = 14
Portanto, ele tinha R$14,00 ao sair de casa.

Exercicio 2.5. (32"" British Mathematical Olympical, 1996) Uma fungio f é definida

para todos os inteiros positivos e satisfaz as condigoes:

£(1) = 1996

FO) + @)+ fB) + -+ f(n) =n” - f(n)

Calcule o exato valor de f(1996).

Q)+ F@)+ fB) + -+ =0 f(n) = f(n)

FA) + @)+ fB) + -+ =f(n)- (n* —1)

S+ FR)+---+fln—1)

f(n) = n2—1
r@ =1
RENECESCIND
1(4) = e +f1(§) +/03) _ f1((1)>
A solugdo de recorréncia é
f)
fln) =2
NGY
Vamos provar por inducdo matemdtica
para n=1 temos f(1) = UQ, = f(1)

()
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Supondo que a expressao € vdlida para um certo n, vamos provar que vale para
n+1.

(0% = 1) f(0) = F() + F2) o+ [l —1)

[(n+1)?=1]- fln+1) = f()+ f2) + -+ f(n—1) + f(n)

Subtraindo uma igualdade de outra, temos:

[(n+1)? = 1] f(n+1) = (n* = 1) f(n) = f(n)
(n*+2n+1-1) f(n+1) = (n* = 1) f(n) = f(n)
(n* +2n) - f(n+1) = f(n) +n*- f(n) — f(n)
(n®+2n)- f(n+1) =n*- f(n)

fln+1)= n(an(rn;)

St 1) = "I

Mas, por hipétese de inducdo, temos que:

W

_ nfQ)
f(n+1)_n+2.(";1)
n+1\ (n+1)! _ (n+ 1)
( 2 )_2' (n+1-2) 2! -(n—1)!
Fnt1) = /()

(n+2)!: (n+2)! :<n+2>

2In! 2l-(n+2-2)! 2
Portanto:
f
f(n+1) (n(+2))
2
c.q.d.

Entao:
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£(1) f()
1996) = =
f( ) () T (1
1996 2
FU9%9) = 907 1996 = 1907
2

Exercicio 2.6. Considere os numeros 24 e /8. Note que, além de o iultimo ser o dobro do

primeiro, ambos sao antecessores de quadrados perfeitos. Ou seja,

24 + 1 =25 = 52
2.244+1=48+1=49="72

Ezxistirao outras duplas de inteiros positivos com a mesma propriedade? Quan-
tos? Quais?

Solucao:

E+1=2?
2-k+1=2y?
2-(2° = 1) +1=9°
202 — 2+ 1 =y?
2x2—y2:1

Solugao trivial é o par (1,1)

2.12-12=1

A solugdo sequinte, € para o par (5,7).

k=5>—-1=24

Para uma solugio (a,,by,), temos pela variante da Equagdo de Pell.

ap = 06Gp_1 — Up_2

bn = Gbnfl - bnf2

Assim, o problema apresentado, tem infinitas solugoes, a prozima ( 29,41)

K =292 —1 =840
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2- K = 1680
Exercicio 2.7. Torre de Hanos.

Problema: Obtenha os discos a partir da base 1 e transfira todos para a base 3,

utilizando a base 2 como auziliar.
Mova apenas 1 disco de cada vez.

Nunca colocar um disco maior sobre um menor.

Figura 8 — Torre de Hanoi

Iremos dividir as solugoes de acordo com o numero de discos presentes.

Para n = 0 ndo hd o que fazer, pois nao hd discos; Para n =1 basta fazer 1
movimento; Paran = 2 procedemos da sequinte forma, seja A e B os discos, movimentamos
o disco A para o pino auxiliar, depois B para o outro pino, apos isso trazemos o disco A

para cima do disco B, resolvemos o problema com 3 movimentos.

Para n = 3 procedemos da sequinte forma: Resolvemos o problema para dois
discos (3 movimentos), depois deslocamos o maior disco para o pino restante (1 movimento),
por fim movemos os dois discos do outro pino para cima do disco maior (8 movimentos),

totalizando 7 movimentos.

Para n = 4, Resolvemos o problema para trés discos(7 movimentos), depois
movemos o maior disco (1 movimento), apds isso trazemos os trés discos que jd estio no

outro pino para cima do maior disco (7 movimentos), totalizamos 15 movimentos.

De forma andloga procedemos para um numero qualquer. Note que o numero
necessario de movimentos para a solugcio forma uma sequéncia, dada por 1,3,7,15,...;.

Percebemos que a sequéncia se trata das poténcias de 2 menos 1, veja:

1=2'—1
3=2"-1
7=92"_1

15=2"—1
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Deste modo, para n discos teremos que realizar 2" — 1 movimentos. A formula geral
encontrada nao foi deduzida, é intuitiva, € uma previsao, apesar de estar correta, como
veremos adiante, se baseia na observacao, portanto estamos "chutando'o resultado.Portanto,
realizaremos uma dedu¢do mais rigorosa que esta, para tal fim utilizaremos relacoes de

TeCOTTENCILA.

Primeiramente temos que encontrar tal relagdo. Ora, observamos que para
resolver a torre com n discos basta resolver o problema para n — 1 discos, depois mover o
maior disco e apos isso mover os n — 1 discos para cima do maior disco, assim o problema
esta resolvido. Mas para resolver o problema para n — 1 discos temos que olhar para n — 2
discos, e para resolver o anterior temos que olhar para n—3 discos, e assim sucessivamente

até termos 1 disco.

Seja T'(n) o nimero de movimentos necessdrios para resolver o problema para
n discos, assim olhamos para n — 1 discos, isso gasta T'(n — 1) movimentos, deslocamos
o maior disco para o pino restante, isso gasta mais 1 movimento, apds 1SS0 Movemos 0s
n — 1 discos para cima do maior disco, isso gasta T(n — 1) novamente, temos que o total
de movimentos foram: T'(n) =2T(n —1) + 1

E isso vale para os demais discos, temos aqui nossa relacdo de recorréncia.

Para encontrar o termo geral reordenamos a equacao da sequinte forma:

T(n)—2T'(n—1)=1
T(n—1)—2T(n—2) =
T(n—2) —2T(n —3) =
T(2) —27(1) = 1
T(1)—27T(0) =1

Por defini¢ao T(0) = 0, pois representa o nimero de movimentos necessdarios
para mover 0 discos, ou seja, ndo € necessario fazer nada. Veja que, ao contrdrio da P.A.,
ndo podemos simplesmente somar cada equacdo, pois cada termo a partir de [;T(n);]
aparece 3 vezes, 1 vez positivo e 2 vezes negativo, assim teriamos o primeiro termo sequido
da subtragao dos termos restantes até 2T(0), confira vocé este fato. Para obter progresso
¢ necessdario que multipliguemos a sequnda equacdo por 2, a terceira por 4, a quarta por

8,..., e a dltima por 2" L:

T(n)—2T(n—1) =1
2T(n—1) —4T(n—2) =
4T (n —2) — 8T (n — 3)
2" 1T (1) — 2"T(0) = 2" — 1
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Ao somarmos cada equacao vemos que 0s termos

2T (n —1),4T(n —2),8T(n — 3),...,2"7'T(1)

irao se cancelar, restando apenas

T(n)—2"T0)=1+2+---+2"*

Por defini¢ao T'(0) = 0 e as parcelas a direita da equagao formam uma P.G. de

razao 2, e sua soma € iqual a 2" — 1, assim a equacao se reduz a:

T(n)=2"-1

Esta é a formula do nimero minimo de movimentos necessdrios para movermos

n discos na torre de Hanoi e resolver o problema.

Exercicio 2.8. Duas sequéncias de numero reais x, € Y,, estao relacionadas pelas recor-

TENCLAs.

Jin+1=2-l’n+yn

Yngl =0Ty — 2 Y,
1. Mostre que a sequéncia satisfaz a recorréncia T, o =9 - x,.

T(ni1)+1 = 2Tp41 + Yn1

Tpio = 2Tpy1 + OTn — 2y,

Tyl — 2%y = Yp

Tnio = 2Tpy1 + O%p — 2p41 + 42,

Tpao = 92,.

2. Suponha xq = yo = 1. Encontre as formulas gerais para as sequéncias T, + Y,, em

funcao de n.

z, = 92,

Tpto — 9In =0

A equacio a resolver é k* —9 = 0.
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Entao temos K = 3 ou K = —3.

x, = C13" + Cy(=3)"

zo = C13° + Cy(—=3)°
Ci+Cy=1
To1=2T0+yYy=2-1+1=3
z1 = C13' + Cy(-3)!

3C, —3C, =3

C,—Cy=1

Utilizando as duas equacoes obtidas temos:

207 =2
=1
Cy=0
z, = 3"

Yn = Tpy1 — 2%, = gl _9.3n

Yo =3-3"—-2.3"=(3-2)3" =3"
Entao temos:

n

Tp =Yp =3
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3 Conclusao

Recorréncias no ensino da Matematica Financeira.

Nas aulas de Matematica Financeira, nos cursos de Ciéncias Contabeis e
Administracao de Empresas, utilizei o uso de recorréncias ao explicar a obten¢ao de férmulas
de juros e montantes, que utilizam progressoes aritméticas e geométricas, principalmente
nos exercicios de série de pagamentos uniformes e nao uniformes, tentando dar um foco que
os alunos ao resolverem um problema deste tipo, utilizassem o raciocinio das recorréncias
para equacionarem os problemas, para depois utilizar a calculadora financeira ou as
planilhas do Excel. Percebi ao final do curso e os proprios alunos opinaram que este
método ajuda muito no raciocinio. Por este motivo, passei a adotar no programa do curso,
o aprendizado do método de recorréncias de 1* e 2% ordem, e gostaria de deixar registrado,

para que outros professores possam também utilizar.
Recorréncias no ensino da Matemdtica Bdsica.

Também neste trabalho, salientei por meio de perspectiva de diferentes métodos
a presenca de equacoes recursivas em areas diferentes, bem como o uso de recorréncias para
facilitar a resolucao de problemas de Progressoes Geométricas, Progressoes Aritméticas,
Algebra Linear e Anélise Combinatéria. Acredito, que é necessario utilizar uma metodologia
diferenciada para abordar e resolver questdes matematicas, sempre priorizando o uso da
criatividade, na construcao de modelos e deixando de lado a aplicagao sistematica de
formulas prontas. A ferramenta - recorréncias matematicas - deve ser utilizada para para
o desenvolvimento do raciocinio do aluno; isto é, os alunos reconhecem padroes, tiram
conclusoes e com isso, aprendem a organizar ideias e construir seus proprios modelos.
Sendo que, ao professor cabera o papel de coadjuvante na criagao destas, tornando-se um
agente mediador entre o aluno e a matematica. Os problemas, deveriam ser propostos
na escola, para a construcao de novos conceitos e novos conteudos, antes mesmo de sua
apresentacao em linguagem matematica formal. Entretanto, alguns professores tem visao
restrita dos problemas, pois o habito tradicional de desenvolver um conceito, consiste
em exposicao oral, apresentacao de exemplos ou problemas. Mas, é preciso diferenciar

problema de exercicio:

—Exercicio é uma atividade de adestramento do uso de alguma habilidade ou
conhecimento matematico ja conhecido, como a aplicacao de algum algoritimo ou férmula

ja conhecida e, envolve mera aplicacao de resultados tedricos.

—Problemas, necessariamente envolve invengao e/ou criagao significativa.



66

Referencias

AXLER, S. Pré-cdlculo: uma preparac¢ao para o cdlculo manual de solugoes para o
estudante. 2%. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2016.

EVES, H. Introducao a Historia da Matemdtica. 5*. ed. Campinas: Unicamp, 2011.

HEFEZ, A. Elementos de aritmética. 2¢. ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de
Matematica, 2011.

HUNTER, D. J. Fundamentos da matemdtica discreta. [S.1.]: LTC, 2011.
LAL, A. K. Lecture notes on discrete mathematics. 2016.
LOPES, A. V. Atividades matemdticas na sala de aula. [S.1.: s.n.], 1996.

NETO, A. A. Matemdtica financeira e suas aplicagoes. 13. ed. Sao Paulo: Editora Atlas,
2016.

PINTO, J. d. S. Toépicos de matematica discreta. Topicos de matemdtica discreta,
Universidade do Aveiro, 2006.

SCINCE, A. C. T. C. weyi of C. Discrete mahematics. Spring, Chiao Tung, 2009.
TAHAN, M. O homem que calculava. Rio de Janeiro: Record, 2006.



	Primeira folha
	Folha de rosto
	Ficha catalográfica
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Resumen
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Sumário
	Introdução
	Preparação da pesquisa

	Referenciais Teóricos
	Recorrências
	Relações de Recorrências e Funções Geradoras de Arranjos Simples, em Análise Combinatória.
	Relações de Recorrências e Equações de Diferenças
	Funções Geradoras
	Sequência
	Números Poligonais
	Progressões Aritméticas
	Progressões Geométricas
	Utilização de Recorrências em Matemática Financeira, através do uso de Progressões Aritméticas e Progressões Geométricas
	Funções

	Resultados do estudo
	Resultados

	Conclusão
	Referências

