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Resumo

Tépicos de Geometria Analitica: Elipse inicia-se com o contexto historico sobre o qual
se originou o estudo das conicas, mostrando que este tema foi socialmente construido em
aproximadamente 2500 anos. Retoma alguns conceitos basicos de Geometria Analitica
que sao importantes para a compreensao do estudo das conicas e suas propriedades.
Centraliza a discusao no estudo da elipse, explorando a sua definicao, equagoes na
forma canonica e com os eixos transladados, como ¢ feito no ensino médio. E mostrado
como aplicacao, destes conhecimentos, a Primeira lei de Kepler e as aplicacoes da
propriedade refletora da elipse. Neste contexto retomamos parte do trajeto percorrido
por Kepler até a obtensao de sua lei e provamos a propriedade refletora da elipse.
Nos capitulos finais apresentamos alguns resultados importantes de Algebra Linear e
Geometria Analitica e usamos estes para classificar as conicas a partir de sua equacgao
geral. E por fim apresentamos a defini¢ao geral de conicas a partir de sua excentricidade

e suas equacoes em coordenadas polares.

Palavras Chave: Geometria Analitica; Conicas; Elipse; Propriedades; Aplicacoes.
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Abstract

Topics in Analytical Geometry: Ellipse begins with the historical context over which
the study of conics had its origin , showing that this topic was socially constructed
in approximately 2500 years. It resumes some basic concepts of Analytical Geometry
which are important for the understanding of the study of conics and their properties.
It centers the discussion in the study of the ellipse, exploring its definition, equations
in canonical form with translated axes, as it is done in high school. It is shown as
application, of its knowledge, the first law of Kepler and applications of the reflective
property of the ellipse. In this context we resumed the part of the route taken by
Kepler until the achievement of his law and we proved the reflective property of the
ellipse. In the final chapters we present some important results from Linear Algebra
and Analytical Geometry and use them to classify the conic from its general equation.
And at last, we present a general definition of conics from their eccentricity and their

equations in polar coordinates.

Keywords: Analytical Geometry, conics, ellipse, properties, application.
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Introducao

Ao estudarmos a disciplina MA23 (Geometria Analitica) deparamos com vérias
situacoes (problemas mateméticos) que sem o uso de ferramentas da Geometria Ana-
litica apresentariam certa dificuldade para serem solucionadas e que resolvidas analiti-
camente se tornam muito faceis. Um exemplo que ilustra bem isto é a demonstracao
de que a mediana relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo tem comprimento
igual & metade do comprimento da hipotenusa. Veja essa demonstracao no Capitulo 2
deste trabalho. Diante destas situacoes e, levando em conta que a Geometria Analitica
¢ um contetido também desenvolvido no Ensino Médio, decidimos entao escrever este
Trabalho de Conclusao de Curso abordando alguns topicos relevantes apresentados em
MAZ23.

Acreditamos que Geometria Analitica pode ser introduzida no Ensino Fundamental

de modo que nesta etapa o aluno ja consiga associar a solucao de um sistema de

r + y = 2
equacoes do tipo que é o par ordenado (3, —1) ao ponto P(3,—1)

2 — 3y = 9
de intersecao das retas r e s de equacgoes r 1z +y—2=0es:2x—3y—9 =0no

sistema de coordenadas cartesianas (R?) conforme ilustra a figura abaixo.

Figura 1: Interpretagao geométrica da solugao de um sistema.

A falta dessa associacao entre algebra e geometria nesta etapa e até mesmo nos
primeiros anos do Ensino Médio faz com que muitos alunos concluam (de forma equi-

vocada) que o sistema citado anteriormente admite duas solucoes: z = 3 e y = —1,
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enquanto que ao visualizar geometricamente a solugao, fica claro que trata-se apenas
de uma solucao.

Imagine o quanto seria mais simples para uma pessoa que reside no Condominio
Jardim, bloco Horténcias, apartamento 1104 se ela escrevesse seu endereco assim: Con-
dominio Jardim, (H,11,4) e todos entendessem que a primeira coordenada do terno
ordenado identifica o bloco Horténcias, a segunda o 11° andar e a terceira o aparta-
mento 4 deste andar. Veja que isto faria mais sentido, uma vez que 1104 nao significa
que ha 1104 apartamentos naquele bloco. O zero utilizado em 1104 tem a funcao de
separar o andar e o nimero do apartamento, ou seja, ha ai um par ordenado, pois
nesta situacao 1104 nao ¢ um nimero, mas um simbolo que poderia facilmente ser
substituido por (11,4).

Este trabalho trata apenas do estudo analitico da Geometria Plana com énfase em
Elipse, sua propriedade refletora e aplicacbes. Ao definir esta conica, iremos abordé-la
apenas nos casos em que esta ocupe posicao especifica em relacao aos eixos coordenados
conforme é tratado no Ensino Médio, no entanto, nos capitulos finais apresentarei
a definicao geral de conicas, suas equagoes em coordenadas polares e critérios para

classifica-las a partir da equacao geral do 2° grau em R2,

axr® + bxy +cy? +dr +ey+ f = 0.

14



1 Notas historicas

1.1 A origem das cdnicas

A civilizacao grega trouxe varias contribuicoes para o avanco da Matematica. Uma
destas, foi o desenvolvimento do pensamento abstrato, ao contrario de civilizagoes ante-
riores como os egipcios e babilonicos que praticaram uma matematica utilitaria. Platao,
por exemplo, distinguia claramente uma matematica a ser utilizada pelos comerciantes
e outra pelos intelectuais, aqueles que iriam governar, conforme é apresentado em [10].
Esta abordagem filosofica da matematica levou o mundo grego a atacar problemas
de matematica pura, sem uma aplicacao imediata. Dentre estes podemos destacar os
classicos problemas da quadratura do circulo, o problema de Delos ou duplicacao do
cubo e a trisseccao do angulo. O primeiro provavelmente proposto por Anaxagoras,
que de acordo com [3], viveu durante o quinto século antes de Cristo. Ele foi preso por
afirmar que o Sol nao era uma divindade mas uma grande pedra encandeceste, e no
periodo em que esteve preso se dedicou a resolver o problema da quadratura do circulo.
O qual fascinou os matematicos por mais de 2000 anos. As tentativas de resolver este
problema foi de fundamental importancia, pois estimularam a pesquisa matematica de
épocas posteriores e por nao estarem ligados a nenhum problema pratico, tornaram-se
assim uma das sementes da mateméatica pura.

Neste momento é importante relembrar que resolver um problema para os gregos
significava resolvé-lo através de construgoes com régua e compasso. Portanto encontrar
a medida do lado de um quadrado que tivesse a mesma &area de um circulo dado
(quadratura do circulo) significava encontrar este através de construgio com régua e
compasso. Para melhor entendimento tomemos um retangulo de lados 12 cm e 3 cm,
qual o lado do quadrado que possui a mesma area deste retangulo (quadratura do
retangulo)?

Uma possivel solugao para este problema no periodo grego consistia em encontrar

um segmento de medida z tal que
12 =
r 3

O que facilmente poderia ser feito através da seguinte construgao:
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a) Trace uma reta r;

b) Sobre r marque o segmento AB de medida 12 cm e o segmento BC de medida 3

cm;

¢) Trace a mediatriz do segmento AC, determinando o ponto médio M deste seg-

mento;
d) M é o centro da circunferéncia cujo didmetro é AC;
e) Trace a circunferéncia de diametro AC;

f) Trace a a perpendicular a r passando por B, intersectando a circunferéncia em

D;

g) Pelas rela¢oes métricas no triangulo retangulo, segue que BD = z. Veja Figura
2.

J

Figura 2: Terceira proporcional

Este tipo de solugao inspirou os matematicos da época a tentarem generalizar este
procedimento, ou seja, dados os segmentos de medidas a e b encontrar dois segmentos

de medidas x e y tais que
)
’ (1)



Em [3] encontramos referéncias a Hipocrates de Chios, que viveu em Atenas por
volta de 430 a.C., ele percebeu que este taltimo problema continha a solucao do problema
da duplicacao do cubo, pois se tomarmos b = 2a na equagao (1) e eliminarmos y teremos
3 = 2a®. Veja que no processo de eliminacdo de y temos as seguintes equacoes:
22 = ay, y*> = xb e xy = 2a® que, em notacao moderna, as duas primeiras representam
parabolas e a terceira uma hipérbole.

Neste contexto os matematicos gregos comecaram a procurar curvas que satisfizes-
sem (1). E importante ressaltar que para os gregos encontrar uma curva significava
exprimi-la através de propriedades cinematicas, como a trissetriz de Hipias citada em
[3] ou como secgao de um solido. Na busca por tais curvas, o discipulo de Eudoxo,
Menaecmus (380 a 320 a.C.), sabendo que uma curva que satisfizesse (1) resolveria o
problema da duplicacao do cubo e usando a perspectiva de determinacao de curvas
adotado pelos gregos, observou que havia uma familia de curvas adequadas as solugoes
do problema seccionando um cone circular reto por um plano perpendicular & sua gera-
triz. E nos casos em que o angulo do vértice do cone fosse agudo, obtuso ou reto geraria
curvas diferentes, respectivamente, elipse, hipérbole e parabola. No caso do angulo do
vértice ser reto a curva obtida, em notacao atual, seria da forma y? = Iz, onde [ é dito
o latus rectum da curva e depende da distancia em que o plano se encontra do vértice

do cone. Vejamos isto:

Figura 3: Parabola de Menaecmus
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Seja ABC' um cone cujo angulo do vértice mede 90°, conforme a Figura 3. Neste
caso a seccao determinada pelo plano perpendicular a geratriz do cone é a curva FDG.
Seja P um ponto pertencente a esta curva. Seccionando o cone por um plano paralelo a
base que contém P, iremos determinar um circulo PV R, onde R e V sao as intersecgoes
das geratrizes do cone e o circulo. Sendo () o outro ponto da curva que intersecta o

circulo temos que

a’) PQ L RV, pois RV & um diametro que secciona PQ em seu ponto médio O;

b)) (OP)? = OR.OV:

¢’) Os triangulos AODV e ABCA sao semelhantes, pois OD 1. AC e OV é paralelo

a BC. Dali,
ov _BC
OD AB’
d’) Passando uma paralela a BC por D, a intersec¢do desta com a geratriz per-

pendicular a AC, denominamos R’. Logo, os triangulos AR'DA e ANABC sio

semelhantes. Dali,
R'D  BC
AR AB’

e’) Tomando OP = y e OD = x, observe que equivale a tomar o plano cartesiano
com origem em D, e os eixos OX e OY contendo OD e AC respectivamente. Dai,
dos itens b’), ¢’) e d’) temos y* = OR.OV. Como R'DOR ¢é um paralelogramo,
R'D = OR. Logo,

BC BC  AR'.BC?
y =4 "AB " AB AB?

x.

AR'.BC?

Como AR', BC e AB sao os mesmos para todo P, tomemos [ = =73

Sendo assim,

vt =lx

como queriamos mostrar. Para os casos em que o angulo do vértice é agudo ou

obtuso os calculos sao analogos.
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Apos estas conclusoes, para Menaecmus determinar as curvas que sao solucgoes de
(1) basta determinar uma parabola de latus rectum a e outra de latus rectum 2a.

E assim, através destes problemas e da busca por solucoes dos mesmos, sao in-
troduzidas em matematica as curvas que mais tarde ficaram conhecidas por parabola,
hipérbole e elipse. Apo6s os trabalhos de Menaecmus varios mateméticos gregos pro-
duziram trabalhos explorando estas curvas e suas propriedades, entre eles, Euclides e
Arquimedes. Todavia, a obra grega sobre conicas que se destacou foi aquela produzida

por Apolénio de Perga.

1.2 As conicas de Apolonio de Perga

De acordo com [3], Apolénio nasceu em Perga na Panfilia, possivelmente entre os
anos de 262 a 192 a.C.. Este parece ter sido educado em Alexandria e passado al-
gum tempo lecionando na universidade local. Juntamente com Euclides e Arquimedes,
Apolbnio esta contado entre os trés maiores matematicos do periodo grego e isto se
deve em grande parte por sua obra produzida sobre as conicas. A obra de Apoloénio
sobre as sec¢oes conicas foi escrita em oito livros, sendo que os quatro primeiros tratam
de problemas elementares que possivelmente ja haviam sido abordados por outros ma-
tematicos anteriores a este. Os quatro dltimos trazem uma abordagem diferente das
demais obras existentes, bem como novos resultados. Segundo [3] e [9], os méritos da

obra de Apolonio em relacao as demais sao os seguintes:

e Ele mostrou que a elipse, hipérbole e a parabola podem ser obtidas de um mesmo
cone, bastando variar a inclinacao do plano de seccao, conforme a Figura 4, obtida
em [15]. Para definir as trés curvas Apolonio tomou uma sec¢ao meridiana VAB
do cone, onde AB é o diametro da base do cone e V é o vértice do mesmo. As
conicas foram entao definidas como intersecgoes deste cone com determinados

planos que cortam o segmento AB ou seu prolongamento. Para isto, define-se:

— r areta que contém a interseccao do plano que secciona o cone e o triangulo

AV AB.
Dati,
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+ Se r for paralela ao lado AV ou ao lado BV do triangulo AV AB obtém-
se uma parabola;

* Se r intersectar os dois lados AV e BV do triangulo AV AB obtém-se
uma elipse (note que o circulo é um caso particular de elipse);

+ Se r intersectar um dos lados, respectivamente, AV (ou BV) do trian-
gulo AV AB e o prolongamento do outro lado no sentido, respectiva-

mente, de B para V (ou de A para V'), obtém-se uma hipérbole.

Fonme: bt commaons.wikdn o dss oy

Figura 4: Seccoes conicas.

e O cone para obtencao das conicas nao precisa ser reto. E este fato nao altera as

propriedades das curvas;

e Substituiu o cone de uma s6 folha pelo cone de duas folhas. Assim, passando a

hipérbole a ter dois ramos; Veja a Figura 5 obtida em [15].

Hipérbele come Secsac Canica

Fomee: hipicommans. wikdmedia o

Figura 5: Hipérbole com dois ramos.

e Atribuiu os nomes atuais a estas curvas, provavelmente adotados de usos an-

teriores pelos pitagoricos na solucao de equagoes quadraticas por aplicagao de
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areas;

e Retirou estas curvas do cone e as trouxe para o plano. Desta forma, deduziu
a relacao basica entre o que chamariamos hoje de coordenadas de um ponto da
curva. A partir das equacgoes das curvas deduziu diversas propriedades sem fazer
referéncia ao cone. O processo de obtencao das equacoes das curvas apresentado

por Apolonio segue caminhos muito semelhantes aos utilizados por Menaecmus;

e Apolonio definiu reta tangente e normal a cada ponto das cénicas. No texto
original estas definicoes sao feitas a partir das Proposicoes 8, 13 e 27 de seu livro

V e das Proposicoes 33 e 34 de seu livro I.

A obra de Apolonio de Perga sobre secgoes conicas foi tao completa que até os
dias atuais os avancos feitos na teoria introdutéria sobre este tema apenas sofreram
atualizacao de notacao depois do advento da Geometria Analitica. Sendo assim, nas
proximas Secoes iremos desenvolver a teoria sobre as coOnicas a partir das notagoes

modernas, porém muito préximo do que foi feito por este grande gedmetra.
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2 Nocoes basicas para o estudo das cdnicas

2.1 Coordenadas no plano

Para o estudo das conicas, suas propriedades, aplicacoes e equagoes é necessario
adotar um sistema de coordenadas no plano. Neste trabalho adotaremos o sistema de
coordenadas cartesianas, de acordo com a abordagem deste assunto no Ensino Médio.

Utilizaremos também ao final deste Trabalho o sistema de coordenadas polares.

2.2 Ponto em R? e distancia entre dois pontos

Um ponto no plano cartesiano R? ¢ denotado por um par ordenado (z,y) sendo
x a abscissa e y a ordenada. Desta forma, h4 uma correspondéncia biunivoca entre o

plano e R? que associa cada ponto do plano a um par ordenado (z,y) em R2 Veja a

Figura 6.

X X

Figura 6: Correspondéncia biunivoca entre o plano e R2.

Sendo assim, podemos obter uma férmula para calcular a distancia entre dois pontos
no plano utilizando suas coordenadas cartesianas. Sejam A(za,y4) ¢ B(xp,yp) dois

pontos distintos representados no plano cartesiano conforme a Figura 7. Dai, pelo

Teorema de Pitagoras temos:

d(A,B)? = (xg —2a)’ + (yp —ya)® = d(A,B) =/(zp—xa)?+ (ys — ya)*.
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Figura 7: Distancia entre dois pontos.

O exemplo 2.1, retirado de [5], aplica a formula de distancia entre dois pontos para

provar uma propriedade interessante dos triangulos retangulos.

Exemplo 2.1. Seja AABC um tridngulo retangulo de hipotenusa BC. Calculando
distancias em coordenadas mostre que o comprimento da mediana relativa ao lado BC

¢ a metade do comprimento do lado BC.

Solucao. Escolhendo de forma conveniente o sistema de coordenadas, na Figura 8

tome A(0,0), B(0,2y) e C(2z,0). Como M & ponto médio de BC, entdo M = (x,y).

Figura 8: Triangulo AABC retangulo em A.
Calculando a distancia de B a C' temos:
d(B,C) = /422 + 4y? = 2\/a? + > (2)
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Calculando a distancia de A a M temos:

d(A, M) = /2% + 42 (3)

De (2) e (3) temos:

a(a. ) = 126

2.3 Lugares geométricos em R?

A partir desse processo de mapeamento do plano em coordenadas cartesianas,
torna-se possivel obter expressoes (equacOes ou inequacgoes) que representam lugares

geométricos em R?. Veja a seguir os lugares geométricos mais comuns e suas expressoes:

e Reta ﬁ, veja Figura 9.

Figura 9: Reta definida por dois pontos.

Sejam P(z,y) € AB e AB = (rp — xa,yp — ya) um vetor direcdo da reta j@,

entao P pode ser representado da seguinte forma:

rT=x4+tlxg—2x
P=A+tABteR= attlop = z4) (4)

y=ya+tlys —ya)
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A expressao (4) torna-se muito interessante, pois para valores distintos de ¢ ela

representa lugares geométricos distintos em R2.

— para t = 0, temos o ponto A;

para t = 1, temos o ponto B;

para t € [0, 1], temos o segmento de reta AB;

para t > 0, temos a semirreta com origem em A contendo o ponto B;

1 —
— parat = 37 temos o ponto médio do segmento AB.

e Circulo de centro C' = (z¢,yc) e raio r.

Figura 10: Circulo de centro C e raio r
Seja P(x,y) um ponto qualquer do circulo da Figura 10, dai
d(P, C) =r = (1‘ — 370)2 + (y — yc)2 = r? (5)

e (5) é a equacdo do circulo. Sendo assim, note que (6) é a regido interior ao

circulo e (7) é a regido exterior ao circulo, onde:
(x —zc)* + (y —ye)* <71’ (6)

(x—ac)*+ (y—yc)’ >1° (7)
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Observacao 2.1. Um conjunto vazio também € interpretado como um lugar geométrico
e uma expressao que o representa pode ser (v —x4)°+(y—ya)? = k, para qualquer k real
negativo, pois nao existem pontos (x,y) € R? que satisfacam esta equagdo. Além dos
lugares geométricos ja citados, existem vdrios outros e obter a expressao que representa

cada um deles € um dos principais objetos de estudo da Geometria Analitica.

Exemplo 2.2. Qual € o lugar geométrico dos pontos equidistantes de A(1,2) e B(3,5)7

Detlermine a expressao que representa este lugar geométrico.

Solucio. O lugar geométrico procurado é a reta m mediatriz do segmento AB. Veja a

Figura 11.

m

Figura 11: Mediatriz do segmento AB.

Seja P(x,y) € m, entdo d(P, A) = d(P, B). Assim, d(P, A)> = d(P, B)?, isto ¢

(x —1)2+ (y — 2)? =(x—-3)?2+(y—5)?=
22 =204+ 14+y?—4dy+4 =22 —-62+9+9y>— 10y +25 =
4x + 6y — 29 = 0.

Logo, a expressao que representa o lugar geométrico é a equagao cartesiana da reta

m : 4dx 4+ 6y — 29 = 0.
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Exemplo 2.3. Faca o esbo¢o da regiao do plano representada pelo sistema de inequa-

coes

Solugao. A primeira inequagao é a regiao formada pelo circulo de centro C;(1,2) e
raio r = 3 com o seu interior, enquanto a segunda inequacao é a regiao formada pelo
circulo de centro Cy(0,0) e raio 7 = 2 com a regiao exterior a ele. A regido procurada

é a interseccao destas duas regioes, conforme a Figura 12.

N

Figura 12: Solugao do Exemplo 2.3.
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3 Elipse

Esta secao apresenta o tema central deste trabalho, a elipse.Vamos discutir a
definicao desta curva e suas equacoes para que possamos na proxima Secao apresentar

as aplicacoes.

3.1 Definicao de elipse no plano

Nesta secao iremos abordar o estudo analitico da elipse, definir os seus principais

elementos e suas propriedades. Para isto iremos partir da definicao classica, obtida em
[5]

“ Ao conjunto de pontos do plano cujas distancias a dois pontos fixos, Fj e

F; focos, tem soma constante denominamos FLIPSE.”

Esta definicao nos permite a construcao de uma elipse através de régua e compasso

ou via materiais concretos. Vejamos cada uma das situagoes:
i) Construgao com régua e compasso

— Trace uma reta r e sobre esta os focos Fj e F, .

— Com a ponta seca em [} trace um circulo de raio r; e com a ponta seca
em F, trace um circulo de raio r9, de modo a intersectar o primeiro circulo.

Tomemos r| + r9 = 2a.

— Repita o mesmo processo variando r; e r, de modo que a soma dos raios
permaneca constante igual a 2a. Deste modo os pontos de interseccao dos

circulos determinam uma elipse, conforme Figura 13.
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Figura 13: Elipse com régua e compasso

ii) Construcao com material concreto.
Materiais necessarios: Uma placa de isopor, dois alfinetes grandes, um barbante

e um pincel atdémico.

— Fixe os dois alfinetes na placa de isopor, estes serao os focos da elipse.

— Corte um pedaco de barbante, com tamanho maior que a distancia de F} a

Fs.
— Amarre as pontas do barbante e o envolva nos alfinetes.

— Use o pincel atémico para girar o barbante em torno dos focos. Veja que a

ponta do pincel descreve uma elipse, veja Figura 14.

Figura 14: Elipse com material concreto
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3.2 Equacao candnica da elipse

Vamos agora encontrar uma equacgao cartesiana para a elipse. Para isto, vamos
introduzir um sistema de coordenadas ortogonal. Tomemos os focos da elipse sobre
o eixo OX de modo que Fi(—c,0) e Fy(c,0), a medida FyFy = 2¢ é definida como a

distancia focal . Seja M (x,y) um ponto sobre a elipse e a € R, logo:

M + FoM = 2a =

VE+e)2+y2+ /(-2 +1y? =2a.

Vamos eliminar as raizes presentes na equagao anterior.

r+c)f+y =2a—+/(r—c)+y =
V@t +y?=2a—/(z—c)+y?
(r+c)+y*=4a>+ (v — ) + y* —da/(x — )2 + 2 =
a’? —cx = ar/(x — ¢)? + 92
Elevando ao quadrado membro a membro:
a* + 2x? — 2a%cx = a®a? + a®c? — 2a%cx + a*y? =
(a* — P)x? + a®y? = a*(a® — A3).
Como a e ¢ sdo nlimeros reais positivos e a > ¢, resulta que a? — ¢ > 0. Tomemos

b? = a? — 2, dai:

V2% + a*y* = a®b?.
Desta ultima equacao temos:

22 2
P + i 1. (8)
Sendo (8) a equagdo da elipse de centro na origem do plano cartesiano e focos sobre o

eixo OX. Note que se os focos tivessem sobre o eixo OY teriamos a equacao:

Procuremos os pontos de intersecgao da elipse com os eixos coordenados, doravante

denominados vértices da elipse.
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Tomando y = 0 em (8) temos: x? = a? o que implica z = +a. Logo os vértices cituados

sobre o eixo OX sao Ai(—a,0) e As(a,0)

De modo analogo, tomando = = 0, temos que os vértices situados sobre o eixo OY
sao: By(0,—b) e By(0,b).
Os segmentos A1 Ay = 2a e By By = 2b sao definidos, respectivamente, como eizo maior
e erro menor da elipse e o quociente e = £ ¢ dito excentricidade da elipse.

Deste modo, na Figura 15, temos a representacao da elipse definida pela (8).

Figura 15: Elipse de Focos Fi, Fy Figura 16: O grafico de f(z)

Note que By Fy + B1F| = 2a, como BFy, = B F| temos que B1Fy, = a. Logo pelo
teorema de Pitagoras, aplicado no triangulo OB, Fs, temos que a? = b? + 2.

Para justificarmos a construgao anterior, observe que isolando y na equagao (8) temos,
b
y=+—-va®—2?
a

A partir desta equagdo definimos a fungao f(x) = gm de dominio real tal que
a® — 2% > 0, isto implica, —a < x < a. Note que tomando z tal que 0 < z < aq,
quando aumentamos o valor de x o valor de f(x) diminue, sendo esta decrescente no 1°
quadrante assumindo valor maximo em z = 0 e minimo em x = a. Temos também que
o grafico de f é concavo para baixo no 1° quadrante pois: f”(x) = —a\/% <0, para
todo z tal que 0 < z < a. O que nos permite esbocar o grafico de f no 1° quadrante,
conforme figura 16.

Examinemos a equacao da elipse. Veja que as variaveis x e y s6 aparecem elevadas
ao quadrado. Portanto, se (z,y) é um ponto da curva, também pertencem a curva

os pontos (z,—y), (—x,y) e (—x, —y). Significa isto que a elipse considerada admite
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como eixo de simetria os dois eixos coordenados, e como centro de simetria a origem
do plano cartesiano. Estes fatos justificam o esbogo da elipse representado na figura
15

3.3 Equacao da elipse com centro qualquer

Sendo o plano OXY tal que O = (xg,10) e os eixos OX e OY sao paralelos aos
eixos OX e OY, respectivamente. Temos que P(x,y) pode ser escrito do seguinte

modo, de acordo com a Figura 17.

P(z,y) = (zo + T,y0 + 7). (9)

R e il n 1

Yo &

Figura 17: Translacao dos eixos coordenados

Temos que a equacdo da elipse no plano OXY é dada por:

j2 gQ
St =1

Isolando T e ¥, em fungdo de = e y, em (9), e substituindo na equagdo anterior
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temos:
(x - $0)2 I (y - 90)2
a? b2

Sendo esta a equacao da elipse quando o eixo focal é paralelo ao eixo OXe o seu centro

= 1.

é (z0,v0). Se o eixo focal for paralelo ao eixo OY teremos a seguinte equagao;

(y - 90)2 (90 - $0)
a? + b2

O caso em que o eixo focal nao é paralelo a nenhum dos eixos coordenados trataremos

=1

no Secao 5 deste material. Todavia mesmo neste caso é facil obter a equacao da elipse,

a partir da definicao, veja o exemplo 3.1.

Exemplo 3.1. Seja a elipse cujos os focos sao F1(1,2), F5(4,1) e o eizo maior medindo

12. Encontre a equacao da elipse.
Solucao Seja M (z,y) um ponto pertencente a elipse, logo:
M+ FRM = 12=

V(=42 + @y —12+/(z—1)2+ (y —20)2 = 12.
Eliminando as raizes na equacao encontramos:

13522 + 6zy + 143y — 648z — 444y — 3636 = 0.

Sendo esta a equacao da elipse.
E importante observarmos que equacoes do tipo az?+by?+cr+dy+e =0coma e b
de mesmo sinal determinam uma elipse. Para verificar a afirmagcao, basta completarmos

quadrados no primeiro membro da equagao, como se segue:
ar? + byt +ex+dy+e=0= (10)
ar’ +cx+ by +dy = —e =
2 4 2 p 9 9
ar? et (55) +otdy+ (55%) = (55) +(5m) e

2 2
Tomando m = (ﬁ) + (2\0/5> —eea,b>0,sem perda de generalidade, temos:




Se m # 0, temos:

c 2 d 2
(‘T +m2a) 4 (y +m2b) = 1. (11)
ab ab

Se m = 0 a curva representada pela equacdo (10) reduziria a um ponto.

Se m < 0 a equacdo (11) representa o conjunto vazio.

Se m > 0 a equacdo (11) representa a elipse de centro (—i, —%).

Os casos em que a equagao (10) representa um ponto ou o conjunto vazio sao denomi-

nados casos degenerados da elipse.
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4 Aplicacoes

Nesta Secao iremos tratar de algumas aplicacoes importante relacionadas a elipse

e sua propriedades.

4.1 A primeira lei de Kepler

O século XVI inicia sob forte influéncia das teorias classicas, sendo algumas destas
um entrave para o progresso da Astronomia. De acordo com [7] as teorias cléssicas

relacionadas com este tema que podemos destacar sao:

i) A concepgao Platonica, herdada de Pitdgoras, que propunha que os movimentos

celestes eram circulares com velocidades constantes.

ii) A teoria Geocéntrica de Ptolomeu, que propunha ser a Terra o centro do Sistema

Solar e estética .

No inicio do Século XVI, Nicolau Copérnico (1473 - 1543) propde o sitema Heli-
océntrico, isto é, o sol como centro do sistema solar. Porém as teorias de Copérnico
apresentavam duas dificuldades basicas, ele nao venceu o paradigma Platonico ( que
propunha que os movimentos celestes eram circulares e uniformes) e nao dispunha
de novas observacoes astronomicas, sendo as suas as mesmas de Ptolomeu. As novas
observagoes surgiram somente com Tycho Brahe (1546 -1601)[7]. Segundo [2], as obser-
vacoes de Tycho, e mais tarde de seu discipulo Johannes Kepler (1571-1630) consistiam
no seguinte: considerando um ponto particular da trajetoria de Marte, o planeta vol-
tard ao mesmo ponto 687 dias mais tarde, ou seja, um ano de Marte. Quando Marte
se encontra nesta mesma posicao, a Terra estd em um ponto diferente de sua propria
orbita. Se em cada momento que Marte retornar a sua posigao original também tomar-
mos a posicao do Sol em relagao a Terra, por tridangulacao podemos calcular a posi¢ao
de nosso planeta como se o observassémos a partir de Marte. E assim ponto a ponto
reconstruirmos a sua obita.

Apods a morte de Tycho Brahe, Kepler continua tentando determinar a érbita
terrestre a partir de dez observacgoes deixadas por este e de duas obtidas por ele mesmo.

Antes de determinar a trajetoria terrestre, Kepler percebe que a velocidade de um
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planeta em torno do Sol nao ¢ constante, aqui ele j& havia adotado o Sistema Copérnico
porém continuava pensando ser a trajetoria terrestre circular. Dai, origina- se a Sequnda

Lei de Kepler, que de acodo com [4], pode assim ser enunciada:

“Uma linha unindo um planeta ao Sol varre areas iguais em periodos de

tempo iguais.”

A partir da obtencao desta lei e dos dados empiricos que estavam em seu poder,
Kepler comecou a procurar uma curva que passasse pelos pontos determinados pelas
observacoes e a0 mesmo tempo satisfizessem a referida lei. Em vérias tentativas ele
procurou uma orbita circular excéntrica que modelasse o problema. Todavia ele percebe
que a curva procurada nao era um circulo, pois se assim fosse, bastariam trés pontos
para determiné-la. Considerando a posicao de Marte em trés datas diferentes obteve
o circulo determinado pelos trés pontos, porém o resultado era inconsistente com a lei
por ele obtida. A partir de entdo Kepler comecou a procurar um formato oval para
a orbita de Marte, novamente sem obter sucesso. Em [2] nos é relatado que em certo

momento ele escreve a seu amigo Fabricius:

“Se a orbita fosse somente uma elipse, o problema estaria resolvido por

Arquimedes e Apolénio.”

Porém, s6 apds 18 meses desta carta, em seu livro Astronomia nova, Kepler des-
creve a descoberta da orbita eliptica de Marte. Ele descreve este momento afirmando
“é como se tivesse acordado de um sonho”. Assim ele enunciou a sua lei das trajetorias,
hoje conhecida como a Primeira lei de Kepler, que de acodo com [4], pode assim ser

enunciada:

“Todos os planetas se movem em orbitas elipticas tendo o Sol como um

dos focos.”

Esta lei pode ser representada na Figura 18, retirada de [11].
Onde:

e Rp: representa a distancia minima do planeta ao Sol. Esta é a distancia do
periélio, ou seja, no caso da Terra, cuja massa é representada por m, a distancia

em que ela estd mais proxima do Sol, cuja massa aqui é representada por M.
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Ra

<~ Rp =

Figura 18: 12 lei de Kepler

Ra: representa o raio maior, ou seja, do apogeu, como exemplo do que ocorre
no planeta Terra, que é a distancia maxima possivel de ser alcancada por estes

COrpos.
F: & um dos focos da elipse e nele se encontra o sol.

O foco F’ & um ponto localizado simetricamente ao foco F, no lado oposto da

elipse.

e: € a excentricidade da elipse, é muito pequena, para a maioria dos planetas.

Este fato justifica os varios anos de insisténcia nas érbitas elipticas.

4.2 Propriedade Refletora da Elipse

Para justificar as aplicacoes desta secao iremos recorrer ao Teorema 4.1 enun-

ciado em [6] e [9].

Teorema 4.1 (Propriedade Bissetora da Elipse). Seja uma elipse € de focos F
e Fy e seja T um ponto de £. Entdo a reta tangente a £ em T, forma dngulos

tquais com o0s raios focais Fi'T e FyT.

Demonstracao. Seja T € £ e s a reta determinada por T e F;. Tomemos
D € s, de modo que TD— TF,. Seja t a mediatriz do segmento F,D relativa

ao vértice T' do triangulo ATDF;,. Vamos mostrar que t é tangente a elipse
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€ no ponto T. Para isto seja () € t, como t é mediatriz do segmento FyD
temos: QD= QF,. Logo, QF, + QF, = QF, + QD > DI}, pela desigualdade
triangular aplicada ao triangulo ADQF;. Por construcao temos que DF; = 2a,
logo QF, + QF, > 2a, sendo assim Q € £, VQ € t e Q # T. Portanto a reta t

¢ tangente a £. Como o triangulo AT DF, é isosceles de base DF, temos que ¢

é bissetriz do angulo DT'F,. Sendo «, 8 e 6 os angulos representados na Figura
19 temos 3 = 6, pois t ¢é bissetriz do angulo DT F,. Como « e (8 sao opostos pelo

vértice segue que o = 6.

Figura 19: Reta tangente a elipse

4.2.1 Aplicacoes em Opticas

Uma aplicacao direta da Propriedade Refletora da Elipse diz respeito a reflexao

da luz, que pode ser expressa por:
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“ Se uma fonte de luz estiver situada em um dos focos de um espelho eliptico

todos os raios refletidos por este espelho se concentrarao no outro foco.”

Isto se aplica, por exemplo, na odontologia. O espelho utilizado pelos dentistas
tem a forma de um arco de elipse, onde uma lampada é coloca no foco mais
proximo. Ao ligar o dispositivo os raios luminosos irao incidir sobre o arco de
elipse e estes serao concentrados no outro foco, ajustando-se o dispositivo de
forma a iluminar o ponto desejado [6]. Veja Figura 20, retirada de [14]. De
forma muito semelhante aos espelhos odontologicos, a propriedade refletora da
elipse é utilizada nos aparelhos de emissao de raios usados na medicina, como por
exemplo os de radioterapia. Estes raios devem destruir os tecidos doentes sem
afetar os tecidos sadios que se encontram ao redor, isto se faz possivel devido aos
raios estarem concentrados no 2° foco da elipse e assim serem direcionados ao

ponto pacivel de tratamento.

//

N

Figura 20: Dispositivo odontolégico

4.2.2 Aplicagoes na Arquitetura, Design e Engenharia

A elipse é frequentemente usada na Arquitetura, no Design e na Engenharia.
Devido a Propriedade Refletora da elipse as superficies geradas pela revolucao
desta, chamdos de elipséides, tém propriedades que se usam para criar condicoes

acusticas especiais em auditorios, teatros e igrejas. Exemplo desta aplicagao sao
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as salas de sussurro muito usadas na antiguidade. Estas sao construcoes de forma
oval, onde estao marcados dois pontos no chao, focos da elipse. Duas pessoas em
pé, uma em cada foco, podem se comunicar em voz sussurrada, inaudivel no
restante da sala. Outro exemplo importante ¢ o Coliseu, simbolo do poder do

Império Romano, foi construido no formato eliptico, veja Figuras 21 e 22.

Figura 21: Coliseu, retirado de

[12]. Figura 22: Coliseu, retirado de [12].

Uma curiosa aplicacao da Propriedade Refletora da Elipse foi dada pelo
escritor Lewis Carroll, autor de “Alice no Pafs das Maravilhas”, que imaginou
uma mesa de bilhar cuja parede lateral fosse eliptica, e nao retangular. Na mesa
de Carroll, colocando uma bola em um dos focos da elipse e atirando-a para uma
direcao qualquer com forca suficiente, ela sempre ird4 acertar uma bola colocada
no outro foco da mesa. Veja nas Figuras 23 e 24 uma representacao do bilhar

eliptico
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Figura 23: Bilhar Eliptico, reti- Figura 24: Bilhar Eliptico, reti-

rada de [13]. rada de [13].
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5 Classificacao das conicas

Nesta Secao o nosso objetivo é fazer o reconhecimento das conicas a partir

da equacao geral do 2° grau, ou seja, dada a equagao
az® +bry +cy® +dr +ey+ f =0, (12)

determinar se esta é uma elipse, hipérbole, parabola ou um dos casos degenerados
dessas conicas. Para isto iremos usar como referencial teorico [5] e [1]. No caso
em que b = 0, o reconhecimento pode ser feito completando quadrados. Para
o caso em que b # 0, iremos fazer uma rotacao dos eixos coordenados seguida
de uma translacdo, ou seja, vamos passar do plano OXY para o plano OXY de

modo que:

— Os eixos OX e OY coincidam com os eixos da coOnica;

— O coincida com o centro da conica.

Para isto, precisamos determinar uma base [ = {E{, 175} ortonormal para o plano

OXY. Com este objetivo iremos desenvolver as Subsecoes a seguir.

5.1 Rotacao dos eixos coordenados

Para fazermos a rotacao dos eixos coordenados utilizaremos o resultado a

seguir.

Proposicao 5.1. Se os eizos coordenados giram um dngulo 6 em torno de sua
ortgem e as coordenadas de um ponto P qualquer antes e depois da rotacao sao

(x,y) e (Z,7y), respectivamente, entdo

xr =Tcost —ysend

y = xsenf 4+ ycosb
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Figura 25: Rotagao dos eixos coordenados.

Demonstracao. De acordo com a Figura 25, temos: OR =x, OT =T, PR=1ye

PT =7.

T O
Do AOQT segue que: senf) = QT ecosf = TQ De onde obtemos QT = Tsenf

T T
e OQ) =T cosb.

T P

Do APST temos: senf = ST = ST = ysent = R(Q) e cosf = ST = SP =
Yy Yy

ycosh.

Sendo assim,

r =0R=0@ — RQ = T cost — ysent
y =PR=RS+SP=QT+SP =7senf +7ycosb.

[]

O sistema anterior pode ser escrito em linguagem matricial da seguinte forma:

x cos) —send T
Y senfl cosf U
cosf —send ) .
onde B = é dita matriz de rotacao.

senf cosf
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5.2 Awutovalor e autovetor

air Q2
Sejam A = uma matriz real do tipo 2x 2 ¢ ¥ = (z,y) um

Q21 A22
2X2

vetor em R2.

Denotamos AW como sendo o vetor (@112 + a1y, anx + axny).

Definigao 5.1. Um nimero real A € um autovalor da matriz A se existir um
vetor @ nao nulo tal que AU = \U. Neste caso U € dito autovetor da matriz
A.

Note que para existir A devemos ter det(A — A.I) = 0, pois neste caso o sistema

gerado por AW =AU tem solucao além da trivial. O que motiva a seguinte

Definicao 5.2. Sejam a matriz A,x, € I a matriz identidade de ordem n. O

polinomio p(\) = det(A — \.I) é dito o polinomio caracteristico de A.

Dai, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Seja \; um numero real. Dizemos que N\ € autovalor da matriz

A se, e somente se, \1 € raiz do polinémio caracteristico de A.

5.3 Resultados importantes

Os resultados enunciados a seguir justificam a técnica que utilizamos para
classificar as conicas. Os mesmos nao serao demonstrados, por fugir aos objetivos
deste Trabalho. Todavia o leitor que deseja aprofundar neste tema pode recorrer

a [1].

Teorema 5.2. Um operador linear T : 'V — V admite uma base B na qual a
matriz [T]g ¢ diagonal se, e somente se, essa base for formada por autovetores

de T.

Teorema 5.3 (Teorema Espectral). Seja V' um espaco vetorial de dimensao
finita sobre R. Se T : V — V' € um operador simétrico, entdo existe uma base

ortonormal 5 de V' tal que [T]g é diagonal.
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Para aplicarmos os resultados anteriores, note que a equagao (12) pode ser escrita

na forma matricial

a g x x
ry ) +{ d e +1| f ) =0. (13)

2 C Y Yy

a b
Acerca da matriz A = 2 , temos o seguinte

b
5 c
2

Teorema 5.4. (a) As raizes, A1 e Ao, do polinémio caracteristico de A sao reais;
(b) Eziste um par ul e up de autovetores ortonormais relativos aos autovalores

)\1 € )\2,’

a; Qg
(c) Se B = € uma matriz cujas primeira e sequnda colunas sao
by by

formadas pelas coordenadas dos vetores ui e 17%, respectivamente, entao

A
BY'AB =
0 A

Observacao 5.1. Note que ut e ub formam uma base ortonormal para R?. E
considerando estes como vetores direcionais para os eizos OX e OY teremos B
como a matriz de rotacao que associa 0s pontos do plano OXY aos pontos do

plano OXY .

Demonstracao. (a) O polindémio caracteristico da matriz A é

W) = (-ah- -t
p(A) = )\2—(a+c)>\+ac—§.

O discriminante da equacao p(A) = 0 ¢ dado por

b2
A = (Q+C)2—4<ac—z)§
A = a*+2ac+E —dac+ ¥ =

A = (a—c)?+0,
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o qual ¢ nao negativo. Sendo assim, as suas raizes A\; e Ay sao reais.

(b) Tome T4 : R? — R?. Como A é simétrica, pelo Teorema 5.3, existe uma base
B = {'171), u_;} ortonormal que diagonaliza [TA]g. Logo, pelo Teorema 5.2, 3 é uma

base de autovetores de A.

(c) Sendo BT a matriz transposta de B, temos que

a b1 a.a1 + le a.as + QbQ
BrAB = | : :

b b
(05} b2 561,1 -+ C.b1 5&2 -+ C.b2

Auj = (a.a1 + gbl, gal +c.b1) = (A1.a1, A\1.by), pois u, é autovetor de A. De

modo anélogo, AU,—>2 — (CL.G,Q + %bg, gag + C.bg) = ()\Q.CLQ, )\Q.bg). Dai,

BTAB _ aq b1 Al(ll /\2(12
az by Atb1 Azby
BTAB _ )\1 (CL% —|— b%) /\2((11&2 + blbg)

)\1(611&2 + blbg) Ag(ag + b%)

Como os vetores sao ortonormais temos:

5.4 Reducao a forma candnica

A matriz B é ortogonal, isto é, BT=B~!. Dai, tomando D = BTAB e
multiplicando esta igualdade pela esquerda por B e pela direita por BT temos,

A = BDB?. Substituindo A = BDB” na equagao (13) iremos obter:
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(xy)BDBT v +(de> ' +(f>=0- (14)

) Y

Da Observacao 5.1 temos que B é a matriz de rotacao que associa os pontos do

plano OXY aos pontos do plano OXY. Sendo assim,

KI

gr| " | =
y 17

Dai, substituindo esta igualdade na equagao (14) obtemos

(2] () (e

Y

NSl

Da propriedade da transposta do produto de matrizes, temos que

T T
| =
Y

&I
7N
S
<
N———
o
I
7 N
&I
Nyl
N

Nl

Substituindo na equacao (15) segue que

T x
() ) ()
Y Y
Como
A O T T T
D= BTAB = e B —B| BT —
0 Ao ] Y Y

Substituindo as expressoes acima na equagao (16) esta se reduz a:
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8
K

)\1 0 T a; das
Ty +( d e +{ f =0.
0 )\2 bl b?

Resolvendo os produtos de matrizes nesta tltima equacao temos que

S|
<

ME2+ g2 +di+eg+ f =0, (17)

onde d = ((d,e), (a1,b1)) e &€ = {(d, e), (az, b)), onde ( ) é o produto interno usual de

R2. Agora é s6 completar quadrados na equagao (17) para classificarmos a conica.
Exemplo 5.1. Identifique a conica que a equacio x* — dzy + y? + 3v2x + 3v2y = 0

representa.

Solucao. Para identificar a conica em questao precisamos encontrar os autovalores e

autovetores da matriz A.

1 -2
Sendo A — = p(A) = (A=1)(A—=1) —4 = 0. Encontramos as raizes
-2 1
desta equacao \; = —1e Ay = 3.
Para encontrarmos o autovetor uj = (x,y) associado a \; = —1 devemos resolver o
sistema
1 -2 x T
=-1
-2 1 Y Y
Note que uma solugao para o sistema é y = x = \/75 Logo, up = (%5, ?) e up =
(4.9
2072 ) -

Dai, d = ((3v2,3v3), (.2 )) =6 e = (3v2.3v) . (-2, %)) =0
Sendo assim, de (17) temos que a equagao da conica pode ser escrita na forma

T —3 2 =2
—152+3g2+695:0:>M—y—: 1.
9 3
Concluimos entao que a equacgao representa uma hipérbole. A Figura 26 mostra o

grafico desta hipérbole.
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Figura 26: Hipérbole representada pela equacao z2 — 4zy + 3 + 3v/2z + 3v/2y = 0.

Exemplo 5.2. Identifique a conica que a equacao 5x* +4xy + 2y* — 12 = 0 representa.

Solugao. Temos que A = 0 . Sendo assim p(A) = (A—5)(A—2) —4 = 0. Logo,
2 2
AM=1le X =06.
Note que neste caso d = ((0,0), (ay,b;)) =0 e & = {(0,0), (az, b2)) = 0. Logo, de
(17) temos que a equagao da conica pode ser escrita na forma
2

2 9 T
6y " —12=0= — + = =1.
7+ 6y 12+2

Concluimos entao que a equagdo representa uma elipse. A Figura 27 mostra o

grafico desta elipse.

Exemplo 5.3. Qual ¢ a conica que a equacio x% + 2v2xy + 2y> + 6V/3z +3 = 0

representa?

Solucao. Para identificar a conica em questao precisamos encontrar os autovalores e

autovetores da matriz A.

1 V2

Sendo A = = p(A) = (A= 1)(A —2) — 2 = 0. Encontramos as raizes

V2 2

desta equacao \; =3 e Ay = 0.
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Figura 27: Elipse representada pela equacio 5x? + 4xy + 29> — 12 = 0.

Para encontrarmos o autovetor uj = (x,y) associado a A; = 3 devemos resolver o

sistema,

1 V2 T T
V2 2 y y

Note que uma solucdo para o sistema ¢ (1,v/2). Logo, up = <
_V2 1
(5.5).

Dai, d = ((6v/3,0) , (\/Lg %)> —6ee=((6V3,0), (—% %>> NG

Sendo assim, de (17) temos que a equagao da conica pode ser escrita na forma
322 4+ 07° + 62 — 6vV25 +3 =0 = (7 +1)? = 2v27.

Concluimos entao que a equagao representa uma parabola. A Figura 28 mostra o

grafico desta parabola.
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Figura 28: Parabola representada pela equacio 2 + 2v/2xy + 2y + 6v/3z + 3 = 0.
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6 Conicas e Coordenadas polares

Nesta Secao apresentaremos a definicao geral das conicas e suas equacoes em coorde-

nadas polares.

6.1 Definicao geral de uma coénica

O Teorema 6.1, obtido em |5|, apresenta uma defini¢ao geral que engloba os trés tipos

de conicas em termos de um foco e da diretriz correspondente a esse foco.

Teorema 6.1. Sejam F' um ponto do plano, d uma reta do plano tal que F &€ d e e
um nimero real positivo. Entao, o conjunto C = {P;d(P, F) = e.d(P,d)} ¢é uma elipse
se e < 1, uma pardbola se e = 1 ou uma hipérbole se e > 1, de foco no ponto F e

excentricidade e.
Demonstracao. Se e = 1, entdo C = {P; d(P,F) = d(P,d)} é uma parabola de foco
F' e diretriz d, de acordo com a definicdo de parabola.

Agora tome 0 < e # 1 e no sistema de eixos ortogonais OXY considere F'(0,0) e
d:x=m, comm > 0.

Dai, P(z,y) € C, entao:

d(P, F) = e.d(P,d)
V2t =elr—m| e
?+y*=e(r—m)? &

22 + 9% = e22® — 2me’x + mPe® &

2 2
(1—e?) <x2 + T;x) +y? =m?e’ &

2 e\’ 2 9o mie!
(1_6)<x+ 1—e2> et e ©
me2 \? m2e?

1— e 2= 18
(=) (o4 25) +0 =125 (18)

m2e?
Utilizando uma translacdo horizontal e fazendoa =1 —e? e k = 7 5 A equagao

—e

(18) é equivalente a

az” +y” = k. (19)
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Figura 29: Demonstracao do Teorema 6.1.

Logo, se e > 1 temos a < 0 e k < 0, segue entao que a equacao (19) é uma hipérbole
esee <1, temosa>0ek>0eaequacio (19) é uma elipse.

]

6.2 Coordenadas polares

A ideia fundamental da geometria analitica plana consiste como visto até agora, em
substituir cada ponto do plano por um par de niimeros reais, que sao as suas coorde-
nadas. O sistema cartesiano, adotado até este momento, é o mais importante e o mais
simples dos sistemas de coordenadas, mas nao é o inico. Depois do sistema cartesiano,

o mais 1util é o sistema de coordenadas polares.

Definicao 6.1. Um sistema de coordenadas polares Opf no plano consiste de um ponto
O, denominado pdlo ou origem, de uma semirreta @)1, com origem em O, denominada
eizo polar, e de uma unidade de comprimento utilizada para medir a distincia de O
a um ponto qualquer do plano. Dado um ponto P do plano, suas coordenadas nesse
sistema sao p e 6, onde p € a distincia de P a O e 0 é a medida do dngulo do eixo

polar para a semirrela (ﬁ% FEscreve-se P(p,0). Veja a Figura 30.
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Figura 30: Ponto P em coordenadas polares.

Convenciona-se que a medida do angulo tomada de 0—121 para (ﬁ no sentido anti-
horario é positiva, e negativa no sentido horéario.

Se a primeira coordenada polar de um ponto é zero, entao esse ponto é o poélo.
O angulo do pdélo nao esta definido. Convencionamos que (0,6) sdo as coordenadas
polares do poélo, para todo angulo 6. Percebe-se aqui que nao h& uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do plano e sua representacao em coordenadas polares, pois
o par (p,0) determina, de maneira tnica, um ponto no plano. No entanto, um ponto
do plano pode ser representado por varias coordenadas polares distintas. Note que as
medidas de 0 e 0 + 2kw, k € 7Z, estao associadas ao mesmo angulo e, portanto, (p,0)
e (p,0 + 2km) representam o mesmo ponto do plano. Todavia, se o ponto P nao for a
origem e se restringirmos 6 ao intervalo [0, 27), existira apenas um par de coordenadas
polares (p, ) para P.

A limitacao dos valores do argumento 6 ao intervalo [0, 27) pode ser inconveniente
em muitos problemas. Existem também questdes que em seu estudo pode ser ttil
considerar valores negativos para o raio vetor p. Neste caso, a convencao que se faz é

identificar o ponto (—p, d) com o ponto (p, 0 + ).

Exemplo 6.1. O conjunto C dos pontos P(p,0) que satisfazem a equacao p =3 € o con-
junto dos pontos cuja distancia ao pdlo O € igual a 3, isto €,C ={(p,0);p =3 e 6 € R}

€ o circulo de centro O e raio 3, conforme a Figura 31.
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Figura 31: Circulo em coordenadas polares.

Exemplo 6.2. Seja r o conjunto dos pontos P(p,0) do plano que satisfazem a equagao

polar@z%, ou seja, r:{(p,é);peR e 9:%}_

T
Entao, v € a reta que passa pelo pdlo O e tem inclinacdo 0 = 1 em relagao ao eixo

polar. Veja a Figura 32.

Figura 32: Reta passando pelo poélo.

A definicao 7?7 estabelece a relagoes entre coordenadas polares e coordenadas

cartesianas.

Definicao 6.2. O sistema polar associado a um sistema cartesiano OXY € o sistema

cujo polo € a origem O do sistema cartesiano, e cujo eixo polar € a semirreta positiva

do eizo OX.

Seja P(x,y) um ponto qualquer do plano, referido ao sistema cartesiano. Sejam
(p,0) as coordenadas de P no sistema polar associado (veja a Figura 33). Estamos

supondo p > 0.

Dai, x = pcosf), y=psend e p*>=2ax>+y%
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Figura 33: Sistema polar associado ao sistema cartesiano.

6.3 Equacao polar das conicas

Vamos deduzir a equacao das conicas em coordenadas polares.

6.3.1 Elipse

Considere uma elipse de eixo maior horizontal A; Ay = 2a, eixo menor By By = 20,
distancia focal F1 Fy = 2c e centro C'(m,n) como na Figura 34.
Seja P(p,0) um ponto qualquer da elipse, na qual fazemos coincidir o polo O com
o foco F} e o eixo polar com o eixo maior da elipse.

Aplicando a Lei dos cossenos no triangulo AF; F5 P temos
6% = p® + 4c* — 4epcosb. (20)
Da definicao de elipse
FiP+F,P=2a=0+p=2a=0=2a—0p.
Substituindo 0 na expressao (20) temos que
(2a — p)? = p* + 4 — depcos B = 4a® — dap + p? = p* 4 4¢® — depcosb.
Da relagao notavel da elipse segue que
a> =+ =a? - =1
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Figura 34: Elipse.

Sendo assim,

b2
a—ccosf’

a>—c®=p(a—ccosf) = b =p(a—ccos) = p=

Logo, a equacao polar da elipse é

b2
p=

S e— 21
a— ccosf (21)

Na equagao polar da elipse (21), dividindo o numerador e o denominador do segundo
b2 2
- b

membro da expressao pela constante a, vem que p = — Fazendo p = —,
a

4 _ Ceosh
a a

. c , .. . ~
chamado de parametro da elipse e e = — é a excentricidade. Assim, a equacao polar
a
da elipse ¢ mais comumente dada por

p

P=7 —ecosf’

6.3.2 Hipérbole

Considere uma hipérbole de eixo real horizontal A; Ay = 2a, eixo menor By By = 20,
distancia focal F1Fy = 2¢ e centro C'(m,n). Fagamos coincidir o polo O com o foco
F, e o eixo polar com o eixo real da hipérbole. Seja P(p,f) um ponto qualquer da

hipérbole conforme a Figura 35.
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Figura 35: Hipérbole.

Aplicando a Lei dos cossenos no triangulo AF; F5 P temos
8 = p* +4c* — dep(m — 0). (22)
Da definicao de hipérbole
|FAP — FyP|=2a=0d—p=2a=0=2a+p.
Substituindo 0 na expressao (22), segue que
(2a+p)? = p*+4c*+4cpcos O = da’*+dap+p® = p*+4c*+4cpcosd = a*—c* = p(—a+ccos).
Da relacao notavel da hipérbole, temos
C=a’+V=a*-c*=-bV=a—c=p(—a+ccosb).

Sendo assim, a equacao polar da hipérbole é
b2

a—ccosf’

p= (23)

Na equagao polar da hipérbole (23), dividindo o numerador e o denominador do
b2

—%  Fazendo
— g cos

segundo membro da expressao pela constante a, temos p =

Qe

2
c

p = —, chamado de parametro da hipérbole e e = — é a excentricidade. Deste modo,
a a

a equacao polar da hipérbole ¢ mais comumente dada por

p

P=7 —ecosf’
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6.3.3 Parabola

Considere uma parabola de eixo de simetria horizontal com vértice V', foco F' e
RF = p. Seja P(p, ) um ponto qualquer da parabola. Fagamos coincidir o pélo O com

o foco F' e o eixo polar com o eixo de simetria da parabola de acordo com a Figura 36.

d

Figura 36: Parabola.

No triangulo APQF temos que

cos(m —0) = —cos ) = b=r
P
Dai, p = ﬁ, onde p é o parametro da parabola. Portanto, a equacao polar
— Cos
da parabola é
o P
1—cosf

Observacao 6.1. Note que a elipse, a hipérbole e a pardbola tém as equagoes polares
c

semelhantes a menos da excentricidade e = — que para a elipse (0 < e < 1), para a
a

hipérbole (e > 1) e para a pardbola (e = 1). Qutro fato importante € que, apesar de
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adotarmos 0s mesmos simbolos A1 Ay = 2a, B1By = 2b e F1Fy = 2¢ para a elipse e para
a hipérbole, eles tem significados geométricos diferentes na definicao de cada coénica,
mesmo porque a relacao gotdvel da elipse é a®> = b? + % e da hipérbole é c? = a® + b°.
Assim, o parametro p = " adotado na equacao polar da elipse e da hipérbole é diferente

e nao tem nada em comum com o pardmetro p da definicao de pardbola.

Exemplo 6.3. Determine a equacdo polar da hipérbole de equacao 92%—16y>—144 = 0.

Solugao. Sabemos que a equacao polar da hipérbole é do tipo p = 1].;6’ onde
— e cos
c b?
e=—-ep=—.
a a

Passando a equacao da hipérbole para a forma reduzida:

2 2
022 — 162 = 144 = — ¥ 1
v y 16 9

Dai, temos a? = 16 e b> = 9, ou seja, a = 4 e b = 3. Substituindo os valores de a e

5)

b na relacao notavel da hipérbole: ¢? = a? + b?, segue que ¢ = 5. Entdo, p = 7T
9

p= 4(1—%(3080)

e . Logo, a equacao polar da hipérbole é

9

p= 4 —5cosf’
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Conclusao

Neste trabalho caminhamos por anos de Historia da Matematica. Comecando com
o filéso grego Anaxagoras, que tinha por objetivo resolver um problema de matema-
tica pura. Milénios depois vimos que o problema proposto pelo mesmo, e as pesquisas
desenvolvidas apoés ele, nos levaram a entender a 6rbita de um corpo celeste. Isto foi
a base tedrica para a producao de equipamentos de alta tecnologia nas areas médicas,
entre tantas outras aplicacoes. Dai percebemos a importancia da pesquisa em Matemé-
tica, sendo ela capaz de produzir novos conhecimentos e influénciar o desenvolvimento
tecnoldgio.

Percebemos em toda a exposicao dos temas abordados neste trabalho, a forca
da Geometria Analitica como ferramenta para resolver problemas matematicos. A
beleza contida em cada equagao que expressa um objeto geométrico, mostrando a
interacdo entre Algebra e Geometria, em especial a aplicacao dos teoremas de Algebra
Linear na classificacao das conicas.

E relevante perceber que ao definir as conicas usando a exentricidade e a diretriz
conseguimos unificar todas estas em uma s6 expressao. Contrariando aqui o paradigma,
existente no ensino basico, que as defini¢oes sao prontas e acabadas. Com a mudanca da
definicao a equacao geral das conicas adquire uma singular simplicidade ao mudarmos
o referencial cartesiano para coordenadas polares. Fato este que nao é abordado no
Ensino Médio, que se limita ao Plano Cartesiano, e assim perde-se a oportunidade de
aplicar os conhecimentos de trigonometria ao omitir a discusao da representagao do

plano em coordenadas polares.
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