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“A aprozimacdo € sempre mais bela que a chegada”

Henri Alain-Fournier



Resumo

Apresentamos neste trabalho um método de aproximacao de fungoes continuas
utilizando uma sequeéncia ortonormal total de polinomios. Utilizamos a classe dos po-
linomios ortogonais e apresentamos suas principais caracteristicas. Este método é baseado
na ortogonalizacao de Gram-Shimidt e para minimizar os erros foi aplicado o método dos
Minimos Quadrados. O trabalho ¢é finalizado mostrando algumas classes de Polinémios

Ortogonais aplicados na aproximacao de funcgoes.

Palavras-chave: Aproximagoes Polinomiais; Problema dos Minimos Quadrados; Polinomios

Ortogonais.



Abstract

We present in this work a method of approximation of continuous functions using
a total orthonormal sequence of polynomials. This method is based on Gram-Shimidt
orthogonalization and to minimize errors the least squares method was applied. The work
is finalized showing some classes of Orthogonal Polynomials applied in the approximation
of functions.
Keywords: Polynomial Approximations; Least Squares Problem; Ortoghonal Polynomi-

als.
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Introducao

Em diversas areas da Matematica Aplicada e também nas Ciéncias Aplicadas,
estamos muitas vezes interessados em resolver problemas cuja solucao nao pode ser obtida
exatamente. No caso das equacoes diferenciais, por exemplo, sao muito raras as situagoes
nos quais uma solucao pode ser expressa por funcoes classicas, tais como polinomios. Na
grande maioria dos casos, apresentam-se métodos de solucao em termos de aproximagoes,
que sob hipdteses adequadas, podem estar tao préximas quanto se queira da solucao
correta. Contudo, é importante desenvolver métodos de aproximar funcoes com certas
propriedades que garantam esta aproximacao.

Os polinémios ortogonais tém origem de um tipo de fragoes continuas, que carrega
o nome de Stieljes. Apesar da proximidade do conceito, a propriedade da ortogonalidade,
tomada como bésica (Szego, 1939), fez com que as fragoes continuas e os problema dos
momentos, fossem gradualmente abandonados.

Uma das vertentes da Teoria de Aproximacgao é: dada uma fungao explicitamente,
desejamos encontrar um tipo mais simples de funcao para representa-la com propriedades
que facilitem sua utilizacao. O objetivo deste trabalho é desenvolver um estudo sobre a
aproximacao de fungoes por polinomios ortogonais. Dentre as principais caracteristicas
dos polinomios ortogonais destacamos que estes formam uma base ortonormal dos espagos
de fungoes continuas e sua construcao pode ser obtida facilmente através de formulas de
recorréncia e consequentemente de facil programacao.

Segundo os PCN’s(Brasil), um dos objetivos do ensino é saber utilizar diferentes
fontes de informacao e recursos tecnolégicos para adquirir e construir conhecimento. En-
tendemos que o estudo da Teoria de Aproximacgao de Fungoes por Polinomios Ortogonais
é importante para professores do ensino médio que, para além de uma maior compreensao,
possa estimular seus alunos a ingressar na iniciacao cientifica envolvido com a pesquisa de
tais assuntos afim de fortalecer o processo de disseminacao de informacoes, conhecimen-
tos cientificos, bem como atitudes, habilidades e valores necessarios a educacao cientifica.
Um dos exemplos dessa disseminacao é o PIBIC-EM (Programa Institucional de Bolsas
de Iniciagao Cientifica - Ensino Médio) do CNPq.

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, faremos um estudo



dos Espacos Vetoriais Finitos e Infinitos, dependéncia e independéncia linear, espacos
normados (Banach), Espacos de produto interno, conjuntos e sequéncias ortonormais
totais (Kreyszig,1989), dando énfase ao Espaco de fungoes continuas, objeto fundamental
em nosso estudo.

No Capitulo 2, trataremos das aproximacoes polinomiais, demonstrando o Teo-
rema de Weierstrass (Atkinson,1979), que é importante na teoria de aproximagoes, em
seguida temos o Teorema de Taylor, comum nos cursos de Calculo e também o problema
dos Minimos Quadrados. Por fim, falaremos da funcao peso e suas propriedades que serao
utilizadas no Capitulo 3.

No Capitulo 3, estudaremos os Polinomios Ortogonais, mostrando inicialmente o
processo de ortogonalizacao Gram-Schimidt. Faremos um resumo das principais propri-
edades dos Polinomios Ortogonais, entre elas: Conjunto de fungoes L.I., existéncia, uni-
cidade, raizes distintas e relagao de recorréncia de trés termos. E voltamos ao Problema
dos Minimos Quadrados afim de minimizar o erro agora com o auxilio dos Polinémios
Ortogonais.

No quarto e ultimo capitulo, trabalharemos trés classes de Polindmios Ortogonais
Classicos: Legendre, Chebyshev e Hermite, aplicando as técnicas de aproximagao de uma

funcao cléssica.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo desenvolveremos toda a teoria inicial acerca dos Espacos Vetoriais

com propriedades que sao de suma importancia no decorrer deste trabalho embasados em

12].

1.1 Espacos Vetoriais

Espacos Vetoriais desempenham um papel em muitos ramos da matematica e suas
aplicagoes. Em varios problemas praticos e tedricos temos um conjunto X cujos elementos
podem ser vetores em espacos tridimensionais, sequencias numéricas ou fungoes e esses
elementos podem ser adicionados ou multiplicados por constantes (nimeros) de maneira
natural, o resultado ainda sendo um elemento de X . Tais situacoes concretas sugerem o
conceito de espaco vetorial que serd definido abaixo. A definicao envolvera em geral um
corpo K dentro da analise funcional, com K subconjunto de R ou C.

Os elementos de K , serao chamados escalares , consequentemente em nosso casos

serao reais ou complexos.

Definigao 1.1.1 (Espago Vetorial). Um espaco vetorial (ou espago linear) sobre um corpo
K ¢ um espago ndao vazio de um conjunto X de elementos x, y, ... (chamados vetores)
munido de duas operagoes algébricas. Fssas operagoes sao chamadas de adicao vetorial e

multiplicacao de vetores por escalares, isto €, por elementos de K .

A Adigao vetorial associada a cada par ordenado (x,y) de vetores, um vetor
x4y, chamado de soma de x com y de tal forma que asseguram as seguintes propriedades:

A comutatividade e associatividade, isto é, para todos os vetores, temos
r+y=y+zx

z(y+z)=(r+y) +2
3



além disso, existe um vetor 0 chamado de vetor nulo e para cada vetor x existe um vetor

—x tal que para todos os vetores teremos
r+0=z

r+ (—x) =0.

Multiplicagao por escalares associa cada vetor z um escalar o um vetor ax
(podendo ser escrito z«), chamado de produto de o por = de tal forma que para todos os

vetores x, y e escalares «, [ teremos

a(fr) = (af)x

lx =2

e as leis da distributiva ,

alz+y) =ar+ay
(a+ B)xr = ax + px.

Da definicao, vimos que a adicao vetorial é uma estrutura X x X — X, e a
multiplicacao por escalares é uma estrutura K x X —X.

K é chamado de campo escalar do espaco vetorial X e X é chamado de espaco
vetorial real se K = R, e espaco vetorial complexo se K = C

O uso do 0 para o escalar 0 bem como para o vetor nulo nao deveria causar
confusao em, em geral. Para clarear, podemos denotar o vetor nulo por 6 .

Podemos provar que para todos os vetores e escalares,

0x =46
af =0
e
(—D)z =—z

Exemplo 1.1.2 (Espago R"). Este € um espaco euclidiano, sendo o conjunto subjacente
ao congunto de todas os n-ésimos nimeros reais, escrito x = (£1,...8,),y = (N1, ey M),
etc., e agora vemos que este ¢ um espaco vetorial real com duas operacoes algébricas

definidos de forma usual

4y = (&4 &)
ar = (&, ...,a&,) (v € R)



Exemplo 1.1.3 (Espaco C[a,b]). Cada ponto deste espaco é uma fun¢do continua de
valor real em [a,b]. O conjunto de todas estas fungoes forma um espago vetorial real com

as operagoes algébricas definidas de maneira usual:

(z +y)(t) = x(t) + y(t)
(az)(t) = ax(t), (a€eR)

De fato, x +y e ax sdo fungdes continuas de valores reais definidos em [a,b] se
x ey sao tais funcoes e a € real. Outros espacos vetoriais importantes de funcoes sao o
Espago Vetorial B(A) de fungoes limitadas, o espago vetorial de fungées diferencidveis em
R, e o espago vetorial de fungoes continuas de valores reais em [a,b] que sdo integrdveis

em algum sentido.

1.1.1 Dependéncia e Independéncia Linear

Dependéncia e independéncia linear de um dado conjunto M de vetores 1, ...z, (r =
1) em um espago vetorial X sao definidos através da equagao
o, + oo + ...+, =0 (1.1)
onde aq, ..., o, sao escalares. Na equagao acima, teremos que o = g = ... = o, = 0 .Se

isto acontecer, dizemos que o conjunto M é linearmente independente. Caso exista algum
o, # 0, o conjunto M ¢ dito linearmente dependente.

Eventualmente um subconjunto M de X é chamado de linearmente independente
se cada subconjunto nao vazio de M é linearmente independente. M é chamado linear-
mente dependente se M nao for linearmente independente.

Uma motivagao para esta terminologia resulta do fato de M = x4, ..., x,. é linear-
mente dependente se pelo menos um vetor de M puder ser escrito como uma combinagao
linear dos outros; por exemplo, se (1.1) se mantém com «, # 0, entdo M ¢ linearmente

dependente e nés podemos resolver x da equacao (1.1) para obter

Ty = B1x1+7 et ﬁr—lxr—lv (B] = _O'/j/ar)'

Nos podemos usar os conceito de dependéncia e independéncia linear para definir

a dimensao de um espago vetorial, como veremos a seguir.

1.1.2 Espacos Vetoriais Finitos e Infinitos

Um espaco vetorial X é dito de dimensao finita se existe um inteiro positivo n tal

que X contenha um conjunto de vetores linearmente independente enquanto que qualquer



conjunto de n 4+ 1 ou mais vetores de X é linearmente dependente, n é dita a dimensao de
X, escrevemos n = dim X. Convencionamos que se , X = {0} é dimensao finita, entao
dim X =0 . Se X nao ¢é de dimensao finita é dito dimensao infinta.

Em anélise, os espagos vetoriais de dimensao infinita sao de maior interesse que
os de dimensao finita. Por exemplo, C|a,b] e [* sao de dimensao infinita, enquanto R™ e
C™ sao n-dimensionais.

Se dim X = n, entao qualquer conjunto com n vetores linearmente independentes
de X é chamado de base para X . Se ey, ..., e, ¢ uma base para para X, cada x € X tem

um unico representante como uma combinagao linear de bases vetoriais:

r=qaie] + ... + a,e,.

Por exemplo, uma base para R™ é

e, = (0,0,0,...,1)

Esta é chamada de base canonica para R™ .

Mais geralmente, se X ¢é algum espaco vetorial, nao necessariamente de dimensao
finita, e B um subconjunto linearmente independente de X cujo subespaco gerado X,
entao B é chamado uma base para X. Consequentemente, se B é uma base para X,
entao todo z € X;x # 0 possui Unica representacao como uma combinacao linear de
elementos de B com escalares nao nulos bem como coeficientes.

Todo espaco vetorial nao nulo possui uma base.

No caso dimensional finito isso é claro. Para espacos vetoriais arbitrarios de
dimensao infinita, uma prova da existéncia é dada pelo uso do Lema de Zorn. Este lema

envolve varios conceitos cuja explicacao nao sera objeto de nosso estudo.

Teorema 1.1.4 (Dimensao de um subespaco). Seja X um espago vetorial n-dimensional.

Entao qualquer subespaco Y de X tem dimensao menor que n .

Prova. Se n = 0, entao X = 0 e nao tem subespaco adequado. Se Y =0, entao Y =0, e
X # Y implica dim X = 1. Claramente dim Y < dim X = n. Se dim Y for n entao Y
teria uma base de n elementos, que também seria base para X desde dim X = n, de modo
que X =Y . Isto mostra que qualquer conjunto de vetores linearmente independente em

Y deve ter menos de n elementos, assim, dimY < n. O



1.2 Espago normado (Espago de Banach)

Um espaco vetorial X em muitos casos pode ser ao mesmo tempo um espaco
métrico, se sua métrica d , for definida em X. Uma métrica em um conjunto X é uma
fungao d : X x X — [0, +00).No entanto, se ndo houver relacao entre a estrutura algébrica
e a métrica, nao podemos esperar uma teoria 1util que combine conceitos algébricos e
métricos.

Para garantir tal relacao entre propriedades algébricas e geométricas de X, em
uma métrica d de maneira especial, introduziremos um conceito, a norma, que utiliza as
operacoes algébricas do espago vetorial. Em seguida, empregamos a norma para obter
uma métrica d desejada. Essa ideia leva ao conceito de espaco normado.

Espagos normados sao especiais o suficiente para fornecer uma base para uma

teoria rica e interessante.

Definigao 1.2.1 (Espaco Normado e Espago de Banach). . Um espago normado X é um
espaco vetorial com a norma definida nele. Um Espaco de Banach é um Espaco Normado.
Espago de Banach é um espaco normado completo (completo na métrica definida pela
norma, veremos(1) abaixo). Aqui uma norma em um (real ou complexo) espago vetorial

X é uma funcao de valor real em X cujo valor em x € X é denotado por

]
(le-se "norma de z”)
possuindo as seguintes propriedades:
(N1)
z[| = 0
(N2)
|z|| =0 <=z =
(N3)
[Jovz]] = [ [|]
(N4)
|z +yll = ]l + llyll (Desigualdade triangular)

Aqui = e y sao vetores arbitrarios em X e a é qualquer escalar. Uma norma em

X define uma métrica d em X que é dada por



d(z,y) = [l =yl (z,y € X) (1.2)

e é chamado de métrica induzida pela norma. O espaco normado acabado de ser definido,

é denotado por (X, || - ||) ou simplesmente por X. O

As propriedades (N1) e (N4) de uma norma, sao sugeridas e motivadas pelo
comprimento |z| de um vetor x na &lgebra vetorial elementar, de modo que nesse caso
podemos escrever ||z|| = |z|. De fato, (N1) e (N2) afirmam que todos os vetores tem
comprimento positivo exceto o vetor nulo que tem comprimento zero. (N3) significa que
quando um vetor é multiplicado por um escalar, o comprimento é multiplicado pelo valor
absoluto do escalar.

Nao é dificil concluir que de (N1) até (N4) a expressao d(x,y) = ||x — y|| define
uma métrica. Consequentemente, espagos normados e espacos de Banach sao espacos
métricos. Espacgos de Banach sao importantes porque desfrutam de certas propriedades
que nao sao compartilhadas por espacos normados incompletos.

Para uso posterior teremos que (N4) implica

Myl =Nzl = lly — I, (1.3)

esta formula acima, implica em uma propriedade importante da norma:

A norma é continua, ou seja, x+— ||z|| é uma aplicacao continua de (X, | - ||)
em R.

Exemplos de espacos normados sao os espagos familiares de todos os vetores no
plano e no espaco tridimensional. Alguns espacos métricos podem ser normados de forma
natural. No entanto, nem todas as métricas de um espacgo vetorial podem ser obtidas
através de uma norma.

Por exemplo:

Exemplo 1.2.2 (Espago Euclidiano R™ e Espago Unitario C™.). Esses espa¢os sao Espagos

de Banach com norma definida por

n 1/2
] = (Z |§,~|2> = V0P + ..+ &P (1.4)
j=1

De fato, R™ e C™ sao completos e produzem a métrica

d(z,y) = ||z —yll = VI& —mP2+ . + & — nal2

Note que em particular em R3 nds teremos

2l = lal = /& + & + &5



Isso confirma que nossa observacdo anterior generaliza a nog¢ao elementar do

comprimento |x| de um vetor.

Exemplo 1.2.3 (Espago Cl[a,b]). Esse espaco também é um FEspa¢o de Banach com

norma

— t 1.5
Il = max Ja() (15)

1.3 Espacos de Produto Interno e de Hilbert

Em um espago normado podemos adicionar vetores e multiplicar por escalares
como na algebra linear. Ja sabemos que a norma de um tal espaco generaliza o conceito
do comprimento de um vetor. No entanto, o que buscamos é um espaco normalizado

dotado de um produto interno familiar
a-b=aif + azfs + azfs,

onde a = (aq,ag,a3) e b= (51, B2, P3).

Com férmulas resultantes que garantam

la| = Va-a

e a condicao para a ortogonalidade
a-b=0,

as quais sao ferramentas importantes em muitas aplicagoes. O produto e a ortogonalidade
podem ser generalizadas para espagos vetoriais arbitrarios?

De fato, isso pode ser feito através de Espacos de Produto Interno chamados de
Espagos de Hilbert, que iniciou a sua teoria em (1942) sobre equagdes integrais.

Esses espacos sao muito ricos e possuem muitas caracteristicas do espaco euclidi-
ano, sendo o conceito central a ortogonalidade. A notacao e a terminologia geométrica usa-

dos atualmente, sdo andlogos a geometria euclidiana inventados por G. Schimidt (1908).

Definicao 1.3.1. Um Espaco de Produto Interno X é um espago vetorial com um produto
interno (x,y) definido nele. A generaliza¢ao do produto de vetores no espago tridimensi-

onal € usado e definido como
(I) uma norma ||-|| de [z = (z,z)"/?,

(II) ortogonalidade de (z,y) =0
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Um Espaco de Hilbert é um espaco de produto interno completo.

Definigao 1.3.2 (Espago de Produto Interno e de Hilbert). Um Espaco de Produto
Interno é um espaco vetorial X com um produto interno definido em X. Um Espaco
de Hilbert é um Espago de Produto Interno completo (completo na métrica definida pelo
produto interno). O produto interno em X € uma aplicagcao de X x X no corpo escalar

K ; isto €, cada par ordenado de vetores x ey estd associado a um escalar que é escrito

(z,y)

e € chamado de produto interno de x e y tal que para todos os vetores x,y, z e escalares

o nds temos

(PI1)
(z+y,2)=(z,9) + (y,2)
(PI2)
(ax,y) = afz,y)
(PI3)
(z,y) = (y,z)
(P14)
(z,y) 20

(r,2) =0=2=0
Um produto interno em X define uma norma em x dada por

]l = v/, ), (2 0) (1.6)

e uma métrica em X dada por

d(z,y) = |z -yl = V{z —y,z —y). (1.7)

Assim, Espacos de Produto Interno, sao espagos normados e espacos de Hilbert
sao espagos de Banach. Em (PI3), a barra denota o conjugado complexo. Consequente-

mente, se X é um espago vetorial real, nés simplesmente teremos

(z,y) = (y,z)

Das propriedades do produto interno, teremos

(o + By, 2) = ofx, 2) + By, 2) (1.8)
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(z,0y) = a(z,y) (1.9)
(x,ay + B2) = alx,y) + Bl 2) (1.10)

que usaremos muito frequentemente. A propriedade (1.8) mostra que o produto interno
é linear no primeiro fator. Como em (1.10) temos conjugados complexos « e § a direita,
dizemos que o produto interno é conjugado linear do segundo fator. Expressando ambas
as propriedades juntas, dizemos que o produto interno ¢é sesquilinear.

Pode-se mostrar que uma norma sobre um espago de produto interno satisfaz a

lei do paralelogramo

Iz +ylI* + lle = wl* = 2(ll=]* + [ly[1*) (1.11)

Este nome provém da geometria elementar e também se lembrarmos que a norma
generaliza o conceito de comprimento de um vetor (visto anteriormente). Se uma norma
nao satisfaz (1.11), ndo pode ser obtida a partir de um produto interno pelo uso de (1.6).
Essas normas devem existir. Veremos dois exemplos no R" e C[a,b] . Nem todos espagos
normados sao Espacos de Produto Interno .

Antes de considerarmos exemplos, vamos definir o conceito de ortogonalidade,
que é base para toda a teoria. Sabemos que se o produto interno de dois vetores no
espago tridimensional ¢ zero, os vetores sao ortogonais, ou seja, sao perpendiculares, ou

pelo menos um deles é o vetor nulo.

Defini¢ao 1.3.3 (Ortogonalidade). Um elemento x de um Espago de Produto Interno X

¢ chamado ortogonal para um elemento y € X se

(z,y) =0

Também dizemos que x ey sao ortogonais, e escrevemos x L y. Da mesma forma
para os subconjuntos A, B C X, nos escrevemos ¥ L A se x 1 a para todo a € A , e
Al B sea Lbparatodoa € A e todobée B.

Exemplo 1.3.4 (Espaco Euclidiano R™). O espago R"™ é um espaco de Hilbert com produto

interno definido por

(Z,y) = &m + .. + &t (1.12)

onde v = (§;) = (&1, ..,&) ey = (n;) = (M, ..., ). De fato, de (1.12) nos obtemos

|zl = (z, 2)'? = (& + .. + &)1
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e da métrica euclidiana definida por
d(z,y) = llz =yl = (x =gz = )"* = [(& = m)* + o+ (&0 — )"V,
Se n =3 o produto ponto usual é
(T,y) =2y =E&m + &ame + &ns,
onde x = (&1,&2,&3) ey = (m,m2,m3) € a ortogonalidade
(r,y)=z-y=0,
estao de acordo com o conceito elementar de perpendicularidade.

Exemplo 1.3.5 (Espago C[a,b]). O espaco C|a,b] nao é um Espago de Produto Interno,

portanto nao ¢ um FEspaco de Hilbert
De fato, nos veremos que a norma definida por por
= t
[l = max|z(t)]
J = la, b

nao pode ser obtida de um produto interno pois a a norma nao satisfaz a lei do paralelo-

gramo (1.11). Se tomarmos z(t) = 1 e y(t) = (t—a)/(t —b), nds teremos ||z|| = 1, ||y|| =1

x(t)+y(t):1—l—2:z
x(t)—y(t):1+z:z.

Portanto [|z+y[| = 2, [le—y|| = 1 e [|z+y|*+ [z —y||* = 5 mas 2(||z[|*+]|y[|*) = 4.

Finalmente mencionaremos o seguinte fato interessante. Sabemos que um produto
interno corresponde a uma norma que é dada por (1.6). E notdvel que inversamente
podemos “redescobrir’o produto interno da norma correspondente. De fato, podemos
verificar, por meio de um célculo direto, que para um espaco de produto interno real,

temos

(2.9) = (ke + P e~ y1) (113

e para um Espaco de Produto Interno complexo temos

Re(z,y) = 5(le + I ~ lz — o) (1.1

1 . .
Im{w,y) = 7(llx +iy|* = o = iy|*)
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1.3.1 Outras propriedades do Espaco de Produto Interno

Primeiramente, verificamos que (1.6) define uma norma: (N1) e (N2) seguem de
(PI4). Além disso (N3) é obtido da utilizagao de (P12) e (PI3); de fato,

laz||* = (az, ax) = av(z, z) = |af*||=|*

Finalmente, N(4) estd incluido na Desigualdade de Cauchy Schwarz e desi-
gualdade triangular que veremos a seguir.
Um produto interno e as normas correspondentes satisfazem a desigualdade de

Cauchy e a desigualdade triangular a seguir.

Teorema 1.3.6. Seja X um espaco de Hilbert com produto interno (-,-). Se z,y € X

entao:

(a)

[z, )| < ||z||||ly]] Desigualdade de Cauchy (1.15)

(b) Essa norma também satisfaz
|z 4yl = ||lz|| + ||yl Desigualdade triangular (1.16)

onde o sinal da igualdade € valido se e somente se y =0 oux = cy (creal, 2 0).

Prova. (a) Se y = 0 entdo (1.15) é vélido desde (z,0) = 0. Sejay # 0, para todo escalar
a nds temos

0= lz—ayl*=(z—ay.z—ay)

(z,2) —a(z,y) — al{y, ) — (y,y)].
O

Vemos que a expressao nos colchetes é zero se escolhermos @ = (y,z)/(y,y). A
desigualdade restante é
R L
(v, 9) lyll?
aqui usamos (y, z) = (z, y). Multiplicando por ||y||? , transferindo o 1iltimo termo para a
esquerda e extraindo raizes quadradas, obtemos (1.15). A igualdade ocorre se e somente
se y = 0 ou ||z — ay|| = 0 portanto, x — ay = 0 de modo que r = ay mostrando a

dependéncia linear.
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Prova. (b) Com a prova de (1.16), nds temos
Iz +yllI* = (z +y. 2 +y) = |2]* + (@,9) + (y,2) + [ly]*

da inequagao de Schwarz,
()] = [y )| = (|2 llyll-

Pela desigualdade triangular obtemos
lz+ylI* < llzll* + 20z, »)] + [yl
< el + 2l iyl + llyll?

= (llll + llyl)*.

Extraindo raizes quadradas em ambos os membros teremos (1.16). A igualdade se dar se

e somente se
(z,y) + (y, ) = 2[|z[|[|y[]-
O segundo membro é 2Re(x,y), onde Re denota a parte real. Desta afirmagao e

de (1.15), temos que
Re(z,y) = [lz|[llyll 2 [{z, y)|

Uma vez que a parte real de um ntimero complexo nao pode exceder o valor
absoluto, devemos ter igualdade, o que implica em dependéncia linear por (1.8), dizemos
que y = 0 ou z = cy. mostramos que ¢ é real ndo negativo. De (1.8) com o sinal de
igualdade, temos Re(x,y) = |(z,y)|. Mas se a parte real de um nimero complexo é igual
ao valor absoluto, entao a parte imaginaria deve ser zero. Portanto (z,y) = Re(x,y) = 0
de (1.8)(1.9)(1.10), e ¢ = 0 segue de

0= (z,y) = (ey,y) = c|ly[|*.

1.4 Conjuntos e Sequéncias Ortonormais

A ortogonalidade dos elementos, definida anteriormente, desempenha um papel
fundamental no produto interno e nos Espacos de Hilbert. De interesse particular, os
conjuntos cujos elementos sao ortogonais em pares. Lembramos de uma situacao nos
espacos euclidianos R?. No espaco R?, um conjunto desse tipo é o conjunto dos trés vetores
unitarios nas diregoes positivas dos eixos de um sistema de coordenadas retangulares.
Chamamos esses vetores de eq, ey, e3. Estes vetores formam uma base para R? (base

canonica) de modo que cada z € R? tem uma representagio tinica

T = €] + iaeg + (v3es3.



15

(Ver Figura 1.1).

Na Figura 1.1 apresentamos os vetores e, e € e3 no espaco R3.

€1

Figura 1.1: Conjunto Ortonormal {e1, €3, e3} no R? e representagao do x = aye; + ages +

a3€3

Agora vemos uma grande vantagem da ortogonalidade. Dado um x, podemos
facilmente determinar os coeficientes aq,as, a3 aplicando produtos internos. De fato,

para obter «q, devemos multiplicar essa representacao de x por ey, isto é
(z,e1) = ar{er, e1) + az(es, e1) + ases, e1) = au,

e assim por diante.
Em espagos mais gerais do produto interno, existem possibilidades semelhantes
para o uso de sequéncias ortogonais e ortonormais. A aplicacdo de tais conjuntos e

sequéncias faz parte de toda a teoria do produto interno e dos Espacos de Hilbert.

Definigao 1.4.1 (Conjuntos e Sequéncias Ortonormais). Um conjunto ortogonal M num
espaco de produto interno X é um subconjunto M C X tal que seus elementos sao orto-
gonais em pares. Um conjunto ortonormal M C X e um conjunto ortogonal em X cujos

elementos possuam norma 1, isto € para todo x,y € M,

<x,y>={ 0 s 7Y (1.17)

1, se z=y
Se um conjunto ortogonal ou ortonormal M é contavel, podemos organiza-lo numa
sequéncia (x,) e chama-lo sequéncia ortogonal ou ortonormal respectivamente.
De modo geral, um conjunto indexado, ou uma familia (z,),a € I é chamado de
ortogonal se z, L xg, e para todo o, 8 € I, a # . A familia é chamada ortonormal se é

ortogonal e se todo (z,) possuir norma 1, para todo a, 8 € I, isto é,
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0 se a#p

e o (1.18)

(Tay Tg) = Oap = {
0ap € 0 delta de Kronecker. Em qualquer subconjunto M de X podemos sempre encontrar
uma familia de elementos de X em que o conjuntos dos elementos da familia seja M. Em
particular, podemos tomar a familia definida pela injetividade natural de M em X, isto
é, a restricao de M para aplicacoes definidas * — = em X.

Vamos considerar agora alguns exemplos e propriedades simples de conjuntos
ortogonais e ortonormais. Para os elementos ortogonais x,y temos (z,y) = 0 de modo

que obtemos prontamente a relagao pitagérica. (Ver Figura 1.2).

I+ ylI* = [lz]1* + [yl (1.19)
Xty

l|x +yl|

[yl

||
Figura 1.2: Vetores Ortogonais da Relacao Pitagérica

A Figura 1.2 mostra um exemplo familiar. Mais generalizado, se z1, ..., z, é um

conjunto ortogonal, entao,

oy + ..+ 2| = ||zl + o+ |zl (1.20)

De fato, (x;, zx) = 0 se j # k; consequentemente

n
2
i=1

Lema 1.4.2 (Independéncia Linear). Um conjunto ortonormal € linearmente indepen-

n

= <ij,2xk> = ZZ(xﬁxk> = Z<$j7$j> = ZHJ"JHQ

j=1 k=1 j=1

dente.

Prova. Tomando ey, ..., e,, ortogonais e considerando a equagao

are; + ...+ aye, = 0.
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Multiplicando por um e; fixo, temos

n n
<Z akek;€j> = Z%@k; ej) = a;{ej, e5) = a; =0
k=1

k=1
onde prova a independéncia linear para qualquer conjunto ortonormal finito. Isso também

implica independéncia linear se o conjunto ortonormal dado for infinito, pela definicao de

independéncia linear . ]

Em C([a,b]) podemos definir um produto interno associado a uma fungao peso

w(z), da seguinte forma:
(1:9) = [ @g@yala) da, (1.21)

onde w(z) é uma fun¢ao nao negativa. Pode-se verificar que (1.21) é um produto interno
sobre C(]a, b)), além disso, ((C([a,b])), (-, )w) é um espago de Hilbert.

Exemplo 1.4.3 (Espaco euclidiano R?). No espaco R3, os trés vetores unitdrios
€1 = (17 07 0)7 € = (07 17 O>7 €3 = (07 07 1);

com direcoes dos trés eixos de um sistema de coordenadas retangulares formam um con-

Junto ortonormal. (Figura 1.1)

Exemplo 1.4.4 (Fungdes Continuas). Dado X, um espago de produto interno de todas

as fungoes continuas de valor real em [0,2x] com produto interno definido por

2
(2, y) = /0 (D))t (1.22)
Uma sequéncia ortonormal em X € (uy), onde
U, (t) = cosnt
n=0,1,...
Outra sequéncia ortogonal em X € (v,), onde

v, (t) = sen nt

De fato, da integracao nos obteremos

o 0 se m#n
(U, Up) = / cosmt cosnt dt = T se m=n=12 . (1.23)
0

2t se m=n=20
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andlogo para (v,). Consequentemente uma sequéncia ortonormal é (ey), quando

1 un(t)  cosnt
eolt) = —=, enlt) = =
V2 lunll V7
(n=1,2,..)
De (v,,) nds obtemos a sequéncia ortonormal (€,), onde
en(t) = U (1) _ sennt
lonll /7
(n=1,2,...)

Note que temos mesmo u,, L v, para todo m e n . Estas sequéncias aparecem
na Séries de Fourier . Outras sequéncias ortonormais de importancia pratica serao vis-
tas posteriormente. Uma grande vantagem das sequéncias ortonormais sobre sequéncias
linearmente independentes arbitrarias é a seguinte: Sabe-se que um dado x pode ser
representado como uma combinacao linear de alguns elementos de uma sequéncia orto-
normal, em seguida, a ortogonalidade faz a determinacao dos coeficientes reais. De fato,
se (e, ez,...) ¢ uma sequéncia ortonormal de um espago de produto interno X e temos

que = € span {ey, ...,e,} onde n é fixo, entao

n
T = E O,
k=1

e se tomarmos um produto interno de um e; fixo, obteremos

n n
(x,e;) = E Qgey, ej ) = E ailer, €j) = a;. (1.24)
k=1 k=1
Com esses coeficientes torna-se

n

xr = Z(w,ek)ek (1.25)

k=1
Outra vantagem da ortogonalidade aparece, se em (1.24) e (1.25) adicionarmos outro

termo «a,,11€,41, para tratar de
T=2a+ apy1€n41 € span {e1,...,en};

entao precisamos calcular apenas mais um coeficiente, ja que os outros permanecem inal-
terados. De forma mais geral, se considerarmos qualquer x € X , nao necessariamente
em y = span{ey, ..., e, } podemos definir y € Y por

n

y= Z(%ek)@m (1.26)

k=1
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onde n é fixo , como antes, e z definido por
r=y+=z

isto é, z = x — y. queremos mostrar que z L y. Observe que todo Y,, € Y é uma

combinagao linear
n
Y= E QL Ck-
k=1

Aqui ap = (y,ex), queremos escolher um particular ap = (x,ex),k = 1,...,n
obteremos um y tal que z = x — y L y. Para provar isso, notemos primeiramente pela

ortogonalidade

lyll” = <Z<x,ek,>ek,z<x,em>em> = 3 e, en)? (1.27)

Usando isto, nés podemos mostrar agora que z L y :

(z,y) = (x —y,y) = (7,9) — (¥, ¥)

= (2.3 (@ exden) — llylP?
= (zewen) = ) [z, e =0
Dai, a Relagao Pitagérica (1.19) temos
1" = llylI* + [l =[I*. (1.28)

De (1.27) segue que
1211? = llell = Dl e . (1.29)

Dado ||z|| 2 0 temos para cada n = 1,2, ...

> e en)l” < Jz” (1.30)
k=1

Estas somas nao possuem termos negativos, de modo que formam uma sequéncia monétona
te. Est énci 5 limitad 2 t éncia d
crescente. Sta sequerncla converge por que € limitada por || . esta ee a sequencla de

somas parciais de uma série infinita, que assim converge.

1.4.1 Conjuntos e Sequéncias Ortonormais Totais

Uma familia ortonormal total em X pode ser chamada de base ortonormal para
X. E importante lembrar que esta nao é uma base no sentido da algebra, a menos que X

seja um espaco vetorial de dimensao finita.
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Em todo Espago de Hilbert H # {0} existe um conjunto ortonormal total. Para
um H de dimensao finita isto é claro como foi dito anteriormente. Para um H separavel
de dimensao infinita, segue o processo de Grand-Schimidt por indugao. Para um H
nao separavel de dimensao infinita, usa-se o Lema de Zorn. Este lema e o conceito de
separavel, pode ser encontrado em [2] p.210 e p. 21, respectivamente. Todos os conjuntos
ortonormais totais num dado Espago de Hilbert H # {0} tem a mesma cardinalidade ,
que ¢ dito como dimensao de Hilbert ou dimensao ortogonal de H. (se H = 0 a dimensao
¢ definida como 0). Se H ¢ de dimensao finita, a dimensao de Hilbert é a dimensao no
sentido da algebra. Para um H de dimensao infinita separdavel, seria dito como Espaco
de Hilbert Separavel cujo teorema se encontra em [2|p.171 cuja prova nao demostraremos

aqui.

Defini¢ao 1.4.5. Um conjunto total (ou conjunto fundamental) em um espag¢o normado
X , é um subconjunto M C X cujo span é denso em X. Esta definicao de conjunto denso
pode ser encontrada em [2]p. 21. Da mesma forma que um conjunto ortonormal (ou
familia de sequéncias) em um espago de Produto Interno X que é total em X, é chamado

de conjunto ortonormal total.

M ¢é total em X se e somente se
span M = X.

Teorema 1.4.6 (Totalidade). Dado M um subconjunto de um Espago de Produto Interno

X, temos:

(a) Se M € total em X, entdo existe x € X ndo nulo que seja ortogonal a cada elemento
de M. Assim,
r1lM=—=2=0 (1.31)

(b) Se X ¢é completo, implica que M € total em X .

Prova. (a) Dado um H, completo de X. Entao X é denso em H pois é subespaco de H.
Por hipétese, M é total em X de modo que span M é denso em X, portanto, denso
em H. O lema da densidade pode ser encontrado em [2|p. 149, isto implica que o
complemento ortogonal de M em H é {0}. Portanto, se x € X e x L M, entdo
x = 0.

(b) Se X ¢é um Espaco de Hilbert e M satisfaz essa condigao de modo que M+ = {0},
entao pelo lema da densidade de um conjunto, implica que M ¢é total em X.
]
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A completude de (b) é essencial. Se X nao for completo, ndo pode existir um
conjunto ortonormal M C X tal que M seja total em X. Esse exemplos podem ser
encontrados em (Dixmier 1959) em também em (N. Bourbaki 1955 p. 155) Outro critério
importante para a totalidade pode ser obtido pela desigualdade de Bessel. Para isso,
consideraremos qualquer conjunto ortonormal M em um Espaco de Hilbert H. Pelo lema
dos coeficientes de Fourier, [2|p.165, sabemos que cada = € H fixo, possuem muitos
coeficientes de Fourier nao nulos, de modo que podemos organiza-los em uma sequéncia

denotada por (x,e1), (x,es), ....

Z|(m,ek>|2 < ||z|? (Desigualdade de Bessel) (1.32)
k

com o primeiro membro sendo uma série infinita ou uma soma finita. No caso de igualdade,

tem-se a Relagao de Parseval
> N, en)? = ||z (1.33)
k

e produz outros critérios para a totalidade que veremos a seguir.

Teorema 1.4.7 (Totalidade). Um conjunto ortonormal M em um Espaco de Hilbert H

¢ total em H se e somente se para todo x € H a Relacao de Parseval é vdlida.

Prova. (a) Suponha por absurdo, que M nao é total, pelo teorema anterior da totalidade,
existe um x # 0,2 L M em H. Dado que x L M , em (1.33) (Relacao de Parseval),
temos que (x, e;) = 0 para todo k e o primeiro membro dessa relacao é zero, enquanto
que ||z]|? # 0. Isso mostra que a relagio de Parseval ndao se mantém. Portanto, se

a relagao de Parseval para todo x € H ¢é valido, entao M ¢ total em H.

(b) Agora suponha que M seja total em H. Considere qualquer x € H e seus coeficientes
de Fourier nao-nulos dispostos em uma sequéncia (x,e;), (x,es), ..., ou escritos em

alguma ordem, desde que haja uma grande quantidade finita. Definimos y por
Y= Z(x, ek) €k, (1.34)
k
Observando que no caso de uma série infinita, a convergeéncia resulta do teorema da

convergéncia que pode ser encontrada em [2] p.164. Vamos mostrar que x —y L M.

Para cada e; em (1.34), e usando a ortogonalidade, temos

<$ - y7ej> = <.1', ej> - Z<x7 €k><€k>€j> = <x7€j> - <x7€j> =0
k
E para cada v € M nao contido em (1.34) temos que (x,v) = 0 de modo que

(x —y,v) = (x,v) — Z(m,ek>(ek,v) =0—-0=0.

k
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Para todo z —y L M, isto é z —y L M*. Como M é total em H, temos M+ = {0}
de [2]p.149. Juntos x —y = 0 ou seja, x = y. Usando (1.34) e a ortogonalidade

novamente, obteremos (1.33) de

z]|* = <Z<x,ek)ek,z<x,em)em> = (zex)(x, ex).

k m k

e isto completa a prova.



Capitulo 2

Aproximacoes Polinomiais

2.1 Toerema de Weierstrass

Para justificar o uso de polinomios para aproximacao de fungoes continuas, apre-

sentaremos o seguinte teorema segundo [1].

Teorema 2.1.1 (Weierstrass). Sejam f(x) uma funcao continua definida no intervalo

[a,b] e um nimero positivo € > 0. Entao exite um polinomio p(x) tal que
[f(z) —px)| <€, a<z<b (2.1)

Existem muitas provas desse resultado e de suas generalizagoes. Aqui apresenta-

remos apenas uma prova construtiva.

Prova. Suponha [a, b] = [0, 1] Definiremos

o =Y <Z>f (%) (1 — 2yt 0

k=0

N
S

N
—_

Dado um f(x) limitado em [a, b], entdo
lim p,(z) = f()
em qualquer ponto x onde f é continua. Se f(x) for continua para cada = em |a, b, entao

pn, converge uniformemente para f nesse intervalo, isto é

max |f(x) — p(x)] — 0, com n — 00. (2.2)

[sso mostra uma maneira explicita de encontrar um polindmio que satisfaga a conclusao do
teorema. A prova desse resultado pode ser encontrada em [3] juntamente com propriedades
adicionais dos polinomios de Bernstein. Eles imitam muito bem o comportamento da
funcao f. Se f(x) é r vezes continuamente diferenciavel em [0, 1], entao

") () — p(r)
Dax |f"(x) —p'"(x)] = 0, com n — Q.
23
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Entretanto, neste caso a convergéncia em (2.2) é geralmente muito lenta. Por exemplo,
se f(z) = 2%, entdo
lim n[p,(z) — f(2)] = 2(1 — z)

n—oo
e assim

1
2
n — ~ —x(l—

para grande valores de n. O erro nao diminui rapidamente mesmo para aproximar um

caso trivial como f(z) = 22 O

2.2 Teorema de Taylor

Muito utilizado na Anélise Numérica, o Teorema de Taylor apresenta um método

relativamente simples para aproximar fungoes f(x) por polinémios conforme [1].

Teorema 2.2.1 (Teorema de Taylor). Dados f(x) com n + 1 derivadas continuas em

la,b] para algum n >0 e x,x¢ € [a,b], entdo

f(@) = pa(2) + Rpsr () (2.3)
pula) = flan) + P gy g P g (2.4)
Rusali) = 5 [ o=ty g0 dr = =20 g 25)

para algum & entre xy e x.

Prova. A derivagao de (2.3) é dada na maioria dos textos de calculo. Usando a integragao

e xo/f

repetindo n vezes para obter as equagoes (2.3) a (2.5) com a integral de R, i(x). A

por partes em

segunda forma de R,,,1(x) é obtida usando o teorema da integral do valor médio ([1]p.4),
com w(zx) = (x —t)". O

Usando o Teorema de Taylor, obtemos as seguintes férmulas:

5132 " mn—i—l

=1 =+ += s 2.6
e +x+2—|— +n!+(n—|—1)!e (2.6)

1'2 .1:4 " xZn i x2n+2
cos(zx) =1— ot T (—1) o T (—1) 2o cos(&;) (2.7)

P B L2n-1 L2nt
— Lz —1) ! 1) - 2.8
sen(z) =@ —gp 5 A GV gy U g g ees&) o (28)
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(14+2)*=1+ (T)x—l— <g>x2 +o+ <z>x"+ <nil>$ (2.9)

« ala—1)..(a—k+1)
(k) k! k Y 737 Y

para qualquer « real. Para todos os casos, o ponto desconhecido &, esta localizado entre

com

z e 0. Um caso importante de (2.9) é

1 n+1
—— =14zt . 2"+ T # 1. (2.10)
1—=x 11—z
No caso de o = —1, substituiremos x por —z. O restante pode ser provado multiplicando

ambos os membros de (2.10) por (1 — z) e simplificando em seguida. Reorganizando,
encontraremos a féormula par uma série geométrica finita

1 — l‘n+1

l+x+2°+.. +2"= x# 1. (2.11)

11—z
As representacgoes em séries infinitas para as fungoes do primeiro membro das férmulas de
(2.6) a (2.10) serao obtidas quando n — co. As séries infinitas de (2.6) a (2.8) convergem
para todo x, e as (2.9) e (2.10) convergem para |z| < 1.

A férmula (2.11) leva a série geométrica infinita

1 o0
= >k, lz| < 1. (2.12)
k=0

O Teorema de Taylor é o primeiro meio para a aproximacao de uma funcao, e é frequente-
mente usado como aproximacao preliminar para calcular alguma aproximagao mais efici-
ente. Veremos com um exemplo, porque a aproximacao de Taylor nao é particularmente

eficiente.

Exemplo 2.2.2. Encontre o erro de aprorimacao de €* usando o polinomio de Taylor de
terceiro grau ps(x) no intervalo [0,1] expandindo sobre x = 0. Note que,

1 1
p3(z) =1 :m+§w2+6m3

1
e’ —p3(x) = Ry(x) = ﬂx‘leg (2.13)

com & entre x e 0. Para examinar cuidadosamente o erro, faremos

ﬂx‘lge‘”—pg(aﬁ)giafl, 0<z<l1
R Ly
gx ée—pg(:r)éﬁx, -1<2<0

O erro aumenta se aumentarmos |x|, e calculando diretamente temos,

max |e” — ps| ~ 0.516 (2.14)

—1<z<£1
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O erro nao ¢ distribuido uniformemente no intercalo [—1, 1], como podemos ob-
servar na figura abaixo. E muito menor perto da origem do que nos extremos —1 e 1.
Essa distribuicao desigual do erro é tipico do Resto de Taylor. Significa que a melhor

aproximacao ocorre com polinomios de mesmo grau.

2.3 Problema dos Minimos Quadrados

A aproximacao por Minimos Quadrados é uma melhor alternativa em relacao aos

polinomios de Taylor. Denotemos

lglls = / 9@ de, g eClab. (2.15)

Esta ¢ uma norma que satisfaz as mesmas propriedades definidas no Cap. 1 e é uma
generalizacao da norma Euclidiana para R"™.

Seja uma fungao f € Cla,b] e n > 0, definiremos
M () = inf [ vl (216)

Existe um polinémio 77 (com grau menor ou igual a n) que minimize a expressao

Mo (f) = [If =2l (2.17)

Consideremos calcular o erro médio na aproximagao de f(x) por r(z). Para um inteiro

m > 1, definiremos z; por

1\ /b—
xj=a+(j—§>< m“) j=1,2,...m.

Estes sao os pontos médios de m, subintervalos uniformemente espagados de [a, b]. Entao

um erro médio de aproximagao de f(z) por r(z) em [a,b] é

:1m 1/2
1 e 2 b_a
- nggo{b_a;m ) =l (= )}
1 b )
- _b_a\//a (@)~ (@) da
£ = rll

E =

Assim a aproximacao por Minimos Quadrados terd um pequeno erro em [a, b]. E

é chamada de erro da raiz quadrada média na aproximagao de f(z) por r(z).
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Exemplo 2.3.1. Sejam f(z) =e*,—1 <z < 1, er(x) = by + byz, minimizar
1
If —7rill5 = / [e” — by — byx])? dz = F (b, b1) (2.18)
-1

Se desenvolvermos a integral, entao F(bg,by) € um polinémio quadrdtico em by e by.
1
F(bo, bl) = / {62z + bg + b1I2 — 2b06$ - 26$b1{[‘ + 2boblx}d$ (219)
—1

Para encontrar o minimo, faremos derivadas parciais

oF oF
o " a6

que € uma condi¢ao necessaria em um ponto minimo. Em vez de diferenciar na integral

dada anteriormente, diferenciaremos a integral em

(r7)

OF L OF Lo
0_8_170_ 060[6 — by — by ] d:v—Q/l[e — by — bix](—1)dz

1
—2/ [e” — by — byx]dr = 0 = by = sinh(1) =~ 1,1752

1

OF LoF ) !
= — = — — — 2 r __ _ _
0 0, b —[e" — by — biz]“dx = /—1[6 by — biz](—x)dx

1
—2/ [ze” — box — by2®)dz =0 = by = 3e™ ! ~ 1,1036

1

ri(z) =1,1752 + 1,1036z (2.20)

Com " H
7112
K L2 %~ 0,162
b Vb —a
(r3)
or LoF 1
0=a0 = | am ~ho b bpr®|*dx = 2/1[6"” — by — by — by?)(—1)dz =

1 -
:_2/ [em_bo—b1$—b2x2]d$:0:>3b0+b2: 362 3
1 e

OF oF 1
O / o, 1€~ b~ b = by e = 2/_1[6"’6 — by — by — bya] (—x)da =

1 bo$2 3
= —2/ [ze® — box — bia? — b2x3]dx =0= -2 [mez — e’ — — — =0
1 2 3 4
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= b =3¢ ~1,1036

F L oF !
0= g_bg = » g—b2[ex — by — byx — bo2®Pdx = 2 /_1[6z — by — b1w — by2?)(—2?)dx =
1 bord bzt borS1t
= —2/ [2%e” —byr® —b2® —box?]dr = 0 = —2 |e"(2® — 21 + 2) — o 2t =
» 3 4 5 |,
= 10by + 6by = 15(e — 5e ™)
Resolvendo o sistema,
3bp + by = 3,5256
106y + 6by = 13,18327
temos,
by = 0,997416, b, = 1,1036, e by = 0, 536726
por fim,
ri(x) = 0,997416 + 1, 1036z + 0, 5367262 (2.21)
Com .
E— M ~ 0,026
b—a
(r3)
F L oF !
0= or = a—[e$—bo—b1x—ng2—ng3]2dx = 2/ [e” —by—byx—byx? —bsz®](—1)dx =
dbo _1 Obg -1
1
= —2/ [e — by — bix — box?® — byz®]dw =
-1
blCL’Q bg[[‘g bg[E4 !
= —2|e" — byr — - - =0
[e R T
3e? -3
= 3y + by = =
or ' OF 2 372 ' 2 3
0=—= —[e*—by—byx—byx"—bsz’|*dx = 2 | [e"—by—bix—box”—b3x’]|(—x)dx =
Oby )4 0by 1

1
= —2/ [ze® — box — bya® — box® — byx?]de =

1

— _9 x z bOZL’Q b1$3 bQ(L’4 bgl’s ! —0
e T T B E

= 5b; + 3b3 = 15¢ 1
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F LoF !
0= 8_ = / 8—[ex—bo—blx—ngQ—b31:3]2dx = 2/ [€” —by—byx—bya® —bs2®|(—2?)dw =
Oby _1 0by 1

1
= —2/ [%e® — box® — bia® — box* — byz®)dx =

1

bo[EB b1I4 bQCL’S b3$6 !
=2 |e"(x* — 22 +2) — - - — =0
{e (z T +2) 3 1 F 6

= 10by + 6by = 15(e — 5e 1)

OF A !
0=—= —— " —by—b1x—byx* —b32’|?dx = 2/ [e” —by—byz—byx? —b32”](—2®)dx =
0bs 1 Obs 1
1
= —2/ [23e® — boz® — biw* — box® — bya®)dr =
-1
bofL‘4 blfL'B b2$6 bg!L’7 !
[a: e e’(x r+2) 1 3 5 7
= Tby + 3b3 = 35(86_1 — 6)
Resolvendo os sistemas,

3bp + by = 3,5256

10y + 6by = 13,18327
e

501 + 3b3 = 5,51819

7by + 5by = 7,86638
temos,

bp = 0,99629,b; = 0,997955,by = 0,536722 e by = 0,17614
por fim,
ri(z) = 0,99629 + 0,997955x + 0, 5367222% + 0, 176142° (2.22)
Com .
gl =rl g o3

vb—a
2.3.1 Generalizacao do Problema dos Minimos Quadrados

A teoria da existéncia, unicidade e construcao de aproximacoes por minimos
quadrados, serda dado no Capitulo 3, usando a teoria dos polindmios ortogonais. Seja
w(z) uma fungdo peso nao negativa no intervalo (a,b) que pode ser fechado, assumindo

as seguintes propriedades:
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/ |z|"w(x) dx (2.23)

é integravel e finita para todo n > 0.

2. Suponha que
b
/ w(z)g(z) de =0 (2.24)

para alguma funcao continua nao negativa g(x). Entao, g(z) =0 em (a,b).

A seguir, estao as fungoes peso de maior interesse para nds neste trabalho

w(r)=1 a<x<b
w(x):; —1<z<1
V1— 22
w(x)=e" 0<zr<o
wz)=e™ —00 < x <00

Para um intervalo finito [a, b] dizemos que:

Dado g € [a, b], existe um polindomio 77 (x) de grau < n que minimiza

b
/ w(@)[f(z) - r(0)]? dz (2.25)

A prova para tal situagao serd apresentada no Capitulo 3, secao 3.3.



Capitulo 3
Polinomios Ortogonais - Teoria (zeral

Os polinomios ortogonais fazem parte de uma familia de fungoes ortogonais muito
usadas na matematica. Funcoes ortogonais sao caracterizadas pelo produto interno nulo,
andlogo a definicao de vetores ortogonais, onde podemos estabelecer o conceito de or-
togonalidade num conjunto de fungoes. Os polindomios ortogonais tém aplicabilidade em
muitos problemas mateméticos como na teoria dos codigos, fracoes continuas entre outros.
Neste trabalho, nos ateremos na area de aproximacao de fungoes.

Consideremos X = Cla,b] um espago vetorial de dimensao infinita, dotado de

produto interno (1.21) visto no Capitulo 1,

(1.9) = [ $@g()(o) da 3.)

onde w(z) é a fungao peso. E, assim, a norma induzida é

1= | |V @)Pul) ts] "

Seja Y = Pla, b] :={ conjunto de todos os polinémios}€ X . Conforme o Teorema
de Weierstrass 2.1.1, temos que Y é denso em X, isto é, para toda funcao continua definida
sobre [a, b], existe uma sequéncia de polindémio que convergem uniformemente para f.

Denotemos Y,, = P,[a,b] := {conjunto dos polinémios com grau < n}, é ficil

verificar que
Y =
i=0

Defini¢ao 3.0.1. Dado um produto interno {(-,-) em Y, uma sequéncia de polinomios
ortogonais € uma sequéncia de polinomios Py(z), Pi(x), Po(x), ... com cada P,(z) de grau

exatamente n, que satisfaz

0, se n#m

<Pum>:{

pn>0, se n=m
31
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3.1 Ortogonalizacao - Processo de Gram-Schimidt

Inicialmente, podemos obter uma sequéncia de polinomios ortogonais através do
método de ortogonalizacao Gram-Schimidt que sera apresentado no teorema a seguir
conforme [1]. A demonstracdo desse teorema, nos dé o processo de construgao de uma

sequéncia ortonormal total de polinémios.

Teorema 3.1.1 (Gram-Schimidt). Dado o produto interno (3.1), existe uma sequéncia

de polinomios P,(x)|n >0 com grau (P,) = n, para todo n e
(P, P,) =0, V n#m n,m>0. (3.2)
Além disso, podemos construir a sequéncia com as propriedades:
(1) (P,, P,) =1 para todo n;
(2) o coeficiente ™ em P, é positivo.
Com essas propriedades adicionais, a sequéncia P, é unica.

Prova. Mostraremos aqui um método construtivo e recursivo para a obtencao dos ele-
mentos da sequéncia, conhecido como processo Gram-Schimidt.

Dado Py(x) = ¢ uma constante. Tome ||Fy|| =1 e ¢ > 0. Entéo,

(P, Py) = 02/ w(z) d(z) =1

. [/abw(x) d(x)}

Para a construcao de P;(z), comegaremos por

—-1/2

Ql(l‘) =x + CLLQP()(‘T)

entdao (Q1, Py) = 0 implica 0 = (z, Py) + a1,0(Po, Fo)

- /abxw(:v) dx

[aore]

[Pl =1 (P1,Po) =0

a10 = —<1‘,P0> =

Q1(z)

assim Pj(x) = ———— e note que

1Q1()|
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e que o coeficiente de x é positivo. Para construir P, (), definiremos previamente
Qn(x) =2" + anp1Po1(2) + ... + anoPo(x) (3.3)
e escolher as constantes para fazer @), ortogonal com P; para j = 0,...,n — 1. Entao,
(Qn, P;) =0=a,,=(",P) j=01.,n-1 (3.4)

Dessa forma o P,(x) seré

_ Qu(2)

Pur) = 7= (3.5)
1Qnll2
[
1 L L
Exemplo 3.1.2. Dado w(z) = 5 em [—1,1] encontrar uma sequéncia de polinémios

ortogonais usando o processo de Gram-Schimidt.

Po(z)
c= {/_111 deﬂ: B/_lld:cl_l/zéc:li%( )=1
Py ()
SR R / = e
{/_lw(x) d:v} [/_15 d:v]
Qi(z)=2+0-1= Qi(z)=x
hile) = %ﬁi N Ull %; dx} iz = V3z
Py(z)

1

1
ago = — (2%, Py) = —/ §x2 dr = —
-1

N
—
—_ =
&
(Y]
oW
s
I
|
W =

1q 3 !
a2,1:—<x2,P1):—/ §$2\/§x dﬂ?:—g/ 2 dr=0

1 1
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1 1 1 1
a3,0=—<903,P0>=—/ 5:703 dx:—g/ 22 dr =0
—1 1

a3,1:—<a:3,P1>:—/ §$3\/§£€ dx:—\/T_/ zt dx:—%
-1

-1

Y1 .5 5 (!
age = —(2°, Py) = —/ —x3§(3x2 —1)de = —% (3202 — 1) do =
1
—\/—3 32> — 22 dr =0
4 ),

[\]

Q3(l‘) = ZL’3 —|— a372P2<CL’) + CL3’1P1(ZL’) + agvopo(l')
3
3

Qs(r) = 2° — 5x

B Qg(I) B r — - .133 — gl’

sl T
/.

Ps(x)

5 ) 2

—-(*-%)%

A sequéncia Py(x), P(z), Py(x), P3s(x) formam uma sequéncia de polinomios or-
togonais.

Observe que a figura 3.1, nos mostra o grafico dos Polinomios Ortogonais do

exemplo 3.1.2, construidos através do Processo de ortogonalizacao Gram-Schimidt.
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Py

14 P2
—_— Y 0 T T
-1 10.5 . 1

-qs54
A%
Figura 3.1: Grafico dos Polinomios Ortogonais construidos através do Processo Gram-

Schimidt

3.2 Propriedades Gerais

Vejamos algumas propriedades de polindomios ortogonais que usaremos no Capitulo

4, para desenvolver os polindmios ortogonais mais utilizados nas literaturas.

Teorema 3.2.1. Toda subsequéncia P, (x), P,,(x),... de uma sequéncia de polinomios

ortogonais { P,(x)|n > 0} forma um conjunto de fungoes linearmente independentes.

Prova. Suponhamos por absurdo, que existe uma subsequéncia P, (z), P, (z), ..., P;, () e

coeficientes aq, ao, ..., a,, com pelo menos um deles diferente de zero, tais que o polindmio

p(2) = 1P, (2) + 4Py (&) + .. + an P, ()

¢ identicamente nulo. Logo,

Suponhamos também um &k , 1 < k& < m tal que a; # 0. Entao,

{p(2), Pyy) = Z%‘(Pij (2), Pj(2)) = a (P (), Py (x)). (3.7)
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Como(P;, (x), P, (x)) # 0, por (3.5) e (3.6) temos um absurdo, concluindo assim a nossa

prova. [

Corolario 3.2.2. Se o polinomio p(x) € de grau menor ou igual a m, entdo p pode ser

unicamente representado por
p(z) = agPo(z) + ... + apPp(x)

com coeficientes reais ag, ..., Gy, dados por

(p(z), Pi())
(Pi(), Pi())’

Prova. Isso é uma consequéncia do teorema 3.2.1. Como Y,, é um espaco linear de di-

ag = k:(),l,...,m

mensao m+1 e Py, ... P, ¢ um conjunto de m+ 1 elementos linearmente independentes de
Y., eles formam uma base de Y,,. Entao, cada um elemento de Y, pode ser unicamente

representado como combinacao linear dos outros. De fato, temos
(p(2), Pr(x)) = ao(Po(x), Pr(2)) + ... + ar(Pi(2), Pe(7)) + . + am(P(2), Pi())

= ap(P(x), Pe(1)).
Portanto, pela definicao de polinémios ortogonais,

), Ple))
ERTAENARY

]

Teorema 3.2.3. Seja {P,(z)|n > 0} uma familia de polinémios em (a,b) com a fungdo
pesow(x) > 0. O polinomio P, (x) possui exatamente n raizes reais e distintas no intervalo

(a,b).

Prova. Dados x1,xa, ..., Z,, todos os zeros de P,(x) de modo que
l.a<z<d
2. P,(z) muda o sinal de z;

Como o grau de P,(x) = n, trivialmente temos m < n. Suponhamos por absurdo que
m < n Definiremos
B(z) = (x — x1)...(x — zp,)

Pela definicao dos pontos x1, z, ..., Z,,, 0 polinomio

P,(x)B(z) = (x — x1)...(x — x,) Pp()
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nao altera o sinal em (a,b). Para isso, as suposi¢oes sobre z1, z, ..., T, implicam
P.(x) =h(x)(z —x)™ .. (x — zp)™
com cada r; impar e com h(z) ndo mudando o sinal em (a,b). Entao,
P.(z)B(z) = (x — z)" (2 — 2,,) ™ h(z)

consequentemente dessa conclusao segue que,

/ w(2) B(x) P, (2) dz 4 0

desde que B(z)P,(x) # 0. Mas como o grau de (B) = m < n o corolario do teorema 4.3
de [1]p.212, temos que

b
/ w(z)B(z)Py(x) de = (B,P,) =0
mostrando assim o absurdo. O

Teorema 3.2.4 (Relagao de Recorréncia de Trés Termos). Seja {P,} uma sequéncia de

polinémios ortogonais em (a,b) com a fun¢do peso w(x) > 0. Entao,

Poii(z) = (Y12 + Bp) Pu(2) — a1 P (2) (3.8)
com condigoes iniciais P_1(x) =0, Py(x) = 1, 0p11, Bn, 1n ER,n > 1€

an+1,n+1 o <Ipn7 Pn> o Yn+1 <Pn7 Pn)
A 7N N Iy T

Tn+1 = (3-9)

Prova. Seja P,(z) = apn2"™ + ... + ap12 + apo. Como xP,(z) é um polinomio de grau
n + 1, entao podemos escrever

n+1

zP,(z) = Z b P;(z)

Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igualdade

acima, temos ay, n = by410n41,n41. Entao,

An.n
bp1 = ———.
an+1,n+1

Porém, das relagoes de ortogonalidade,

(xP,, Pj) = / P, (z)zPj(x)w(z) dr =0,5 <n—2.

Assim,
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Logo, b; = 0 se 7 <n — 2 e temos a expressao

1 bn—l bn
Pasi(@) = ——aPy(2) = 1P, 1 (1) — 2P (),
anrl anrl bn+1
com
1 bn bn—l
Tn+1 = s B = y Qnyl = .
bn-l—l bn+1 bn+1
a
Agora calculemos os valores de ¥,11, Bni1 € Qpy1. Como b,y = B temos Yoy =
an+l,n+1
Ap+1n+1
An.n

De (3.8), obtemos

0= <Pn+1apn> = f)/n+1<xpnapn> - 5n+1<PnaPn> - an+1<Pn—1aPn>7

Entao,
_ (2P, )
Analogamente,
0= <Pn+1; Pn71> = Tn+1 <xPn7 Pn71> - 5n+1 <Pn7 Pn71> — Q41 <Pn717 Pn71>-
Logo,
<xPn7 Pn—1>
gl = Vgl ————————.

+1 = Tn+1 (Po1, Boy)

Mas, como
Pn<x> = (’an + Bn)Pnfl(x) - Oénpnf2(x)7

obtemos,

1 Bn o

xP,_1(x) = —P,(z) + —P,_1(z) + —P,_2(x).

Por outro lado, temos

b
(xPy,, P—1) = / 2P, (2)Py_1(x)w(x) de = (P,,xP,_1).

Entao,

1 ~ n 1
<Pn7xPn—1> = _<PnaPn> + B_<Pnapn—1> + a_<Pn7Pn—2> = _<Pn7Pn>

n Tn Tn Tn

Portanto,
Q1 = Tn+1 <Pn7 Pn)
" Tn Pn—17 Pn—l
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1

Exemplo 3.2.5. Consideremos o Ezemplo (3.1.2) onde w(x) = 3, com intervalo de

integracao [—1,1] a relagao de recorréncia de trés termos para os polinémios ortogonais
{P,(x)} € dada por

V2n +3v/2n + 1 V2n+3 n
= xP,(z) — P,_(x)
n+1 V2n—1n+1

para n > 1 e tomando Py(z) = 1 e Pi(x) = /3x. Utilizando esta relagio, podemos

V5

obter a sequéncia de polinémios Py(x) = 1, Pi(x) = V31, Py(x) = (322 — 1), P3(x) =

T2
VT 3 3 11
%— (x?’ — —x) ,Py(z) = §(35x4 — 3022+ 3) e Ps(z) = %(635’ — 702% + 15z).

Pn+1 (:C)

5
Teorema 3.2.6 (Identidade de Christoffel-Darboux). Seja { P (z)|n > 0} uma sequéncia
de polinomios ortonormais com a fung¢ao peso w(x) > 0. Entdo, eles satisfazem a sequinte

identidade

zn: Py(2)Py(y) _ P (@) Pay1(y) — Pa(@) P (y) (3.10)

—0 Tk Yns1(T —¥)

A demonstracao da Identidade de Christoffel-Darboux pode ser encontrada em

[5]p.42.

Teorema 3.2.7. Seja { P} (z)|n > 0} uma sequéncia de polinomios ortonormais. Os zeros

de Py (x) se entrelagam com os zeros de Py, (x),n # 1. Se

Tn1,Tn2s - Tnn
sao os zeros de Pr(x) e
Tn4+1,15 Tn41,25 -5 Tn+1,n+1

os zeros de Py (x) em ordem decrescente, entdo
Tn+1,1 < Tn,1 < Tn41,2 < Tn,2--- < Tnn < Tn41,n+1

Prova. Aplicando a identidade de Christoffel-Darboux aos zeros de Py, (x), obtemos

1 . ,
;Pn.s_l(ajnJrl,j)Pn(anrl,j) >0, 5=1,...n+1. (311)

Como os zeros de Py, (x), sdo reais e distintos, entao, pelo Teorema de Rolle, a derivada
de Py ,(z) tem um zero em cada intervalo (z,41;)P;(Znt15),J = 2,...,n + 1 assim,
P (2pi1j) € Pry(Tn41,-1) tém sinais opostos.

Por (3.11), P} (Znt15) € Py (®ni1-1) também devem ter sinais opostos pois
tém os mesmos sinais de Py | nesses pontos. Entao pelo Teorema do Valor Intermedidrio,
P*(x) tem um zero em cada intervalo (z,41-1,%nt+1,) J=2,...,n+ L

]

Exemplo 3.2.8. Vamos analisar as raizes de Py e Py do exemplo (3.1.2). Notamos que
Tay < X301 < Ty < T32 < Xy3 < T3 < Tqa,

se entrelacam e sao distintos confirmando o teorema.
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Figura 3.2: Entrelagamento das raizes de P3(z) e Py(x)

3.3 Problema dos Minimos Quadrados com utilizacao

dos Polinémios Ortogonais

b
Voltamos agora ao problema dos minimos quadrados gerais, de minimizar | w(z)[f(z)—

a
r(x)]* dx entre todos os polindomios de grau < n. Suponha que {Py(z)|k > 0} é uma
sequéncia de polindmios ortogonais com funcao peso w(x) > 0, tal que
1, se n=m
<Pn7Pm>:5n,m:{ ’

0, se n#m

Entao um polinémio arbitrario f(x), de grau < n pode ser escrito como

r(z) = by Po(z) + ... + b, Po(x). (3.12)
Para f € Cla, bl
If =l = [ wlo) [f(:r) S bBE)| dr=Gln b 319

Resolvemos o problema dos minimos quadrados minimizando G. Como fizemos anterior-

mente em 2.3.1, podemos definir
oG
ob;

Mas, para obter um resultado mais completo, prosseguiremos de outra forma. Para cada

0 i=0,1,..,n

escolha de qualquer by, ..., b,

0 < G(bo, s bn) = <f =S 0P f - szﬂ> —
j=0 i=0



41

n

= (1) =23 bslfi P+ 3 3 bibi(P )

J=0

= IFI5=2) bi(f, Py + D 0]
§=0 =0

=111 —Z<f7Pj>2+Z[<f>Pj> — byl (3.14)

=0
que pode ser verificado desenvolvendo o ultimo termo. Assim, G é um minimo, se e
somente se

b = (f, P}) i=0,1,...n

Entao a aproximacao por minimos quadrados existe, é inica e dada por

n

(@) =Y (f,P)P(x) (3.15)

=0
Além disso, de (3.13) e (3.14) temos,

n 1/2
If =7rallz = [Hf!l% =X AP
j=0
= VIFIE =l (3.16)
115 = Wl =+ 1Lf = 7l (3.17)

ES

Para a obtencao de 77 (), use
rr1(@) =ro(x) + (f, Poy1) Poga (). (3.18)
Teorema 3.3.1. Tomando [a,b] finito, temos que
lim || f =7l =0 (3.19)
n—oo
Prova. Da definigao de 77 como um polinémio que minimiza || f — r}||2, temos
If=rille = f =rillz = 2 1 f =il > - (3.20)

Dado um € > 0 arbitrario, entao pelo Teorema de Weierstrass, existe um polindémio Q(x)
de algum grau, dito m, para o qual
¢ b
max (o) = Q@ < S o=/ [ wlw) de

Da definigao de r*(x),

b 1/2

I = rile <17 = Qe = | [ w(@lro) - Qaas]
usando em (3.20),
If —rall <e

para todo n > m desde que € seja arbitrario. O



Capitulo 4
Polinomios Ortogonais Classicos

Visto um pouco da Teoria Geral no Capitulo 3, apresentaremos neste capitulo
trés classes de polindmios ortogonais classicos, a saber os polinomios de Legendre, de
Chebyshev e de Hermite. A construcao destes polinémios ortogonais se diferenciam pelo
intervalo de integragao [a, b] e a fungao peso w(x) da definigao do produto interno (1.21),
de acordo com a Tabela 4.1. Em todos os casos determinaremos a férmula de recorréncia
de trés termos (3.8) do Teorema (3.2.4) e determinaremos a aproximagcao da func¢ao con-
tinua f(x) = e”. Calcularemos os seis primeiros polinémios de cada classe de polinémios

e analisaremos o erro utilizando ao problema dos minimos quadrados.

Intervalo[a,b] | Func¢ao Peso w(z) | Polinémios Ortogonais

[-1,1] w(r)=1 Legendre
1

-1,1 w(r) = —— Chebyshev

(—00, 00) w(z) = e Hermite

Tabela 4.1: Tabela dos Polinomios Ortogonais com seus respectivos intervalos de inte-

gracao e fungao peso.

4.1 Polinémios de Legendre

Conforme a Tabela 4.1, quando a fungao peso w(x) = 1 e intervalo de integracao

[—1,1], os polinémios ortogonais sdao chamados de Polinémios de Legendre. Primeira-
mente, vamos usar a relacao de recorréncia de trés termos dada em 3.2.4.

_ 2n+1 n

Pn+1(9c) Con+1 xPn(x) B n+1

Pri(a) (4.1)

Utilizando 4.1 os seis Polinomios de Legendre, onde por defini¢ao da férmula de recorréncia

de trés termos 3.2.4 temos que P_i(z) =0 e Py(z) = 1, sdo:
42
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e Fazendo n = 0 na férmula (4.1) temos, Py(z) = laPy(z) — 0P_1(z) = x

3 1 1
e Fazendo n = 1 temos, Py(z) = §$P1($) — éPo(x) = 5(3x2 —1)
5 2 1
e Fazendo n = 2 temos, P3(z) = ngQ(x) - §P1($) = 5(5x3 — 3z)
7 3 Loy o
e Fazendo n = 3 temos, Py(z) = Zng(x) — ZPQ(:L') = §(351: —30z° 4 3)
9 4 1o
e Fazendo n = 4 temos, Ps(z) = SxP4(a:) - ng(x) = §(63x — 70z° 4 152)
2
Como ||P,(x)||ls = y/=———, ver em [l|pag.211, podemos ortonormalizar os Po-

2n + 1
linomios de Legendre

\ | nw JY

0.8 1

Pi(x)
PQ(ZL‘) 0.6 4

3(x)

0.4 1

0.2 4

-0.2 4

-0.4 4 P4(:L)

-0.6 1

Figura 4.1: Gréfico dos seis primeiros Polinomios de Legendre

Dada uma funcdo f(z), a aproximagao por minimos quadrados utilizando os Polinémios
de Legendre ortonormalizados, os quais denotaremos por {P,(z)}, conforme (3.15) serd

dada por:

ra(T) = Z(f, P;)Pj(x) (4.2)
onde os coeficientes sao: .
(1.7 = [ F@Pia) da (4.3)

Vejamos um exemplo desta aproximagao. Utilizaremos a mesma funcao f(z) do

exemplo (2.3.1) do Capitulo 2 agora utilizando a teoria dos Polinémios Ortogonais.
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Exemplo 4.1.1. Dada f(x) = €*, calcularemos os coeficientes da formula (4.3).

e =0
4Py = [ Py de= [ Lo ar= =
, P :/ e Po(x :v:/ —e® dr = =1,661985
R V2 V2
o =1
- 1 1 3
<f,P1>:/ e*Pi(x) dx:/ e“’\/;x dxr =0,901117
-1 -1
e =2
o 1 o 1 5 1
(f,P2>:/ " Py(x) da::/ e\ 3 <§(3x2—1)) dzx = 0,226302
-1 -1
e =3
1 - 1 7 1
(f,P3>:/ e*Ps(x) dx:/ ex\/;<§(5x3—3x)) dx = 0,037660
-1 -1
e =14

B I 1 1
(f,Py) = / e*Py(x) de = / ex\/g <§(35x4 — 3027 + 3)) dx = 0,004698
—1 -1

- L ! 11 /1
(f, Ps) = / ¢*Ps(z) dx :/ eﬂ/E (§(63x5 — 702° + 15x)> dz = 0,000469
-1 —1

Resumidamente, na tabela (4.2) constam os coeficientes da aproximagao por

minimos quadrados, conforme (4.3).

(f, )
1,661985
0,901117
0,226302
0,037660
0,004698
0,000469

QU | W N~ O

Tabela 4.2: Tabela com os coeficientes de Legendre da aproximacao por minimos quadra-

dos para e* por 77 (x)
Em (??7) o erro da aproximagao de f por 7} é dada por

=l
E="r
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Por exemplo, para n = 3,
7’;(33) = <f7 FU>F0 + <f7 Fl>ﬁl + <f7 F2>I_32 + <f7 ﬁ?))FS =
=1,661985Py () + 0,901117P(x) + 0,226302P5(x) + 0,037660P3(z) =
= 0,996294 + 0,997955z + 0, 53672222 + 0, 1761392

com erro aproximado,

Es ¢* —r3(z)l2 ~ 0,003317

= |
V2
Observemos na tabela 4.3 os erros da aproximagao e® por r(z) utilizando os

Polinémios de Legendre no intervalo [—1, 1].

Erro

0,162253
0,026833
0,003317
0,000333
0,000027

(G280 BT EGUIE B NG B |

Tabela 4.3: Erros da aproximagcao de e” por 7 (x) utilizando os Polindémios de Legendre

Concluimos que o erro diminui drasticamente quando aumentamos o n, isto é,
FE, — 0 quando n — oo.

Vejamos na figura 4.2 a aproximacao da fungao f(x) = e por 7} (x) utilizando
os Polinomios de Legendre e e também, para uma melhor visualizacao do comportamento
das aproximagoes 77 (x) na Figura 4.3 apresentamos de forma individual (n = 1,2,3) no

intervalo [—1, 1].
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1 0.5 [) 05 1

ra(@) S ro(@

-0.54

Figura 4.2: Aproximacao de f(z) = e” por r}(x) utilizando os Polinomios Ortogonais de

Legendre

f@) f()

ra(x) rs(x)

(a) (b) ()
Figura 4.3: Aproximagao por r,(z) no intervalo [-1,1]. (a) n=1, (b) n=2e (c) n = 3.

4.2 Polindmios de Chebyshev
1

NI
contramos os Polinémios de Chebyschev denotados por T,,(x). Segundo Atkinson, em [1]

Quando a fungao peso w(zx) = em [—1,1] conforme a tabela 4.1, en-

pag. 211, encontramos a seguinte férmula:

T, (z) = cos(n arccos ) n>0 (4.4)
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De posse dessa formula, podemos definir To(x) e T7(z). Note que,

To(x) =cos 0=1

Ti(x) = cos(arccos z) = x

Uma outra relagao de recorréncia é dada substituindo arccos x = 6 e usando T, (0(x)) =

T,.(0) = cos nf, 0 <60 <m. Assim, teremos:
Thi1(x) = cos(n+ 1)8 = cos(nb + 0) = cos(nb)costd — sen (nd)sind
Th—1(x) = cos(n — 1)8 = cos(nf — ) = cos(nb)cost + sin(nd)sin
Somando membro a membro,
Toi1(x) + Ty 1 (x) = 2cos(nb)cosh = 2T, (z)x

onde chegamos a,
Toii1(x) = 22T, (z) — T,—1(x) n>1 (4.5)

Utilizando esta relagao de recorréncia encontramos os outros termos.
e Fazendo n =1 temos, Ty(x) = 22Ty (x) — Ty(x) = 22* — 1
e Fazendo n = 2 temos, Ty(x) = 22T5(z) — T1(x) = 42 — 3x
e Fazendo n = 3 temos, Ty(x) = 22T3(x) — Ty(x) = 8z — 8x? + 1

e Fazendo n = 4 temos, Ts(x) = 22Ty(z) — T3(x) = 162° — 2023 + 5z

Observemos na figura 4.4 os gréaficos dos seis primeiros Polinomios Ortogonais de Chebyshev.



48

\ Ty) |

Ts(x)

Ty (x)

Tz(.’.l’:)
T4(.’L)

Ts(fl))

/

Figura 4.4: Gréfico com os seis primeiros Polinémios de Chebyshev

Podemos verificar que

ITa(@)ll2=4/5  n>0

1To(@)[l2 = V7

Dada uma funcao f(z), a aproximagao por minimos quadrados utilizando os Polinémios

de Chebyshev ortonormalizados, os quais denotaremos por {T',(z)}, serd dada por,

n

(@) =Y (L T)T;(x) (4.6)

=0

onde os coeficientes serao dados por,

. _
[T da
T,) = —_— 4.7
n= [ T (@7)
Exemplo 4.2.1. Dada f(x) = e® em [—1,1], calcularemos os coeficientes da féormula
(4.7).

dx = 2.244043
/ V1 — x2 / VA 7
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o =1
1 a7 1
_ " T (x) / e‘x
Ty = [ S8 gp— [ —CE e —1, 416644
<f 1> -1 \/1—1‘2 —1 \/1—1’2
o ;=2
— U eTy(x) Ler(222 — 1)
T5) = —= dxr = ————== dz = 0, 340269
W= e T e
e =3
1z 1z 3
= e*T'3(x) e*(4x® — 3x)
,T'3) = —=dx = —— dx = 0,055568
<f 3> -1 \/1—5132 -1 \/1—1‘2
e =14
= b erTy(x) Ler(8x% — 822 +1)
Ty = [ S22 g = dz = 0,006861
o Ta) 1 V1 — a2 /_1 V1—2?
e j=95
(TS b e Ts(x) p /1 e”(162° — 2023 + 5zx) iz — 0.000680
s = —_— Tr = xTr = s
i -1 V1= a? -1 V1—a?

Resumidamente, a tabela (4.4) nos mostra os coeficientes da aproximagao por

minimos quadrados.

(f,T;)
2,244043
1 416644
0,340269
0,055568
0,006861
0,000680

QU | W N |~ O

Tabela 4.4: Coeficientes de Chebyshev para aproximacao por minimos quadrados de e*

por 7} (x).

. - .
O erro da aproximacao de f por 7} ¢ dada por

alz<b

Por exemplo, para n = 1, temos,

n

i) = S (LT Ts(w) = (. To)Tola) + (£, T T(a) =

= 2,244043T () + 1,416644T (v) =

= ri(2) = 1,26607 + 1,133032z,
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com erro,
Ey=|If =il = max |f(z) —ri(z)| = 0,322282

—1<z<1

Para n = 3, temos,

n

(@) =Y (£ T)T(x) = (f,To)To(@) + (f, T1)Ta(x) + {f, To)Ta(x) + (£, Ts)Ta(x) =

j=0
= 2,244043T () + 1,416644T (x) + 0, 340269T 5 () + 0, 055568T3(x) =
r3(x) = 0,994874 + 0,997308z + 0, 5429912 + 0, 177347

Com erro,

Es=|f — 73l = max |[f(z)—r3(x)] =~ 0,006065

—1<z<£1
Vejamos a tabela 4.5 com os erros da aproximacao por minimos quadrados utili-

zando os Polinomios de Chebyshev.

n Erro

1] 0,322282
21 0,050401
3 | 0,006065
4 1 0,005763

Tabela 4.5: Erros da aproximagao de e” por 77 (x) utilizando so Polinomios de Chebyshev.

Vejamos agora na figura 4.5 a aproximagao da fungdo f(x) = e* por r’(z)
utilizando os Polinomios de Chebyshev e também , para uma melhor visualizacao do
comportamento das aproximagoes 7 (z) na Figura 4.6 apresentamos de forma individual
(n =1,2,3) no intervalo [—1, 1].
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Figura 4.5: Aproximagao de f(x) = e” por r}(z) utilizando os Polinémios Ortogonais de
Chebyshev

4.3 Polinomios de Hermite

2 . . ~
#7 | com intervalo de integracao(—oo,00), 0s

Quando a fungao peso w(z) = e~
polindémios ortogonais sdo chamados de Polinémios de Hermite, denotados por H,(x).
Estes polinomios podem ser gerados pela seguinte formula de recorréncia de trés termos

encontrada em [6] , dada por:

H,1(z) =22H,(x) — 2nH,_1(x), n>1, (4.8)

onde Hy(z) =1 e Hi(z) = 2. Utilizando a relacao de recorréncia (4.8), encontramos os

outros termos. Por exemplo:

e Fazendo n = 1 temos, Hy(z) = 22H,(z) — 2nHy(z) = 42* — 2
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e Fazendo n = 2 temos, Hj(z) = 2xHy(z) — 2nH,(z) = 823 — 12z
e Fazendo n = 3 temos, Hy(zr) = 2xHsz(z) — 2nHy(x) = 162% — 4822 + 12

e Fazendo n = 4 temos, Hj(z) = 2xHy(z) — 2nHs(x) = 322° — 1602 + 120z

Vemos na figura 4.7 os Polinomios de Hermite.

Hy(x)

S
—_~
8

b

Hi(x)

Figura 4.7: Grafico dos seis primeiros Polindmios de Hermite

Podemos ortonormalizar os Polinémios de Hermite que denotamos por {H,(z)}

com se seguinte formula:
o —1/4 H
H,(z) = 7T Ha(2) (4.9)
V2rn!
encontrada em [4].
Dada uma funcdo f(x), a aproximagao por minimos quadrados utilizando os

Polinomios de Hermite ortonormalizados sera dada por:

n

(@) =Y (f H;)H,(x) (4.10)

J=0

onde os coeficientes serao dados por
GH) = [ e d (4.11)

Vejamos um exemplo desta aproximagao utilizando a mesma funcao f(x) do exem-
plo (2.3.1)
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Exemplo 4.3.1. Dada f(z) = €* em (—00,00), calcularemos os coeficientes da formula
(4.11).

e 7=0
(f, Ho) :/ " Ho(z)e™ da :/ e*n Ve dr = 1,709468
e ;=1

. . o] 2 —1/4
(f, Hy) :/ " Hy(z)e ™ du :/ 61%6_12 dx = 1,208777

. o . oo 2) 2 1 —1/4
(f, Hs) :/ " Hy(z)e™ dx:/ oo (2 ﬂﬁr e~ dr = 0, 604388

. co 00 203 — 3 —1/4
(f,Hs) :/ e Hs(x)e ™ dx :/ ez( ° \/?W e dx = 0,246741

— R— (4ot — 1222 + 3)7~ /4
(f,Hy) = / e Hy(z)e™ do = / U T2 )T a0, 087236
oo oo 26

o 0 oo 475 — 2023 + 15 —1/4
(f, Hs) = / & Hs(z)e™ do = / (U = 2007+ BT 7 oz 4 0 027586
o o 2v/15

Resumidamente, a tabela (4.6) nos mostra os coeficientes da aproximagao por

minimos quadrados utilizando so Polinomios de Hermite.

(f,Hj)
1,709468
1208777
0,604388
0,246741
0,087236
0,027586

QU | W N~ O

Tabela 4.6: Coeficientes da aproximacao por minimos quadrados utilizando so Polinémios

de Hermite para e”

Por fim, vejamos na Figura 4.8 a aproximagao da fungao f(z) = €” por r}(z)

utilizando os Polindmios de Hermite. Para melhor visualizacao do comportamento das
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aproximagoes 77 (x) na Figura 4.9 apresentamos de forma individual (n = 1,2, 3) no inter-
valo [—1, 1], embora o intervalo de integracao seja (—oo, 00), para podermos comparar com
as aproximagoes obtidas utilizando os polinomios de Legendre (Figura 4.2) e Chebyshev
(Figura 4.5).

1
-
,7//

f(zx) .

0

Figura 4.8: Aproximagao de f(z) = e® por r}(x) utilizando os Polinomios Ortogonais de

Hermite

@) A f(@)

)
3

(a) (b) (c)

Figura 4.9: Aproximagao por r,(z) no intervalo [—1,1]. (a) n =1, (b) n=2e (c) n = 3.
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4.4 Comentarios

1 Todos os graficos apresentados neste trabalho, foram elaborados no software GeoGebra.
Ressaltamos que utilizamos esta ferramenta pela sua simplicidade e eficacia para o

objetivo que queriamos. Para melhores informagoes sobre o GeoGebra ver [§]

2 Para a realizagao dos célculos das integrais dos coeficientes < f, P; >,j =1,2,3, ... das
aproximacoes r,* e dos F,, desenvolvidos nesta secao, assim como na segao 2.3 e 3.1

utilizamos o site Wolfram. Para melhores informagoes veja [7]



Capitulo 5
Conclusao

Os polinémios ortogonais trazem um resultado notavel na aproximacao de fungoes
continuas, visto que facilita o calculo da solucao 6tima no problema dos minimos qua-
drados. Para tanto, foi feito um estudo preliminar. Por exemplo, os espacos vetoriais de
dimensao infinita, da Analise Funcional.

Vimos que podemos encontrar um tipo mais simples de funcao, com proprieda-
des que facilitem sua utilizagao, de uma funcao dada explicitamente. Para embasar tal
situacao, foi estudado o Teorema de Weierstrass, o qual recomendamos pela importancia
e aplicabilidade na teoria de aproximacoes polinomiais. Os polindomios ortogonais tém
aplicabilidade em muitos problemas da matematica. Na aproximagao de fungoes, sao im-
portantes na praticidade de seu uso junto ao método dos minimos quadrados que busca
minimizar o erro e, em todas as vezes que se necessitar de uma base ortogonal em casos
particulares podemos utiliza-los.

Segundo os PCN’s, saber utilizar diferentes fontes de informacao e recursos tec-
nolégicos é um dos objetivos do ensino. O uso da tecnologia se faz necesséario atualmente
pela rapidez e eficicia em calculos. Afim de ganhar tempo, utilizamos o Wolfram par
a realizagao dos calculos dos sistemas lineares e das integrais e também o GeoGebra na
plotagem dos graficos que davam ideia das caracteristicas de cada polindomio, bem como
a aproximacao no intervalo desejado.

Ao final deste trabalho, concluimos a importancia da aproximacao de funcoes por
polindmios ortogonais para professores do ensino médio que desejam se familiarizar com

0 assunto e no estimulo de seus alunos com o intuito de incentiva-los na vida académica.
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