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RESUMO

Esta dissertacdo busca aprofundar os estudos sobre a taxa média de juro nos sis-
temas de capitalizacdo simples e composta, bem como apropriar-se de sua importan-
cia no mundo financeiro e escolar, buscando aplicacdes praticas e fundamentadas no
mercado, aplicando-as no contexto educacional, seja ele basico ou de nivel superior,
buscando atender as expectativas dos alunos em relacdo as suas duvidas e em como

tornar-se um cidadao consciente da sua relacdo com o dinheiro e da gestao responsavel

das suas financas.

Palavras-chave: Taxa Média, Matematica Financeira, Sistemas de Capitalizacdo
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ABSTRACT

This dissertation seeks to deepen the studies on the average interest rate in simple
and compound capitalization systems, as well as appropriating its importance in the
financial and school world, seeking practical and market-based applications, applying
them in the educational context, whether it is basic or higher level, seeking to meet the
expectations of students regarding their doubts and how to become a citizen aware of

their relationship with money and a responsible manager of their finances.

Keywords: Average rate, Financial Mathematics, Capitalization Systems
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INTRODUCAO

Esta dissertacdo pretende abordar o tema taxa média de juro nos sistemas de capita-
lizacdo simples e composta, em conversa com a educacdo bdsica e superior. Para isso,
todo o corpo deste trabalho estd dividido para melhor entendimento e compreenséo

do que se vem discutindo em suas paginas da seguinte forma:

No primeiro capitulo hd uma discussao sobre os motivos que nos levaram a debrucar
sobre este tema e como ele é pouco abordado em literaturas da area. Ainda neste
capitulo, procuramos fornecer ao leitor uma breve ideia do que se busca ensinar, e por
consequéncia, aprender durante a formacdo basica dos estudantes, bem como durante
o nivel superior, relacionando o cotidiano e a vivéncia dos idealizadores com o tema

proposto.

No segundo capitulo trataremos de alguns temas da matemadtica, como o principio
da inducdo matemadtica e as progressoes aritmética e geométrica. Ainda abordamos
alguns dos termos mais comuns e importantes da matematica financeira para que o
seguir do trabalho pudesse se tornar mais organico na medida em que se aprofunda
a leitura. Neste capitulo, nossa preocupacdo é que o leitor possa acompanhar a mate-
matica que sera disposta a seguir da maneira mais natural possivel, sem que precise
recorrer a livros ou buscas na internet. Nesse capitulo também destinamos espago aos
sistemas de capitalizacdo simples e composta, analisando-os e explicando cada detalhe

de sua formacéo.

No terceiro capitulo, trataremos do nosso objeto de estudo que é a taxa média de
juro. Para aborda-la, usamos exemplos e fazemos uso das demonstracdes por meio do
principio da inducdo. Para que o leitor tome posse do conhecimento que se pretende
transmitir, utilizamos situa¢does com dados possiveis de serem encontrados no mercado
financeiro ou no nosso cotidiano e, facilmente consultados nas referéncias bibliografi-
cas, mais ao final. Definimos o que é a taxa média e qual a sua intencionalidade na
vida das pessoas, sem se importar, em um primeiro momento, em como ela poderia se

encaixar no cotidiano escolar.



INTRODUGAO

No quarto capitulo, levamos ao leitor uma aproximac¢do maior da realidade escolar
e de como podemos aplicar o tema, que é o nosso objeto de trabalho, nas aulas de
matematica, ndo como aplicacdo de uma outra temadtica e que, por ventura € possivel
trazer a matematica financeira como exemplo, mas como protagonista da propria exis-
téncia. Buscamos dividir este capitulo em duas partes: uma mais destinada a educacéo
basica, a qual ainda pode ser subdividida em ensino fundamental e ensino médio, com
caracteristicas e especificidades distintas, cada qual com suas linguagens e problemas
de aplicagbes prdticas; e uma outra mais voltada ao ensino superior, nos curso de gra-
duagdo ou tecnolédgicos que tem em sua grade curricular disciplinas relacionadas a
matemadtica financeira. Ao estudar separadamente estas ramificacdes do ensino é pos-
sivel comparar as linguagens, o quao profundo é a abordagem e entender um pouco

mais os motivos pelos quais este tema € relevante na formacao do cidadao.

Reservamos alguns comentdrios mais ao final deste trabalho para que o leitor possa
compard-los aos elaborados por vocé durante a leitura e que, na reflexdo que temos ao
ler um trabalho académico, possamos interferir positivamente na educacao financeira
do pais, a fim de que nossas criancas, jovens e adultos ndo sejam tdo dependentes da
terceirizacao dos servicos de or¢amento e planejamento financeiro familiar e, com isso,
passem a assumir o controle da saude financeira de toda a sua familia, como de fato

esperamos que seja.



A MATEMATICA FINANCEIRA E O CONTEXTO
EDUCACIONAL

1.1 MOTIVAGOES PARA REALIZAR ESTE TRABALHO E O PORQUE DE ESTUDAR
MATEMATICA FINANCEIRA

Quando esta dissertacdo comecou a ser escrita, tinhamos como motivador a nossa
observacdo como docentes acerca dos nossos alunos e como os mesmos usavam os di-
versos elementos da matematica financeira. Enquanto docentes, o que nos preocupava
era a falta de conhecimento, por parte dos discentes, nos mais diversos segmentos
financeiros que os circulavam: os empréstimos, o cartdo de crédito, juro composto,
sistemas de descontos. E uma infinidade de situacées que lidamos diariamente e que,
por muitas vezes, nos sentimos despreparados para compreender tais operacoes finan-
ceiras. Em uma aula de matemadtica financeira, para os alunos do 5° semestre do curso
de licenciatura em matematica, lembro-me de um aluno perguntando sobre como fun-
cionavam os sistemas de pagamentos em um financiamento imobiliario. Lembro-me
também de duvidas sobre os sistemas de capitalizacdo simples e composta. Duvidas
sobre descontos e taxa de juro efetiva. Na maior parte das vezes, a taxa de juro era
o grande mistério: Qual a melhor taxa?; Qual o melhor investimento?; Quais investi-
mentos retornam o melhor montante aplicado em capitais diferentes a taxas e periodos

diferentes?...

Outra percepc¢do que tinhamos, também por observacdo da pratica, era a de que
a matematica aplicada nos anos finais do ensino fundamental nao tratava o tema
matematica financeira como deveria ser tratada. Logo nas séries iniciais do Ensino
Fundamental, os alunos tém contato com o sistema monetdrio brasileiro, sem sequer

saber que outros sistemas monetdrios existem. Neste momento, o objetivo dos pro-
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fessores nao passa da mera concepc¢do da existéncia de um modelo monetério. Logo,
todas as atividades sdo baseadas no reconhecimento do dinheiro, cédulas, moedas e
algumas operac¢oes fundamentais - adi¢do, subtracdao, multiplicacdo e divisdo. Ja nas
séries finais do ensino fundamental, os alunos voltam a ter contato com a matematica
financeira no sétimo ano, onde eles aprendem a calcular porcentagem de quantidade,
e consequentemente, alguns problemas com juro simples surgem. Mas perceba que a

ideia financeira ndo € a protagonista e sim uma aplicacio das razdes e proporcoes.

No oitavo e nono ano, dependendo da escola, os alunos aprendem um pouco sobre
expressoes algébricas e, para exemplificar aplicacdes das equacdes algébricas, é pos-
sivel utilizar equacdes de juro compostos, por exemplo, para que os alunos possam
tomar propriedade da importancia de utilizar modelos matematicos a fim de resolver
problemas. Mais uma vez a matematica financeira nao é a razao de se ensinar e sim
uma coadjuvante na tentativa de fazer o aluno entender as expressdes e equacdes algé-
bricas. E isso se repete no segundo ano do Ensino Médio, quando o professor explica
progressdes geométricas ou aritméticas, entre outros temas. Se vocé acompanhar a
evolucao da matemadtica durante o ciclo basico da educacgédo é possivel perceber que
ndo ha uma preocupacao formal em discutir temas sobre matematica financeira como
motivadores de estudo, ou seja, aulas que se preocupem em tratar temas como, o que
¢ um financiamento?, como posso fazer o dinheiro render?, o que ¢ poupanc¢a?, o que
sdo sistemas de financiamento?, entre outros temas que, nao sé sao importantes, cComo
também permeiam nossas vidas ao nos tornarmos adultos e que, se bem compreen-
didos, podem nos auxiliar na tomada de decisao acerca de empréstimos imobiliarios,
financiamento de veiculos, parcelamento de dividas, entre tantos outros problemas

enfrentados no decorrer da vida das pessoas.

Nao distante desta nova preocupacdo, outra davida também surge conforme as pes-
quisas foram acontecendo. Uma delas é sobre o excesso de referéncias bibliograficas
sobre saude financeira nas estantes das livrarias. Em uma visita rdpida a uma delas,
¢é possivel encontrar dezenas de livros que tem por objetivo, auxiliar nos gastos da
familia, com os mais diversos titulos: Casais inteligentes enriquecem juntos, do autor
Gustavo Cerbasi; Gestdo Financeira Familiar: Como As Empresas Fazem, de Erico Veras
e Jocildo Figueiredo; Finangas Pessoais: Conhecer Para Enriquecer!, das organizadoras
Ana Paula Mussi Szabo Cherobim e Marcia Maria dos Santos Bortolocci Espejo e tantos
outros titulos tdo cobicados por aqueles que estdo a beira do caos financeiro ou perdi-
dos em relacdo ao orcamento familiar; ou ainda, as dividas de cartdo de crédito, que

segundo o site de noticias da revista Exame [5], a divida dos brasileiros cresceu 21,2%
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de 2015 para 2016, atingindo o patamar de R$ 34,5 bilhdes. Seria este um nicho de
mercado que tem por objetivo dar conta de uma lacuna que ndo tem sido preenchida

durante os anos em que frequentamos os bancos do colégio?

E como uma coisa esta intimamente ligada a outra, fomos visitar os PCN’s (Parame-
tros Curriculares Nacionais) para saber o que este discursa sobre o o que se aprende e

se ensina nas escolas em relacdo a matematica financeira.

Os PCN’s apresentam propostas de temas e contetidos especificos das diversas dreas
do conhecimento, institucionalmente abordadas nas escolas brasileiras, a fim de atin-
gir as competéncias e habilidades que se esperam de um aluno durante sua formacao
no ciclo basico de ensino. Mais especificamente no ensino médio, os PCN’s sdo subdi-
vididos em trés 4reas, a saber: Area 01: Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias; Area
02: Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias; Area 03: Ciéncias Humanas
e suas Tecnologias. Em concordancia com a LDB/96 (Lei de Diretrizes e Bases da Edu-
cacao Nacional), os PCN’s dialogam sobre o modo como o Ensino Médio deve abordar
os temas ligados a matematica, mais especificamente, como devem ser trabalhados a
fim de aprofundar e aprimorar os saberes especificos, além de direcionar a necessidade

da interdisciplinaridade dos temas.

Os objetivos do Ensino Médio em cada drea do conhecimento
devem envolver, de forma combinada, o desenvolvimento de co-
nhecimentos praticos, contextualizados, que respondam as ne-
cessidades da vida contemporénea, e o desenvolvimento de co-
nhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam a uma
cultura geral e a uma visdo de mundo. Para a area das Ciéncias
da Natureza, Matemadtica e Tecnologias, isto é particularmente
verdadeiro, pois a crescente valorizacdo do conhecimento e da
capacidade de inovar demanda cidadaos capazes de aprender
continuamente, para o que € essencial uma formacéo geral e nédo

apenas um treinamento especifico.(MEC,1998) [[1]]

Segundo os PCN’s [|10], a finalidade da matematica enquanto parte do curriculo

béasico é a de desenvolver no aluno, a capacidade de:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matemadticas que permi-
tam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao cientifica ge-
ral; aplicar seus conhecimentos matematicos a situacoes diversas, utilizando-os

na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;
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e analisar e valorizar informacoes provenientes de diferentes fontes, utilizando fer-
ramentas matemadticas para formar uma opinido propria que lhe permita expressar-
se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras dreas do conheci-

mento e da atualidade;

e desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucido de problemas, de comuni-

cacdo, bem como o espirito critico e criativo;

e utilizar com confianca procedimentos de resolucdo de problemas para desenvol-

ver a compreensdo dos conceitos matematicos;

e expressar-se oral, escrita e graficamente em situacdes matemadticas e valorizar a

precisdo da linguagem e as demonstracdes em Matemadtica;

e estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses temas e o

conhecimento de outras dreas do curriculo;

e reconhecer representacdes equivalentes de um mesmo conceito, relacionando

procedimentos associados as diferentes representacoes;

e promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em relacao
as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia

e cooperacao.

Perceba que, de maneira ndo direta, cada um dos itens acima converge para a for-
macao do cidaddo capaz de interferir no mundo ao seu redor de maneira positiva e
transformadora. Logo, hd de se reservar um momento durante a formacao deste aluno
para que o mesmo seja capaz de compreender conceitos basicos e também interme-
didrios sobre a matemadtica financeira, com vista no desenvolvimento social e humano
deste aluno, afinal, suas decisoes financeiras formam o individuo que esta em desen-

volvimento e portanto, podera afetar positiva ou negativamente sua vida.

Com toda esta observagdo, pensamos que seria pertinente pesquisar um pouco mais
sobre esta temadtica e verificar como poderiamos intervir de forma significativa na for-
macao dos professores, alunos e porque nédo, da sociedade de uma maneira geral. Para
isso, fomos atras das bibliografias que abordavam este tema para encontrarmos olha-
res diferentes e assim poder compor um trabalho que pudesse, de alguma maneira,

motivar mudancas positivas na educacao.

Durante a fase de pesquisa bibliografica, nos deparamos com muitos livros interes-
santes e com conteudos e explicacOes bastante satisfatorias. Porém, um desses livros

nos chamou a atencdo. Entitulado Matemdtica Financeira, do autor e também profes-
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sor em cursos de pds graduacdo, José Dutra Vieira Sobrinho, o livro trouxe a luz o
nosso objeto de pesquisa. Em um trecho, encontramos uma curiosa afirmacdo do au-
tor sobre o tema taxa média. Mais precisamente no capitulo sete, o autor inicia com
uma discussdo sobre a importancia e relevancia dos temas taxa média e prazo médio

no mundo atual. Segundo Vieira Sobrinho,

Os assuntos taxa média e prazo médio ndo tém merecido a aten-
cdo dos diversos autores e estudiosos da matéria, no tocante a
profundidade com que deveriam ser tratados. A importancia
do conhecimento desses dois conceitos tem crescido substancial-
mente nos ultimos anos, a medida que se desenvolvem o mer-
cado financeiro, as operacdes se tornam mais complexas, exi-

gindo controles mais sofisticados e mais seguros. [|12]

A partir desta afirmacdo, nos perguntamos o porqué da taxa média ser algo tao
importante. Pergunta esta que esperamos que vocé possa responder com a leitura

desta dissertagdo, além é claro, de também apropriar-se de suas relagdes matematicas.

Por fim, reunindo todos estes pontos de vista, decidimos entdo utilizar a matematica
financeira como tematica para nosso trabalho de pesquisa e, dentre as mais diversas
possibilidades de trabalho, nos concentrarmos em discutir como a taxa média de juro
pode influenciar na tomada de decisdo sobre investimentos ou até mesmo como ela
surge no cotidiano das pessoas, a fim de trazer a luz, uma nova possibilidade de tra-
balho e despretenciosamente, viabilizar um caminho para que os professores que nos
leem, possam se fazer valer do que escrevemos aqui, para fomentar seus trabalhos com
os mais diversos publicos, qualquer que seja o segmento de ensino, qualquer que seja
a faixa etdria, com o objetivo de fornecer aos seus discentes uma ferramenta a mais
na sua formacdo, para que este possa tomar decisoes financeiras coerentes e com mais

responsabilidade no presente e no futuro.






ALGUNS CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA
MATEMATICA FINANCEIRA

No decorrer desta dissertacdo, diversos conceitos matematicos serdo de extrema
importancia para o entendimento deste trabalho. Neste capitulo, discutimos alguns
conceitos importantes da linguagem financeira e também da matematica, como € o
caso do P.L.F. (Principio da Inducéo Finita) ou Principio da Inducdo Matemadtica, usado
para fazer demonstracdoes que envolvem os numeros naturais. Discutiremos alguns
conceitos das progressoes aritméticas e geométricas que serdo uteis na abordagem
das séries de pagamentos sucessivos e uniformes e, por motivos didaticos, falaremos
mais ao final do capitulo, sobre sistemas de capitalizacdo simples e composta e as
séries de pagamentos, ja nos fazendo valer dos conhecimentos discutidos nos primeiros

momentos deste capitulo.

2.1 TERMOS DA MATEMATICA FINANCEIRA

Muitos sdo os nomes que trataremos neste trabalho e, para que possamos situar o

leitor de tudo o que estd por vir, vamos esclarecer alguns destes termos previamente.

e Capital (C)

E o valor inicial empregado. Em alguns momentos pode ser traduzido como valor
principal, ou até mesmo valor presente. Quando pensamos em capital, devemos
ter em mente que se trata de um valor que queremos aplicar em algum tipo de si-
tuacao financeira e observar seu comportamento no decorrer do tempo. Pode ser

um valor que temos ou o valor de um bem que desejamos adquirir. De maneira
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bem ampla pode ser traduzido como todo aquele valor monetario que dispomos,

ao dar inicio a uma transagdo financeira.
Exemplos:

— O valor de venda de um veiculo que desejamos adquirir por meio de um

financiamento;

— Um certo dinheiro que gostariamos de aplicar em uma caderneta de pou-

panca;

— Uma certa quantia em dinheiro, que tomamos por empréstimo e que deve-

mos devolver corrigida apés um periodo de tempo.

e Periodo (#)

E o tempo que durard a transacio financeira. Em outras palavras, trata-se do
tempo em que o capital estard relacionado a transac¢do financeira em questdo. Os
periodos mais comuns encontrados no mercado financeiro sdo: o més (ou men-
sal) e ano (ou anual), mas podemos encontrar outros tipos de periodos, como
por exemplo: dia (ou diario), bimestre (ou bimestral), trimestre (ou trimestral),
semestre (ou semestral), ou qualquer outro sistema de contagem de tempo que
regularize o prazo que deve ser dado, para que o capital possa sofrer a devida

atualizacao.
Exemplos:
— Os 2 anos em que um empréstimo sera pago mensalmente;
- Os 12 meses consecutivos em que um capital estard aplicado na poupanga;
— Os 24 meses em que um bem serd pago em parcelas mensais e iguais.
Juro ()

Na maior parte das literaturas, o juro é definido como sendo o aluguel pago
pelo dinheiro. E possivel defini-lo desta forma desde que, quando pensarmos
em aluguel, ndo tenhamos em mente de que se trata, exclusivamente de um
valor a ser pago de maneira onerosa, mas que, dependendo da situacdo, pode
tratar de valores a serem restituidos. Quando dizemos que uma certa quantia
serd cobrada com juro, estamos querendo dizer que o capital que estd sendo
tratado ali deverd ser devolvido apés um periodo pré-estabelecido, acrescido

de um novo valor, relativo ao capital, que compensa aquele que tenha disposto
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do capital na transacdo financeira, por ndo manter posse da quantia durante o

periodo contratado entre as partes.
Exemplos:
— O juro de R$2,65 por dia de atraso sobre um boleto de R$100,00;

— O juro de R$54,80 sobre o valor a vista de um produto que sera pago em

parcelas;
Taxa (i)

Taxa é a razdo em que se deve calcular o quanto de juro um dado capital for-
mou apods determinado periodo, ou seja, trata-se de um fator de atualizacio
aplicado ao capital a fim de formar o valor que devera ser pago pelo aluguel do
dinheiro em um determinado periodo de tempo. Comumente é apresentado em
termos percentuais. E importante frisar que, para que os calculos sejam feitos
de maneira correta, tanto a taxa de juro, quanto o periodo devem ser exibidos
na mesma unidade, ou seja, caso a taxa seja apresentada em termos mensais (ao
més) o periodo deve ser contabilizado mensalmente; caso seja uma taxa anual

(ao ano) o periodo também deve ser apresentado nesta mesma ordem.
Exemplos:

— Deseja-se aplicar um capital durante 3 meses a uma taxa de 0,015 ou 1, 5%

ao meés;

— O valor total de um veiculo zero quilometro sera financiado em 0,5 ano com

uma taxa de juro anual no valor de 13, 768%;

— Uma duplicata sera paga com um atraso de 72 dias, acrescida de um valor

correspondente a taxa de juro de 0, 03% ao dia.
Montante (M)

Também conhecido como valor final, o montante nada mais é que o valor do
capital empregado em uma operacdo financeira, acrescido dos juros que esta
operacdo gerou. Matematicamente, o montante pode ser determinado como

sendo a soma aritmética do capital com o juro.
M=C+]

Exemplos:

11
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— Um capital de R$200,00 rendeu um juro de R$22,50 formando assim, um

montante de R$222,50 ao final da transacao financeira;

— Comprei um carro no valor de R$ 22.000,00 em 48 parcelas iguais. Ao
final dos 48 pagamentos percebi que o montante pago pelo veiculo foi de
R$48.000,00 referente ao valor do veiculo mais os juros calculados para o

periodo de 48 meses.

2.2 A OPERAGAO FINANCEIRA DENOMINADA DESCONTO

Tudo aquilo que mencionamos acima estd intimamente ligado a idéia de acrescer ao

valor principal uma determinada quantia em dinheiro, chamada de juro e que gerara

um montante. Mas é possivel também que ao valor principal seja descontado um novo

valor e que gerard ndo um montante, mas um saldo, sendo este menor que o valor que

tinhamos inicialmente. A esta modalidade financeira damos o nome de desconto e os

termos relacionados a ela sdo:

12

e Capital (O)

Assim como no célculo do juro, o capital € o valor inicial empregado em uma
determinada operacao financeira. Pode se tratar do preco de uma peca de roupa
que, ao ser paga a vista, sofrera um desconto pelo tipo de operacdo de crédito
envolvida na transagdo; pode ser o valor nominal de uma duplicata que deveria
ser paga daqui a alguns dias, mas que sera quitada na data de hoje, sofrendo as-

sim um desconto no seu valor como beneficio pelo adiantamento do pagamento.

Desconto (D)

Trata-se do valor em espécie que sera subtraido do capital. E andalogo ao juro,

porém nao acrescenta ao capital e sim é retirado deste.

Taxa de desconto (d)

Também se trata de um fator de atualizacdo aplicado ao capital a fim de gerar

um desconto para uma determinada situagao financeira.

e Saldo (S5)
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O saldo é andlogo ao montante, porém nesta operacdo deve-se diminuir o valor
do desconto do valor do capital, gerando o saldo que, necessariamente, € menor

que o valor presente aplicado na transag¢ao financeira.
S=C-D.

Por uma questao didética, trataremos um nimero maior de problemas relacionados
ao juro, ndo por diminuir a importancia dos descontos, mas por acreditar que é no
primeiro que a maior parte das duvidas dos alunos e das aplicagdes que queremos
demonstrar aqui estdo inseridas. Em momentos oportunos, trataremos de alguns pro-

blemas sobre descontos.

A seguir apresentamos alguns temas de matemdtica, como o Principio da Indug¢do
Finita - PIF, as progressoes aritméticas e geométricas, que servirao de base para tratar-

mos as séries de pagamentos.

2.3 O PRINCIPIO DA INDUGAO MATEMATICA

O Principio da Inducdo Matemadtica, também conhecido como Principio da Inducédo
Finita, abreviado como P.L.F., é uma importante técnica da teoria dos numeros ( [[11]]),
muito util na tentativa de provar que uma sentenca é verdadeira para qualquer n € IN,
sendo este, um inteiro ndo negativo. Este principio estd apoiado no seguinte axioma

matematico:

Principio da boa ordenacdo: Todo subconjunto ndo vazio de A de inteiros ndo nega-
tivos possui um elemento minimo (isto é, existe ny pertencente a A tal que ny < n, V
n € IN).

A partir deste axioma, podemos apresentar o Principio da Indugdo Matematica ci-

tado anteriormente:

Proposicdo 2.1. Seja N = {ng,ny,ny,...} um conjunto de inteiros ndo negativos, onde

ng < np < np < ... e seja P(n) uma proposigdo que depende de n € N, tal que:

e P(ng) é verdadeira;

e Se m € N e P(n) é verdadeira para todo n € N tal que n < m, entdo P(m) é

verdadeira.

13
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Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € IN.

Demonstracdo. A demonstracao sera feita por contradicdo. Seja F={l € N : P(l) ndo é
verdadeira} e suponha por absurdo que F # @. Pelo principio da boa ordenagdo existe
lo € F, Iy > ng (ja que P(np) é verdadeira) e tal que Iy < [, para todo ! € F (isto é, I
¢ um elemento minimo de F). Isto nos diz que P(n) é verdadeira para todo n € N tal
que n < lp (a ndo validade desta afirmacgdo comprometeria a minimalidade de Ip). Por
hipétese, temos que P(lp) é verdadeira, uma contradi¢do. Assim devemos ter F = @D e

P(n) verdadeira para todo n € N. O

A seguir enunciamos uma variacao do PIF que serd usada em alguns resultados desta

dissertacao:

Principio da Inducéo Finita (um outro enunciado, ( [8]1)): Seja N = {ng, n1, ny, ...}
um conjunto de inteiros ndo negativos, onde ny < n; < ny < ... e seja P(n) uma

proposicado que depende de n € N, tal que:
e DP(ng) é verdadeira;
e Para cada n € N, se P(n) é verdadeira, entdo P(n + 1) também serd verdadeira.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo n € IN.

2.4 A PROGRESSAO ARITMETICA

Existem grandezas que sofrem variacOes iguais em intervalos de tempos também

iguais. Por exemplo, na situacao seguinte:

Exemplo 2.1. No primeiro dia, como vocé ainda ndo comegou a poupanca, vocé deve
guardar R$1,50 e, em cada um dos dias que se seguem, vocé deve somar R$1,50 ao
dinheiro que vocé poupou no dia imediatamente anterior, ou seja, vocé deve poupar

R$1,50 a mais todos os dias. Vamos esquematizar a situacdo para uma semana:

Repare que, a quantidade acrescentada a cada dia é sempre a mesma, R$1,50, ou
seja, o valor a ser poupado de um dia para o outro sofre a mesma variacdo nos mesmos
intervalos de tempo. A este valor damos o nome de razdo, ou seja, nesta progressao,

a razdo corresponde ao 1,50. Como este valor constante é sempre somado ao valor

14
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Dia | Quanto poupei ontem | Acréscimo | Valor a poupar
1 R$0,00 R$1,50 R$1,50
2 R$1,50 R$1,50 R$3,00
3 R$3,00 R$1,50 R$4,50
4 R$4,50 R$1,50 R$6,00
5 R$6,00 R$1,50 R$7,50
6 R$7,50 R$1,50 R$9,00
7 R$9,00 R$1,50 R$10,50

Tabela 1: Valores poupados nos primeiros dias.

imediatamente anterior, dizemos que esta progressao é uma progressao aritmética. De
acordo com Luiz Roberto Dante, em seu volume unico entitulado Matematica (para

Ensino Médio) [4], encontramos a seguinte definicdo:

Definicdo 2.2. Progressdo Aritmética (PA) é toda sequéncia de nimeros na qual a
diferenca entre cada termo (a partir do segundo) e o termo anterior é constante. Essa

diferenca constante é chamada razdo da progresséo e é representada pela letra r.

Denotaremos por 4;, com i € IN*, o termo da progressdo que estd na posicao i.

Assim, os n primeiros termos da PA sao (aq,4ap,4a3,4y4, - .., ay).

E possivel desta forma estabelecer uma equacao que relacione o termo de posicdo n

com o primeiro termo 4; e a razdo r, conforme a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3. Dada uma PA (a1, ay,a3,4ay4, . ..,a,) de razdo r, temos

ap=am+mn—-1)-r 2.1

Demonstragdo. A prova se dard pelo PIF com a proposicao P(n) : a, =a;+(n—1)-r,

com n € N = IN*. Verifiquemos que P(n) é vélida para n = 1. De fato
P):a1=my+(1—-1)-r

Agora, suponha que P(n) seja vdlida para um natural n > 1 (hipdtese de inducéo).

Provemos que é verdadeira a sentenca P(n + 1) (passo de indugéo):
Pn+1):a,1 =a,+r.
Pela hipétese de inducao, P(n) : a, = a1 +(n — 1) - r, donde

Pn+1):apyy=a+(n—1)-r+r=ay1+n-r.
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O]

Voltando ao exemplo se quiséssemos, por exemplo, saber qual a quantia que

deve ser poupada no 30° dia, poderiamos calcular
a3 =1,5+(30 —1)-1,5 = 45.

Portanto, a quantia que devera ser poupada no 30° dia é de R$45, 00.

2.5 A PROGRESSAO GEOMETRICA

A Progressao Geométrica (PG) é andloga a Aritmética, ja que se trata também de
uma sequéncia de nimeros que seguem a uma determinada ordem. A diferenca é
que na progressdo geomeétrica a razio entre um termo e o anterior (ndo-nulo) é uma
constante, chamada de razdo da PG e denotada por 4. Existem inimeras situacdes em

que podemos aplicar as progressdes geométricas. Vamos apresentar uma delas.

Exemplo 2.2. Suponha que uma quantia de R$100,00 sera depositada em uma conta
a titulo de resgate futuro, devendo render 1% a cada més que ficar nesta conta, sendo
que cada rendimento € calculado sobre o saldo anterior. Veja uma tabela que ilustra

os trés primeiros valores obtidos:

Més | Valor Inicial Rendimento Valor Final
1 R$100,00 1% de R$100,00: R$1,00 | R$101,00
2 R$101,00 1% de R$101,00: R$1,01 | R$102,01
3 R$102,01 1% de R$102,01: R$1,02 | R$103,03

Tabela 2: Resumo dos cdlculos nos trés primeiros meses.

Portanto os trés primeiros valores encontrados para esta operacdo sdo: R$101,00,
R$102,01 e R$103,03, sendo este ultimo anotado com o critério do nosso sistema
monetario que trabalha até a casa dos centavos. Agora repare que o quociente obtido

entre o segundo e o primeiro é o mesmo obtido entre o terceiro e o segundo.

102,01

Tor00 - Ot
103, 0301
Tz - Ot
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Os termos encontrados nesta sequéncia seguem a razdo de g = 1,01.

Passemos a definir uma progressdo geométrica como, por exemplo, em [7]]:

Definicdo 2.4. Progressao Geométrica é toda sequéncia de numeros nao-nulos na qual
0 quociente entre cada termo (a partir do segundo) e o termo anterior é constante.

Esse quociente é chamado razdo da progressao geométrica e é representado pela letra

q.

Como no caso da PA, denotamos por a;, com i € IN*, o termo da PG que estd na

posicdo i. Assim, os n primeiros termos da PG séo (a1, ap,4a3,44, ..., ay).

E possivel desta forma estabelecer uma equacao que relacione o termo de posicdo n

com o primeiro termo a; e a razdo g, conforme a seguinte proposicao.

Proposicdo 2.5. Dada uma PG (ay,az, 43,44, . . .,a,) de razdo q, temos

A, =4aj - q”_l. (2.2)

Demonstragdo. A prova se dard pelo PIF com a proposi¢do P(n) : a, = a; - q"~!, com

n € N = IN*. Verifiquemos que P(n) é vdlida para n = 1. De fato
P(1):a; =ay-q'~ L

Agora, suponha que P(n) seja vdlida para um natural n > 1 (hipdtese de inducéo).

Provemos que é verdadeira a sentenca P(n + 1) (passo de indugéo):
P(n+1):a,1 =a,-q.
Pela hipétese de indugéo, a,, = a; - 4", donde
P(n+1):apm = -q" Y -g=a1-q".

O]

Para verificarmos a aplicabilidade desta equacao que acabamos de apresentar, vamos

determinar o terceiro termo do exemplo usando a progressao geométrica. Veja:
a3 =101-1,01% = 103,0301.

Logo, o valor obtido ao final do terceiro més é de R$103, 03.
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2.6 SOMA DOS n PRIMEIROS TERMOS DA PG.

A seguir, nosso objetivo é obter uma expressio para o calculo da soma dos » primei-

ros termos de uma PG. Comecemos considerando o seguinte problema.

Exemplo 2.3. Suponha que a quantidade de produtos vendidos cresca, anualmente,
2% em relacdo ao ano anterior e que a empresa vendeu 1.000.000 de unidades em

2010. Calculemos quantos produtos foram vendidos entre 2010 e 2013.

Solucdo:
Primeiramente, identificamos que a quantidade de unidades vendidas por esta em-
presa corresponde a uma PG de razdo g = 1,02. Tomando 2010 como sendo o pri-
meiro momento em que essas vendas foram observadas , temos que a1 = 1.000.000.

Logo,
a = 1.000.000 - 1,022~ =1.020.000,
que é a quantidade de unidades vendidas em 2011. Da mesma forma,

a3 =1.000.000-1,023"1 =1.040.400

a4 =1.000.000-1,02%1=1.061.208.

Para sabermos qual foi o total de unidades comercializadas entre 2010 e 2013, de-

vemos efetuar a soma dos termos aq, a, 43 € dy4:
1.000.000 +1.020.000 + 1.040.400 +1.061.208 = 4.121.608.

Imaginemos fazer esses cdlculos para um numero grande de termos. Por isso, é
importante determinarmos uma equacao que forneca a soma dos termos de uma PG, a
partir de elementos da mesma. Em muitos livros é possivel encontrar a equacgdo abaixo
que relaciona a razao, o nimero de elementos e o primeiro termo da PG, a fim de obter

a soma dos n termos desta PG.

Proposicdo 2.6. Dada uma PG (a1, az,as, ay, ..., a,) (de termos ndo-nulos) de razdo
q # 1, temos
q" — 1

P (2.3)

Sn:al'
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Demonstragdo. Seja S, a soma dos termos de uma PG:

Sy=ai1+ar»+az+...+a,_1+a, 2.4)

Multiplicamos esta igualdade por g:

Sw-q=ai-q+ay-q+az-q+-+a,_1-q+a,-q. (2.5)

Ja sabemos que a, = a; - q"”, logo, no lugar do termo a, - g, da expressao (2.5)),
podemos escrever aq - g" ! - g e, por consequéncia, a; - g". Observe novamente a

expressao, apds esta substituicao:

Sp-q=a1-gq+ax-q+az-q+...+a,_1-9g+a1-q". (2.6)

Subtraindo a equacdo (2.4) da equacéo (2.6]), temos:

Sw-q—Sn=a1-q+ax-q+az-q+...+a,_1-q+a;-q" —(a1+ax+az+...+a,_1+ay)

C0m0a1-q:az,az-q:a3,a3-q:a4,...,an,1-q:an,teremos:
Sw-q—Spu=ax+az+as+...+a, 1+a,+a1-q" —ay—ar—as—...—ay_1 —dy

Sw-q—Sn=a1-q9" —a;
Sp-(q—1)=ay-(qg" = 1).

Se g # 1 entdo

(9" - 1)
Spy=a1- —=. 2.7)
! (9-1)
O
Observacao 2.6.1. Caso q = 1, entdo a1 = a; = ... a, e, consequentemente, a soma S,

dos n primeiros termos da PG € igual a n - a;.

Outra demonstra¢do da proposicao [2.6| pode ser feita pelo PIF. Neste caso, aplique-
9" -1
-1

mos o PIF a proposicdo P(n) : S, = ay - ,comn € N =IN*.

Demonstragdo. Verifiquemos que P(n) € vdlidaparan =1e g # 1. De fato

1
1
Puysl=m-2_1

=4aq.
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Agora, suponha que P(n) seja valida para um natural n > 1 (hipétese de inducéo).

Provemos que € verdadeira a sentenca P(n + 1) (passo de inducao):
Sns1 =Sy +an41.
Mas, a,+1 = a5, - q, onde g € a razdo da PG; logo,
Sps1 =Sn+ay-q.

n_
Pela hipétese de inducao, S, = a; - %, donde

1
Spua1 =01 - q 7 +ay, - q. (2.8)

Sabemos que o termo a, de uma PG pode ser obtido pela equacéo (2.2)) por a; - " 1.
Entdo, substituindo (2.2)) em (2.8)), teremos

n
-1
St = a1 - 7 +a-q" g
n_1 ,
Snel=a1 - — a1
n
-1
Sn+1:a1'(qq_1 +q")
n_ 14+ n+l _ n
Sun =ar - (1 qzl T
n+1_1
Sn+ =a1'(qq_1).

2.7 SISTEMAS DE CAPITALIZAGAO

Um sistema financeiro de capitalizagdo, ou simplesmente, sistema de capitalizagao é
um conjunto de regras que normalizam uma operacao financeira, determinando (entre
outras coisas) como o juro deve ser acrescidos ao capital, ou, em termos de desconto,
como estes devem ser retirados do capital. Em um instante inicial, para exemplificar o

que pretendemos dizer, analise as seguintes situacdes descritas abaixo:
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Situacdo 01: Ao niimero 10, devemos fazer trés acréscimos. O primeiro acréscimo a
~ 1 o [ n . 1 e
razdo de 10 sobre o valor inicial. O segundo, também a razdo de 10 sobre o valor inicial
o 1 .
e o terceiro a razdo de 10 sobre o valor inicial.
Para resolver este problema, todos os acréscimos devem ser realizados com base no

1
valor inicial, ou seja, 10 do numero 10.

— .10=1
10 0

A partir dai, devemos somar ao nimero 10 trés vezes a quantidade 1.
10+41+1+1=13.

Com isso, ap0s os trés acréscimos consecutivos, terfamos um valor final igual a 13.

. ~ . . . T 1

Situacdo 02: Ao numero 10, devemos fazer trés acréscimos. O primeiro a razdo de 10
. . 1

sobre o valor inicial. O segundo, também a razdo de 10 calculado sobre o novo valor, ou

seja, o valor inicial adicionado do valor encontrado para o primeiro acréscimo e, o terceiro,

\ . 1 . . [ : . .
a razdo de 0 calculado sobre o valor final obtido, apds os dois acréscimos anteriores.

Para resolver este problema, cada um dos acréscimos deverd ser calculado, a partir
do resultado final obtido, ou seja, para que se possa calcular o segundo acréscimo,
deve-se saber o resultado apds o primeiro e, para calcular o terceiro, deve-se saber que

numero se obtém apds o primeiro e segundo acréscimos.
—-10=1.
10
Portanto, apos o primeiro acréscimo o resultado sera

10+1 =11.

Para o segundo acréscimo, teremos

Assim, apods o segundo acréscimo o resultado sera
11+1,1=12,1.

E por utimo
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1
—-12,1=1,21.
10 7

Entdo, apds o ultimo acréscimo o resultado sera
12,1+1,21 =13,31.

Apos os trés acréscimos consecutivos, terfamos um valor final igual a 13,31. Perceba
que os resultados obtidos na situacdo 01 e na situacdo 02 sdo distintos, ou seja, ao
calcularmos a razdo sempre sobre o valor inicial o resultado final, com os valores
considerados, foi diferente daquele encontrado quando a razao € calculada sobre um

novo valor, composto do resultado anterior somado ao acréscimo.

Em uma operacdo financeira, é possivel calcular o juro sempre com base no valor
principal dado, acrescentando-o todo de uma vez, ao final do periodo de capitalizacdo
ou acrescentar o juro ao capital apos cada cdlculo de juro e assim, formar um novo
capital para que sirva de base ao préoximo cdlculo durante todo o periodo de capitali-

zacao.

Classificaremos como Capitalizagdo Simples de Juro aquela que se relaciona a pri-
meira situagdo apresentada, ou seja, quando o juro é calculado sempre com base no
valor principal da operacdo financeira, independentemente de quantas vezes (prazo)

este valor deve ser acrescentado.

Por outro lado, chamaremos de Capitalizacdo Composta de Juro aquela que se rela-
ciona a segunda situacdo, ou seja, quando o juro é acrescentado ao valor principal ao
final de cada periodo de célculo, formando um novo valor, que servird de capital para

o préximo calculo de juro por quantas vezes (prazo) este valor deva ser acrescentado.

2.8 O SISTEMA DE CAPITALIZAGCAO SIMPLES

Ja discutimos acima o que vem a ser a capitalizacdo simples e como ela ajuda a
compor o valor final, dado um valor inicial e uma taxa de acréscimo. Porém, para
que possamos nos situar neste trabalho, convém falarmos sobre como ela acontece em
problemas aplicados. Vamos analisar alguns exemplos e por fim, deduzir uma equacéo
para usarmos em momentos futuros. Vale lembrar que nesta dissertacdo utilizaremos

o termo “juro simples” para se referir ao sistema de capitalizagdo simples.
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Exemplo 2.4. A quantia de R$1.200,00 foi tomada como empréstimo e devera ser
paga apos 5 meses, a juro simples de 2% ao més. Calcular qual devera ser o valor do
juro pago.

Solucao:

No primeiro més, o juro calculado serd de 2% de R$1.200,00. Portanto, o juro

referente a este més pode ser determinado pelo produto entre essas duas grandezas:

2
—-1.200 = 24.
100 00

Para os proximos quatro meses o cdlculo se repetira da mesma forma, ja que se trata
de uma capitalizacdo simples. Portanto, podemos encontrar o juro final pago, mul-
tiplicando o juro encontrado para um meés por cinco, que € o prazo total dado no

problema:
24 -5 =120.

Portanto, o juro pago ao final dos cinco meses sdo de R$120,00.

Exemplo 2.5. Um capital de R$7.800, 00 serd quitado apés 24 meses, a juro simples

de 3% ao més. Calcular qual deverad ser o valor do juro pago.

Solucao:
No primeiro més, o juro calculado é de 3% de R$7.800, 00:

3
— 7. =234.
100 800 =23

Para os proximos vinte e trés meses, o cdlculo se repetirdA da mesma forma, ja que
se trata de uma capitalizagdo simples. Portanto, podemos encontrar o juro pago, mul-
tiplicando o juro encontrado para um meés por vinte e quatro, que € o prazo total dado

no problema:
234 -24 = 5.616.

Portanto, o valor pago ao final dos vinte e quatro meses é de R$5.616,00.

Exemplo 2.6. Um capital C serd quitado apds ¢ periodos, a juro simples de i% capita-
lizados na mesma unidade de medida que o periodo. Calcular qual devera ser o valor

J do juro pago.
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Solucao:

No primeiro més, o juro calculado corresponde ao produto de i por C. Portanto, o
juro referente a este més pode ser determinado pelo produto entre essas duas grande-
zas:

i-C.

Para os préximos (t — 1) periodos, o calculo se repetirda da mesma forma, ja que se
trata de uma capitalizacdo simples. Portanto, podemos encontrar o juro pago, multi-
plicando o juro encontrado para um més por ¢ periodos, que é o prazo total dado no

problema:
i-C-t.

Portanto, o valor pago ao final de f periodos é de i - C - ¢.

Podemos concluir entdo que no sistema de capitalizacdo simples, o juro | pago ao fi-
nal de f periodos, a taxa de i% referente a um capital C pode ser determinado segundo
a equacao

J=C-i-t (2.9)

Observe que, nos exemplos e poderiamos ter usado esta equagdo (2.9) e
encontrariamos a mesma resposta. Para facilitar os cdlculos, vamos escrever a taxa em
numero decimal ao invés de escrevé-la na forma de fragédo, ou seja, 2% como 0,02 e
3% como 0, 03. Para o exemplo temos que

enquanto que para o exemplo 2.5} temos:
J=7.800-0,03-24 =5.616.

E possivel calcular o valor final pago, ou seja, o montante M, que nada mais é que o

capital acrescido do juro correspondente ao periodo de capitalizacao.

M=C+]
M=C+C-i-t
M=C-(1+i-t) (2.10)
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E com base nesta equaciio que iremos problematizar o sistema de Capitalizacio

Composta, a seguir.

2.9 0 SISTEMA DE CAPITALIZACAO COMPOSTA

Na capitalizacdo composta, como vimos anteriormente, o acréscimo € calculado so-
bre o capital a cada periodo de operacdo. Para ficar mais claro, vamos analisar alguns
exemplos e por fim, deduzir uma equacao que nos forneca o valor futuro M dados
o valor presente C, a taxa i e o periodo ¢t. Nas préoximas paginas desta dissertacdo
utilizaremos o termo “juro composto” para nos referirmos ao sistema de capitalizacéo

composta.

Exemplo 2.7. A quantia de R$1.200,00 foi tomada como empréstimo e deverd ser
paga apds 5 meses, a juro composto de 2% ao més. Calcular qual devera ser o valor

pago ao final do periodo.

Solucéo:

No primeiro més, o juro calculado é de 2% de R$1.200,00. Em seguida serd acres-
centado ao valor principal para formar o montante. Para este cdlculo, podemos usar a

equacao (2.10):
M1 =1.200-(1+0,02 1) =1.224.

Para os proximos quatro meses, o capital deve ser o montante encontrado no periodo
anterior, ou seja, para o segundo més, o capital sera de R$1.224,00. Dessa forma,

encontraremos o montante apods a capitalizacdo do segundo més:
M, =1.224-(1+0,02-1) = 1.248,48.

Portanto, o valor do montante, ao final do segundo més é de R$1.248,48. Para os
proximos meses, devemos repetir os calculos mais trés vezes (terceiro, quarto e quinto

meés), porém usando o novo montante como capital. Veja como ficam as contas:

Meés 03:

M3 =1.248,48 - (1+0,02-1) = 1.273, 4496.
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Més 04:
My =1.273,4496 - (1+0,02-1) = 1.298,918592.
Més 05:
Ms =1.298,918592 - (1+0,02 - 1) = 1.324, 896964.

Entdo, ao final dos cinco meses o montante acumulado foi de R$1.324,90, aproxima-
damente (considerando um arredondamento na casa dos centésimos, ja que no nosso

sistema financeiro escreve-se até esta casa decimal).

Exemplo 2.8. Calcular o montante de um capital de R$ 1.000,00, aplicado a taxa de

4% ao més, capitalizado més a més, durante 5 meses.

Solucao:

Vamos representar por S; (t = 1, 2, 3, 4 e 5) o valor do montante no final de cada
periodo t unitdrio, que no nosso exemplo é o més. Para facilitar o entendimento vamos

calcular cada um dos periodos, usando uma tabela:

Més () | Capital no inicio do més (C;) | Juro Correspondente ao més (J;) | Montante no Final do més (S;)
1 1.000,00 1.000,00 - 0,04 = 40,00 1.040,00
2 1.040,00 1.040,00-0,04 = 41,60 1.081,60
3 1.081,60 1.081,60-0,04 = 43,26 1.124,86
4 1.124,86 1.124,86 - 0,04 = 45,00 1.169,86
5 1.169,86 1.169,86 - 0,04 = 46,79 1.216,65

Tabela 3: Capitalizacdo nos cinco primeiros meses.

Portanto, o valor do montante final do quinto més é de R$1.216,65.

Observe que o montante no final de cada més é o capital inicial do més seguinte. A
fim de facilitar os cdlculos, vamos obter uma férmula para o montante, baseando-nos

no raciocinio feito no exemplo

Exemplo 2.9. Um capital C sera quitado apéds t periodos, a juro composto, com taxa i,
capitalizados na mesma unidade de medida que o periodo. Calcular qual devera ser o

montantel M apds a ultima capitalizacéo.

Solucao:
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No primeiro periodo (¢ = 1), o juro calculado corresponde ao produto de i por C.
Portanto, o montante referente a este, pode ser determinado pelo produto entre essas

duas grandezas, acrescido do capital, por meio da equacdo (2.10):
M;=C-(1+i-1)=C-(1+1).

Para os proximos periodos (t = 2,3,4,...,n —1,n), o célculo se repetirda da mesma

forma, porém, o capital serd o montante anterior:
M, = My - (1 +1).
Mas, My = C - (1 +1). Assim,
My=C-(1+i)-(1+i)=C-(1+i)
Da mesma forma, para t = 3,
M3z=My-(1+i)=C-(1+i)?-(1+i)=C-(1+i),
e para t =4,
My=Msz-(1+i)=C-(1+i)®-(1+i)=C-(1+i)*
Analogamente, para t =n — 1,
My 1=M, - 1+i)=C-1+)"2-(1+i)=C-(1+i)" 1,
e para o ultimo periodo,
My=M,_1-Q+i)=C-A+i)" - 1+i)=C-(1+i)"
Com isso, observamos que o montante M, relacionado a um capital C, a taxa i,
capitalizado periodo a periodo, apds ¢ periodos, é dado por
M=C-(1+i). (2.11)

A seguir, provamos ([2.11)) usando a técnica do PIF.

Proposicao 2.7. Sejam C o valor principal (capital) e i a taxa de juro que serd aplicada

por um periodo t (com t € IN) sobre C, sob o regime de capitaliza¢do composta. Entdo
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P(t): My = Co - (1 +1)".

Demonstragdo. Temos que P(1) é verdadeira, pois, de acordo com (2.10), M; = Cy -
(1+i-1)=Co-(1+0).

Suponha que P(t) seja vdlida para um natural t > 1. Provemos que € verdadeira a

sentenca P(t + 1). Vale a seguinte relacdo:
My = M; - (1 +1).
Pela hipétese de inducédo, temos que
M;=Co-(1+i).
Assim,

Mt+1 = Co-(1+i)t-(1+i) =C0-(1+i)t+1.

2.10 A SERIE DE PAGAMENTOS UNIFORMES

Um conteudo bastante interessante, quando se fala de matematica financeira, é a
série de pagamentos uniformes. Quando temos um valor a financiar e possuimos a
taxa que serd aplicada por todo o periodo do financiamento é possivel, entre outras
coisas, determinar o valor que devemos pagar a cada periodo para liquidar a divida
adquirida ao final do financiamento. Isso é muito importante pois, em um sistema
de pagamentos no qual se deseja quitar a divida de forma parcelada, é necessario ter

controle sobre qual valor serd pago por esta divida.

As séries de pagamentos uniformes podem ser de dois tipos: postecipada e anteci-
pada. A primeira é aquela em que o vencimento do primeiro pagamento é dado apods
correr um periodo e a segunda é aquela em que o primeiro vencimento é dado na data
da contratacdo. Para nossos estudos, trataremos da série de pagamentos uniformes e

postecipados.

No sistema de capitalizacdo simples néo € dificil imaginar que, como todos os juros

sdo calculados sobre o mesmo capital, basta encontrar o montante M pela equacao
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e, em seguida, dividir o valor calculado pelo nimero de parcelas. Por se tratar
de um caso mais trivial e nfo tdo usado no mercado financeiro, deixaremos de lado a
série de pagamentos uniformes e postecipados no sistema de capitalizacdo simples e
trataremos a série de pagamentos uniformes e postecipados no sistema de capitalizacao

composta. Vejamos um problema para entendermos melhor este tema:

Exemplo 2.10. Um bem, no valor de R$10.000, 00 serd pago em trés parcelas mensais,
a taxa de juro de 1% ao més. Deseja-se saber qual o valor da parcela que devera ser

paga, a fim de quitar a divida adquirida na compra, apds o periodo contratado.
Solucao:

Vamos imaginar a situagdo més a més para melhor entendimento do problema. No

ato da contratacdo temos um saldo devedor de R$10.000,00 e apds um més esse saldo

deverad ser corrigido. Neste momento teremos também o primeiro pagamento. Para o

segundo més, teremos uma correcdo apenas do saldo devedor, apds o primeiro paga-

mento. De maneira analoga, isso acontecera no terceiro més, onde o ultimo pagamento

encerrard a divida.

Para analisarmos matematicamente, vamos chamar de S o saldo apds cada paga-
mento, C o valor do bem financiado em trés parcelas e chamaremos de R o valor da
parcela que deverd ser a mesma (uniforme) para os trés pagamentos.

S1=10.000-(1+0,01)! — R =10.100 — R.
Ja para o segundo més, teremos:
S» = (10.100 — R) - (1+0,01)! — R
S>=(10.100 —R)-1,01 — R
S, =10.201-1,01-R—R
S, =10.201 — 2,01 - R.

Para o terceiro més, o saldo devera ser zero, ja que toda a divida serd quitada:

S3 =(10.201 —2,01R) - (1+0,01)! — R =0.
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10.303,01 —2,0301- R — R =0.
3,0301 - R =10.303, 01.
R =~ 3.400, 22.

Portanto, a parcela paga em cada periodo deve ser de R$3.400, 22.

Agora, vamos conferir se o valor acima é de fato, a parcela que em trés meses, a
taxa de 1% ao més, liquida o valor que deve ser pago por um bem de R$10.000, 00. Os

célculos estdo esquematizados na tabela [4]

Periodo (Més) | Valor corrigido (taxa de 1%) | Valor pago (Parcela) | Saldo (do periodo)
0 (Ato) 0,00 0,00 10.000,00
1 10.100, 00 3.400,22 6.699,78
2 6.766,78 3.400,22 3.366,56
3 3.400, 22 3.400,22 0,00

Tabela 4: Tabela resumo dos célculos efetuados no exemplo

Entdo, o valor encontrado é de fato, a parcela que procurdvamos. Porém, este pro-
cesso é demorado e, para um periodo maior, quase que inviavel. Por isso, vamos tratar
de encontrar uma equacgdo que relacione a parcela, o valor principal, a taxa e o pe-
riodo envolvidos em um problema. Para isso, utilizaremos o conceito da progressao
geomeétrica, mais especificamente, da soma de termos de uma progressao geomeétrica,
dada em (2.7).

Proposicdo 2.8. Em uma série de pagamentos uniformes e postecipados, sujeitos a capi-

talizacdo composta, taxa i, periodo t e parcela R, temos que o valor final pago ¢ dado por

g (Lri) -1
1

M, = (2.12)

Demonstragdo. Seja
Mi=R+R-(1+)+R-(1+i)?+R-A+i°+---+R- 1+ (2.13)

Multiplicando a equagédo (2.13) por (1 + i), obtemos

Mi-1+i)=R-1+i)+R-(1+i)?>+R-1+i+---+R-1+)"T+R-(1+i. (2.14)
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Subtraindo a equacéo (2.13) da equacdo (2.14), chegamos a
M;-(1+i)—M;=R-(1+))+R-1+i)?+- - +R-(1+i) = (R+R-(1+i)+R-(1+i)*+-- - +R-(1+i)" 1)
M;-i=R-(1+i)'—R.

M;-i=R-[(1+i) —1].

NE
M =g I T

Podemos escrever a equagdo (2.12) com base no valor principal, substituindo o M;
da equacéo por C - (1 +1)! da equacio (2.11):

C'(1+i)t:R'w.

1+i)f —1
_g. A+ -1

C=R- T 5T (2.15)

O

Observemos ainda que, de acordo com (2.7), a série de pagamentos pode ser pen-

sada como a soma dos ¢ primeiros termos de uma PG coma; =Regq=1+1.

Voltando ao exemplo [2.10, notamos que

(1+0,01)3 — 1

10.000 = R - .
(1+0,01)3-0,01
0,030301
10.000 = R - 0,01030301"

R ~ 3.400, 22.

Com tudo que vimos até aqui, podemos seguir com a leitura para o nosso objeto
de estudo, que é a taxa média de juro. No préximo capitulo, falaremos sobre sua
importancia, bem como, demonstraremos suas relagdes matemadticas, utilizando os

conhecimentos abordados neste capitulo.

31






A TAXA MEDIA DE JURO E OS SISTEMAS DE
CAPITALIZACAO

No capitulo anterior, falamos sobre alguns dos conceitos de matematica discreta
e matematica financeira que precisaremos saber para poder compreender um pouco
mais sobre a taxa média de juro. Mas o que vem a ser essa tal taxa média? Quais sdo

suas reais aplicacoes?

Neste capitulo, falaremos um pouco mais sobre os motivos que nos levaram a escolha
deste tema, bem como suas aplicacdes no mercado financeiro e o porqué de aprofundar
os estudos nesta tematica. Além disso, trataremos de analisar a taxa média no sistema
de capitalizagdo simples e no sistema de capitalizacdo composta. A fim de esclarecer

um pouco mais sobre as aplicacOes, daremos alguns exemplos do mercado financeiro.

No nosso cotidiano, muitas vezes lidamos com situagoes financeiras, das quais se
faz necessdria a utilizacdo de uma taxa de juro para corrigir o capital aplicado. Pode
ser numa aplicacdo de capitais distintos na poupancga, que serd resgatada apos um de-
terminado periodo; um parcelamento que sofre correcoes regulares a taxas diferentes;
uma série de depdsitos que devera sofrer alteracoes por conta das taxas aplicadas a
fim de se estabelecer uma correcdo do valor de compra deste capital. Enfim, muitas
situacoes podem exemplificar a aplicacdo da taxa média de juro e é preciso entendé-la

para que possamos trabalhar com algumas das principais operac¢des financeiras.

Para que possamos entender melhor a taxa média de juro, consideremos duas situa-
cOes diferentes: a taxa média e o sistema de capitalizacdo simples e a taxa média e o
sistema de capitalizacdo composta. Com fins didéticos, vamos iniciar com um exemplo
e, em seguida, tratar de formalizar as equa¢des em cada uma dessas situagdes. Ao final
e com base no que foi abordado, proporemos um problema de aplicacdo para melhor

compreensdo do assunto.
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3.1 TAXA MEDIA E O SISTEMA DE CAPITALIZAGAO SIMPLES

Analisemos a seguinte situacao.

Exemplo 3.1. Dispde-se de R$1.000,00 para ser aplicado por 6 meses, no sistema de
capitalizacdo simples, e pretende-se saber qual é o mais rentdvel ao final deste periodo,
tomando-se por base as taxas aplicadas, na SELIC e no CDI (indexadores dos bancos),

nos ultimos seis meses anteriores  aplicacdo, conforme a tabela 5]

Més | Taxa CDI | Taxa Selic
Més1 | 1,1773% 1,18%
Més 2 | 1,1075% 1,11%
Més 3 | 1,1075% 1,11%
Més 4 | 1,1077% 1,11%
Més 5 | 1,0552% 1,06%
Més 6 | 1,1613% 1,17%

Tabela 5: Taxas CDI e Selic para o periodo, disponivel em [2] e [3].

Solucao:

Para analisar este problema, vamos chamar de investimento A aquele praticado so-
bre as taxas do CDI e chamaremos de investimento B aquele praticado sobre as taxas
da Selic.

Primeiramente, vamos fazer as contas para cada um dos periodos referente ao inves-

timento A.
Més 1:

J1 =1.000-0,011773 -1 =11,773.
Més 2

J» =1.000-0,011075 -1 = 11, 075.
Més 3

J3 =1.000-0,011075-1 =11, 075.

34



3.1 TAXA MEDIA E O SISTEMA DE CAPITALIZAQAO SIMPLES

Més 4

J4 =1.000-0,011077 -1 =11, 077.
Més 5

J5 =1.000-0,010552 - 1 = 10, 552.
Més 6

Jo =1.000-0,011613 -1 =11, 613.

A tabela |§| ¢ um resumo dos rendimentos para o investimento A (referente a taxa
CDI):

Més | Taxa CDI | Rendimento (em reais)
1 1,1773% 11,773
2 1,1075% 11,075
3 1,1075% 11,075
4 1,1077% 11,077
5 1,0552% 10,552
6 1,1613% 11,613
| Total | 67,165 |

Tabela 6: Rendimentos do investimento A (taxa do CDI).

Portanto, investir R$1.000,00 rendeu a juro simples, um total de R$67,16, aproxi-

madamente.

Agora, vamos fazer as contas para cada um dos periodos referente ao investimento B.

Més 1:

J1 =1.000-0,0118 -1 =11, 80.
Més 2

J» =1.000-0,0111-1 =11, 10.
Més 3
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J3=1.000-0,0111-1 =11,10.

Més 4

J4 =1.000-0,0111-1 =11,10.
Més 5:

J5 =1.000-0,0106 - 1 = 10, 60.
Més 6

Jo =1.000-0,0117 -1 =11, 70.

A tabela é um resumo dos rendimentos para o investimento B (referente a taxa da
Selic):

Més | Taxa Selic | Rendimento (em reais)
1 1,18% 11,80
2 1,11% 11,10
3 1,11% 11,10
4 1,11% 11,10
5 1,06% 10,60
6 1,17% 11,70
| Total | 67,40 |

Tabela 7: Rendimentos do investimento B (taxas da Selic).

Portanto, investir R$1.000,00 rendeu a juro simples, um total de R$67,40.

Comparando-se os dois valores, percebemos que o investimento B foi mais rentavel
que o investimento A. Com base nestes dados, podemos determinar uma taxa média
de rendimentos que, ao longo dos meses, rendeu o juro calculado més a més:

Para o investimento A temos, de acordo com (2.9)):

J=C-i-t

67,165 =1.000-i-6
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67,165 = 6.000 - 1

iz 67,165
~ 6.000

i ~0,011194166.

Portanto, a taxa média de juro é de, aproximadamente, 1, 119% para o investimento
no CDL

Para o investimento B, temos por (2.9) que
67,40=1.000-i-6

67,40 = 6.000 - i

iz 67,40
"~ 6.000

i ~0,0112333333.

Assim, a taxa média de juro é de, aproximadamente, 1, 123% para o investimento na

Selic, que faz deste, o mais rentavel para o periodo dado.

Definicdo 3.1. Parak =1,2,...n, seja iy a taxa de juro aplicada a um capital C; em um
periodo t, no regime de capitalizacdo simples. A taxa média de juro simples relativa
a Cy, ix e t, denotada por i, é dada por

n

ch'ik'tk

=k 3.1)
Y Ci-ty
k=1

Em outras palavras, a taxa média de juro simples é aquela que ocupa o lugar de
todas as taxas envolvidas na atualizacao dos valores, fazendo com que todo capital seja
corrigido e, formando assim, o mesmo montante que seria acumulado ao utilizarmos

as taxas que foram substituidas, segundo o regime de capitalizacdo simples.

Voltando ao exemplo e calculando diretamente i pela expressdo (3.1, temos
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e para o investimento A:

1.000-0,011773-1+1.000-0,011075-1+---+1.000-0,010552-1+1.000-0,011613 -1
1.000-1+1.000-1+1.000-1+1.000-1+1.000-1+1.000-1

i=

11,773 +11,075+ 11,075 + 11,077 + 10,552 + 11, 613

= 6.000

67,165

"= 76.000

i=0,011194166

Logo, a taxa média de juro € de, aproximadamente 1,119% para o investimento
no CDIL

e para o investimento B:

1.000-0,0118-1+1.000-0,0111-1+---+1.000-0,0106-1+1.000-0,0117 -1
1.000-1+1.000-1+1.000-1+1.000-1+1.000-1+1.000-1

i=

11,80+11,10+11,10+ 11,10+ 10,60+ 11,70

L= 6.000

i=0,011233333
Logo, a taxa média de juro é de, aproximadamente 1,123% para o investimento
na Selic.

Perceba que no sistema de capitalizacdo simples, ainda que pequena, a variacdo en-
tre os dois investimentos € percebida pela diferenca entre as taxas médias de cada

um deles, que chamamos aqui de A e B. No sistema de capitalizacdo composta, esta
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diferenca tende a crescer e ficar mais evidente. Vale lembrar que, no mercado finan-
ceiro, a grande maioria das movimentacoes sdo realizadas no sistema de capitalizacao
composta que, como vimos no capitulo anterior, trata-se do calculo do juro sobre o
montante, ja acrescido do juro do periodo anterior. Na proxima secdo, falaremos um

pouco mais sobre a taxa média de juro nesta modalidade de célculo.

3.2 TAXA MEDIA E O SISTEMA DE CAPITALIZAGAO COMPOSTA

Para analisar a taxa média de juro no sistema de capitalizacdo composta, comecemos
com um exemplo em que trés capitais diferentes sdo aplicados sob taxas diferentes por

periodos distintos.

Exemplo 3.2. Um investidor aplica R$58.000,00 em trés fundos de acoes no mesmo
prazo de 8 meses. No primeiro fundo, para o qual a taxa é de 3% ao més, ele aplica
R$30.000,00; no segundo fundo, com a taxa de 5% ao més, ele aplica R$8.000, 00.
Finalmente, no terceiro fundo, com a taxa de 4% ao meés, ele aplica R$20.000, 00. Qual

¢ a taxa média de juro para este investimento?

Solucao:

Para analisar este problema, vamos tratar cada um dos investimentos por investi-
mento A, investimento B e investimento C. Com fins didaticos, vamos construir uma

tabela para visualizar os resultados:

Investimento | Aplicacdo (Valor Atual) | Taxa (%) | Periodo (meses) | Montante (Valor Futuro) Juro
A 30.000,00 3 8 38.003,10 8.003,10
B 8.000,00 5 8 11.819,64 3.819,64
C 20.000,00 4 8 27.371,38 7.371,38
Total 58.000,00 — 8 77.194,12 19.194,12

Tabela 8: Resumo dos célculos para os trés investimentos do exemplo 3.2}

Pela equacao (2.11)), temos que

M=C-(1+i).

Isolando o termo C, que representa o capital empregado, teremos

M

=iy
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Entfo, do nosso problema, considerando i como a taxa média, podemos encontrar
My Mg M

Co= o, Cp= b, C
S ) R I TR

determinado pela equacgéo

= C . Jo capital total investido pode ser
(1+1i)ic

Crotal = Ca +Cp +Cc.

Portanto,

My Mp Mc

Coovr = 4 -
fotal = (T Ty T L+ (L4 )i

Logo,

38.003,10 11.819,64 27.371,38 77.194,12

BO0= = s T e T e T dsip

(1+1)8 ~ 1,330933103
1+1~1,036381205
i ~ 0,036381205.
Portanto, a taxa média de juro € de, aproximadamente, 3, 64%.

Verifiquemos que a taxa média que encontramos corresponde ao montante final apli-

cado.
Miotar = Crotar - (1 +19)f
Miora1 ~ 58.000, 00 - (1 +0,0364)8
Mot = 77.194,12.

Uma ressalva que devemos fazer aqui € que, para o exemplo que fizemos, o periodo é
o mesmo para todos os investimentos, mas nem sempre isso precisa acontecer. Porém,
ao usar prazos diferentes, em geral serdo necessdrios recursos tecnolégicos, como por
exemplo, a calculadora financeira ou as planilhas eletrénicas. Entdo, vamos analisar
um problema em que este fato pode ser verificado, ou seja, uma situacdo em que os

periodos de aplicacdo sdo diferentes.
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Exemplo 3.3. Determinar a taxa média de juro de uma aplicacdo de R$30.000, 00
feita da seguinte forma: R$12.000,00, R$8.000, 00 e R$10.000, 00 aplicados as taxas de
1,5%, 1,0% e 2,0% ao més, respectivamente, sendo o prazo da primeira aplicacdo 10

meses, da segunda 15 meses e da terceira 8 meses.
Solucéo:
Primeiramente, determinemos o montante que cada um destes capitais formou.
e Primeiro investimento: M = 12.000 - (1 +0,015)!° = 13.926, 49.
e Segundo investimento: M = 8.000 - (1 +0,010)'> = 9.287,75.
e Terceiro investimento: M = 10.000 - (1 + 0, 020)% = 11.716, 59.

O que queremos encontrar, nada mais é que uma taxa tinica de juro que faca todos
os montantes calculados no problema, quando descapitalizados, formar o capital ini-
cial total aplicado, ou seja, R$30.000,00. Observe a equacdo a seguir que representa

matematicamente o que dissemos acima:

11.716,59 N 13.926,49 N 9.287,75
(1+1)8 1+ 1+

30.000, 00 =

Esta equacao € invidvel de ser resolvida algebricamente e, é neste ponto, que utiliza-
remos a calculadora financeira como recurso. As calculadoras financeiras sdo grandes
aliadas nesse momento. O modelo da figura[l] pode ser encontrado para download no

seu aparelho celular por meio de aplicativos.

PMT

%T A%

ON D STO

Figura 1: Calculadora financeira disponivel para download na sua loja de aplicativos com o

nome Touch Fin Free.

Para saber mais sobre as func¢des da calculadora financeira, vocé pode acessar o

manual do usudrio de uma das marcas que a comercializa, no site [|13]. Um outro
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manual do usudrio, também estd disponivel na internet no endereco [|14], este de
uma outra empresa que comercializa a calculadora financeira. Também na internet, é
possivel conhecer os recursos da calculadora financeira por meio de video. Um deles

estd disponivel no endereco [15]].

Para nds, entre todas as suas funcdes, vamos destacar aquelas que nos ajudam a

encontrar a taxa média. A tabela[9) descreve tais funcdes.

TECLA DA CALCULADORA O QUE SIGINIFICA O COMANDO?

f Ativa os comandos escritos acima da tecla
g Ativa os comandos escritos abaixo da tecla

CLx Apaga as memdrias salvas na calculadora

CHS Torna o valor negativo

CFo Guarda o valor principal da operacéo

CFj Guarda cada uma das operacdes em fila, j = {1,2,3,---, }
Nj Guarda a quantidade de vezes que o CFj se repete

IRR Retorna a taxa média

Tabela 9: Sequéncia de comandos para o calculo da taxa média.

E importante dizer que, diferentemente das calculadoras tradicionais, nesta deve-se
primeiro digitar o valor e depois o botdo que se deseja associar a este numero. Por
exemplo, caso queira guardar-se R$12.000,00 como valor principal, deve-se digitar a

sequéncia 12000 — ¢ — CFo.

Para obtermos a taxa média em uma operacdo, primeiro guardamos o valor principal,
utilizando os comandos Valor — CHS — g — CFo; em seguida, entrar com os valores
de cada operacdo, com os comandos Valor — ¢ — CFj. Se uma operacdo se repetir
por mais de uma vez, vocé pode simplificar a escrita utilizando o comando Nj, por
exemplo, vocé quer entrar com o valor R$3.000, 00 cinco vezes seguidas, entdo vocé
pode utilizar a sequéncia 3000 -+ ¢ —+ CFj — 5 — ¢ — Nj. Depois de finalizar as
entradas, vocé deve solicitar a taxa média utilizando a sequéncia f — IRR. O valor

aparecera no visor.

No exemplo [3.3] o montante de R$13.926,49 foi obtido para o periodo de 10 meses,
o de R$9.287,75 para o de 15 meses, enquanto que o de R$11.716,59 para o de 8
meses. Na calculadora que escolhemos trabalhar, o periodo estd associado a posicao
da fila em que o nimero serd guardado. Como o menor periodo € o de 8 meses, entdo
guardamos o valor O para as 7 primeiras posicoes e guardamos em seguida, isto é, na

87 posigao, o valor R$11.716,59. Em ordem crescente, o proximo periodo considerado
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na aplicacdo é o de 10 meses, que deve assim ocupar a 10? posicio da fila. Como ja
estdo guardados os valores até a 87 posicdo, guardamos 0 para a 9% posicdo e o valor
de R$13.926,49 na 10” posicdo. O ultimo periodo é o de 15 meses. Como ja estdo
ocupadas as 10 primeiras posicdes, guardamos O por 4 posicOes na fila e R$9.287,75

na 157 posicdo. Finalmente, calculamos a taxa média de juro, como na tabela [I0}

DIGITAR | TECLA DA CALCULADORA O QUE SIGINIFICA O COMANDO?
f + CLx Apaga os residuos da calculadora
30.000 CHS + g + CFo Guarda o valor principal
0 g + CFj Guarda o valor digitado em fila
7 g+ Nj Numero de vezes que o valor acima se repetiu
11.716,59 g + CFj Guarda o valor digitado em fila
0 g + CFj Guarda o valor digitado em fila
13.926,49 g + CFj Guarda o valor digitado em fila
0 g + CFj Guarda o valor digitado em fila
4 g + Nj Numero de vezes que o valor acima se repetiu
9.287,75 g + CFj Guarda o valor digitado em fila
f + IRR Retorna a taxa média de Juro

Tabela 10: Sequéncia de comandos para o cdlculo da taxa média do exemplo[3.3]

Como resultado, temos a taxa média i = 1,4453%, aproximadamente. Repare que,
ao tentar encontrar a taxa média usando o valor futuro, ou seja, o montante total de

R$34.930, 83, o resultado obtido seria i = 1,4295%, com a equacio
34.930,83 = 12.000, 00 - (1 +7)'° + 8.000, 00 - (1 + 7)™ +10.000,00 - (1 +7)®

Porém, este resultado ndo pode ser considerado, pois os valores futuros, com refe-
réncia em momentos distintos, ndo poderiam ser somados. Logo, o valor correto é

sempre calculado quando escrevemos a equagao com o capital inicial.

Definicao 3.2. Para k = 1,2,...n, seja i; a taxa de juro aplicada a um capital C; em
um periodo t;, no regime de capitalizacdo composta. A taxa média de juro composto
relativa a Cy, iy e t;, denotada por i, é dada por

i " Cr (1 +1g)f

- (3.2)
k=1 o L+

Em outras palavras, a taxa média de juro composto € aquela que ocupa o lugar de

todas as taxas envolvidas na atualizacdo dos valores, fazendo com que todo capital seja
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corrigido e, formando assim, o mesmo montante que seria acumulado ao utilizarmos

as taxas que foram substituidas, segundo o regime de capitalizacdo composta.

Analisemos um novo exemplo, aplicando-se a equacéo (3.2).

Exemplo 3.4. Dois capitais iguais, no valor de R$ 6.000,00 serdo aplicados em fundos
de investimentos diferentes, que rendem 1% ao més e 2,5% ao més, durante 10 meses.

Determine a taxa média de juro composto.

Solucao:

6.000 - (1+0,01)1°  6.000 - (1 +0,025)0

6.000 + 6.000 = ' )
(1 + D10 (1 + D)0
. 10 . 10
12,000 < 6-000-1,011° +6.000- 1,025
(1+19)10
. 1430824
1 ~10 ~ 7
(1+17) 12.000

1+i=1,017748561

i~ 0,017748561.
Portanto, a taxa média de juro é de, aproximadamente, 1,77%.

No caso em que os periodos sdo distintos, a equacao ([3.2) ndo é facil de ser resolvida
algebricamente, tornando-se necessarios algum recurso computacional e um método
de aproximac¢do adequado, como a interpolacdo, que consiste em encontrar valores

por tentativa e erro, aproximando-se do resultado correto, de modo proporcional.

Analisemos um problema no qual usa-se a interpolacdo no célculo da taxa média de

juro.

Exemplo 3.5. Determinar a taxa média de juro correspondente a um empréstimo de
R$1.000, 00 que devera ser pago em trés parcelas mensais, consecutivas e postecipadas,
no valor de R$300, 00, R$500, 00 e R$400, 00.

Solucdo: A solucdo deste problema estd em trazer todos os pagamentos para o

presente, onde sabemos o valor do empréstimo:

44



3.2 TAXA MEDIA E O SISTEMA DE CAPITALIZAQAO COMPOSTA

300 N 500 N 400
A+ 1+ (1+0)3

1.000 =

Perceba que esta equacdo é dificil de ser resolvida algebricamente, entdo vamos utilizar
a técnica da interpolagfio para encontrarmos uma aproximacio para a taxa média i.
Escolhemos um valor inicial arbitrdrio para a taxa, por exemplo, 6%, e calculamos

qual devera ser o valor presente.

300 500 400

C=
(1+0,06)] " (1+0,06)2 ~ (1+0,06)

C ~ 1.063, 86.

Como o valor presente é R$1.000,00, a taxa i deve ser maior que 6%. Vejamos para
11%.

300 500 400

C=ax01 T @+0, 112 T @+0,11)

C =968, 56.

Assim, sabemos que a taxa média é um valor entre 6% e 11%. Com isso, passamos a
técnica da interpolacdo, onde chamaremos de x a taxa média que gostariamos de saber.

Por meio de proporc¢oes, temos que

1.063,86 — 968,56 0,06 — 0,11
1.000,00 — 968,56  x —0,11

95,30  —0,05
31,44 x—0,11

x =~ 0,093504721

Portanto, i ~ 0,0935 ou 9,35%, aproximadamente. O cdlculo a seguir nos d4 o valor

do capital C caso i seja 0,0935.

300 500 400

C=170,003) " 1+0,0952 " (1+0,0935)

C =998, 42

Embora C esteja proximo de R$1.000,00, vamos proceder novamente com a inter-
polacdo para melhorar a aproximacdo, agora com as taxas de 9,35% e 11% e seus
respectivos montantes de R$998,42 e R$968, 56.
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998,42 — 968,56  0,0935 — 0,11
1.000,00 — 998,56 x —0,0935

29,86  —0,0165
1,44  x—0,0935

—0,0165-1,44

x—0,0935 = 29 86

x =0,0926474.

Calculemos C para i = 0,0926.

Co 300 N 500 N 400
~ (1+0,0926)1 " (1+0,0926)2 * (1+0,0926)3

C =1.000, 09.

De acordo com os célculos anteriores, vemos que a aproximac¢do melhorou quando
consideramos i = 0,0926. Poderiamos continuar procedendo com as interpolacdes a
fim de melhorar a aproximacio com C = 1.000, mas i = 0,0926 j4 é o suficiente para

Nn0Ssos propositos.

Com a calculadora da figura I} resolvemos o exemplo

TECLA DA CALCULADORA O QUE SIGINIFICA O COMANDO?
f + CLx Apaga memdrias anteriores salvas
1.000 + CHS + g + CFo Guarda o valor principal como saida, ou seja, negativo
300 + g + CFj Guarda o primeiro pagamento na primeira posi¢ao
500 + g + CFj Guarda o segundo pagamento na segunda posicio
400 + g + CFj Guarda o terceiro pagamento na terceira posicdo
f + IRR Pede o valor da taxa média que devera aparecer no visor

Tabela 11: Sequéncia de comandos para o calculo da taxa média do exemplo

Com a sequéncia digitada, encontramos o valor que aparece na figura [2|

No proximo capitulo, vamos aproveitar todos os conteudos que foram expostos até
o momento a fim de criar uma sequéncia didatica para que professores, ou futuros

professores, possam tomar como base na preparacdo de suas aulas.
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Figura 2: Imagem da calculadora financeira mostrando a taxa média de juro.
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A TAXA MEDIA E A EDUCACAO BASICA E
SUPERIOR: ALGUMAS APLICACOES

Neste capitulo trataremos de identificar e evidenciar reais aplicagdes do tema pro-
posto, ainda que inserido em outros temas, tanto para o ensino superior quanto para
a educacdo basica. Podemos tratar da tematica como o conteudo a ser explicado, mas
em alguns casos, é possivel tratd-la em um projeto interdisciplinar ou em uma oficina

de matematica.

Vamos dividir esta parte do estudo em duas etapas: uma delas voltada para a educa-
¢do basica e a outra direcionada para a educacao superior. Dentro de cada um destes
seguimentos trataremos alguns problemas de aplicacdo e indicar possiveis acoes que
possam dispertar a atencdo dos alunos, evidenciando a relevancia do aprendizado para

que os alunos possam se sentir envolvidos e motivados a aprender.

4.1 MOTIVOS PARA APRENDER TAXA MEDIA NA EDUCAGAO BASICA

Na educacao basica, muitos sdo os momentos em que podemos tratar a educacao
financeira. Por exemplo, os anos iniciais do ensino fundamental, quando as criancas
estdo aprendendo sobre o sistema monetario brasileiro e a composicdo do dinheiro.
Neste momento, € possivel ensinar aos alunos, por meio de operacoes basicas, que
uma certa quantia pode ser acrescida de valores por conta do pagamento em atraso,
ou até mesmo sofrer um desconto por ser paga antes do prazo. Neste momento, a
crianca aprende sobre matemadtica financeira a fim de ir se familiarizando com alguns

nomes técnicos desta area.
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Em um outro momento do ciclo fundamental, ja nos anos finais, podemos inserir
algumas equacoes financeiras por meio de modelos matematicos, no trabalho com juro
simples, juro compostos e alguns pagamentos sucessivos. Analisemos uma situagao-

problema para este segmento de ensino.

Exemplo 4.1. Um filho recebe de seu pai a quantia de R$400,00 e deseja aplica-la
por um ano para obter uma quantia ainda maior. Para isso, hd duas opcoes: aplicar
o dinheiro em um fundo de capitalizacdo simples, que rende 1,6% ao més, ou num
fundo de capitalizacdo composta, que rende 1,5% ao més. Para que o rendimento seja
o maior possivel, qual a opcdo que o filho deverd escolher e qual é a diferenca entre os

valores obtidos ao final dos 12 meses?

Solucao:
Calculemos o montante em cada um dos sitemas de capitalizacdo, utilizando as equa-
¢Oes (2.10]) e (2.11). Para a capitalizacdo simples, temos:

M =400-(1+0,016-12) =476, 80.
Para a capitalizacdo composta, temos:
M =400 - (1+0,015)'? = 478, 25.

Portanto, o filho terd mais dinheiro, ao final dos doze meses, se aplicar o dinheiro

no fundo de capitaliza¢do composta, sendo a diferenca de R$1,45.

Perceba que, neste tipo de problema, é interessante ressaltar aos alunos que, mesmo
a uma taxa menor, a capitalizacdo composta se sobressaiu em relacdo a capitalizacao

simples.

Com base nestas discussbes € interessante propor um problema em que os alunos
consultem as taxas da poupanga, por exemplo, nos ultimos 12 meses e determinem
uma taxa média para efetuar os cdlculos. Nesta faixa etdria, um problema que envolva
apenas o calculo da taxa média nos juro simples e a compare com a média aritmé-
tica simples das taxas ja cumpre bem seu papel de inserir o aluno na discussao sobre
rendimentos de fundos de capitalizacido, como € a poupanca. Calculos mais elabora-
dos como a taxa média na capitalizacdo composta podem ser propostos mais a frente

durante o ensino médio, por exemplo. Tomemos uma nova situacdo:

Exemplo 4.2. Pretende-se aplicar R$400, 00 a juro simples em uma caderneta de pou-

panca que trabalha com este sistema de capitalizacdo, durante 6 meses e, R$500, 00
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nos 6 meses seguintes. Para isso, consulta-se uma tabela com os rendimentos da pou-

panca nos 12 meses anteriores  aplicacéo, que estdo descritos na tabela [12]

Més/Ano | Taxa (em Porcentagem)
1 0,5882%
2 0,5169%
3 0,6302%
4 0,6079%
5 0,6159%
6 0,6822%
7 0,7317%
8 0,6876%
9 0,6930%
10 0,6799%
11 0,6303%
12 0,7261%

Tabela 12: Rendimentos da poupanca nos 12 meses anteriores a aplicacéo retirados de [|9]]

Com base nas taxas da tabela[12] pretende-se encontrar uma taxa média para saber
quanto renderd a aplicacdo de R$400, 00 nos préximos 12 meses. Considerando-se a
média ¥ das taxas dadas na tabela[12]e a taxa média 7 dada por

n

ch-ik-tk

k=1
n
Y Cr -ty
k=1

produza uma outra tabela a fim de comparar os juros totais obtidos, primeiramente

i=

4

caso a aplicacdo tivesse ocorrido nos ultimos 12 meses, em seguida tomando-se a

média ¥ das taxas e, finalmente, tomando-se a taxa média i.
Solucao:
A média das taxas dadas na tabela[12)é igual a

0,5882+0,5169 +0,6302+ - - - +0,6303+0,7261 _ 7,7899
12 12

X = =0,006492,

e a taxa média, calculada a partir dos tltimos 12 meses, é

400 - 0, 005882 + 400 - 0,005169 + - - - +400 - 0,006822 + 500 - 0, 007317 + - - - + 500 - 0, 007261
400-6+500-6

1_:

35,31
5.400

i= ~ 0,006539.
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Na figura [3] resumimos todos estes resultados.

Periodo Capital Taxa Juro Ta.ax:a Juro Média Juro

(mensal) média
1 400 05882% | 235 |06539% | 262 | 06492% 2 60
2 400 05169% | 207 |06539% | 262 | 0.6492% 2 60
3 400 0,6302% 252 0,6539% 262 | 0,6492% 2,60
4 400 0,6079% 2.43 0,6539% 262 | 0,6492% 2,60
5 400 06159% | 246 | 06539% | 262 | 0.6492% 2 60
6 400 06822% | 273 | 06539% | 262 | 0.6492% 2 60
7 500 0,7317% 3,66 0,6539% 327 | 06492% 3,25
8 500 0,6876% 3,44 0,6539% 327 | 06492% 3,25
9 500 0,6930% 347 | 0,6539% 327 | 06492% 3,25
10 500 0,6799% 340 | 06539% 327 | 06492% 3,25
11 500 0,6303% 3,15 0,6539% 327 | 06492% 3,25
12 500 0,7261% 3,63 0,6539% 327 | 06492% 3,25

Total | | | 3531 | | 3531 | | 3505

Figura 3: Resumo dos cdlculos para o exemplo

Observe que, como esperado, a taxa média i produz o mesmo juro total que aquele
produzido pelas taxas dos ultimos 12 meses, enquanto que o mesmo nao ocorre para

%. E importante destacar que taxa média de juro ndo é o mesmo que média de taxas.

Para os alunos do ensino médio é possivel inserir um problema de taxa média de
juro, no sistema de capitalizagdo composta, com base nos problemas praticados em
livros didaticos, ndo tdo distantes de sua realidade. Por exemplo, uma situacdo que

envolva descontos em financiamentos, como o problema a seguir.

Exemplo 4.3. Ao adquirir um imével na planta, um comprador se compromete a pagar
10 parcelas no valor de R$1.500, 00 fixas. Porém, caso queira pagar alguma destas par-
celas antes da data, recebe um desconto que varia de acordo com a taxa aplicada pela
poupanga, no ano anterior, exatamente no més em que o pagamento serd efetuado e a
quantidade de meses que o pagamento serd adiantado, sob o regime de capitalizacio
composta. Um destes clientes, apds pagar 5 parcelas na data de vencimento, resolveu
pagar as outras cinco de uma vez, sendo a 6% na data correta e as outras quatro, adian-
tadas. As taxas aplicadas pela poupanca, no ano anterior, nestes mesmos meses foram
de 0,85%; 0,62%; 0,7% e 0,65%, na ordem usual dos meses do ano. Nestas condicoes,

determine o valor total pago por este cliente apds todos os descontos e qual a taxa mé-
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dia de desconto aplicada nos ultimos quatro pagamentos, levando-se em consideracao

o sistema de capitalizacdo composta.

Solucao:
Em geral, problemas de desconto se assemelham a problemas de juro, porém, o valor
calculado nao acrescenta ao capital e sim é descontado do capital. Dessa forma, a

equacao para desconto no sistema de capitalizacdo composta é dada por
M =C-(1 -0k,

em que k denota o nimero de meses de adiantamento da parcela.

Calculamos a seguir os descontos concedidos nas 72, 82, 9 e 10? parcelas:

e 72 Parcela:

Mza =1.500 - (1 — 0,0085)! = 1.487,25.
e 82 Parcela:

Mga = 1.500 - (1 — 0,0062)% = 1.481, 46.
e 92 Parcela:

Mga = 1.500 - (1 — 0,007)3 = 1.468,72.
e 10? Parcela:

Mga = 1.500 - (1 — 0,0065)* = 1.461, 38.

Ap6s os quatro descontos, os valores pagos foram de R$1.487,25 ; R$1.481,46 ; R$1.468,72
e R$1.461, 38, além das outras seis parcelas no valor de R$1.500, 00 totalizando R$14.898, 81.

Agora, determinemos a taxa média de desconto:

14.898,81 = 1.500 - 6 +1.500 - (1 — 7) + 1.500 - (1 — 7)?> +1.500 - (1 — 7)® + 1.500 - (1 — 9)*
5.898,81 = 1.500 - [(1 — 1) + (1 — )% + (1 —1)> + (1 — 1)*]
3,93254=(1—-10)+(1—0)?+(1 -1 +(1—10)*

Com o auxilio da calculadora financeira, recurso discutido no capitulo 3, encontramos

a taxa média 7 = 0,006789 ou 0,6789%. E importante que os estudantes verifiquem

que a taxa média encontrada produz o mesmo resultado. De fato,
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14.898,81 ~
1.500 - 6 +1.500 - (1 — 0,0067) + 1.500 - (1 — 0,0067)2 + 1.500 - (1 — 0,0067) + 1.500 - (1 — 0, 0067)*.

Nesta etapa, é possivel propor problemas que envolvam financiamentos de veicu-
los, por exemplo, ou aplicacées em fundos de investimentos diferentes. Os alunos
ja reconhecem muitas das coisas que envolvem o mercado financeiro, mas nao ne-
cessariamente tem propriedade e entendimento sobre elas. Por exemplo, muitos dos
estudantes conhecem ou ja ouviram falar de cartdo de crédito, mas ndo tem amplo
conhecimento sobre as formas de pagamento, os juros envolvidos no pagamento do

valor minimo, o crédito disponibilizado para cada cliente, entre outras informacgoes.

4.2 MOTIVOS PARA APRENDER TAXA MEDIA NA EDUCACAO SUPERIOR

Para o ensino superior, problemas mais elaborados tendem a aparecer, envolvendo
outras situacoes, como por exemplo a série de pagamentos uniformes e postecipados,
muito praticada em operagdes de crédito que envolvem parcelas para o pagamento
de algum bem ou valor. Neste momento, problemas que envolvam financiamentos
de veiculos, poupanga, dividas de cartdo de crédito, entre outros, tendem a ser mais
interessantes e relevantes aos alunos, ja que, muitos deles conhecem ou ja fazem uso

dessas questoes que permeiam a vida adulta e sua relacdo com o dinheiro.

Um problema interessante envolve a questdo do financiamento de um automével
que, por uma op¢ao do comprador, terd o saldo do seu financiamento negociado com
outra operadora financeira, com fins em diminuir o pagamento de juro. Neste tipo de
problema, é possivel verificar as habilidades dos alunos nos célculos de juro composto
e taxa média, mas também, provocar neste estudante a busca por melhores taxas no
mercado na hora de optar por um financiamento e, mesmo que ja contratado em uma
financeira, perceber que € possivel encontrar op¢oes mais vantajosas e migrar seu saldo
para ser quitado em uma outra instituicdo. Atualmente, isto pode ser feito e muitos
bancos isentam a tarifa de abertura de crédito por conta do relacionamento (e vinculo)

que criara com o novo cliente. Vamos analisar um problema deste tipo.

Exemplo 4.4. Ao comprar um veiculo no valor de R$46.000,00 foi oferecida ao cliente
uma taxa de financiamento de 2,5% ao més, e prazo de 60 meses. Neste formato, nao
se fazia necessdrio qualquer quantia de entrada, ou seja, o valor total do veiculo seria
financiado sob tais condi¢des. O cliente entdo aceitou adquirir o veiculo contratando o

financiamento que lhe foi apresentado, porém, apds pagar 12 parcelas, verificou com
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o gerente de seu banco que era possivel migrar o saldo devedor da sua divida sem
nenhum custo adicional para esta instituicdo bancdria, com uma taxa mais atrativa, de
1,5% ao més e um prazo de 36 meses. O cliente ficou muito satisfeito com as novas

condigdes e resolveu fazer a migracdo do financiamento do seu veiculo.

Com base nas informacdes acima, qual foi a economia que o cliente obteve com a

troca e qual a taxa média de juro aplicada por toda a operacdo de crédito?

Solucao:
Este problema envolve série de pagamentos uniformes e postecipados, ou seja, parcelas
de mesmo valor com o primeiro vencimento apds um periodo de contratacdo, assunto

discutido no capitulo 2.

De acordo com a equacgdo (2.15), se o cliente tivesse mantido o financiamento todo

na mesma instituicdo financeira, a parcela paga seria de

(1+0,025)% — 1

46.000 = R - .
(1+0,025)% - 0,025

46.000 ~ R - 30,90865649
R ~1.488, 26

Ou seja, o valor pago em cada uma das parcelas seria de R$1.488, 26 e, ao final dos 60
pagamentos, o montante total pago seria de R$89.295,60. Mas, sabemos que apenas
12 parcelas foram pagas e o saldo remanescente foi transferido para a outra instituicdo
financeira. Até a 122 parcela, o valor pode ser calculado descapitalizando cada uma

das parcelas pagas, conforme a tabela a seguir:

Ou seja, dos R$46.000, 00 iniciais, em 12 meses, R$4.666,43 ja foram pagos, resul-
tando em um saldo de R$41.333,57, que foi transferido para a outra instituicdo finan-
ceira com taxas mais baixas. Neste novo cendrio, havia ainda 36 parcelas a taxa de

1,5% ao més. Por (2.15]), calculamos o valor da nova parcela no financiamento atual:

(1+0,015)% —1

41.333,57 =R -
(1+0,015)% - 0,015

R ~ 1.494, 31.

Ou seja, o valor da nova parcela é de R$1.494,31. Com este valor de parcelas, o valor

total pago na financeira atual é de
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Més| Saldo Devedor | Amortizagdo Juros Parcela

0 | RS 46.000,00

1 [R5 45.661,74 |-RS 338,26 | RS 1.150,00 |-RS 1.488,26
2 | RS 45.315,03 |-RS 346,71 | RS 1.141,54 |-RS 1.488,26
3 | RS 44.959,65 |-RS 355,38 | RS 1.132,88 |-RS 1.488,26
4 | RS 44.595,39 |-RS 364,26 | RS 1.123,99 |-RS 1.488,26
5 | RS 44.222,01 |-RS 373,37 | RS 1.114,88 |-RS 1.488,26
6 | RS 43.839,31 |[-RS 382,71 | RS 1.105,55 |-RS 1.488,26
7 | RS 43.447,03 |-RS 392,27 | RS 1.095,38 |-RS 1.488,26
8 | RS 43.044,95 |-RS 402,08 | RS 1.086,18 |-RS 1.488,26
9 |RS 42.632,82 |-R5 412,13 | RS 1.076,12 |-RS 1.488,26
10 | RS 42.210,39 |-RS 422,44 | RS 1.065,82 |-RS 1.488,26
11 | RS  41.777,39 |-RS 433,00 | RS 1.055,26 |-RS 1.488,26
12 | RS  41.333,57 |-RS 443,82 | RS 1.044,43 |-RS 1.488,26

Figura 4: Descapitalizacdo das parcelas pagas na primeira instituicdo financeira

M =1.494,31 - 36 ~ 53.795, 16.

Portanto, ao transferir a divida, o cliente pagou ao final dos 36 meses o valor de
R$53.795,16 que, somado aos R$17.859, 12 resulta em R$71.654,28. E possivel entao
perceber que houve uma economia total de R$17.641,32 ao ser feita a troca do plano

de financiamento.

Para calcularmos a taxa média de juro nesta operacdo, devemos levar em conside-
racio que 12 parcelas de R$1.488,26 foram pagas a taxa de 7 e que 36 parcelas no
valor de R$1.494,31 foram pagas & esta mesma taxa i. Com o auxilio da calculadora
financeira, encontramos o valor de 1,9755%, aproximadamente, para a taxa média de

juro nesta operacao.
Neste momento, € importante solicitar que o aluno verifique a razoabilidade do

resultado encontrado para i, pois

1.494,31
1,019755%8

+

_ 148826 , 148826 ., 148826 . 149431 149431 ,
46.000,00 = 75157551 + 1197552+ T 10197557 T 10197558 T 10197551 T
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CONCLUSAO

Quando pensamos em cidaddos autbnomos e protagonistas de sua prépria existéncia,
devemos esperar que em um mundo rodeado de informacoes financeiras é de extrema
importancia que sajbamos interpreta-las. E preciso entender como se comporta um
financiamento de veiculos e como as taxas influenciam no valor pago. Observar que
no mercado financeiro hd outras opc¢des e que, com negociacgoes, é possivel encontrar
planos melhores. Precisamos entender que quanto mais conhecimento temos sobre
um assunto, melhor é a forma com a qual lidamos com ele e, uma educacao transfor-
madora tende a criar cidadaos menos endividados e capazes de gerir as suas préprias
financas. Foi com este intuito que este trabalho pretendeu provocar nos professores e
futuros professores um olhar diferenciado para a matematica financeira e, mais espe-

cificamente, para a taxa média de juro.

Na dissertacdo, o carater foi mais prético, sendo que tomamos como orientador
a construcdo de problemas que esclarecessem a insercdo do tema e a maneira de
trabalha-lo, sem perder de vista o rigor matemaético, mas adequando-o a cada etapa

da vida escolar do aluno.
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