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RESUMO

Neste trabalho apresentamos os conceitos, definicOes, classificagéo e aplicacdes das Equacdes
de Diferencas. Estas equacOes apresentam caracteristicas similares com as Equacdes
Diferenciais Ordinarias, com a diferenca que, em vez, de utilizar variaveis continuas utilizam-
se varidveis discretas. S&o aplicadas em alguns contetudos do Ensino Médio, principalmente,
em exercicios que sdo utilizados regularmente, mas com outra visdo, dando-lhe ao aluno uma
nova possibilidade de conhecimento. Também, sdo aplicadas a problemas que estdo presentes
na Biomatematica, em modelos que tratam de varia¢fes populacionais e como elas podem ser

usadas no conhecimento das caracteristicas de modelos de crescimento tumoral.

Palavras-chave: Equacdes de diferencas, Ensino Médio, Funcdes, Sequéncias, Matematica
Financeira, Exponenciais e Logaritmos, Modelo Tumoral, Modelo de Ricker, Modelo de

Gompertz, Modelo de Verhulst (Modelo Logistico Discreto).



ABSTRACT

In this work we present the concepts, definitions, classification and applications of
Differences Equations. These equations have similar characteristics with the Ordinary
Differential Equations, with the difference that, instead of using continuous variables, discrete
variables are used. They are applied in some contents of High School, mainly in exercises that
are used regularly, but with another vision, giving the student a new possibility of knowledge.
Also, they are applied to problems that are present in Biomathematics, models that deal with
population variations and how they can be used in the knowledge of the characteristics of

tumor growth models.

Key words: Difference Equations, Secondary Education, Functions, Sequences, Financial
Mathematics, Exponential and Logarithms, Tumor Model, Ricker Model, Gompertz Model,

Verhulst Model (Discrete Logistic Model ).
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1. INTRODUCAO

Podemos dizer de uma forma bem simples que uma Equagdo de Diferengas é uma relacdo
entre valores de uma funcdo, onde o valor atual depende de um valor obtido anteriormente.
Por exemplo, uma aplicacdo financeira rende no Gltimo dia de cada més um valor que
corresponde a certa porcentagem fixa do valor que se tinha no ultimo dia do més passado. Em

notacdo matematica:

M (t) = rM (t-1)

onde M (t) é o montante obtido ao final do més t, o valor r representa o valor da taxa de
rendimento e M (t—1) corresponde 0 montante obtido ao final do més anterior. Sendo dado

também um valor inicial, que no caso, desse exemplo, é conhecido como um capital inicial
M(0)=C,.

As equacOes de diferencas possuem aplicagbes nas mais diversas areas da ciéncia e das
engenharias, sendo representadas, de forma geral, pela seguinte equagéo:

x(n+1)=f(x(n)), neN

onde x e f sdo funcles reais. Seu conceito ja vem sendo trabalhado ha muito tempo. Em

1202 o matematico italiano Leonardo Fibonacci desenvolveu uma sequéncia conhecida como
Sequéncia de Fibonacci. Esta sequéncia consiste em que os dois primeiros termos sao iguais a
1, e cada termo geral da sequéncia é igual a soma dos seus dois antecessores mais proximos.
Essa ideia de desenvolver uma sequéncia a partir de elementos anteriores pode ser aplicada,
principalmente, em fendmenos que descrevem diferentes comportamentos ao longo do tempo.
As variaveis envolvidas devem ser interpretadas com uma variavel discreta (valores inteiros).
Por exemplo, se estudamos o efeito de um medicamento no organismo, entdo a variavel
temporal pode ser dada em minutos ou horas. Se acompanharmos o rendimento de um

investimento bancéario o tempo pode ser dado em meses ou anos.

O objetivo inicial do nosso trabalho é definir alguns conceitos preliminares que levam a
definicdo principal do conceito de Equacdes de Diferencas. Trabalharemos seus conceitos,
classificacOes, solucdes e aplicagdes como os sistemas dindmicos discretos, este Ultimo, estdo
mais relacionado a aspectos geometricos e topologicos. O objetivo principal, desse trabalho, é
apresentar suas aplicacbes na educacdo basica — mais especificamente no ensino médio. E

muito interessante perceber a quantidade de contetidos ensinados nos anos finais do ensino
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regular de matematica que podem ser abordados de forma que se encaixem de maneira
simples no conceito do nosso tema principal. O intuito é entdo, apresentar aos alunos de forma
simples e clara, na linguagem e notacédo que estdo acostumados, o conceito de se trabalhar as
equac0es de diferencas. A ideia é de trabalhar conceitos como funcdes, sequéncias, problemas
de movimentac@es financeiras, exponenciais, etc. E atraves de exemplos vamos mostrar que
alguns exercicios podem ser adaptados para que o conceito das equacOes de diferencas se
encaixe melhor e em outros casos podemos resolver de duas formas distintas 0 mesmo
exercicio.

Outro ponto importante que destacaremos sdo as aplicagcfes em questbes que envolvem
conceitos da &rea de ciéncias bioldgicas e da salde. Usar a modelagem matematica para
entender o crescimento populacional, em especial ao crescimento de células pode ajudar e
muito no tratamento de uma doenca que tém alcancado cada vez mais um numero maior de
vitimas. O cancer é uma doenca que precisa de tratamento rapido e especifico para cada tipo.
Compreender o crescimento de um tumor ajuda nesse sentido, e uma ferramenta fundamental
é a modelagem matematica que pode ser obtida, também, atraves das equacdes de diferencas.
Apresentaremos, de forma simples, alguns modelos de crescimento populacional conhecidos
na biologia que podem ser trabalhados com essas equagOes, como por exemplo, os modelos
de Ricker, Gompertz e de P. F. Verhulst (Modelo Logistico).

Vamos entdo apresentar os conceitos e definigdes sobre o tema, com o objetivo de que eles
possam ser trabalhados no ensino basico e compreender suas aplicacdes e contribuicdes em

modelos matematicos importantes.
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2. DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Nesse capitulo descreveremos o0s resultados mais importantes que nos ajudardo a entender o

tema principal desse trabalho.

2.1 Funcoes

Defini¢éo 2.1 (Funcéao)
Sejam A e B dois conjuntos, ndo vazios. Uma relacdo f de A em B recebe o nome de

funcdo se, a todo elemento de A lhe corresponde um Unico elemento em B, ou seja,
Va,be A, a=b = f(a)=f(b)
Observagéo 2.1

a) O conjunto A é chamado Dominio da funcdo (denotado por D, ), e B é chamado

Contradominio da funcéo.

b) Aimagemde f, denotada por, Im(f), é definida por
Im(f)={yeB: IxeA y=1f(x)} (1)
c) Em nosso estudo de funcgdes, fica estabelecido que tanto o dominio quanto o
contradominio da funcéo serdo subconjuntos de nimeros reais.
Definicéo 2.2 (Funcdo Composta)

Dados os conjuntos A, B e C, e as seguintes funcdes: f:A—>B, g:B—C tal que

Im(f) < D, . Chama-se fungdo composta de g e f, denotada por go f , afuncdo h:A—C

tal que, h(x) =(go f)(x)=g(f(x)) paratodo x e A.

Observacdes 2.2 (Notacgoes e ilustragdes baseadas em [4]).

a) A funcdo composta go f (lé-se “g bola f’) é representada na Figura 2.1.
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Figura 2.1. Diagrama da fungdo composta.

b) Usaremos algumas vezes a notacao:

f2(x) para representar f(f(x))

f3(x) pararepresentar f(f(f(x)))

f"(x) pararepresentar f(f(...(f(x))...))

n-vezes

2.2 Limite e Derivada de uma Funcao

Seja f uma funcéo que esté definida proxima a um valor x,. (Isso significa que f é definida

em algum intervalo aberto que contenha X,, exceto possivelmente no proprio X,.) Entéo

escrevemos, segundo [10],

lim f(x) =L )
X=X,

e dizemos que o limite de f(x) é igual a L quando x tende a X,. E se pudermos tornar os
valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de L quando quisermos),

tornando x suficientemente proximo de X, (por ambos os lados de X, ), mas ndo igual a X, .

Defini¢do 2.3 (Ponto de Acumulagédo) Seja X —cR. X, € R & um ponto de acumulagéo de

X, se

Ve>0, (X —&,% +&)N(X —{x}) = (3)
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Definicdo 2.4 (Limite de uma Funcdo) Seja f : X >R, X <R uma fungéo e x, € R um

ponto de acumulagdo de X . Definimos o limite de uma funcéo por

lim f(x)=L < Ve>0,35>0; xe X, 0<|x=%|<5 - [f(x)-L|<e (4)

X=Xy

Definicdo 2.5 (Derivada de uma Funcao)

Seja f: X >R, X =R uma funcéo e x, € X um ponto de acumulacéo de X . Definimos a

derivada de f em x,, denotado por f'(x,), por

f'(x,) = IimM 5)
X X=X,
quando o limite existir e for finito. Se f admite derivada em X,, entdo dizemos que f é

derivavel ou diferenciavel emx,.

2.3 Tempo Continuo e Discreto

Em uma funcdo a variavel independente, em geral, € um namero real, nesse caso dizemos que
essa variavel é continua, por causa da natureza do conjunto dos numeros reais. Por exemplo,
se essa variavel for o tempo dizemos que o tempo é continuo. Assim, quando a variavel
independente for continua o limite de uma funcdo tem sentido. Quando a variavel
independente € um namero inteiro, dizemos que essa variavel é discreta. Por exemplo, se 0
tempo assume apenas valores inteiros dizemos que o tempo é discreto. Desse modo o conceito
de limite de uma funcdo perde sentido, a derivada perde sua aplicabilidade e o padréo de

mudancas da variavel dependente é descrito pelas chamadas diferencas.

2.4 Funcéao Discreta

Definicdo 2.6 (Funcdo Discreta) Dizemos que toda funcéo real x definida no conjunto dos

numeros naturais é chamada funcéo discreta. Simbolicamente,

X: N>R
N+ x(n)
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2.5 Equacao Diferencial Ordinaria - EDO

Definicdo 2.7 (EDO) Seja telcR, onde | é um intervalo aberto. Uma Equagéo

Diferencial Ordinaria (EDO) de ordem n ¢ definida pela seguinte relacéo:

F(t, @), '@, f'@).... ) =0 (6)

A equacdo (6) estabelece uma relacéo entre a funcéo incégnita f(t), a variavel independente

t e as derivadas de f até ordem n.
2.6 Método Iterativo

Um método é chamado iterativo quando toda vez que se deseje calcular o préximo passo,

precisa-se do anterior ou dos anteriores.

Cada passo do Método Iterativo chama-se de iteracdo. O termo iteracéo € sindnimo de
repeticdo. Na algebra, € o processo de estabelecer fungdes, ou equacbes mediante operagdes

em que sucessivamente o objeto de cada uma € o resultado da que a precede.
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3. EQUACOES DE DIFERENCAS

Neste capitulo descreveremos as equacOes de diferencas, sua relacdo com Sistemas
Dinamicos Discretos, a classificacdo dessas equacOes, algumas formas de resolucédo e

aplicactes com exemplos.

Observacéo 3.1. A sigla ED refere-se a “Equacéo de Diferengas”.

3.1 Equagdes de Diferengas

As equac0es de diferencgas, de forma geral, descrevem a evolugéo de certos fendmenos ao
longo do tempo e isso ndo acontece de forma continua como nas equacgdes diferencias, ou
seja, a variavel independente passa a ser discreta. Como ja foi dito, o conceito de derivada
perde sua aplicabilidade e o padrdo de mudancas da variavel dependente é descrito pelas
chamadas diferengas.

Por exemplo, uma aplicacdo financeira, tem montantes durante periodos discretos de tempo,

como dias, meses ou anos. O montante X(n+1) obtido na (n+1)—ésima etapa é uma funcéo
do montante x(n) obtido na n-—ésima etapa. Essa situacdo pode ser expressa como uma
equacdo de diferencas:

x(n+1) = f (x(n)) 7)

De uma forma mais pratica, podemos olhar esse problema de outro ponto de vista,

estabelecendo valores numéricos.

Partindo de um valor Capital inicial de R$ 1000,00 com juros compostos de 5% ao més.
Podemos gerar uma sequéncia com os montantes obtidos ao final de cada més.
R$1000,00 ; R$1050,00 ; R$1002,50 ; R$1157,625 ; ...
Considerando a fungdo f(x)=1,05x. Obtemos a sequéncia acima através de composicdes da
funcdo f . Veja:
Valor inicial: 1000.
Ap6s o 1° més: f (1000)=1,05-(1000) =1050

Apos 0 2° més: f ( f(1000))= f (1050)=1,05-(1050) =1102,5
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Apos 0 3°més: f (f(f(1000)))= f(f(1050))= f (1102,5)=105-1102,5=1157,625

e, assim por diante.

De forma geral, partindo de um valor inicial X, pode-se gerar uma sequéncia:

X 5 F(%) f(f(xo)) ; f(f(f(xo))) ;
Que também pode ser representado em outra notac&o:
X o f(x) 5 f2x) 5 f3(x) ..
f(x,) é a primeira iteracdo de x, pela funcdo f, f?(x,)é a segunda iteragdo de X, pela

funcdo f , e assim por diante.

Definicdo 3.1 (Equacdes de Diferencas) Seja f :R — R uma funcéo real. Para todo ne N,

definimos uma equacéo de diferengas, como
x(n+1) = f (x(n)) (8)

onde, x é uma funcéo discreta.

Dado x, € R. Considere a condicéo inicial da ED (8) dado por x(0) = x, . Assim,

n=0: x(1) = f (x(0)) = f (%))
n=1: X(2)=f (x@)=f(f(x))=(fof)(x)=1f(x)
n=2: X(3) = (x(2))=f(F2(x))=(FoF?)(%)= (%)

n=k-1: X(k) = f (x(k=1)) = (£ (%)) =(F o F) (%) = (%)

Portanto, a solucdo de (8), € dada por

x(m)=1"(x,) ©)

Exemplo 3.1 Considere a seguinte ED: x(n+1) = x*(n) com condigdo inicial x(0)=x,. A
solucdo é obtida do seguinte modo:
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n=0: x() = f(x(0))=f(x)=x2=x2
=1 x(@=f(x®)=f(x)=%?=x

=2 x@®=f(x@)=f(x)=x"=x

n=k-1:  x(k)=f(x(k-1)=f (x§“)= X272 = x2

Assim, a solucgéo é

x(n) =x2'.
3.2 Sistemas Dinamicos Discretos

Em geral, os sistemas dindmicos estudam as solucdes de equaces diferenciais que evoluem
no tempo, qualquer que seja sua natureza, por exemplo, sistemas fisicos, bioldgicos,
quimicos, sociais, econémicos, etc. Quando a evolucéo é descrita (modelada) em intervalos de
tempo discretos sdo chamados sistemas dindmicos discretos. As equacOes de diferencas séo

consideradas um caso particular destes sistemas.

Processos iterativos da fungdo f em relagdo a um valor inicial X, é um exemplo de Sistema

Dinamico Discreto, que é um sistema para o qual queremos saber 0 seu estado durante uma
sequéncia de tempos discretos. Provavelmente o estado do sistema muda em forma discreta
no final de cada intervalo, mas também é possivel que o estado mude continuamente, mas s

estamos interessados em saber o estado no inicio de cada intervalo. O estado de um sistema

discreto, em uma dimenséo, é determinado completamente por um valor X,. Os valores da

variavel de estado nos instantes {t,,t,.t,,...} serd uma sequéncia

{X(to) = Xo» X(t1) =X, X(tz) =Xz } (10)

O intervalo de tempo entre dois instantes sucessivos t, e t.,,e At=t , —t e pode ndo ser

n+1

constante.

Assim, partindo do instante inicial t,=0: x(0) temos:
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% = (%)
X, = f(xl)
Xn+1 = f (Xn) (11)

A equacdo (11) pode ser reescrita por x(n+1) = f(x(n)) que é uma equacdo de diferencas

conforme ja citada em (8).
Observacéo 3.2.

Sistemas dindmicos discretos e equacOes de diferencas estdo intimamente ligados, o primeiro
termo estd mais relacionado a aspectos geométricos e topologicos, ja as equacdes de

diferencas referem-se a teoria analitica, [1].
3.3 Equacéao de Diferencas Autonomas e Nao-Autdnomas

Note que o lado direito de (8) ndo depende explicitamente da variavel n. A equacdo de
diferencas (8) é chamada de equacéo de diferencas autbnoma, pois representa um fenémeno

conhecido como tempo-invariante. Vamos analisar agora uma situacdo em que a funcao f ,
em (8), pode ser substituida por uma fun¢do g de duas variaveis. Essa equagdo é chamada de

ED ndo-autbnoma ou tempo-variante.

Definicdo 3.2 (Equacgdo de Diferengcas Nao-Autbnoma) Seja g uma funcdo real de duas
variaveis, cujo dominio € o produto cartesiano do conjunto dos Numeros Naturais com o
conjunto dos NUmeros Reais, ou seja,
g:NxR->R
(n,x) > g(n,x)

Definimos a equagéo de diferencas ndo-autbnoma por,

x(n+1)=g(n,x(n)) (12)

onde x é uma fungdo discreta.



23

Observacéo 3.3.

De acordo com [1], o estudo de ED ndo-autbnomas é mais complexo que as ED autdbnomas.
Porém, quando fixamos o valor para n, em (12), ela pode ser comparada com a equagao de

diferencas, dada em (8).
3.3.1 Solugéo de uma ED nédo-Autdnoma
Vejamos uma solugéo para a equacao (12):

Para nyeNe x,eR considere a seguinte condicdo inicial x(n,)=X,. Agora, para todo
n>n, existe uma Unica solugdo x(n) para (12). Como x, e n, sdo valores constantes €&
equivalente a dizer que essa Unica solucdo pode ser escrita na forma x(n,n,,X,). Ou seja,

x(n)=x(n,ny,%,) (onde o simbolo = indica notacdo). Da mesma forma temos
X(Ng: N, %o ) = X(Ng ) =X, .
Agora,

x(ny +1)=x(ny +1,ng, %)) = g(no’x(no))
= g(no'xo)

X(Ny +2) = x(1y +2,05,% ) = g (ny +1,x(n, +1))
:g(no+1,g(n0,x0))

X(Ny +3) =X(ny+3,05,% ) = g (ny +2,x(n, +2))
=9(n,+2,9(n +1.9(n5. %))

Continuando o processo, concluimos que a solugdo da ED ndo-autbnoma deve ser:
x(n)=x(n,ng, %)= g[n—l, g(n—2,g n-3,...,9(ny, %,) )] (13)

Se n, =0, temos x(0) =x, e,

x(n)=x(n,x,)= g[n—l,g(n—z,g n-3,...,9(0,x,) )]
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Exemplo 3.2 Considere a seguinte ED n&do-autbnoma: x(n+1)=x(n)+n com condi¢do

inicial x(0) = x, . A solucéo e obtida do seguinte modo:

Assim, a solugdo e

X(1) = g(0,x(0)) =g(0,%,) = X, +0
X(2)=g(Lx@)=9(Lx)=%+1
X(3)=0(2,%(2))=g(2,% +1) =X, +1+2
X(4)=9(3,x(3))=9(3, % +1+2)=x,+1+2+3

x(k)=g(k-Lx(k-1))=g(k-1,x +1+2+..+k—-2)
=% +1+2+...+(k-2)+ (k-1

2

B (n-Dn
X(n) =X, + >

3.4 Classificacéo das Equac6es de Diferencas

Nesta secdo classificaremos as EDs pela ordem.

3.4.1 Equacdo de Diferencas de Primeira e Segunda Ordem

A seguir, definiremos uma ED de primeira e segunda ordem.

Defini¢do 3.3 (ED de Primeira Ordem). Dados F:R —>R e x,eR. Uma equagdo de

diferencas de 12 ordem é do tipo

x(n+1)=F(x(n))
X(0) = x,

(14)

Desta forma, uma equacdo de diferencas de primeira ordem e uma sequéncia dada por uma

férmula de recorréncia, onde cada termo x(n+1) depende apenas do anterior x(n).

Defini¢do 3.4 (ED de Segunda Ordem). Dados F:RxR —> R e x,,x € R. Uma equagédo

de diferencas de 22 ordem € do tipo
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{x(n+2): F(x(n+1),x(n)) (15)

X(0) = X,, X(D) =x,

Desta forma, uma equacdo de diferencas de segunda ordem e uma sequéncia dada por uma
formula de recorréncia, onde cada termo x(n+ 2) depende dos anteriores x(n+1) e x(n) com

valores iniciais x(0) e x(1) dados.
3.5 Equacdes de Diferencas de Primeira Ordem Lineares

A linearidade de uma ED de primeira ordem depende de como esta definido a fungdo F em
(14).

Definicdo 3.5 (ED de Primeira Ordem Linear). Uma ED de primeira ordem linear €
definida por

x(n+1)=a(n)x(n)+g(n) (16)

onde o coeficiente a(n) € uma funcgéo discreta ndo nula e g(n) uma funcao discreta.

Definicéo 3.6 (ED de Primeira Ordem Linear Homogénea). Uma ED de primeira ordem

linear é homogénea se
x(n+1)=a(n)x(n) (17)
onde o coeficiente a(n) é uma fungdo discreta ndo nula.

Considerando a condicdo inicial x(n,)=X,, n>n;>0, e usando um processo de

iteracdo, podemos determinar uma solucdo para a equacéo (17):
x(ny) =%, (condico inicial)
X(no +1) = a(no)x(no) = a(no)xo
x(n,+2)=a(n, +1)x(n, +1)=a(n, +1)a(n,) X,

x(ny+3)=a(n, +2)x(n,+2)=a(n, +2)a(n, +1)a(ny ),
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Continuando o processo, concluimos que:
x(n)=a(n-1)a(n-2) ..a(n,+2)a(n, +1)a(n,)x, (18)

De forma equivalente:

= xoﬁa(i) (19)

X.

Definicdo 3.7 (ED de Primeira Ordem Linear ndo Homogénea). Uma ED de primeira

ordem ndo homogénea é dada por
x(n+1)=a(n)x(n)+g(n) (20)

onde o coeficiente a(n) e o termo ndo homogéneo g(n) s&o funcdes discretas ndo nulas.

Determinaremos agora uma solucéo para a equacdo nao homogénea associada a (20):

.....

x(n0+2):a(n0 1)x(ny +1)+g(n, +1)
=a(n,+1)[a(ny) %, +g(ny)]+g(n, +1)
a(n0+1)a(no)x0+a(n0+1)g( no)+9(n, +1)

x(ny+3)=a(n, +2)
=a(n,+2)

a(n,+2)a(n, +1)a ( )x +a(n, +2)a(n, +1)g(ny)
(ny+2)g(n, +1)+g(n, +2)

N +2)X(N, +2)+g(n +2)

a(n, +1)a(ny) X, +a(n, +1)g(ny ) +g(ny +1)]+g(n, +2)

+
QD



27

Continuando o processo, concluimos que:

+a(n-1)a(n-2)...a(n,+1)g(n,
+a(n-1)a(n-2)...a(n, +2)g(n, +1
+a(n-1)a(n-2)...a(n, +3)g(n, +2

n-1
Tomando em conta que Ha(i) =1, a ultima expressdo e dada, equivalentemente, por

i=n

x(m=x] [a0)+ {ﬁ a(i)} o(r) (21)

i=ny r=ny Li=r+1

A formula (21) pode ser provada por indu¢do matematica.

Suponha que (21) seja valida para n=k. E que para n=Xk verdadeira implica em n=k +1
também verdadeira. Ou seja, vamos mostrar que

x(k+D)=x[ i)+ {H a(i)} g(r)

i=ny r=ng Li=r+1

De fato, pela Hipotese de inducéo temos que

x(k) = Xol;[ a(i)+ Z {H a(i)} g(r) (22)

e por (20) temos que
x(k +1) = a(k)x(k) + g(k) (23)

Substituindo (22) em (23), temos

x(k+1)=a(k)[xoﬁa(mZl[ﬁa(i)}g(r)}g(k)

i=n, r=ng [ i=r+1

_ xona(ni[na(i)}g(mg(k)

i=ng r=ny Li=r+1
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k
Considerando que H a(i)=1, temos

i=k+1

x(k+1) = Ha(l) Xﬁi[]_[ a(i)jg(r)Jr(H a(i)jg(k)

| i=ng r=ny r+1 i=k+1

- Ha(|) x0+ki(f[ a(i)jg(r)Jer:(]L[ a(i))g(f)

| i=ng r=ng \i=r+1 i=k \li=r+1

{Hao)}x -3 ITew o0

i=ngy r=ny \i=r+1

Portanto, a formula é valida para todo ne N,

3.5.1 Casos Especiais das ED de Primeira Ordem Lineares

Vamos analisar dois casos especiais da equacéo linear (16). No primeiro caso consideramos
a(n) como uma constante a. No segundo caso consideramos também g(n) como uma

constante b .

Vejamos,
X(n+1) =ax(n)+g(n) ; x(0)=x, (24)
x(n+1) =ax(n)+b ; x(0)=x, (25)

Da equacéo (24) obtemos:

X(0) = x,

x(1) = ax(0) +g(0) =ax, + g(0)

x(2) =ax(1)+9()
=a(ax,+9(0)+9@
=a?x,+ag(0)+g()

x(3) =ax(2)+9(2)
=a(a?x,+a-9(0)+g(1))+9(2)
=ax,+a%g(0)+ag@)+9g(2)

x(n)=a"x, +a"'g(0)+a" *g(D) +...+ag(n-2)+g(n-1)

Essa ultima equacdo pode ser escrita na forma:
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n-1
x(n)=a"x, + Y. a" “Ig(k) (26)
k=0
Retomando a equacéo (25) e relacionando-a a equacéo (26) temos:

n-1
x(n)=a"%, +» a"“h
k=0

n-1
— a‘n Xo + bz an—(k+l)
k=0

=a"x, +b(a

n

Tira™? +...+a3+a2+a+1)

De forma equivalente, podemos escrever:

n an_
a"x, +b se a=l
x(n) = [ a—lJ (27)
X, +bn se a=1

3.6 Exercicios que envolvem Equacdes de Diferencas

Vejamos agora alguns exemplos de resolucfes de problemas que envolvem o conceito de

Equacdes de diferencas de acordo com os resultados obtidos acima.

Exercicio 3.1

Resolva a equacdo de diferencas x(n+1)—(n+1)x(n)=2"(n+1)! com condicdo inicial
x(0)=c.

Solucgéo:

Por se tratar de uma ED primeira ordem linear ndo homogénea, como foi vista em (20), temos
que a(n)=n+1e g(n)=2"(n+1)!. Segundo (21), temos

x(n) = c{ﬁ(i +1)}+nzl[ﬁ (i +1)}2"(k +1)!

k=0 Li=k+1

=cn! + i{ﬁ (i +1)}2k(k +1)!:cn!+ni[(k+2)(k +3)...(n)] 2" (k +1)!

k=0 [i=k+1

n-1 n-1 1 n-1
=cnl+ ) [(k+1)(k +2)(k+3)...(n)]2kk!=cn!+2%2kk!=cn!+n!22k
k=0 k=0 ™= k=0

1(2"-1)

=cnl+n! =cn!+n!(2”—1)

= n!(c+2” —1)
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Exercicio 3.2

Resolva a equacéo de diferengas:
x(n+1) =x(n)+e", x(0)=c
Solugéo:
Trata-se de ED de primeira ordem linear ndo homogénea com coeficiente constante, onde

a(n)=1e g(n)=e". Pela equagéo (26) temos:

x(m)=a",+ > a" g (k)

k=0
n-1 n-1
=lc+ ) 1" e =c+ ) e
k=0 k=0
n
P )
e-1

Exercicio 3.3

Em um laboratorio, certa substancia € submetida a analise de sua temperatura, em graus
Celsius. Seja T(n) a temperatura da substancia no n-—ésimo intervalo de tempo. A
temperatura varia de acordo com uma fracdo p durante cada intervalo de tempo. Se a

temperatura inicial for T,. Encontrar T(n)e limT (n).
n—o0

Solucgéo:

A temperatura da substancia no momento (n+1) é igual a temperatura inicial mais a

temperatura no momento n menos a fragdo p da temperatura no momento n, ou seja,

TN+)=A-p)T(N)+T, (28)

Desse modo temos uma ED de primeira ordem linear ndo homogénea de coeficiente e termo
ndo homogéneo constantes.

Pela equacéo (27) temos:

(1-p)" -1

T(n)=(1-p) T,+T, -

=(1_ p)n TO +_|_0 1_(1; p) :To I:l(lp p) +(1_ p)n:lz-%o[l(l p)n n p(l— p)n]

-2[1-@-pt-p']



Assim, a solugéo de (28), é dada por
TO n+1
T(n) 7[1—(1— p)" |
ou, de forma equivalente,
T(n) _ T—O—T—O(l— p)n+l
p P

Como T,/p>0 e 0<1-p<1 (lembrando que p representa uma fragdo), temos que

IimT(n):TO

n—ow p

Exercicio 3.4
Refaca o Exercicio 3.3 supondo T, =20°C e p :%

Solugéo:

Substituindo esses valores em (28), temos
1
T(n+1) = (1—ZJT(n) +20, T(0)=20

T(n+1) = (%jT(n)-FZO

Rl
i

Pela equacéo (29),

2

o

T(n)=

b\l—‘|

Podemos montar uma tabela com os valores para os instantes 0 <n <10. Veja Tabela 3.1.

31

(29)

(30)

(31)
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Tabela 3.1. Valores para os instantes 0<n<10.
T(n)
20°C
35°C
46,25°C
54,69°C
61,02°C
65,76°C
69,32°C
71,99°C
73,99°C
75,49°C
76,62°C

BoovwouorwNnro S

Além disso, pela equacédo (31), limT(n) = To . Portanto,
nN—oo p

2

o

limT(n) =

nN—oo

=80

-l>\|—\|

A temperatura T =80°C é chamada temperatura de equilibrio da substancia submetida a

experiéncia.

Exercicio 3.5

Uma pessoa toma um empréstimo e ele sera pago por uma sequéncia de parcelas periodicas,
por exemplo, pagamentos mensais. Cada uma dessas parcelas pagas é composta pelos juros e

pela parte que reduz a divida total.
Sejam:

P(n) o valor da divida ap6s o n—ésimo pagamento, P(n+1) o valor da divida apds o
(n+1)—ésimo pagamento, P, o valor da divida inicial, r a taxa de juros compostos e
g(n)=T o n-ésimo pagamento, ou seja, T valor fixo de cada parcela.

Se o empréstimo for pago em n parcelas iguais, qual seria o valor de cada pagamento

mensal?

Solugéo:
Vamos criar um modelo matematico para representar a situacdo, onde o valor total da divida

apés o (n+1)—ésimo pagamento ¢ igual ao valor total da divida apds o n—ésimo pagamento
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mais o juros rP(n) ocorrido durante o periodo (n+1) menos o n—ésimo pagamento g(n).
Ou seja,
P(n+1)=P(n)+rP(n)—g(n)
De forma equivalente:
P(n+1)=@+r)P(n)—g(n), PO)=F, (32)

A equacdo (32) trata-se de uma ED de primeira ordem linear ndo homogénea de coeficiente
constante, onde a(n) =1+r.

Pela equacéo (26) temos:
n-1
P(n)=(@+r)"R - @+1)"“?g(k)
k=0

O pagamento de cada parcela mensal é um valor fixo. Entdo temos:

P(n)=(1+r)"P,—| (1+ r)”_l g(0)+(1+ r)”_2 9@ +..+(1+r)g(n-2)+g(n —1)}

=(1+r)' P - TL%J

r

=(1+1)' B, - Ij[(u ) -1

O valor de cada pagamento T é dado por:

Se quisermos que a divida seja quitada em exatamente n pagamentos, teriamos P(n) =0,
ento:

Portanto, o valor de cada parcela é dado por:

r
=) >
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4. APLICACOES DAS EQUACOES DE DIFERENCAS NO ENSINO
MEDIO

Apresentaremos exemplos de atividades que podem ser desenvolvidas em sala de aula no
sentido de propiciar ao aluno uma melhor compreensao acerca dos elementos estruturantes de
uma funcdo que definimos na secdo anterior. Neste capitulo vamos abordar assuntos
discutidos no Ensino Médio que podem facilmente ser trabalhados com outra abordagem,
usando as EquacOes de Diferencgas sem que fuja da realidade intelectual do aluno que pertence
a esse nivel de ensino. Apresentaremos exemplos de atividades que podem ser desenvolvidas
em sala de aula no sentido de propiciar ao aluno uma melhor compreensao de conceitos que ja
foram citados nesse trabalho, e estdo presentes no conteldo programatico da disciplina
Matemaética no Ensino médio, como por exemplo, fun¢des, sequéncias, matematica financeira,
exponenciais e muitas outras. Alguns desses topicos serdo apresentados com o0 uso das

equac0es de diferenca neste capitulo.
4.1 Como apresentar as ED no Ensino Médio

Deve ser claro estabelecer que o nome equacdes de diferencas ndo é sequer citado no ensino
médio. A diferenca que existe entre os conceitos discreto e continuo, também €é pouco

trabalhada. Esse seria um bom assunto para uma introdugéo ao contetdo.

4.1.1 Introducéo do conceito de ED no Ensino Médio

Uma variavel a é dita continua se pode assumir todos os valores reais intermediarios entre 0s
valores discretos da sequéncia {ai}, 1=12,3,...,n. Por exemplo, se considerarmos a massa
corporal de uma ave, e sabendo que esse valor a estd entre 0,8 e 4,3 (valores em
quilogramas), os valores da massa corporal dessas aves podem ser dados, por exemplo, por
a,=0,8; a,=0,956; a,=1,41,...; a,=4,3. Se a variavel b ndo for continua, serd dita
discreta, o que significa que somente pode assumir valores em um conjunto discreto —
lembrando que um conjunto é dito discreto quando existe uma correspondéncia biunivoca

entre seus elementos e o conjunto dos numeros naturais. Existem situacdes em que as

equacOes de varidveis discretas, conhecidas como equacdes de diferencas sdo mais
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apropriadas para uma modelagem além de serem mais simples do ponto de vista

computacional.

4.1.2 Definicéo das ED de forma simples

Na linguagem do aluno, uma equacdo de diferencas pode ser definida da seguinte forma:

As equac0es de diferengas, de forma geral, descrevem a evolugdo de certos fenGmenos ao
longo do tempo e isso ndo acontece de forma continua a variavel independente passa a ser

discreta (valores inteiros). Por exemplo, uma aplicacdo financeira, tem montantes durante

periodos discretos de tempo, como dias, meses ou anos. O montante M,, obtido na 10? etapa
é uma funcéo do montante M, obtido na 92 etapa. Essa situagdo pode ser expressa como uma

equacéo de diferencas:

M,, = f(M,) (34)
ou de forma geral,

M. =f(M, ,) (35)
onde, f é uma funcdo que relaciona o montante obtido no més n, ne N* com o montante

obtido no més anterior n—1. Sendo dada uma condi¢&o inicial M, como sendo o valor inicial

aplicado.

4.2 Aplicacoes

Veremos agora, com exemplos, como as ED podem ser aplicadas, de forma prética, nos
seguintes conteudos do ensino médio: funcbes, sequéncias, matematica financeira,

exponenciais e logaritmicas.
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4.2.1 Funcoes

Faremos uma comparagdo entre um exercicio classico de fungdes que trabalha no aluno a
construcdo do conceito de funcdo, resolvido dentro do contexto desse aluno, e uma adaptacéo

dele para o uso do conceito de equagdes de diferencgas.
Exemplo 4.1

(Exemplo original retirado do livro do 1° ano do Ensino médio ([6]) sobre o conteudo

“Introducéo aos Estudos das Fungdes”).

Todo equipamento: madveis, veiculos e instalagdes de uma empresa sofrem depreciacdo. Um

ar condicionado foi adquirido por uma empresa pelo valor de R$4.800,00 e seu valor

diminui R$300,00 ao ano por depreciagao.

Para compreender a depreciacdo, observe a Tabela 4.1, na qual se relaciona o nimero de anos

a partir da venda e valor do equipamento.

Tabela 4.1. Numero de anos vs. Valor do equipamento (Exemplo 4.1).

NUmero de anos a partir davenda x  Valor do equipamento y

0 4800-0-300 = 4800
4800-1-300 = 4500
4800—-2-300 = 4200
4800-3-300 =3900
4800—4-300 = 3600
4800-5-300 =3300

gD (WIN (-

A expressdo y =4800-300x representa o valor de y do equipamento em fungdo do numero

X de anos (que ndo necessariamente tem que ser um valor inteiro) decorridos desde sua
compra.

Pode-se determinar, por exemplo, quando o valor do equipamento chegara a zero. Observe:
Para y =0, obtém-se:

4800

=——=16
300

4800-300x=0 < 4800=300x < X
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Em 16 anos o valor do equipamento é zerado, conforme mostra a Figura 4.1.

6000

5000

4000 \

3000
2000

1000 \*k\‘k\‘*\
0 ‘\T\\F

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Figura 4.1. Gréfico do Exemplo 4.1.

Exemplo 4.2

(Exemplo adaptado para que o conceito de ED possa ser trabalhado no Ensino Médio).

Todo equipamento: madveis, veiculos e instalagdes de uma empresa sofrem depreciacdo. Um

ar condicionado foi adquirido por uma empresa pelo valor de R$4.800,00 e seu valor ao

final de cada ano diminui 5% do valor que era no final do ano anterior. Qual é o valor do

equipamento ao final do quinto ano?

Para compreender a depreciacdo, observe a Tabela 4.2, na qual se relaciona o nimero de anos
a partir da venda e valor do equipamento.

Tabela 4.2. Numero de anos vs. Valor do Equipamento (Exemplo 4.2).

Numero de anos a partir da venda x Valor do equipamento y
0 4800
1 4800 — 0, 05(4800) = 4560
2 4560 —0,05(4560) = 4332
3 4332-0,05(4332) = 4115,4
4 4115,4—0,05(4115, 4) = 3909, 63
5 3909,63-0,05(3909,63) =3714,15
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Uma expressdo que representa o valor y = f(x) do equipamento no final de um ano x
depende do valor que o equipamento tinha no ano x-1. Portanto, usando a notacdo de
funcéo:

y=f(x)=f(x-1)-0,05f(x-1) ou f(x)=0,95f(x-1)

dado que xe N" e f(0)=4800.

A funcdo f(x)=0,95f(x-1) pode ser considerada como uma ED linear, homogénea de
primeira ordem, como destacamos em (25) dada por y(n+1)=ay(n)+b, y(0)=y,, onde

a=0,95, b=0 e y(0)=4800 pode ser resolvida de acordo com o resultado obtido em (27)

n

a -1
a-1

dado por: y(n)=a"y, + b( j e substituindo tempos:

y(n) =0,95"4800+0
y(5) = 0,95 - 4800 = 3714,15

E o valor do equipamento ao final do quinto ano é R$ 3714,15, conforme mostra a Figura 4.2.
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Figura 4.2. Gréafico do Exemplo 4.2.

4.2.2 Sequéncias

O contelido “Sequéncias” é aprendido, geralmente, no primeiro ano do Ensino Médio. E
claramente o conteltdo em que o tema de nosso trabalho mais pode ser explorado.

Normalmente esse assunto € dividido em trés partes:
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A primeira parte é Sequéncias — que de forma geral, os termos podem ser dados por uma
propriedade, ou por uma formula de recorréncia em que cada termo estd em funcéo da posicéao

que ele ocupa na sequéncia ou em funcéo dos termos anteriores.

A segunda parte sdo as chamadas Progressdes Aritméticas, que sdo sequéncias em que cada

termo, a partir do segundo, é igual ao anterior somado a um valor constante, chamado razéo.

A terceira parte sdo as Progressdes Geométricas, que sdo as sequéncias em que cada termo, a
partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado por um valor constante, também

denominado razao.

Exemplo 4.3

Determine os 10 primeiros termos da sequéncia dada pela seguinte férmula de recorréncia:

a =1
a, =1 (neN; n>2) (36)
an = an—l +an—2

Observamos que Esse exercicio pode ser representado por uma ED de segunda ordem, ja que
um termo de ordem n (para valores naturais maiores que 2) depende de seus dois

antecessores mais proximos, ou seja:

x(N+2)=x(n+1)+x(n); x@)=x(2)=1 eneN’

Né&o trabalhamos as resolucdes das ED de segunda ordem, mas esse exemplo pode ser dado ao
aluno para que ele saiba classificar uma equacdo desse tipo, e encontrar os 10 termos pedidos
de forma manual e gradativa.

Solucéo:

Os valores dos dez primeiros termos da sequéncia (36) sdo dados na Tabela 4.3

(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55) Essa é parte de uma sequéncia muito famosa, conhecida como

Sequéncia de Fibonacci .

! Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, nascido em Pisa em 1170, viveu até o ano de 1250. Na
maioria das vezes, conhecido simplesmente como Fibonacci foi um matematico italiano, tido como o primeiro grande
matematico da Europa Cristd medieval. Ficou conhecido pela descoberta da sequéncia de Fibonacci e pelo seu papel na
introdugdo dos algarismos arabicos na Europa.
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Tabela 4.3. Valores da sequéncia (36).

n a,
1 a=1

2 a,=1

3 a,=a,+a =1+1=2

4 a,=a,+a,=2+1=3

5 8. =a,+a,=3+2=5

6 a;=a.+a,=5+3=8

7 a, =a;+a,=8+5=13

8 a,=a,+a,=13+8=21

9 a,=a5+a, =21+13=34
10 a,=08,+a,=34+21=55

Exemplo 4.4

O Ministro Apressado (Exemplo obtido em [5])
Um rei decidiu distribuir pelos seus ministros, uma grande quantia em moedas de ouro. Esse
rei tinha uma estranha ideia de justica e por isso resolveu distribuir as moedas do seguinte

modo:

- para o primeiro ministro, 5 moedas;

- para o segundo, o dobro das moedas do primeiro menos 2 moedas;

- para o terceiro, o0 dobro das moedas do segundo menos 3 moedas; e assim sucessivamente,
de tal modo que cada ministro receberia o dobro do anterior menos o numero de moedas
igual ao seu nimero de ordem.

O décimo ministro, avido de receber a sua parte, quer saber quantas moedas recebera. Sera
possivel saber este valor sem calcular primeiro todos os valores anteriores? Quantas moedas

recebera este ministro?

Solucéo:

Antes de tudo vamos resolver esse problema por dois métodos distintos: o primeiro pela

forma por substituicéo e, o segundo, pelo método de equacBes de diferencas.

Os termos @, representardo cada ministro. Sendo i€{1,2,3,..,10}. A forma de resolucéo

usualmente usada no Ensino Médio para exercicios como este € 0 método de substituigdo, ou
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seja, escrever todos os termos numa tabela, por exemplo, assim como fizemos no Exemplo
4.3 até chegar ao valor pedido do nimero de moedas do décimo ministro. Esses niUmeros sdo
obtidos na Tabela 4.4.

Tabela 4.4. Termos da sequéncia do Exemplo 4.4

i a
8, =5
a,=2a-2=2-5-2=8
a,=2a,-3=2-8-3=13
a,=2a,-4=2-13-4=22
a;,=2a,—-5=2-22-5=39

al | W N| -

6 a,=2a,-6=2-39-6=72

7 a=2a,-7=272-7=137

8  a,—2a,-8-=2.137-8=266

9 8y =2a;—-9=2-266—9=523

10 a,=2a,-10=2-523-10=1036

E, portanto, o décimo ministro receberia 1036 moedas.

Vamos, agora, a resolver o mesmo problema usando equacdes de diferencgas.

Escrevendo alguns termos, temos:

a, =5
a,=2a -2
a,=2a,-3

Notamos que o nimero de moedas recebidas por cada ministro pode ser dado pela seguinte
formula de recorréncia: a,,, =2a, —(n+1) com a =5 e ne{l?2,...,9}.

Essa equacdo pode ser comparada a equacdo (16) que é dada por:
y(n+1)=a(n)y(n)+g(n)

onde, a(n)=2 e g(n)=—(n+1). Uma solucdo para esse tipo de equacdo pode ser dado por

(21), ou seja,
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v =y Ja() + z{n a(i)} o(r)

i=ngy r=ng Li=r+1

y(10) :5ﬁ2+zgl[ﬁ 2}(—r—1)

T [i=ril
y(10)=5-2°-2.2-3.2"-4.2° - 5.2° - 6.2* -7.2° 8.2 -9.2' -10-2°
y(10) =1036
Portanto, o decimo ministro recebera 1036 moedas, que coincide com o mesmo valor usado

pelo método de substituicao.

4.2.3 Matematica Financeira

Uma aplicacdo imediata das equacOes de diferencas lineares de primeira ordem pode ser
encontrada em problemas de capitalizagdo, amortizagdo e financiamento.

De forma geral, os conceitos de juros simples e compostos podem ser dados por:

Considere um capital inicial C, aplicado a uma taxa de juros r. Para encontrar o valor do

resgate depois de passados k periodos de tempo. Teriamos:

a) Juros Simples: C ., =C_, +rC;

b) Juros Composto: C.., =C, +rC, .

Exemplo 4.5

Uma pessoa toma um empréstimo de R$1000,00 e ele serd pago por uma sequéncia de

parcelas cinco parcelas mensais iguais. Cada uma dessas parcelas pagas é composta pelos
juros e pela parte que reduz a divida total. Considerando a taxa de juros igual a 5% ao més.

Qual é o valor de cada parcela?
Solucgéo:

A Tabela 4.5 mostra os célculos do problema desse exemplo.
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Tabela 4.5. Tabela divida vs. Valor de cada parcela.

Divida inicial 1000
Divida ao final do 1° més 1,05-1000
Divida ap6s pagar a 12 parcela T 1,05-1000-T
Divida ao final do 2° més 1,05(1,05-1000-T) =1,052-1000 -1, 05T
Divida ap6s pagar a 22 parcela T 1,052-1000-1,05T - T
Divida ao final do 3° més 1,05(1,052-1000-1,05T —T) =1,05%-1000 -1, 05T —1,05T
Divida ap6s pagar a 32 parcela T 1,058-1000-1,05%T —1,05T —T
Divida ao final do 4° més 1,05*-1000—1,05°T —1,052T —1,05T
Divida apos pagar a 4* parcela T 1,05"-1000—1,05°T —1,052T —1,05T —-T
Divida ao final do 5° més 1,05°-1000—1,05*T —1,05°T —1,052T —1,05T

Mas a divida ao final do 5° més tem que ser igual ao valor de cada parcela T . Ou seja:
1,05°-1000-1,05"T —1,05°T —1,052T —1,05T =T
1,05°-1000 =T +1,05°T +1,05°T +1,052T +1,05T
1,05°-1000 =T (1,05* +1,053+1,052+1,05+1)
1276,28 =5,525T
T = 230,97
Portanto, o valor de cada parcela mensal sera aproximadamente R$230,97.

Outra forma seria modelar a situacao atraves de equacdes de diferencas:
Sejam:

P(n) o valor da divida apés o n—ésimo pagamento, P(n+1) o valor da divida apds o
(n+1)—ésimo pagamento, P, =10000 valor da divida inicial, g(n) o n—ésimo pagamento,
r =0,05 a taxa de juros compostos e T valor fixo de cada parcela. Vamos criar um modelo

matematico para representar a situacdo, onde o valor total da divida apés o (n+1)—ésimo
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pagamento € igual ao valor total da divida ap6s o n—ésimo pagamento mais o juros rP(n)
ocorrido durante o periodo (n+1) menos o n—ésimo pagamento g(n), ou seja,
P(n+1)=P(n)+rP(n)—g(n)
De forma equivalente:
P(n+1)=(@+r)P(n)—g(n), P@O)=F,

Uma solucéo para descobrir o valor de T é dado pela formula (33), ou seja:

ol
1-@+r)™"

0,05

T =1000| ———
1-(1,05)°

j; 230,97

Portanto, o valor de cada parcela mensal é aproximadamente R$230,97.

4.2.4 Exponenciais e Logaritmicas

Os problemas de exponenciais e logaritmos sdo muito utilizados nas situacdes praticas de
varios assuntos diferentes da Fisica, Quimica, Biologia, entre outras. Vejamos dois exemplos,
0 primeiro é um exercicio classico da meia vida de certo material ([14]). O segundo exercicio
foi a adaptado para que o uso dos conceitos das equagOes de diferengas possam ser aplicados.

Exemplo 4.6

Datacéo através do carbono-14 ([14])

Foi observado que a proporcdo de carbonol4 nas plantas e animais é a mesma que a da
atmosfera desde que a planta ou o animal esteja vivo. Quando o animal ou a planta morre o
carbono-14 dos seus tecidos comeca a decrescer segundo uma razéo r.

1. A ”meia-vida” do material radioativo € o tempo necessario para que metade do material
se dissipe. Se a “meia-vida” do carbono-14 é de 5700 anos, qual é a razdo de
decrescimento?

2. Se a quantidade de carbono-14 observada num osso de um animal € 70% da quantidade
original de carbono-14, que idade tem a ossada?

Solugéo:
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1. Uma fungdo do tipo exponencial é dada por C(t)=C,(1-r)", onde C é a massa da

substancia, C,é a massa inicial, r é a taxa de crescimento ou decrescimento et é o

tempo. Como a meia vida do material é de 5700 anos, temos que %=Co(1—r)5700 &

5700

dividindo cada membro por C, , obtemos 0,5=(1-r) que € equivalente a

1

r=1-(0,5)%.

2. Se a quantidade de carbono-14 é de 70% da original, e utilizando o valor de r, obtido

1

t
acima, temos que 0,7C,=C, {1—[1—(0,5)5700}} . Dividindo cada membro por C,,

1
obtemos 0,7 =[(0,5)5®]" . Aplicando logaritmo de base 10 aos termos, temos que

log 0,7
log 0,5

log0,7 _5—Iog0 5. O valor de t é dado por t =5700——— = 2933anos.

Exemplo 4.7

Datagdo através do carbono-14 (¢ o mesmo exemplo 4.6, adaptado para o uso das ED em

sua resolucao).

Foi observada que a proporcdo de carbonol4 nas plantas e animais é a mesma que a da
atmosfera desde que a planta ou o animal esteja vivo. Quando o animal ou a planta morre o

carbono-14 dos seus tecidos comega a decrescer segundo uma razao r. Sabendo que a razao

1
r é dada por 1-(0,5)5® e a quantidade de carbono-14 observada num osso de um animal é

70% da quantidade original de carbono-14, que idade tem a ossada?
Solugéo:

Seja R(n) a quantidade de carbono-14 que o 0sso contém no ano n. A quantidade de

carbono-14 nesse ano € igual a quantidade de carbono-14 no ano anterior, ou seja, no ano

n-1 menos a quantidade referente a raz8o de decrescimento, ou seja,
R(n) = R(n—1) —rR(n-1) = (1-r)R(n—1). Considerando R(0)=C, como a quantidade

original de carbono-14.
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Como a equagdo R(n) = (1—r)R(n—1) é linear homogénea de primeira ordem como a

apresentada em (25) podemos aplicar a resolucao obtida em (27).

Temos entdo, que

a"y, +b a7l e ax1
y(n) = a-1

Y, +bn se a=1

pode ser dado por:

1-r)"-1

R(n)=(@1-r)"C, +0{ v 1

},1—r¢1

=(1- r)”CO

1

Considerando R(n)=0,7C, e r =1—(0,5)5"® , temos

0,7C, = {1—[1—(0,5)573 ﬂ C,

1
Dividindo cada membro por C,, obtemos 0,7 =[(0,5)%®]". Aplicando logaritmo de base 10

aos termos, temos que log0,7 =(t/5700)log0,5. O valor de t ¢ dado por

log 0,7
log0,5

t=5700 =~ 2933 anos.
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5. AS EQUACOES DE DIFERENCAS E O COMPORTAMENTO
ALGUNS MODELOS BIOLOGICOS

Vamos analisar agora, como as EquacOes de Diferengas podem estar presentes em alguns
modelos conhecidos e muito estudados nas areas de Medicina e Biologia. O cancer é uma
doenca terrivel que tem alcancado cada vez mais um ndmero maior de pessoas em todo o
mundo, conhecer o comportamento do crescimento de uma célula cancerigena pode ajudar e
muito no tratamento. Vamos citar também alguns modelos populacionais que sdo estudados

na Biologia, como 0 modelo de Ricker, Gompertz , Verhulst e outros.

5.1 Um Modelo Matematico para Prever a Progressao do Cancer

O cancer € responsavel por mais de 12% de todas as causas de 6bito no mundo: até 2006
mais de sete milhGes de pessoas morriam anualmente da doenca. A Ultima divulgacédo
estatistica do INCA [17] em 2015 apontava projecdes de 8,2 milhGes de novos casos por ano
no mundo para 2016 e 2017. Segundo estes dados, somente no Brasil, 0 nimero de novos
casos em 2016 chegaria a 596 mil. Como a esperanga de vida no planeta tem melhorado
gradativamente, a incidéncia de cancer, estimada em 2002 em 11 milhdes de casos novos,
alcancara mais de 15 milhdes em 2020. Esta previsao, feita em 2005, é da International Union
Against Cancer (UICC).

Céancer ¢ o nome dado a um conjunto de mais de 100 doengas que tém em comum O
crescimento desordenado de células que invadem os tecidos e 6rgdos, podendo espalhar-se
para outras regifes do corpo. Dividindo-se rapidamente, estas células tendem a ser muito
agressivas e incontrolaveis, determinando a formacdo de tumores (acimulo de células
cancerosas). Os diferentes tipos de cancer correspondem aos varios tipos de células do corpo.
Outras caracteristicas que diferenciam os diversos tipos de cancer entre si sdo a velocidade de
multiplicacdo das células e a capacidade de invadir tecidos e 6rgaos vizinhos ou distantes
(metastases). Um diagndstico adequado é essencial para o tratamento eficaz, pois cada tipo de

cancer requer um tratamento especifico.

Entender o crescimento de uma célula cancerigena é de fundamental importancia para prever

a progressao da doenca e realizar um tratamento.
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O crescimento de um tumor pode ser descrito por equagdes diferenciais e por equagdes de
diferengas. Em alguns casos, quando ndo hé sobreposi¢do na populagédo entre cada geracao, o

mais adequado € o modelo discreto, usando as ED.

Um modelo bem simples para o crescimento de uma unica espécie pode ser dado por:
T(n+)="f (T(n)) (37)

que de acordo a (14) é uma ED de primeira ordem. Um caso particular de (37), conhecida
como modelo exponencial ou geométrico, € uma ED de primeira ordem linear homogénea,
onde se usa um parametro r, que determina a propor¢cdo do tamanho de uma célula no

instante n em relacdo ao seu tamanho no instante anterior n—1. Essa ED € dada por:
T(n+1)=rT(n) (38)

De acordo com a equagdo (25) podemos aplicar a resolugéo obtida em (27) . Entéo,

_r'T(0) se r=l
T(n)_{ TO) se r=1 (39)

e mais, para valores grandes de n, temos T(n) tende ao infinito quando r >1e tende a 0
quando r <1. Nas figuras 5.1, 5.2 e 5.3, apresentamos 0s seguintes casos r=2, r=1¢e
r=0,5, respectivamente, com a mesma condicdo inicial T (0) =0,001.

r=2e T(0) = 0,001
600

500

400

300

200

100 ¢

0166060606000 0000ee?

0 5 10 15 20

4

Figura 5.1. Modelo tumoral, r=2; T(0)=0,001.
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r=1eT(0)=0,001

0,0012

0,001 —0—0—9090909006090909006909090 909090
0,0008
0,0006
0,0004
0,0002

Figura 5.2. Modelo tumoral, r=1; T(0)=0,001.

r=05eT(0)=1
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Figura 5.3. Modelo tumoral, r=0,5; T(0)=1.

5.2 Modelo de Ricker

Uma extensdo do modelo simples dado por (38) é chamado de modelo de Ricker?, que inclui
uma reducdo da taxa de crescimento para valores grandes de T (n).

O modelo de Ricker é mais utilizado em questbes ecoldgicas como o0 aumento ou diminuicao

numa populacdo de peixes, ou seja, apresenta mais aplicacdo em fatores ambientais na

> 0 modelo de Ricker foi desenvolvido e aplicado por Ricker em 1954 para descrever o crescimento e
reproducdo de peixes. Tal modelo também pode ser utilizado para descrever a dindmica vital de outras espécies
em que ocorre competicdo intraespecifica (entre individuos da mesma populagéo). 1sso ocorre geralmente entre
individuos de espécies em que os adultos alimentam-se dos individuos mais jovens (canibalismo). Essa
mortalidade de individuos se agrava para grandes valores da populacéo de adultos.
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limitagdo do crescimento populacional. Existem, no entanto, interaces complexas que
surgem no seio de uma populacdo. Nos grandes aglomerados populacionais poderad ocorrer
uma diminuicdo da reproducdo devido ao aumento do stress ou reducdo na nutricdo
(diminuicdo de nutrientes essenciais). Assim, a medida que a populacdo aumenta a sua taxa de
crescimento poderd vir a diminuir. Neste contexto, 0 modelo de Ricker surge como uma
interessante funcdo de reproducdo. Por exemplo, em algumas espécies, os adultos alimentam-
se das suas crias, desta forma, em populacBes de adultos demasiado grandes poderdo surgir

alteracdes no tamanho populacional. Este fendmeno é ilustrado pelo modelo de Ricker [7],

[9]:
N(t+1):N(t)exp[r(l—NT(t)ﬂ, r,k>0 (40)

cujos parametros positivos k e r representam, respectivamente, a capacidade suporte do
meio ambiente e a taxa de crescimento intrinseca da populagdo. Essa ED é de primeira ordem

auténoma néo linear. A solucdo dessa ED néo € direta por métodos analiticos.

Consegue-se estabelecer o comportamento, mas ndo a solugdo, do modelo anterior

considerando algumas restricGes para os valores de r, k, e N(0). Por exemplo, considerando
uma populacdo inicial de 1 individuo, ou seja, N(0)=1. Além disso, sejam o0s parametros

r=105 e k =10. Entdo, o fendmeno pode ser descrito pela seguinte ED:

{1,05(1—wﬂ
N(t+1) = N(t)e 10 (41)
Podemos calcular alguns valores de N para alguns valores de t :

10

_N©)
parat=0 temos: N(1)= N(o)e{l’m{1 o H

N() = e[l'os(l_%ﬂ — %% = 2,5728
[1,05[1_wﬂ
parat=1 temos: N(2)=N(le v
25728

N(2)=2,5728e{1’ [ H;5,610

Os valores de (41) sdo apresentados na Tabela 5.1 e na Figura 5.4 os valores plotados.
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Tabela 5.1. Valores da equacéo (41).
N (t)

t

0 1
1 2,572561302
2 5,610849983
3 8,895230089
4 9,989194924
5

6

7

8

9

10,00053325
9,999973381
10,00000133
9,999999934
10,00000000331

10 9,99999999984
11 10,00000000001
12 10,00000000000

11
01— o666 060606060606
9 L 4
8
7
6 .
5
4
31
2
1
o1 | | |
0 5 10 15

Figura 5.4. Gréafico (Modelo de Ricker).

5.3 Modelo de Gompertz

Um dos modelos mais utilizados na descricdo do crescimento de uma Unica espécie € o
Modelo de Gompertz®. Em [9] e [19] encontramos a equacdo diferencial do modelo de
Gompertz e, em [2] a ED do modelo de Gompertz. Destes modelos obteve-se a seguinte ED:

Benjamin  Gompertz (Londres,5 de margo, 1779 — Londres, 14 de julhode 1865) foi um
matematico e atuario judeu, que comprovou que a taxa de mortalidade cresce geometricamente. Gompertz
desenvolveu os principais estudos sobre mortalidade do século XIX. Apresentou uma lei que descrevia o
crescimento geométrico da taxa de mortalidade.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Londres
https://pt.wikipedia.org/wiki/5_de_mar%C3%A7o
https://pt.wikipedia.org/wiki/1779
https://pt.wikipedia.org/wiki/Londres
https://pt.wikipedia.org/wiki/14_de_julho
https://pt.wikipedia.org/wiki/1865
https://pt.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tico
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K
N(t+1) =rN(t)In (N—(t)j (42)

onde K e r sdo constantes positivas. Esta ED de primeira ordem autbnoma e néo linear
modela matematicamente o crescimento de determinados tipos de populagdes. Em especial, o
estudo pode ser feito para populacBes tumorais. Mas especificamente, 0 pardmetro r € a
constante de crescimento populacional e K é a capacidade de carga do ambiente. Podemos
considerar, por exemplo, que N(t) é a funcdo que determina a cada instante t, qual é a
populacdo de células cancerigenas; r é a constante de crescimento intrinseco dessas células,
com r > Oeque K éa maior quantidade de células que um tumor maligno pode atingir com
o0s nutrientes disponiveis, e que se denomina capacidade de carga, portanto K > 0.

Conseguimos estabelecer o comportamento do modelo (42) considerando alguns valores para
r, KeN(0).

Por exemplo, considerando uma populacéo inicial igual a N(0) =10°e os parametros r =1,01
e K =10°. Assim, (42) pode ser dada

10°
N(t+1):(l,Ol)N(t)In(N(t)j (43)

Na Tabela 5.2 apresentam-se os diferentes valores de (43), e na Figura 5.5 seu respectivo
gréafico. Observa-se na figura o comportamento classico da letra “s” esticada da solucdo do

modelo de Gompertz.

Tabela 5.2. Valores da equacéo (42).

N(t+1)
13953,6657
157558,7367
1393334,3489
9254270,5781
43768043,5610
138313138,1856
276352056,4070
358964866,1689
371448253,0225
371540808,1544
371539894,0199
371539903,1624
371539903,0710
371539903,0719
371539903,0719
371539903,0719
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Figura 5.5. Grafico (Modelo de Gompertz).

5.4 Modelo de Verhulst

O modelo de Verhulst* ou modelo logistico foi desenvolvido com as limitacées de recursos
do século XIX pelo matemético belga Pierre Frangois Verhulst. No modelo logistico, o
parametro K representa a capacidade de carga de uma populacdo de acordo com 0s recursos
disponiveis. P.F. Verhulst afirmou que a taxa de crescimento r de uma populacdo &
proporcional ao tamanho da populagédo e a fracdo da capacidade de carga ndo utilizada pela

populacdo. O modelo de Verhulst (modelo logistico discreto) € dado por:
N(t+1) =rN(t) {1—%@} (44)

A taxa de crescimento r e a capacidade de carga K séo valores positivos.

A equacdo (44) é uma Equacéo de Diferencas de primeira ordem autbnoma nao linear, como

definida em (8), onde f(N(t)):rN(t)[ —NT(t)}

* Pierre Francois Verhulst (28 de Outubro de 1804, Bruxelas, Bélgica - 15 de Fevereiro de 1849, Bruxelas,
Bélgica) foi matematico e doutor na teoria dos nimeros da Universidade de Gante em 1825.
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O modelo logistico discreto exibe comportamentos muito diferentes com apenas uma pequena

alteracdo nas condicdes iniciais e parametros.

Vejamos:
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Figura 5.6. Gréafico 1 (Modelo Logistico Discreto).
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Figura 5.7. Gréafico 2 (Modelo Logistico Discreto).
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Para percorrer qualquer caminho é necessario ter alguma motivagao. Para concluir o curso de
Mestrado eu tive que buscar forcas e motivacGes nas pequenas coisas. Tive que sair da
chamada “zona de conforto” e relembrar como é ser aluno. Retornei depois de oito anos a
mesma universidade que me graduei, reencontrei velhos amigos e professores que ajudaram a
construir minha formacdo. O mais importante foi recordar como podemos aprofundar nos
conteddos da Matematica, de como essa matéria pode ser mais linda, quando se entende
melhor suas raizes. O curso de Mestrado me fez lembrar como o rigor matematico é
motivador e as dificuldades de outras épocas podem ser sanadas de forma mais rapida com a
maturidade adquirida pelo tempo. Em contrapartida, a idade e a responsabilidade do trabalho
me fizeram entender que ndo tenho a mesma energia da época da graduacdo. Hoje paro para
pensar que nada foi facil, o primeiro ano de curso e suas temiveis provas preparadas pelo
IMPA, o sacrificante Exame Nacional de Qualificacdo e a espera pela sua aprovacao. Por fim
a escolha do tema para a dissertagcdo. Tive que contar com a paciéncia do meu orientador na
minha inseguranca com 0s temas propostos até a escolha final das “Equaces de Diferencas”
gue acabou me trazendo o prazer em estudar e a vontade de aplicar seus conceitos com meus

alunos de Ensino Médio.

6.1 Conclusao

Ressaltamos que o0 objetivo principal foi buscar um tema que tivesse aplicagdes basicas nos
contetidos que fazem parte do cotidiano de um professor de Matemaética da Educacdo Basica,
em especial aos conceitos ensinados durante o Ensino Médio. A ideia inicial era apresentar o
tema Equac0es de Diferencas desde 0s conceitos necessarios para defini-lo de forma clara e
objetiva. Conceitos como o tempo variando de forma continua e discreta pode ser absorvido
de forma simples por esses alunos e aplicados facilmente em exercicios que estdo
acostumados. A ideia do processo iterativo, muitas vezes é usada por eles sem que percebam,
como por exemplo, nas sequéncias — principalmente as progressdes aritmeticas e geométricas
que sdo aprendidas muitas vezes de forma superficial, geralmente no primeiro ano do ensino
médio. Atualmente, o calculo diferencial é trabalhado somente nas graduagdes, mas alguns
problemas de equacgdes diferenciais podem ser facilmente adaptados usando o conceito de

variavel discreta e aplicados para os alunos em questao.
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Trabalhar problemas como, por exemplo, uma questdo de matematica financeira, apresentado
no Capitulo 4 desse trabalho (Exemplo 4.5) pode motivar o aluno a se interessar mais pela
matéria, pois trabalha com a realidade de muitos deles. Ao apresentar o referido exemplo é
dado ao aluno dois caminhos de resolucdo, veja Sec¢do 4.2.3. Nas duas formas distintas de
resolver o mesmo problema, temos como a primeira op¢do uma maneira mais algébrica e
demorada, usando o recurso de construir resultados més a més. Vimos que ela pode ser
substituida pela segunda resolucdo que trabalha o conceito de equacgdes de diferencas de um
jeito simples e menos demorado. Além disso, ttm a oportunidade de entender que a
matematica, como ciéncia exata, que possui varios caminhos, mas um s destino final e isso é

gratificante.

Outro ponto que destacamos é a ideia de trabalhar modelos matematicos difundidos e
aplicados na Biomedicina. E importante entender que esses modelos podem salvar milhares
de vidas ja que podem prever o crescimento de células cancerigenas e consequentemente
pensar no tratamento adequado. Ressaltamos modelos mais simples como o modelo
exponencial para 0 aumento de uma populacao de células. Esse conceito ndo envolve nenhum
conhecimento profundo e pode ser trabalhado também no ensino béasico. Mesmo sem
apresentar uma resolucdo mais trabalhosa, os modelos podem ser plotados em gréaficos que
deixam mais claro seu comportamento.

Naturalmente os assuntos aqui trabalhados podem ser muito mais aprofundados, mas fica

clara a sua importancia em questdes praticas.

Finalmente, como temos visto, as Equagdes de Diferencas € um metodo para resolver
problemas da ciéncia e da engenharia em tempos discretos, mas de uma forma simples

utilizando ferramentas algébricas basicas.
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