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Resumo

O presente trabalho pretende mostrar uma abordagem ilustrativa para se calcular
e entender Maximo Dividor Comum e Minimo Miltiplo Comum, buscando uma maior
assimilagao e concretizacao da aprendizagem desse contetido. Esta metodologia é apre-
sentada numa ordem cronolégica seguindo a evolucao dos conceitos matematicos. Logo,
este texto, visando produzir uma abordagem significativa do assunto, busca expor de
forma simples o que vem a ser os Nimeros Primos segundo a Teoria dos Numeros e
Diagrama de Venn segundo a Teoria dos Conjuntos, para que assim se consiga visua-
lizar e obter a Relacao entre Maximo Divisor Comum, Minimo Miltiplo Comum e o

Diagrama de Venn.

Palavras-chave

Maximo Divisor Comum, Minimo Miltiplo Comum, Diagrama de Venn.



Abstract

The present work intends to show an illustrative approach to calculate and un-
derstand Greater Common Divisor and Least Common Multiple, seeking a greater
assimilation and concretization of the learning of this content. This methodology is
presented in a chromological order following the evolution of mathematical concepts.
Therefore, this text, aiming to produce a meaningful approach of the subject, seeks to
expose in a simple way what comes to be the Prime Numbers according to Numbers
Theory and Venn Diagram according to the Set Theory, in order to visualize and obtain
the Relation between Greater Common Divisor, Least Common Multiple, and Venn

Diagram.

Keywords

Greater Common Divisor, Least Common Multiple, Venn Diagram.
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1 Introducao

A Matematica é uma ciéncia que teve sua origem a partir da necessidade da vida
cotidiana. Desde os primordios, o ser humano busca meios para facilitar a vida criando
métodos para contagem, o sistema de numeracao, € mecanismos para operar €sses
nameros.

A medida que se desenvolviam, os conhecimentos matematicos foram cada vez mais
exibindo algumas caracteristicas proprias como abstracao, raciocinio logico e carater
irrefutdvel. Um bom mateméatico, ou um mero estudante que cursa uma disciplina
de Matematica, necessita de um sistema de abstracao para que, a partir de anélises e
calculos, consiga demonstrar afirmacoes que vao surgindo. Precisa ter um raciocinio
logico para saber olhar as demonstracoes e fazer analogias concretas e presentes na
realidade. E por iltimo, mas nao menos importante, a Matemaética possui um carater
irrefutével, pois apesar de abstrata, os resultados nela encontrados tém base no mundo
real; como prova disso utilizamos esta ciéncia para aplicar em outras como a Fisica, a
Quimica, a Medicina, etc.

Sendo assim, a importancia da Matematica é algo real e estd presente na realidade
do aluno. Contudo muitas sao as dificuldades encontradas no decorrer dos estudos.

J4 nas primeiras séries do Ensino Fundamental o professor querendo um enten-
dimento mais rapido dos alunos, ou mesmo buscando facilitar o processo de apren-
dizagem, acaba por ensinar Mateméatica sem explicitar a origem e as finalidades dos
conceitos. Logo esse aluno entende que a Matematica serve apenas para contar, e acaba
por desconhecer o real potencial desta ciéncia em aplicagoes, resolucoes de problemas,
raciocinio logico e as mais diversas aplicabilidades.

No ensino da Matematica sao visiveis os momentos de dificuldade, obstaculos e
erro. Todos erramos quando estudamos, ou mesmo quando ensinamos, erramos até
mesmo tentando acertar. Porém, seja no estudo ou seja no ensino, quando se trata da
Matematica é preciso uma atitude especial, nao basta conhecer é preciso criar.

E diante desta atitude especial, diante deste criar algo que faca a diferenca que
surgiu o assunto deste trabalho propriamente dito: Relagao entre o Maximo Divisor
Comum (MDC), o Minimo Multiplo Comum (MMC) e o Diagrama de Venn.

Querer ensinar Maximo Divisor Comum e Minimo Miultiplo Comum para alunos
de 6° ano, os quais precisam lidar com esse contetido de forma a aplica-lo em situagoes
problemas nao ¢ algo facil. Ensinar é um desafio, principalmente quando o assunto é

pré-requisito para tantos outros que virao.
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Trabalhar com este contetido e ver os alunos efetuar eficientemente o MDC e 0o MMC
de dois ou mais nimeros é comum. Criancas aprendem as coisas rapido, principalmente
se o procedimento a ser seguido for passivo, isto é, apenas de repeticao. Agora, colocar
uma determinada situacao problema, que envolva interpretacao, nimeros, operagoes
basicas, MDC e MMC, pode gerar confusoes para alguns, ou para varios dos alunos.

Aplicar uma situagao problema pode trazer indagacoes do tipo: "Que conta preciso
fazer?", "MDC é aquele que eu fatoro os nimeros até encontrar o ntimero 1 ou é aquele
que eu s6 divido quando os dois nimeros puderem dividir?", e assim por diante.

Essa dificuldade para diferenciar qual calculo fazer em uma dada situagao problema
surge por que nao conseguiram compreender o motivo, a ideia, isto é, a fundamentagao
de tais procedimentos matematicos.

E diante desta situacdo, vendo a dificuldade de alguns alunos por nio conseguirem
compreender a logica de tais procedimentos matematicos que surgiu a necessidade de
se criar um mecanismo, uma maneira de abordar este conteiido de maneira menos
mecanizada e mais visual.

Na busca por solugoes, analisando os contetidos do Ensino Médio percebe-se que
Conjuntos Numeéricos sao estudados no 1° ano do Ensino Médio, abordado pelos livros
didaticos com uma linguagem visual, com Diagramas de Venn, de forma tao diferente
da abordada no Ensino Fundamental que até parece um contetido nunca visto antes,
como algo a parte, sem nenhuma ligacao.

O aluno comeca o Ensino Médio com o contetido de conjuntos como se aquele
momento da aprendizagem nao dependesse dos contetidos antes aprendidos.

Mas, serd que realmente nao existe uma ligagao? Serd que nao é possivel facilitar
o ensino do aluno do 6° ano colocando MDC e MMC com uma abordagem visual de
conjuntos também?

Como ensinar a Matematica? Como motivar o aluno? Como ensini-lo a analisar
este procedimento? Como torna-lo ativo sem precisar apenas mostrar féormulas prontas
para que ele passivamente reproduza e repita até decorar?

Com o intuito de mostrar uma abordagem ilustrativa, isto é, com o objetivo de
relacionar MDC, MMC e o Diagrama de Venn é que surge a proposta desta dissertacao.

Buscando relacionar esses contetidos a partir de uma base formal Matemaética vamos
estruturar o presente trabalho seguindo uma cronologia dos assuntos; sendo assim,
antes de falar em MDC ou MMC precisamos do conceito de divisibilidade. Logo, o
segundo capitulo do trabalho é Conceitos e Resultados Preliminares. Neste capitulo

relembramos os niimeros inteiros e suas principais propriedades; abordamos os conceitos
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de divisibilidade, Méaximo Divisor Comum (MDC) e Minimo Multiplo Comum (MMC)
e, por fim, definimos niimeros primos e apresentamos resultados classicos acerca de tais
nimeros.

Apesar do principal objetivo do trabalho ser apresentar uma maneira visual de
calcular o Maximo Divisor Comum e o Minimo Multiplo Comum de dois ou mais
numeros, a fim de que o texto esteja auto-contido, no Capitulo 3 abordamos as maneiras
classicas (que, em geral, sdao trazidas nos livros didaticos) de se efetuar tais calculos.
Apresentamos neste capitulo como encontrar o MDC e o MMC por meio da divisao
euclidiana e por meio de fatoragao.

No Capitulo 4 apresentamos a ideia de conjuntos e alguns conceitos basicos da
Teoria dos Conjuntos. Em seguida, abordamos o diagrama de Venn e algumas de suas
aplicacoes.

Depois de desenvolvido todo o aparato tedrico necessério, no Capitulo 5, descreve-
mos como se pode relacionar os calculos de MDC e MMC com o diagrama de Venn.

Por fim, para ilustrar a aplicabilidade dos topicos tratados nos capitulos anteriores,

tratamos no Capitulo 6 sobre Aplicacoes em Situacoes Problemas.
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2 Conceitos e Resultados Preliminares

Ao falarmos de teoria dos niimeros estamos nos referindo ao ramo da matema-
tica que se dedica aos estudos dos niimeros em geral, muitas vezes dando énfase e se
aprofundando nas propriedades dos nimeros inteiros.

Nossos estudos sobre a teoria dos nimeros, se restringe a algumas propriedades
elementares que caracterizam a estrutura algébrica dos niimeros inteiros, pois ao nos
adentrar a esse universo temos um caminho que nos d4 uma base importante, para

conseguirmos com mais facilidade entender os conceitos que sao propostos adiante.

2.1 Numeros Inteiros

Relembramos, brevemente neste tépico, quem sao os ntimeros inteiros e quais sao

as suas propriedades.

O conjunto dos nimeros inteiros é representado pelo simbolo Z, determinado pelo
conjunto:
Z=A..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

A partir deste conjunto podemos obter varios subconjuntos, citamos alguns deles

que sao importantes no decorrer deste trabalho.

e Conjunto dos ntimeros inteiros nao nulos: sao os nimeros inteiros excluindo o
zero, este subconjunto é representado pelo simbolo Z* e determinado pelo con-

junto:
Zr=A..,-3,-2,—1,1,2,3,...};

e Conjunto dos niimeros inteiros nao positivos: sao os nimeros inteiros negativos
incluindo o zero, este subconjunto é representado pelo simbolo Z_ e determinado
pelo conjunto:

7 =A{.,-3,-2,—-1,0}

e Conjunto dos niimeros inteiros nao positivos e nao nulos (ou conjunto dos inteiros
negativos): sdo os inteiros do conjunto Z_ excluindo o zero, este subconjunto é

representado pelo simbolo Z* e determinado pelo conjunto:

7F ={..,—3,-2 -1}
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e Conjunto dos nimeros inteiros nao negativos: sao os inteiros positivos incluindo
o zero, este subconjunto é representado pelo simbolo Z, e determinado pelo
conjunto:

Z,=40,1,2,3,...};

e Conjunto dos niimeros inteiros ndo negativos e nao nulos (ou conjunto dos inteiros
positivos): sao os inteiros do conjunto Z, excluindo o zero, este subconjunto é

representado pelo simbolo Z7 e determinado pelo conjunto:

7y ={1,2,3,...}.
Pode-se definir duas operagoes binarias no conjunto 7 :

e Adigao (+)
+ L X1 — 7

(a,b) —>a+b

e Multiplicacao (-)
L XL — 7

(a,b) — a-b
Para obtermos as caracteristicas do conjunto dos niimeros inteiros necessitamos sa-

ber as propriedades das operagoes de adicao e multiplicagao.

Propriedades: Quaisquer que sejam os elementos a, b e ¢ pertencentes (€) aos

inteiros Z, temos que:
(A;) Propriedade Comutativa da Adicdo : a +b=0>b+ q;
(A;;) Propriedade Associativa da Adi¢ao: (a +b) +c=a+ (b+ ¢);

(Ai;i) Propriedade da Existéncia do Elemento Neutro da Adigao : o nimero zero per-

tence ao conjunto dos inteiros, e ele é tal que, a +0=04a = a;

(A;y) Propriedade da Existéncia do Elemento Simétrico da Adicao : para todo a nao-
nulo pertencente aos inteiros, existe —a também elemento do conjunto dos intei-
ros, tal que, a+ (—a) = (—a) +a = 0. Este elemento —a ¢ chamado simétrico de

a;

19



(M;) Propriedade Comutativa da Multiplicacdo : a-b = b- a;
(M;;) Propriedade Associativa da Multiplicacao: (a-b)-c = a- (b-¢);

(M;;;) Propriedade da Existéncia do Elemento Neutro da Multiplica¢ao : o namero 1

pertence ao conjunto dos inteiros e ele é tal que, a-1 =1-a = a;

(AM) Propriedade Distributiva da Multiplicagdo com relac¢ao a adigao:
a(b+c)=ab+ac e (a+b-c=ac+bec

A seguir, enunciaremos o Principio da Boa Ordenacao. Tal principio é fundamental
quando tratamos de subconjuntos dos inteiros nao negativos e sera fortemente utilizado

em demonstracoes futuras neste trabalho.

Teorema 2.1 (Principio da Boa Ordenagao (PBO)). Todo subconjunto nao vazio A
de Z. possui um menor elemento, isto €, existe vy € A tal que xo < x qualquer que

seja v € A.

Demonstracao. Considere A um subconjunto nao vazio de Z,. Suponha, por contra-
dicao, que A nao possui um menor elemento. Seja B o complementar de A em Z,.
Nosso objetivo serd mostrar que B = Z,, o que implicaria que o conjunto A é vazio,
e, portanto, geraria um absurdo.

Defina o conjunto I,, = {k € Z; k < n} e considere a sentenca aberta p(n) = I, C B.
A demonstra¢iao de que B = Z, sera por inducao sobre n.

Base de Indugao: Se n =0, entao Iy = {0} C B, pois se 0 pertencesse ao conjunto A,
0 seria um menor elemento de A. Logo, p(0) é verdadeira.

Passo Indutivo: Suponha que p(n) seja verdade; ou seja, I, C B. Se n + 1 pertencer
a A entdao n + 1 deve ser um menor elemento de A, ja que I, = {k € Z,;k <n} C B.
Como supomos que A nao possui um menor elemento, segue que n+ 1 € B. Portanto,
Iy =1, U{n+1} C B. Logo, qualquer que seja n, I,, C B. Portanto, Z, C B C Z
e, consequentemente B = Z, . Segue que A é vazio. Absurdo! Portanto, A possui um

menor elemento. O

No que segue, demonstraremos alguns resultados acerca dos nimeros inteiros.

As propriedades citadas anteriormente, servirdao como base para provar tais afirma-
coes.

Todas as demonstracoes contidas nas proximas secoes e subsecoes serao baseadas
ou retiradas das referéncias: [1], [2], [4], [5] e [20].
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2.2 Divisibilidade

Neste topico, abordaremos o conceito de divisibilidade e as principais propriedades
que advém desta definicdo. O conceito de divisibilidade é importante para compreen-

dermos o que sao nimeros primos, assunto que sera tratado na Secao 2.4.

Defini¢ao 2.2 (Divisibilidade). Sejam os elementos a e b € Z, com a # 0. Se existir
um elemento d € Z tal que b = a-d, entdo dizemos que a divide b e simbolizamos a | b.
E correto dizer também que: a é um divisor de b, ou ainda b é maltiplo de a, ou por
dltimo b € divisivel por a. Se acaso quisermos negar a afirmacdo acima, isto €, falar

que a nao divide b, basta escrevermos a 1 b.
Exemplo 2.3. Sabendo que os nimeros 2, 5 e 10 sdao inteiros, temos:
a) 2|10, pois 10 = 2-5.

b) 5| 10, pois 10 = 5-2.

c) 215, pois nao existe (F) um nimero inteiro d, tal que, 5 = 2-d.

Para obtermos as caracteristicas da divisibilidade do conjunto dos niimeros inteiros

precisamos saber e entender as propriedades.

Propriedades: Para quaisquer a, b, c e d € Z, temos que:

(D;) a |0, pois 0= a-0;
(Dy;) al|a, poisa=a-l;

(Diii) Sea|b e b|c entdo a|c, poisse a|b e b|ec, -existem elementos f e

gdeZ taisque b=a-f e c=b-g. Logo, c=(a f) g, e portanto, a |c;

(Diy) Sea|b e c|d entdo a-c|b-d,poisse a|b e c|d, existem elementos
fegdeZtaisque b=a-f e d=c-g.
Logo, b-d=(a-f)-(c-g)=(a-c)-(f-g), portanto, a - c | b - d;

(Dy) Sea|b e al|c entdo a|(b+c), poissea|b e alc, existem elementos
fegdeZtaisque b=a-f e c=a-g.
Logo,b+c=a- f4+a-g=a- (f+ g); portanto, a|(b+ c);
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(Dy) Sea|b entdo a|b-c, poisse al|b, entdoIdeEZ, tal que, b=a - d.

Logo,b-c=a-d-c e, portanto, alb-

(Dyii) Sea|b e al|c entao a| (rb+ sc), para quaisquer r, s € Z, poisse a | b
e alc entdo para quaisquer elementos r e s de Z, por (D), a|rb e

a | sc. Logo, por (D,), a/| (rb+ sc).

2.2.1 Divisao com Resto

A divisao nos inteiros nem sempre é exata, ou seja, muitas vezes um nimero nao é
multiplo de outro.

Por exemplo, 18 nao é multiplo de 7, pois nao existe um ntmero inteiro k, tal que
18 = 7-k. Sendo assim, para tornarmos essa igualdade verdadeira precisamos somar
um determinado nmero inteiro a 7k.

Tomando o valor de k o maior inteiro positivo possivel para que o produto 7-k
nao ultrapasse 18, temos k = 2. Assim, se kK = 2 para que a igualdade 18 = 7-2 seja
verdadeira precisamos somar o nimero inteiro 4 ao segundo membro dessa igualdade.
Logo, teremos 18 = 7-2 4 4.

Portanto, como 7 1 18, a divisdo de 18 por 7 é dita nao exata e o nimero que
precisamos adicionar para tornar a igualdade verdadeira, no caso 4, é chamado de

resto, por isso o nome divisao com Resto.

Teorema 2.4 (Divisao Euclidiana). Sejam a e d € Z, com d > 0. Entao existem e

sao unicos q, r € Z tais que a=d-q+r e 0 <r <d.

Demonstracao.

Existéncia: Consideremos inicialmente a > 0. Utilizaremos o principio de inducao
sobre a, para provarmos este caso.
Base de inducao: Para a = 0, temos que a = d-0+ 0 e, portanto ¢ =0 = r.
Passo indutivo: Consideremos que dado a > 0, o enunciado vale para todo inteiro
positivo n, com n < a. Provemos que o resultado também ¢é valido para a. Se 0 < a < d,
basta tomarmos ¢ = 0 e r = a, isto é, a = d- 0+ a. Agora se a > d, como a > d > 0,
entao a > a—d > 0. Pela hipdtese de inducao, existem ¢, r € Z tais que a—d = d- q+r,
e0<r<d Mas,a=a—d+d=d q+r+d=d (¢g+1)+r, ou seja, existem k = ¢+ 1,
re€Ztaisque a=dk+re0<r <d Agora consideramos o caso a < 0. Desse
modo —a > 0 e, portanto, existem ¢, r € Z tais que —a = d-q+r, com 0 < r < d.

Logo, a=d-(—q) —r. Ser =0,entdo a =d-(—q) +re 0 <r <d. Ser > 0, entdo
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a=d(—q)—d+d—r=d(—q—1)+(d—7r)e0<d—r <d ou seja, existem
k=—q—1les=d—rtasquea=d k+sel<r<d.

Unicidade: Suponha que existam ¢, ¢ € Z e r, v’ € Z, tais que
a=dqg+r=dq+1r e0<r r <d Podemos supor, sem perda de generalidade,
que " < r. Neste caso, 0 <r—r'=a—d-q—(a—d-¢) = d- (¢ —q), ou seja, d|(r—1").
Mas 0 <7 —7r" <d—1" <d. Assim, como d|(r —7') e 0 < r —1' < d, tem-se que
r—1' =0, ouseja, r = r’. Temos entdao, 0 =r — 1" =d- (¢ — q). Como d # 0, entdo

qd —q =0 e, portanto, ¢ = ¢'. H

Nas condigoes do Teorema 2.4, dizemos que ¢ é o quociente e r ¢ o resto da divisao

de a por d.
Exemplo 2.5. Na divisao de 20 por 3 encontre o quociente e o resto.

Sabemos pelo Teorema 2.4 que existem unicos ¢, r € Z tais que 20 = 3- ¢ + r, com
0<r<3.
Note que, 20 = 3- 6 + 2; portanto o quociente da divisao de 20 por 3 é 6 e o resto é

2.3 Maximo Divisor Comum e Minimo Miltiplo Comum

Durante essa secao vamos falar desses dois termos, Maximo Divisor Comum e Mi-
nimo Multiplo Comum, também conhecidos como MDC e MMC, respectivamente.

Como o proprio nome indica quando falamos de Maximo Divisor Comum estamos
nos referindo ao maior divisor comum entre dois ou mais nimeros. De modo ané-
logo, Minimo Multiplo Comum se refere ao menor multiplo comum entre dois ou mais

numeros inteiros.
Maéaximo Divisor Comum (MDC)
Antes de definir algebricamente o Maximo Divisor Comum de dois nimeros, consi-

deramos os conceitos vistos no topico anterior e assim, fazemos um exemplo numérico.

Exemplo 2.6. Sabemos que os divisores positivos do nimero 30 sao: {1,2,3,5,6,10, 15,30}
pois, 30 =1-30 ;30=2-15;30=3-10;,30=5-6 ; 30=6-5 ;30 =10-3 ; 30 = 15-2

e 30 = 30- 1.

Analogamente, temos os divisores positivos de 84 que sio: {1,2,3,4,6,7,12,14,21,24,28,42,84}.
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Logo, os divisores comuns entre 30 e 84 sao {1,2,3,6}, e portanto, o maior divisor co-

mum entre 30 e 84 ¢ o0 numero 6.

Observacao 2.7. Quando falamos em divisores do nimero zero, vale notar que zero
¢ multiplo de qualquer nimero, pois: 0 =1-0;0=2-0 ;0 = 3-0 e assim por diante,
ou seja, qualquer nimero nao nulo divide zero; isto é, a | 0 qualquer que seja a € Z.*.
Logo, temos que todos os elementos do conjunto dos nimeros inteiros sao divisores de

zero.
Formalizando a definicao de MDC, temos:

Defini¢ao 2.8 (Maximo Divisor Comum (MDC)). Sejam a e b € Z com a # 0 ou
b# 0. A cada um destes numeros pode-se associar seu conjunto de divisores positivos.
O maior elemento da interseccao de tais conjuntos é chamado de Mdrimo Divisor
Comum de a e b.

Sendo assim, o MDC de a e b € um inteiro positivo d, tal que:

(i)d|aed]b.

(i7) Sec € Z é tal que c | a ec | b, entao c | d.

Observagao 2.9. Note que, na Defini¢ao 2.8 por (i) d é um divisor comum de a e b
e, por (ii) d € o maior desses divisores, pois se ¢ também é divisor comum de a e b

entao ¢ deve dividir d.

Notagao 2.10. Denotamos o Mdximo Divisor Comum de a e b por mdc(a,b), ou

apenas (a,b).

Observacao 2.11. mdc(a,b) = mdc(b,a) e mdce(a,0) = a.

Minimo Miltiplo Comum (MMC)

Tratamos agora do Minimo Miltiplo Comum.
Antes de definir algebricamente o Minimo Miltiplo Comum de dois niimeros, con-

sideramos os conceitos vistos anteriormente e assim, fazemos um exemplo numeérico.

Exemplo 2.12. Sabemos que os mailtiplos positivos do nimero 6 estao contidos no
conjunto {6,12,18,24,30,36,42,48, ...} pois, 6 = 6-1; 12 = 6-2; 18 = 6-3; 24 = 6-4;
30 =06-5; 36 =6-6;, 42 = 6-7 e 48 = 6-8 e assim por diante. Poderiamos continuar

essa sequéncia infinitamente, pois como o resultado da multiplicacao de 6 por qualquer
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numero inteiro positivo é sempre um numero miltiplo de seis, temos infinitos miltiplos
de 6. Analogamente, os multiplos positivos de 8 sao: {8,16,24,32,40,48,56,64,...}.
Logo, os miltiplos comuns entre 6 e 8 sao {24,48, ...}, e portanto, o menor mailtiplo

comum positivo entre 6 e 8 € o numero 24.
Formalizando a definicao de MMC, temos:

Definicao 2.13 (Minimo Multiplo Comum (MMC)). Sejam a e b € Z. A cada
um deles pode-se associar seu conjunto de multiplos positivos. O menor elemento da
interseccao de tais conjuntos € chamado de Minimo Muiltiplo Comum de a e b.

Sendo assim, o MMC de a e b é um inteiro positivo m, tal que:

(\)a|meb|m.

(i71) Sec € Z é tal quea | ceb | c, entaom | c.

Observagao 2.14. Note que, na Defini¢io 2.13 por (i) temos que m é maltiplo de a

e b, e por (ii) temos m como o menor mailtiplo positivo de a e de b.

Notagao 2.15. Denotamos o Minimo Muiltiplo Comum de a e b por mme(a,b) ou

apenas [a, b).
Observacao 2.16. Seja a € Z positivo entdo mmce(a,l) = a e mme(a,b) = mme(b, a).

Agora, explanamos sobre niimeros primos, topico fundamental tanto para aprofun-
darmos sobre os assuntos MDC e MMC como para discutirmos o assunto que gerou o

titulo desta dissertacao: "Relacao entre MMC, MDC e o Diagrama de Venn".

2.4 Numeros Primos

Os Nameros Primos sao fundamentais para determinados estudos, como: cripto-
grafia, area de eletronica, arquitetura, teoria musical, dentre outras.

Segundo a referéncia [10], os estudos desses nimeros nao sao recentes, antes mesmo
do nosso sistema de numeragao ser conhecido, os pitagoricos ja costumavam representé-
los em forma geométrica através de pontos.

Os pitagoricos representavam os nimeros através de quadrados e retangulos.

Por exemplo, para representar o nimero:

e 4, era feito um quadrado de bolinhas dois por dois;
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Figura 1: Representacao do Numero 4 em Forma Geométrica.

e 6, era um retangulo de bolinhas dois por trés;

Figura 2: Representacdo do Numero 6 em Forma Geométrica.

e 9, era um quadrado 3 por 3, e assim por diante.

Figura 3: Representacdo do Numero 9 em Forma Geométrica.

Porém, alguns nimeros nao podiam ser distribuidos de maneira a formar quadrados
e/ou retangulos; s6 eram capazes de formar linhas. Por exemplo, os numeros 2,3,5, ....
Esses niimeros eram chamados de primarios, que traduzidos para o latim recebiam o

nome de primos.

Figura 4: Representacao do Numero 2 em Forma Geométrica.
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Figura 5: Representacao do Numero 3 em Forma Geométrica.

Figura 6: Representacao do Numero 5 em Forma Geométrica.

Portanto, os niimeros primos sao capazes de formar linhas de acordo com os conhe-
cimentos pitagoéricos, e os demais nimeros capazes de formar quadrados ou retangulos;
estes, como sao representados através dos niimeros primérios, recebem o nome de com-
postos.

Vemos que cada nimero composto é construido como se fosse blocos pitagoricos,
isto é, cada nimero composto é representado a partir da multiplicagao de ntmeros
primos de maneira tnica, a menos da ordem de multiplicagao dos fatores.

Nao existe atualmente nenhuma férmula que permita descobrir todos os ntimeros
primos. Vemos sua definicao e utilizamos somente os niimeros que temos certeza que sao
primos para desenvolvermos os exercicios e as teorias importantes para este trabalho.

E pelo fato de nfo existir, ainda hoje, nenhuma formula a qual gera todos os ni-
meros primos, que estes extraordinarios numeros assumem tamanha importancia na
criptografia. Pois, apesar de existir varios algoritmos populares utilizados na comu-
nicacao de computadores, os quais fazem uso dos ntimeros primos para cifrarem as
mensagens e conseguir visualizar informagoes que eram privadas, como nao se conhece
todos os ntmeros primos, mesmo os melhores computadores que efetuam milhdes de
calculos por segundo, podem demorar décadas para descobrir o conjunto de ntimeros
primos que sao necessarios para formar um determinado niimero inteiro.

Dessa forma, percebemos que problemas envolvendo os ntimeros primos tém uma
tradicao bastante antiga, e ainda hoje sao motivos de curiosidades entre matematicos
e estudiosos de areas afins. Esta secao é dedicada a definir e provar alguns resultados

acerca de nimeros primos.

Defini¢ao 2.17 (Numeros Primos). Sejam a, b e p € Z, tais que, p = a-b. Dizemos
que p € um numero primo se p > 1 e o0s unicos divisores de p sao +1 e +p. Isto €,

toda vez que tivermos p = a-b, p € primo, se a = £1 ou a = £p.
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Exemplo 2.18. O numero 2 é primo, pois seus unicos divisores sao £1 e £2.

Exemplo 2.19. O nudmero 10 nao € primo, pois ele possui outros divisores além de
+1 e £10; observe que os divisores de 10 sao £1, 42, £5, +10.

Teorema 2.20. Sejap € Z. O numero p € primo se, e somente se, satisfaz as sequintes
condicoes:

(1) p>1;

(i) Dados a,b € Z,, se p=a-b, entéo a=1 ou b= 1.

Demonstra¢ao. (=) Se p € um numero primo, temos por defini¢do que, p > 1. Agora,
se p=a-b, com a e b inteiros positivos, entao a e b sao divisores positivos de p. Logo,
a =1 ou a = p. Vamos analisar os dois casos: Se a = 1 nada temos a demonstrar. Se
a = p teremos p = a-b = p-b, o que implica b = 1.

(<) Suponha que p satisfaz as condigoes (i) e (i7). Seja a um divisor positivo de p, ou
seja, 3 b € Z* tal que p = a-b. Logo, por (ii), a = 1 ou b = 1. Disso segue que a =1

ou a = p e, portanto, p ¢ um niimero primo. L]

Proposicao 2.21. Sejam p wm nidmero primo e a uwm inteiro. Se p { a, entdo

mdc(p,a) = 1.

Demonstracao. Seja mdc(p,a) = d. Como d | p e p é primo, entdo d = 1 ou d = p.

Desde que p 1t a, entdo d # p. Logo, d = 1. ]

Observacao 2.22. Quando dois ou mais numeros possuem como unico divisor positivo,
a saber o numero 1, dizemos que eles sao primos entre si. Isto €, se a, b € 7 sao tais

que o mdc(a,b) =1 entdo a e b sdo primos entre si.

Teorema 2.23. Se a, b € Z*, entio o MDC de a e b é a menor das combinacoes
lineares positivas ma+nb, com m e n inteiros. Em outras palavras, se a, b € Z*, entao

mdc(a,b) = min {x € Z% ; * = ma + nb, com m, n € Z}.

Demonstra¢ao. Seja L = {x € Z7; x = ma + nb, com m, n € Z}. Note que L & nao

vazio, pois @ # 0 e b # 0 e o inteiro |a| + |b] é elemento de L, ja que |a| 4+ [b] > 0 e
la| + 0] = (£a) + (£b) = ma + mb, sendo m = £1 e n = +1. Além disso, L é um
subconjunto de Z,. Logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, Teorema 2.1, existe um
inteiro d tal que d = minlL, isto é, d € L e d < x, qualquer que seja x € L.

Vemos agora que d | a e d | b. Sendo d > 0, pelo Teorema 2.4 existem ¢ e r tais que

a=dg+re0<r<d Comod€e L, dpode ser escrito na forma d = mga + ngb, para
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mo, ng € Z.

Entao, temos que r = a — dq = a — (mpa +nob)q = (1 —moq)a+ (—noq)b = m'a +m’b.
Logo, (1) r = m'a+n'b, com m/,n’ € Z; (2) r=00u 0 <r < d; Ser # 0, por (1) e
(2), teriamos que r € L e r < d; isto é um absurdo, pois contraria o fato de d = minL.
Portanto, » = 0. Temos entao que d | a.

De modo anélogo, mostra-se que d | b. Seja x € Z tal que x | @ e x| b. Pela
propriedade D,;; de divisibilidade x | (moa + ngb) quaisquer que sejam mg, ng € Z;
logo x | d. Disso segue, que d cumpre as propriedades (i) e (i) da Defini¢ao 2.8 e,

portanto, temos que d = mdc(a,b), isto é, minL = mdc(a,b). ]
Corolario 2.24. Sejam a, b € Z entao existem r, s € Z tais que mdc(a,b) = ra + sb.

Demonstrac¢ao. De fato, pelo Teorema 2.23, mdc(a,b) = minlL; logo, mdc(a,b) € L.

Portanto, existem r, s € Z tais que mdc(a, b) = ra + sb. ]

Corolario 2.25. Sejam p, a € Z, em que p é um nimero primo. Se p { a, entdo

existem r, s € Z, tais que, rp + sa = 1.

Demonstragao. De fato, pela Proposicao 2.21, mdc(p,a) = 1. E pelo Corolario 2.24

existem r, s € Z tais que rp + sa = 1. O
Coroléario 2.26. Quaisquer que sejam a, b € Z* en € 77, mdc(na,nb) = n-mdc(a, b).

Demonstragdo. Considere M = {y € Z; y = (na)r + (nb)s, com r, s € Z}.
Note que M = {nz € Z*; * = ra + sb, com r, s € Z}, ou seja, M = n-L em que

L={xeZ%;v=ra+sb, comr, s € Z}. Observe que minM = min(nL) = n-minL.

Mas, pelo Teorema 2.23, minL = mdc(a,b) e minM = mdc(na,nb). Portanto,
mdc(na,nb) = n-mdc(a,b). O
Corolario 2.27. Dados a, b € Z*, mdc a b =1
o ’ ’ mdc(a,b)’ mdc(a,b) )
Demonstracao. Pelo Corolario 2.26, temos que
a b mdc(a,b)-a mdc(a,b)-b

de(a,b)-md = md, = mdc(a,b).

mde(a, b)- mde (mdc(a,b)7 mdc(a,b)) " C( mdc(a,b) = mdec(a,b) mde(a, b)
a b

L d = 1. O

080, e (mdc(a, b)’ mdc(a, b))

Proposicao 2.28. Se um numero primo divide o produto de dois numeros inteiros,

entdao ele divide pelo menos um dos fatores.

29



Demonstracao. Considere um niimero primo p e os nimeros inteiros a e b, tal que

p | (a-0b). Se p|anada temos a demonstrar. Se p t a, entdo pela Proposi¢ao 2.21
mdc(p,a) = 1. Logo, pelo Corolario 2.25, existem r, s € Z tais que p-r+a-s = 1.
Multiplicando a igualdade por b temos b-p-r+b-a-s=1-b=0.

Comop|p e pl|(a-b),logop|(b-p-r+0b-a-s)=0. Portanto, p | b. O

Teorema 2.29. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo ndmero inteiro n > 1
pode ser representado como um produto n = pi-pa-....p. em que p;, 1 < i < r sao
numeros primos. Além disso, se exigirmos que p1 < ps < ... < p,., essa representacao

€ unica.

Demonstracao. Dividimos essa demonstracao em duas partes. Primeiro demonstramos
que existe a representacao e depois mostramos que essa representagao é tnica.
Existéncia: Mostramos a existéncia dessa representacao a partir do Principio de
Inducao Finita sobre n.
Base de Indug¢ao: Se n = 2, entao, n = py, p; primo.
Passo Indutivo: Suponha o resultado valido para k, com 2 < k < n. Se n é primo,
nao ha nada para fazer. Se m nao é primo, vimos que n = a-b com a,b € Z, e
1 <a<nel<b<n. Entao, pela hipotese de inducao, a e b podem ser representados
como produtos de primos e, portanto, n = a-b também terd uma representacao como
produto de primos. Fica entdao demonstrada a existéncia da representacao. Sobre
a ordenacao, podemos sempre organizar os nimeros da representacao, de forma que
p1<p2<..<pp.
Unicidade: A unicidade dessa representacao também sera demonstrada por Indu-
cao Finita sobre n.
Base de Inducao: Sen =2, e n = py-ps...-p,, como 2 é primo, py = 2er = 1. Se
r > 2, temos que 1 = py-....p, => P2 | 1 = py < 1, 0 que é um absurdo. Logo vale a
unicidade.
Passo Indutivo: Pela hipdtese de indugao, suponhamos que a unicidade vale para todos
osm € Zy,talque 1 <m < n. Sen=pi-ps ... Dr = q1* Qo ... ¢s, €NtA0, P1|q1- G2+ ..." Gs.
Logo, p1 | ¢;, para algum ¢, tal que 1 < i < s; como ¢; é primo, p; = ¢;. Da mesma
forma, ¢; = p; para algum j tal que 1 < j < r. Considerando p; < p, < ... < p, e
@ < g < ... < g5, COMO P = q; > q1 = Pp;j > P1, €ntao p; = ¢;. Se n ¢ primo, como no
cason =2, n=p, =q er =s = 1. Caso contrario, r > 1 e s > 1; cancelando p;, na
igualdade pi-po-...-pr = @1 o+ ...~ @5, Obtemos po- ...opr = Q2+ ooo- qs < q1° Q27 .- s = M.
Assim, pela hipotese de inducao, a representacao ps-...-p, = @o- ... s € Unica, isto é,
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r=sep; =q;, para todo 7 tal que, 2 < i < r, o que verifica a unicidade. O

Observacao 2.30. A expressio a™ € denominada poténcia, onde a € a base e n € o
expoente. Na poténcia descrita, a representa um fator e n indica o numero de vezes

que este fator aparece na fatoragao.

Observacao 2.31. Ao efetuarmos operagoes entre poténcias existem propriedades que

ajudam a simplificar os cdlculos. Vejamos duas delas as quais utilizaremos futuramente.

e Produto de poténcias de mesma base: sempre que multiplicamos poténcias de
bases iguais, para obter o resultado basta conservar a base e somar os expoentes.

b b+c

Isto €, a’-a“ = a

e Quociente de poténcias de mesma base: quando dividimos poténcias de mesma

k—m

. a
base, devemos conservar a base e sublrair os expoentes. Por ezemplo, — = a
a

Esta propriedade estd bem definida nos niimeros inteiros se k > m.

Observacao 2.32. Uma fatoragcao em primos de um inteiro positivo n € uma repre-

sentacao de n como um produto de niumeros primos ou como um produto de poténcias

T'n

moem que pr < Py < ... < P 860 numeros

de nimeros primos, isto €, n = p;*-py*- ... p

primos e cada r; é um numero inteiro positivo. (Adiante damos mais detalhes.)

Teorema 2.33 (Infinidade dos primos). No conjunto dos nimeros inteiros existem

infinitos numeros primos.

Demonstracao. Suponhamos, por absurdo, que o conjunto dos niimeros primos seja
finito. Seja p o maior ntimero primo positivo, e a um inteiro formado pelo produto
de todos os primos positivos menores do que p subtraido de uma unidade, assim a =
[2:3-...-(p—1)]. Como a # 0 e a # %1, temos que a possui um divisor primo ¢ que
podemos supor positivo. Assim, ¢ por ser um nimero primo positivo, é um dos fatores
de 2-3-...-p. Porém, se g é divisor primo de a, além de ¢|(2-3-...-p), também ¢|(—1),

o que é um absurdo. Portanto, os nimeros primos sao infinitos. O

Proposicao 2.34. Se um nimero inteiro n maior do que 1 nao € divisivel por nenhum

primo positivo p tal que p?> < n, entdo ele € primo.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que n nao é primo e seja ¢ # 1 0 menor
nimero primo que divide n. Dai, temos: n = ¢ - m com g < m; logo ¢* < ¢-m = n.
Logo, n é divisivel por um ntimero primo ¢ tal que ¢> < n, o que é um absurdo.

Portanto, a proposicao é verdadeira. O
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Com esses resultados vimos varias caracteristicas importantes dos niimeros primos.
A Proposicao 2.34 nos fornece um algoritmo para detectar os nimeros primos.

Tal algoritmo é um método antigo, conhecido como Crivo de Eratostenes, para
elaboragao de tabelas de nimeros primos até a ordem que desejarmos.

Para finalizarmos este capitulo de ntimeros primos, utilizando o Crivo de Eratoste-

nes, construimos uma tabela dos niimeros primos inferiores a 180.

Passos para construcao da tabela:

1. Escreva todos os niimeros de 2 a 180 na tabela;

2. O numero 2 é primo, mas todos os miltiplos de 2 nao sao primos entao devemos
riscé-los.
Sabemos, pela Proposicao 2.34 que todos os ntimeros nao riscados inferiores a
22 = 4 sao primos, ou seja, os ntimeros 2 e 3 sa0 primos.

3. Se 3 é primo os miultiplos dele nao o sao, logo, devemos riscé-los.
Novamente pela Proposicao 2.34, todos os nimeros nao riscados inferiores a
3% = 9 sao primos, isto ¢, os ntimeros 2, 3, 5 e 7.

4. Se 5 e 7 sao primos devemos riscar todos os muiltiplos desses niimeros e assim
encontramos os primos inferiores a 72 = 49.

Repetimos esse método até encontrar todos os primos inferiores a 180, e assim

chegamos na tabela a seguir.

32



Tabela 1: Numeros Primos Menores que 180

6 8
11 | 42| 13 45 | 36 | 17 | 48| 19 | 20

31 32 | 33

41 —42- | 43 45- | 46- | 47 | 48 | 49- | 56

61 | 62- | 63 -65- | 66- | 67 | 68 | 69- | 70~

71 2| 73 & | 79 | 80

ik

‘8- | 89 | 96~

95- | 96 | 97 | 98 | 99- | 100-

101 | 462-| 103 107 | 468~ | 109 | H6-

+2-| 113

-
121 —+25- | 126-| 127 | 428- | 429- | 136-

131 | 432- | 433 435 | 436- | 137 | 438 | 139 | 140-

41| 342 | 143~ 45 | H46- | 47 | 48| 149 | 156~

151 | 452 | 153~ 155 | 456 | 157 | 458 | 459~ | 166

—162- | 163 —165- | 166- | 167 | 168 | 169~ | +70-

I A A E A EA E A E A AR
:
.

161
—+= | 72— | 173 +75- | 76 | - | S| 179 | 186

Portanto, o conjunto dos niimeros primos inferiores a 180 é
{2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179 }.
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3 MDC e MMC: Diferentes Maneiras de Calcular

Quando falamos em diferentes maneiras de calcular MDC e MMC, estamos nos
referindo a métodos que facilitam encontrar esses valores sem pensarmos em todos os
divisores dos niimeros em questao.

Neste capitulo descrevemos dois métodos, tteis e praticos, para fazer esses calculos,

a saber:

e MDC a partir do Algoritmo de Euclides;

e MDC e MMC a partir de Fatoracao.

3.1 MDC a partir do Algoritmo de Euclides

Nesta secao descrevemos o Algoritmo de Euclides ou Algoritmo das divisoes suces-

sivas que permite calcular de maneira eficiente o MDC entre dois niimeros.

3.1.1 O Calculo do MDC a partir da Divisao Euclidiana

Vimos na divisao com resto (Teorema 2.4) que:

Sejam a e d € Z, com d > 0. Entao existem e sao unicos q, r € 7 tais que
a=dqg+re0<r<d.

A partir deste Teorema surgiu um método que facilitou o célculo do MDC de dois

nameros inteiros. Tal método é conhecido como Algoritmo da Divisao de Euclides.

Teorema 3.1. (Base para o Algoritmo da Divisao de Fuclides) Se a = d-q+ r, entdo
mdc(a,d) = mdc(d,r).

Demonstracao. Para demonstrarmos esse resultado, basta mostrar que os divisores
comuns de a e d sao iguais aos divisores comuns de d e . Seja n € Z, tal que nla e n|d.
Logo n|(a — d-q) <= n|r. Portanto, n divide d e n divide r. Por outro lado, se n|d e
n|r, entdo n|(d-q + r) <= nla, dai n divide simultaneamente a e d. Como o conjunto
dos divisores de a e d é igual ao conjunto dos divisores de d e 7, segue que 0os maximos

de tais conjuntos também coincidem. O]
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Observacgao 3.2. O Algoritmo de Euclides consiste na aplica¢ao sucessiva do Teorema
3.1.

A Observacao 3.2 faz sentido, pois se a e b sao inteiros nao negativos, e se b = 0 ou
a = b temos que entao mdc(a,b) = a.
Agora, se tivermos a # b, como mdc(a,b) = mdec(b, a), podemos supor que a > b > 0.

Logo, pela divisao Euclidiana,
a=bq +1ry, 0<ry<hb.
Da igualdade acima e do Teorema 3.1 segue que
mdc(a,b) = mde(re, b) = mde(b, rs).
Assim, podem ocorrer dois casos:
1. ro = 0. Neste caso, temos mdc(a,b) = mdc(b, r5) = mde(b,0) = b;
2. r9 # 0. Neste caso efetuamos a divisao euclidiana de b por ry, obtendo

b=ryq+rs, 0<1r3<rs.

Logo, segue que mdc(a,b) = mdc(b, re) = mdc(ry, r3). Novamente dois casos podem

se apresentar,
1. r3 = 0. Neste caso, mdc(a,b) = mdc(ry,0) = ro;
2. r3 # 0. Neste caso efetuamos a divisao euclidiana de ry por r3, obtendo

ro =713q3+ry, 01y <73

Novamente, procedendo como acima temos que
mdc(a, b) = mdc(b, r5) = mdc(re, r3) = mdc(rs, re),

e assim sucessivamente.

Definindo r; = b, segue que existe um inteiro positivo n tal que r,,; =0 e r, # 0.
De fato, se para todo n, tivéssemos r,, # 0, teriamos uma sequéncia infinita r{,ry, 3, ...
tal que

ry>re >1r3 > .. >0,
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contrariando o Principio da Boa Ordenacao, Teorema 2.1. Isto mostra que o processo
descrito anteriormente, em algum momento para.

Entao,
mdc(a,b) = mde(b, ) = mdc(ry,, Tny1) = mdce(ry,, 0) = r,.
Portanto, o ultimo resto nao nulo 7, neste processo nos fornece o valor de mdc(a, b).

Exemplo 3.3. Calcule mde(112,176).

Utilizando o Teorema 3.1, vamos calcular esse MDC a partir da realizacao de divi-
soes sucessivas.

Se queremos o MDC de 112 e 176, j4 vimos anteriormente que,
mde(112,176) = mde(176,112),

logo sempre que formos efetuar esse processo fazemos a divisao do maior niimero pelo
menor.
Assim temos:
176 = 112-1+ 64

112 =64-1+48
64 =48-1+16
48 = 16-3 4+ 0.

Logo,

mde(176,112) = mde(112,64) = mdc(64,48) = mde(48,16) = mdc(16,0) = 16

Portanto, mde(112,176) = 16.

Utilizamos esse mesmo raciocinio, porém organizando os dados do exercicio em
uma tabela; este é um dispositivo pratico de organizar tais dados, que decorre do
procedimento acima.

Nessa tabela preenchemos a primeira linha com os valores dos sucessivos quocien-
tes comecando da segunda coluna. Na segunda linha ficam os valores dos sucessivos

dividendos e divisores, ou seja, os valores de a e d, quando pensamos na terminologia
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do Teorema 2.1. Por fim, temos uma terceira linha onde ficam os respectivos restos
das divisoes.
A tabela tem tantas colunas quanto forem necessarias até que o resto seja zero.

O nimero de colunas sao n,.1, em que n, é o numero de restos, como indicado a

seguir:
q1 q2 q3 oo dn—2 dn—1 dn
a | b |ry|ry| .| Thoa| et | Th
ro|r3 | ra | T5 | ... Tn 0

Vejamos como fica o dispositivo pratico do Exemplo 3.3:

1 1113

176 | 112 | 64 | 48 | 16

64 | 48 |16 | O
O MDC procurado é o tltimo nimero da segunda linha; neste caso, 16.

O Teorema a seguir nos fornece um método para se calcular o MMC a partir do
MDC. Desta maneira, é possivel calcular o MDC entre dois ntimeros utilizando o Al-
goritmo de Euclides e, posteriormente, calcular o MMC entre tais nimeros por meio

do resultado a seguir.

Teorema 3.4. Dados a e b € Z7, entao mmc(a,b)- mdc(a,b) = a-b.
a-b

mdc(a, b)
Para isso, verificamos as condi¢oes (i) e (ii) da Defini¢ao 2.13.

Demonstracao. Seja m = . Nosso objetivo é mostrar que m = mmc(a,b).

i)alm e b|m.
b

De fato,m =a-—— =b

— % Portanto alm e b|lm
mdc(a, b) mdc(a,b)’ ’ '

ii) SeceZétalqueal|c e b|c entdo m]|ec

De fato, se ¢ é miltiplo de a e de b entao existem a, by € Z tais que ¢ = a;-a e

¢ = by-b. Logo,
a b

“mdc(a,b) " mdc(a,b)’ (1)

a1
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a b a b
Pelo Corolario 2.27, md =1 j
¢lo LOtotato  mae (mdc(a, b)’ mdc(a, b)) » O SR mdc(a, b) ¢ mdc(a, )
sao primos entre si. Pela Igualdade 1, segue que 4 divide b;.
mde(a, b)
Portanto, m = m- b divide by-b = c.
m

Vejamos um exemplo.
Exemplo 3.5. Calcule o MDC e 0o MMC dos nimeros 480 e 75.

Utilizando o Algoritmo de Euclides e a representacao dos dados em uma tabela

como descrito anteriormente, temos:

480 = 75-6 + 30 6 | 2] 2
75 = 30-2 + 15 480 | 751 30 | 15
30 [15] 0
30=15-2+0

Logo,
mdc(480,75) = mdc(75,30) = mdc(30,15) = mdc(15,0) = 15.

Observe que para calcular o MMC desses niimeros basta utilizarmos o Teorema 3.4.

Tal resultado afirma que mmc(a, b)- mde(a,b) = a-b. Entao:
mmc(480, 75)- mdc(480, 75) = 480- 75

mmc(480,75)- 15 = 36000
mmc(480, 75) = 2400.

Portanto, mdc(480,75) = 15 e mmc(480,75) = 2400.
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3.2 MDC e MMC a partir de Fatoracao

Dizer que 28 ¢ miltiplo de 4 é o mesmo que dizer que 4 é divisor de 28, ou ainda,
que 4 divide 28.

A nomenclatura 4 é divisor de 28 nos indica que existe um ntmero inteiro, tal que
se multiplicarmos 4 por esse niimero resultara em 28; logo 4 é fator de 28.

Fatorar um ntmero é escrevé-lo na forma de multiplicacao e os fatores sao os termos
da multiplicacao.

Entao, no caso acima temos: 28 = 4-7; isto é, 28 foi escrito como a multiplicacao
de 4 por 7. Neste caso, temos os numeros 4 e 7 como fatores de 28.

Assim, se escrevemos um nimero como produto (ou seja, multiplicagdo) de outros

numeros, fizemos uma fatoracao.

3.2.1 Fatoracao

Como ja foi dito, fatorar um nimero é escrevé-lo em forma de multiplicacao, ou
seja, é coloca-lo como produto de dois ou mais nimeros.

A fatoracao pode ser completa ou incompleta. Temos uma fatoracao incompleta
quando algum dos fatores obtidos ainda pode ser fatorado. Vejamos, por exemplo o
caso 28 = 4-7. O numero 7 é primo, isto é, esse niimero nao pode ser escrito como a
multiplicagao de dois outros niimeros diferentes dele, pois sabemos que ele s6 é divisivel
por 1 e por ele mesmo. Mas, o 4 nao ¢ um namero primo, logo pode ser escrito da
seguinte forma: 4 = 2- 2.

Se na fatoragao 28 = 4.7 existe um fator, no caso 4, que ainda pode ser fatorado
entao, 4-7 é uma fatoragao incompleta do nimero 28.

Entao, 28 = 4-7 e 4 = 2-2 o que implica 28 = 2-2-7. Esta ultima fatoracao
de 28 é completa, pois todos os fatores sao primos e nao podem ser escritos como a
multiplicacdo de dois outros niimeros diferentes deles.

Assim, afirmamos que os nimeros primos sao os elementos minimos da estrutura
multiplicativa dos inteiros. Toda vez que um niimero estiver escrito como um produto
de niimeros primos temos uma fatoracao completa, também conhecida como decompo-
sicdo em fatores primos.

Para decompor niimeros maiores , em que é mais dificil descobrir os fatores primos
que o formam, existe um método pratico. Vejamos esse método fazendo como exemplo

a fatoracao completa do nimero 3780.
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Primeiro escrevemos o niumero que desejamos fatorar e a direita dele passa-se uma

reta vertical, como mostrado a seguir.

3780

Para uma melhor organizacao e ordenacao do raciocinio, procuramos sempre come-
car do menor nimero primo pelo qual o niimero a ser decomposto ¢ divisivel até chegar
a0 maior niimero primo.

Como 2 é o menor nimero primo e 3780 é divisivel por ele, entao iniciamos a
fatoracao pelo nimero 2. Devemos colocar o nimero primo que divide o nimero a
ser fatorado sempre do lado direito da linha vertical ao lado do nidmero que vai ser
decomposto.

Temos que, 3780 = 2-1890; logo colocamos o ntiimero 2 a direita de 3780 e o fator

1890 ¢ colocado abaixo de 3780, como indicado.

3780 | 2

1890

Analogamente, verificamos o menor nimero primo que divide 1890; assim, 1890 =
2-945, logo,

3780 | 2
1890 | 2
945

Continuando, temos o nimero 945 que nao é divisivel por 2, mas é divisivel pelo

ntimero primo 3 e 945 = 3- 315, assim,
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3780 | 2

1890 | 2
945 | 3
315

Analogamente, 315 = 3-105, 105 =3-35, 35 =5-7, 7= 7-1, dai,

3780 | 2

1890 | 2
945 | 3
315 | 3
105 | 3
35 |5
T oT
1

Portanto, como o niimero 1 nao pode ser escrito como produto de dois ntmeros
sendo um deles primo, entao, a fatoracao completa termina quando se chega no niimero
1.

Logo, a decomposicao do nimero 3780 em fatores primos é: 3780 = 2-2-3-3-3-5-7,

ou ainda, escrevemos, 3780 = 22.33.5.7.
Exemplo 3.6. Decomponha o nimero 360 em fatores primos.

Utilizando o método descrito acima temos,
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360 | 2
180 | 2
90 | 2
45 | 3
15 13
5 |5
1

Logo, a decomposicao do ntimero 360 em fatores primos é 23. 32. 5.

3.2.2 O Calculo do MDC e do MMC a partir de Fatoracao

Antes de demonstrar algebricamente como se calcula o Maximo Divisor Comum e
o Minimo Miltiplo Comum de dois niimeros, consideramos os conceitos vistos e assim

fazer um exemplo numérico.
Exemplo 3.7. Vamos calcular o mdc e o mmc entre os nimeros 48 e 150.

Sabemos que a decomposicao em fatores primos do ntimero 48 ¢ 48 = 2%.3 e do 150
¢ 150 = 2-3-52. Entdo, temos que os niimeros 2 e 3 sdo os Gnicos presentes em ambas
as decomposicoes, ou seja, 2 e 3 sao fatores comuns as duas multiplicacoes; logo esses
nimeros dividem tanto o 48 como o 150, portanto o mde(48,150) = 2-3 = 6.

Agora, para encontrar o Minimo Multiplo Comum de 48 e 150 devemos ter os
numeros que sao multiplos ao mesmo tempo desses dois nimeros. Ou seja, precisamos
dos nimeros que tenham na sua decomposicao pelo menos os fatores comuns a esses
ntimeros, isto é, os fatores 2% 3 e 2.3-52. Logo para ser miltiplo de 48 e 150
¢é necessario se ter tanto os fatores de um como os do outro que sdo 2*-3-52 = 1200.
Portanto o mme(48,150) = 1200.

Para generalizar esses calculos, vejamos o Teorema 3.9, para o qual precisamos do
Lema 3.8.

Lema 3.8. Seja a = pi'-py?-...-pin, em que py < py < ... < P, SGO NUMET0S Primos e
cada r;, 1 < i < n € um niumero inteiro positivo. Se d € também um numero inteiro
positivo, entio d | a se, e somente se, d = pi-pi?- .- ptn

0<t <nm.

em que, para cada i, 1 < i <n,
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Demonstragao. Se d | a, entdo a = d- ¢, para algum inteiro c.

Assim, d |a e ¢ | a. Portanto, se p € um primo que divide ¢ ou divide d, entdo p |
a. Logo, p = p; para algum 1 < i < n. Desse modo, podemos tomar as fatoragoes de
c e d nas formas ¢ = pi'-p- ...-pr e d = pit- pb- ... pl», em que cada 7; e cada t; é um

ntiimero inteiro positivo. De a = d- ¢ temos

Sn

Py Py D = (P P D) (0 Py i) = P T
Teorema 2.29, ; = t; +s; > t; > 0. Por outro lado, se d = pl*- pi>- ...- pl», em que para

t1+s1, ta+s2
1 2

o plntsn s Logo, pelo

cada 7, 0 < t; < r;, entao existem nimeros inteiros positivos s; tais que r; = t; + s;,
1< <n.

LOgO, a = p;poQ p:ln g p§1+81.pé2+52. .“.piz’d’s”t e (p?p? pﬁlﬂ) (p‘ilp;Q pfl”) s
d- (pi'- ps?- ...-pir) e, portanto, d | a. ]

Tn

Teorema 3.9. Sejam a e b inteiros positivos, a = pi*-py’-...-pi* e b= pi*-p3*- .- por,
em que p1 < py < ... < p, $G0 numeros primos e para todo 1 < i < n, tem-se que r;, S;
800 1nterros nao negativos.
Entdo, mdc(a,b) = pi*-py*- ... pin e mmc(a, b) = pit-p2-...- ptr de modo que para cada
i, u; = min{r;, s;} e t; = max{r;, s;}.
Demonstragao.

1. Mostramos a seguir que mdc(a,b) = pi*- py*-...- pin, onde u; = min{r;, s;} com
1 <i<mn. Sejad=pipy ... pi, com u; = min{r;,s;}, 1 < i < n. Pelo Lema
38,d|a e d|b. Secéum niumero inteiro tal que c|a e c|b, também pelo Lema
3.8, podemos tomar a fatoragao de ¢ na forma ¢ = pi'- py*- ... pi*, em que para cada ¢,
1 <i<mn, v <r;,uv <s;e, portanto, v; < min{r;, s;} = u;. Logo, pelo Lema 3.8,
¢ | d e, entao, d = mde(a,b).

2. Vejamos que mmc(a, b) = pi*-pi2-...-pt», onde t; = max{r;, s;} com 1 <i < n.
Observe, para cada 1 < i < n, que r; + s; = max{r;, s;} + min{r;, s;} = u; + t;. Pelo
Teorema 3.4, mdc(a, b) - mme(a,b) = a - b. Logo, aplicando as propriedades da Obser-

vacdo 2.31, temos que pi*-py?- ... pir -mme(a,b) = (pit-ps2- ..o pir) - (pyte Pt .. pi),

entdao pit-ph2- ..o pin -mme(a, b) = pit Tt p2 T2 prnten disso segue que
mmc(a,b) = ppto T prteeuz. Lpratsn—un - Dai, temos que
t1 l2 tn _ o r1tS1—ul  rots2—uz — : _ ;
Pl P . plr = pl - Dy e pitETUn Agsim, b =1+ 8 — ug, 1 <@ < n.

Portanto, como u; = min{r;, s;}, 1 < i < n, entado t; = max{r;, s;}, 1 <i <n, ja que

ri + s; = max{r;, s;} + min{r;, s;}. O

Exemplo 3.10. Agora, determinamos o MDC e o MMC dos nimeros 108 e 120 uti-

lizando o Teorema 3.9.
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Primeiro decompomos os ntimeros em fatores primos, assim temos:

108 | 2 120 | 2
54 |2 60 | 2
27 13 30 |2
9 |3 15 13
3 |3 2 |5
1 1

Portanto, 108 = 22-3% e 120 = 23. 3. 5.

Como vimos no Teorema 3.9, o MDC dos ntimeros é o produto dos fatores primos
em comum de menor expoente, e 0 MMC é o produto de todos os fatores primos de
maior expoente que aparecem nesses nimeros.

Portanto, pelo Teorema 3.9,
mdc(108,120) = 2.3 =12 e mmc(108,120) = 2% 3.5 = 1080.

Assim como podemos efetuar a fatoracao de cada numero separadamente e, no
final, analisarmos os fatores de cada um para obtermos o MDC e o MMC dos niimeros
em questao, a fim de reduzirmos os calculos e ganharmos tempo na resolucao de uma

questao, podemos efetuar a decomposicao dos ntimeros simultaneamente.

Exemplo 3.11. Determinamos o MDC e o MMC dos niimeros 40 e 60 utilizando o

Teorema 3.9 e fazendo decomposicao simultdanea.

Primeiro, decompomos os niimeros em fatores primos. Para isso escrevemos os dois
numeros que queremos fatorar separados apenas por uma virgula e, a direita deles,

passamos uma reta vertical, como mostrado a seguir.
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40, 60 | 2 — fator comum
20,30 | 2 — fator comum
10, 15 | 2 — nao é fator comum porque nao divide o 15
5,15 | 3 —— nao é fator comum porque nao divide o 5
5,5 | 5 —— fator comum
1,1

Como vimos no Teorema 3.9, o MDC dos ntimeros ¢ o produto dos fatores primos
em comum nos nimeros, e 0 MMC é o produto de todos os fatores primos que aparecem
nesses nimeros.

Portanto, pelo Teorema 3.9, e pela decomposicao feita, temos:

mdc(40,60) = 225 =20 e mmc(40,60) = 2°- 3.5 = 120.
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4 Toépicos em Teoria dos Conjuntos

Teoria dos Conjuntos é o ramo da matematica que estuda os conjuntos. De acordo
com as referéncias |7], [12], [13], [14], [15], [16], temos que um estudo mais formal sobre
Teoria dos Conjuntos foi iniciado no final do século XIX por Georg Cantor (1845-1918),

que buscava a mais primitiva e simples definicao de conjunto.

Figura 7: Georg Cantor; retirada de: Wikipédia, a enciclopédia livre.

Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor nasceu em Sao Petersburgo, na Russia, a 3
de marco de 1845, e faleceu em Halle, Alemanha, a 6 de janeiro de 1918.

Deixou a Riussia ainda menino, quando emigrou com a familia para a Alemanha.
Estudou no Instituto Federal de Tecnologia de Zurique. Doutorou-se na Universidade
de Berlim em 1867. Em 1872 foi nomeado professor assistente de matematica na
Universidade de Halle-Wittenberg, assumindo a direcao da cadeira no ano de 1879,
onde ele permaneceu até se aposentar em 1913.

Cantor iniciou seus estudos analisando ntimeros, pontos sobre linhas, que conver-
giam para um ponto limite. Com o desenvolvimento das pesquisas, ele se questionou
sobre a limitacao desses pontos-limites, pois lhe interessava pensar sobre o processo de
construcao dos conjuntos derivados a partir dos infinitos.

A percepcao das correspondéncias biunivocas entre dois conjuntos foi de extrema
importancia, para que Cantor conseguisse reconhecer a diferenca de cardinalidade entre
diferentes conjuntos infinitos.

Sendo assim, Cantor iniciou seu trabalho procurando uma formalizacdo para o
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conceito de infinito, analisou conjuntos enumeraveis como racionais e naturais, porém
sua curiosidade e questionamentos o levou a provar a existéncia de diferentes ordens
infinitas.

As ideias de Cantor nao foram aceitas de imediato, mas suas formalizagoes foram
se impondo como elemento unificador dos varios ramos da matemética e tornando-se a
base que levou a formalizacao da matematica contemporanea, a qual conhecemos como
Teoria dos Conjuntos. Logo, a Teoria dos Conjuntos é com frequéncia utilizada como
um sistema precursor da matematica.

No que segue, tratamos alguns topicos de Teoria dos Conjuntos, dando énfase no
que vem a ser conjuntos, suas operacoes e relacoes, para que assim sejamos capazes de

falar no Diagrama de Venn, que é nosso objetivo principal neste capitulo.

4.1 Conjuntos

Conjunto é uma colecao qualquer de objetos, os quais sao chamados de elementos
do conjunto.

E importante termos em mente que os elementos de um conjunto podem ser en-
tendidos no sentido mais abrangente possivel, depende a que estamos nos referindo.
Podemos ter, por exemplo, conjunto de vestuario, conjunto de sentimentos e conjunto

de cores; Figuras 8, 9 e 10, respectivamente.

Figura 8: Conjunto de Vestuario.
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FELICIDADE

MEDO CORAGEM
AMOR

ORGULHO AMIZADE
TRISTEZA

Figura 9: Conjunto de Sentimentos.

Figura 10: Conjunto de Cores.

Embora qualquer tipo de elementos possam ser reunido em um conjunto, quando
falamos em teoria dos conjuntos estamos nos referindo, na maioria das vezes, a ele-
mentos que tem alguma relevancia para a matemaética, sendo assim é mais comum
trabalharmos com elementos associados a nimeros.

Usualmente, representamos os conjuntos por letras maitsculas e os elementos por
letras mintsculas. Podemos dizer, por exemplo, que o cojunto M é uma colecao dos
objetos a, b, ¢, d. Isto é, os objetos a, b, ¢, d pertencem a colecao M, entao, a, b, ¢, d
sao elementos do conjunto M.

Além da diferenciacao entre letras maitsculas e mintsculas também utilizamos os
simbolos { } (chamado de chaves) para designar conjuntos; os elementos de um conjunto
ficam representado dentro das chaves e separados por virgula ou ponto e virgula.

Logo, para representarmos o conjunto M falado anteriormente, o qual tem como

elementos os objetos a, b, ¢, d, basta escrevermos
M ={a,b,c, d},

onde lemos: M é o conjunto formado pelos elementos a, b, ¢, d.
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Para afirmarmos se um elemento esta ou nao em um conjunto, devemos estabelecer

uma notac¢ao para pertinéncia. Isto é feito da seguinte forma:

e a € M, onde lemos, a pertence ao conjunto M, ou simplesmente, a pertence a
M.

e k¢ M, onde lemos, k nio pertence ao conjunto M, ou, k nao pertence a M.

Assim, se o elemento estd no conjunto, dizemos que ele pertence ao conjunto e
colocamos o simbolo €. Caso contrario, dizemos que ele nao pertence ao conjunto e o
simbolo utilizado ¢ ¢.

Mas, como é que fazemos a associacao para afirmarmos se um dado elemento per-
tence ou nao a um determinado conjunto?

Em nosso contexto, esta pergunta é facil de ser respondida. Considere que os
conjuntos sao definidos a partir de uma propriedade que deve ser satisfeita pelos seus
elementos.

Sendo assim, um elemento pertence a um conjunto se ele possui a propriedade &
qual define esse conjunto.

Por exemplo, se um conjunto A é definido como uma colecao de elementos, os quais

sao os numeros inteiros positivos maiores que 10 e menores que 18, entao temos:
A={x€Z,/10 <x <18} ; logo A ={11,12,13,14,15,16,17}.

Portanto, os elementos pertencentes ao conjunto A sao os niameros: 11, 12, 13, 14,
15,16 e 17. E o conjunto A possui sete elementos.

No caso de um conjunto nao possuir nenhum elemento, ou seja, caso nao existam
objetos que satisfacam a propriedade que define um dado conjunto, entao dizemos que
esse comjunto ¢ vazio. Neste caso podemos representar tal conjunto de duas formas
diferentes,

B={ } ou B=g.

Quando um conjunto nao estiver definido por uma propriedade (ou alguma ca-
racteristica especifica), o autor desse conjunto tem que mencionar cada um de seus
elementos, caso contrario, os elementos do conjunto nao sao possiveis de serem deter-

minados.
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4.1.1 Relagao entre Conjuntos

Considerando dois conjuntos A e B, definimos entre eles a relacao de igualdade e a

relacao de inclusao.

Definigao 4.1 (Igualdade entre Conjuntos). Dois conjuntos sao iguais quando possuem
0s mesmos elementos. Formalmente, A = B se todo elemento de A € elemento de B,

e todo elemento de B é elemento de A.

Exemplo 4.2. Considerando os conjuntos, A = {2,4,6}, B=1{2,4,6} e C = {2,5,6},
temos que: A = B, pois todos os elementos de A sdo elementos de B e todos os
elementos de B sao elementos de A. Mas A # C, pois nem todos os elementos de

A pertencem a C (no caso, o elemento 4, pertence a A e nao € pertencente a C).
Analogamente, B # C.

Definigao 4.3 (Inclusao entre conjuntos). Considere dois conjuntos A e B. Se todo ele-
mento de A € elemento de B, entdo temos uma relagao de inclusao entre 0s conjuntos.
Quando todo elemento de A pertencer ao conjunto B dizemos que A estd contido em B,
e escrevemos A C B. Analogamente, se todo elemento de B pertencer ao conjunto A
dizemos que B C A. Logo, pelo que vimos no item anterior, se A C B e B C A entao
A = B. A negacao da relagio de igualdade e de inclusao é representada pelo simbolo

nao estd contido e nem ¢ iagual (¢).

Exemplo 4.4. Considerando os conjuntos, E = {2,4}, F = {2,4,6} ¢ G = {4,7},
temos que: E C F, pois todos os elementos de E sao elementos de F. Nem todos o0s
elementos de G pertencem a F, entio escrevemos G € F, (no caso, o elemento 7,
pertence a G e nao ¢ pertence a F). Analogamente, F ¢ E, E¢ G e F ¢ G,

Outra maneira de estabelecer a relacao de inclusao é dizer que B tem todos os
elementos de A, ao invés de dizer que todos os elementos de A pertencem a B. Sendo
assim, se o conjunto B contém todos os elementos de A, escrevemos B D A, e lemos
B contém A. Ao negar esta afirmacao dizemos que B nao possui todos os elementos de
A, entdo escrevemos B D A e lemos B nio contém A.

Analisando o Exemplo 4.4 temos que: F' D E, pois F possui todos os elementos de
E. Analogamente, E D F, F 2 G, G2 F,E2GeG D E.

Observacao 4.5. Quando um conjunto estd contido em outro conjunto, dizemos que

o primero € subconjunto do sequndo, ou seja, se A C B, entao A € subconjunto de B.
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Proposicao 4.6. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

Demonstracao. Provamos por contradicao.

Considere um conjunto qualquer A, e suponha que o conjunto vazio nao seja subcon-
junto de A, ou seja, & g A. Mas pelo que vimos da relacao de inclusao, se o conjunto
vazio nao esti contido em A, entao existe pelo menos um elemento do vazio que nao
pertence ao conjunto A. Porém, o conjunto vazio nao tem nenhum elemento, logo é um
absurdo que um elemento do vazio nao esteja em A. Portanto, o vazio é um subconjunto
de A, isto é, @ C A. n

4.1.2 Operagoes entre Conjuntos
Considere dois conjuntos A e B. Definimos as seguintes operagoes:

Definigao 4.7 (Unido entre conjuntos). A opera¢do unido de A e B resulta em um
conjunto que contém todos os elementos de A e todos os elementos de B. Denotamos

tal operagdo por AU B e lemos A uniao B.

Exemplo 4.8. Se A ={2,7,9} e B={1,3,4,5,7,9}, entao AUB ¢é um conjunto com
todos os elementos de A e todos os elementos de B. Logo, AU B = {1,2,3,4,5,7,9}.

Defini¢ao 4.9 (Intersecdo entre conjuntos). A interse¢io de A e B € a operagdo cujo
resultado € um conjunto que contém apenas os elementos que aparecem em A e B ao

mesmo tempo. Denotamos tal operacao por AN B e lemos A intersecao B.

Exemplo 4.10. Se A = {2,7,9} e B = {1,3,4,5,7,9}, como no exemplo anterior,
entao AN B = {7,9}, pois 7 e 9 sdo os tdnicos elementos que aparecem em A e B ao

mesmo tempo.

Observacao 4.11. Quando efetuamos a operacao de intersegcao entre conjuntos e o
conjunto resultante é o vazio, ou seja, quando a intersecao dos conjuntos nao pPoSsuL

nenhum elemento em comum, dizemos que esses conjuntos sao disjuntos.

Defini¢ao 4.12 (Diferenga entre conjuntos). A operacio diferenca de A e B resulta
em um conjunto que contém todos os elementos de A que nao estdo no conjunto B.

Escrevemos A — B e lemos conjunto diferenca de A e B.

Observacao 4.13. Quando fazemos a operacao de diferenca entre dois conjuntos de-
vemos prestar bastante atencao, pois a ordem dos conjuntos nos leva a resultados dife-

rentes.
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Exemplo 4.14. Se A = {2,7,9} e B = {1,3,4,5,7,9}, entio A — B tem como
resultado um conjunto com todos os elementos de A que ndo pertencem a B, logo,
A — B ={2}. Analogamente, B — A = {1,3,4,5}.

Defini¢ao 4.15 (Complementar de um conjunto). O complementar do conjunto A em
relacao a B consiste no conjunto formado pelos elementos de B que nao pertencem a
A. Isto é, o complementar de A em relacao a B € o conjunto dos elementos que faltam
em A para que A tenha todos os elementos de B. Escrevemos Cp(A) e lemos conjunto

complementar de A em relagao a B.

Exemplo 4.16. Se A = {2,7,9} ¢ B = {1,3,4,5,7,9}, entdo Cp(A) € o conjunto
com todos os elementos que faltam para que A contenha B. Logo, Cg(A) ={1,3,4,5}.
Analogamente, Cx(B) = {2}.

Observacao 4.17. Se observarmos as operacoes de diferenca e complementar, vamos
perceber que a diferenca de A e B consiste mo complementar de B em relacdo a A.

Analogamente, a diferenca de B e A € o complementar de A em relacdo a B. Isto é,
CB(A):B—A 6CA(B):A—B

Observacao 4.18. Note que, se A e B sao disjuntos B— A = B e, de acordo com a

Definigcao 4.15, Cg(A) = B — A= B.

4.1.3 Identidades de Conjuntos

Quando efetuamos as operacoes entre conjuntos existem algumas igualdades que

sempre sao verdadeiras.

1. Comutatividade:
ANB=BNA e AUB=BUA.

2. Associatividade:

(ANB)NC=AN(BNC) e (AUB)UC=AU(BUC).

3. Distributividade:

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) e AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
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4.1.4 Cardinalidade de Conjuntos Finitos

Defini¢ao 4.19 (Conjuntos Finitos). Congjuntos finitos sao todos os conjuntos que

possuem uma quantidade finita de elementos.

Por exemplo, o conjunto dos niimeros inteiros positivos menores que 5 tem como

elementos 1,2,3 e 4. Logo é um conjunto finito.

Definicao 4.20 (Cardinalidade de um conjunto finito). A cardinalidade de um con-

gunto finito € o numero que indica a quantidade de elementos desse conjunto.

Assim, se temos o conjunto 7" = {5,6,7,8}, entdo o nimero de elementos deste

conjunto ¢é 4 e por isso 1" possui cardinalidade 4.

Notagao 4.21. Denotamos a cardinalidade de um conjunto A por n(A), portanto
sempre que estivermos levando em consideracdo apenas o niumero de elementos de um

dado conjunto colocamos n e entre parénteses a letra maitiscula que define tal conjunto.

Exemplo 4.22. Dado o conjunto W = {2,3,7,9,13}, temos que n(W) = 5.

4.2 Diagramas de Venn

Vimos no toépico anterior uma breve nocao do que vem a ser conjuntos na linguagem
matematica. E foram apresentadas as relagoes entre conjuntos e as operagoes que
podem ser efetuadas.

Existe uma representacao grafica que facilita o entendimento das relagoes e opera-
coes entre conjuntos, tornando tais conceitos mais concretos e visiveis. Esta represen-
tacao foi criada por John Venn, e é conhecida como Diagrama de Venn.

Os diagramas de Venn sao ilustragoes em forma de circulos ou elipses, usados para
mostrar graficamente o agrupamento dos elementos nos conjuntos.

A seguir damos um breve relato sobre John Venn e aprofundamos nosso estudo em

relacao ao diagrama por ele criado.

4.2.1 John Venn

Segundo as referéncias [6], [8], [9] e [21] John Venn nasceu em Hull, Inglaterra, no

dia 4 de agosto de 1834, e morreu em Cambridge, Inglaterra, no dia 4 de abril de 1923.
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Figura 11: Foto de John Venn; Retirada da: Enciclopédia Culturama.

Aos trés anos, Venn ficou 6rfao de mae e s6 foi para a escola aos 19 anos, quando
ingressou em Cambridge. L4 se formou em Matematica, porém decidiu seguir a vocagao
familiar e se tornou sacerdote anglicano no ano de 1859.

Venn voltou para Universidade de Cambridge, em 1862, como conferencista em
Ciéncia Moral; estudou e ensinou loégica e teoria da probabilidade. Desenvolveu a
logica Matematica de Boole e ficou conhecido pelo seu diagrama criado para representar
conjuntos.

Venn escreveu e publicou livros, deixou a igreja em 1870. Sua carreira mudou de
rumo, e em 1883 seu interesse se tornou a Historia, com a sua eleicao a um membro da
Sociedade Real. Escreveu e publicou a Historia da Universidade de Cambridge.

Como podemos perceber, John Venn foi um matematico e filésofo britanico, estu-
dante e professor na Faculdade Caius da Universidade de Cambridge, teve toda sua
producao intelectual desenvolvida nessa universidade. Escreveu e publicou livros, po-
rém a contribuicao de John Venn que o deixou mais conhecido foi seu diagrama criado
para representar conjuntos. Tal diagrama recebeu seu nome, Diagrama de Venn, e é
usado atualmente no ensino da matemética elementar, logica e teoria dos conjuntos.

Na educagao bésica sao utilizados diagramas de Venn de dois, trés ou mais conjuntos
como ferramenta para que os alunos possam comparar e diferenciar os elementos dos

conjuntos a partir de suas caracteristicas.
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4.2.2 Descricao dos Diagramas de Venn

Os Diagramas de Venn consistem de curvas fechadas simples desenhadas sobre um
plano (as formas mais utilizadas sdo circulos e/ou elipses), usados de forma a simbolizar
0s conjuntos e permitir a representacao de uniao, intersecao e inclusao entre eles.

Esses diagramas permitem ainda a visualizagao das relagoes de pertinéncia (per-
tence ou ndo pertence) entre os elementos e conjuntos.

Assim, considerando que cada circulo representa um conjunto e a posicao relativa

no plano de tais circulos vai nos mostrar a relagdo entre os conjuntos, temos:

e Se dois conjuntos A e B possuem elementos em comum, entao graficamente temos
uma parte do circulo que representa A se sobrepoem ao circulo representante de
B, formando uma intersecao entre os conjuntos A e B, que identifica exatamente

os elementos que os dois tém em comum.

e Se o conjunto A tiver todos os elementos de B, entdo significa que A esté contido
em B; desse modo quando fizermos o Diagrama de Venn o circulo que representa

o conjunto A estd dentro do circulo que representa o conjunto B.

e Se os conjuntos A e B nao tiverem nenhum elemento em comum, isto é, se A e B
forem conjuntos disjuntos, na representacao por Diagramas temos dois circulos

totalmente separados, sem nenhuma intersecao.

Sendo assim, durante este topico mostramos como fazer o Diagrama de Venn e

como utilizd-lo na resolucao de problemas sobre conjuntos.

Considere os conjuntos A, B, C' e D, onde A representa o conjunto dos nimeros
inteiros positivos impares menores que 10, B representa os niimeros inteiros maiores
que 3 e menores que 8, C' é o conjunto dos inteiros positivos pares menores ou igual a
10 e D sao os inteiros de 1 a 10.

Portanto,

A={1,3,5,7,9}, B=1{4,5,6,7}, C ={2,4,6,8,10} e D = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Utilizamos esses conjuntos para exemplificar o uso do Diagrama de Venn.

1. Representacao de um tinico conjunto:

Vamos representar uma tnica cole¢ao e seus objetos, no caso ilustramos o con-

junto A em um Diagrama de Venn.
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Para isso vamos utilizamos um circulo que representa o conjunto A, e dentro dele

colocamos os elementos pertencentes a esse conjunto.

Figura 12: Representacao do Conjunto A.

A representacao acima é um diagrama do conjunto A. Podemos de maneira ana-

loga representar os conjuntos B, C e D, assim temos:

Figura 13: Representacao do Conjunto B.

6 8

Figura 14: Representacao do Conjunto C.
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Figura 15: Representacao do Conjunto D.

Fizemos acima a representacao de quatro diagramas, separadamente, mostrando

os elementos de cada conjunto A, B, C' e D.

Representagao de dois conjuntos:

Para representar dois conjuntos em um tnico diagrama precisamos levar em con-
sideragao os elementos comuns aos dois grupos, e os elementos que sao nicos de
cada grupo.

Neste caso ilustramos o conjunto A e B em um Diagrama de Venn.

Para isso vamos utilizamos um circulo que representa o conjunto A e outro para
representar o conjunto B. Sabendo que A e B possuem elementos em comum,
devemos colocar esses elementos na intersecao dos dois conjuntos.

Sendo assim, temos dois circulos representados no plano e uma parte desses cir-

culos que se sobrepoem ao outro.
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Figura 16: Representacao dos Conjuntos A e B.

Como percebemos os elementos 1, 3 e 9 s6 pertencem ao conjunto A, os elementos
4 e 6 pertencem apenas ao B, ja os elementos 5 e 7 pertencem aos dois conjuntos;
assim, tais elementos ficam na intersecao dos circulos. O caso do diagrama com

os conjuntos B e C é analogo.

Fagamos agora a representacao dos conjuntos A e C' em um tnico diagrama. Os
conjuntos A e C' sao disjuntos, pois ANC = &. Logo, os circulos que representam

A e C' nao se sobrepoem, isto é, ndao tem intersecao.

Figura 17: Representacao dos Conjuntos A e C.

[lustramos os conjuntos A e D, usando o Diagrama de Venn:
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Figura 18: Representacao dos Conjuntos A e D.

A partir do diagrama podemos perceber que o conjunto D envolve todo o conjunto
A, pois A esta contido em D, ou seja, todos os elementos do conjunto A pertencem
ao conjunto D.

Se fizermos os diagramas dos conjuntos B e D ou C' e D vemos de maneira

anédloga que D contém B e D contém C, respectivamente.

Representacao de trés ou mais conjuntos:

Ao analisarmos trés ou mais conjuntos seguimos o mesmo raciocinio e assim mon-
tamos o Diagrama de Venn pelo mesmo procedimento.

Levamos em consideracao os elementos comuns aos conjuntos, e os elementos que
sao unicos em cada conjunto.

Como exemplo deste caso facamos o diagrama dos conjuntos A, B, C' e D.
Para isso utilizamos um circulo que representa o conjunto A, outro para repre-
sentar o conjunto B, outro o C' e ainda temos o circulo D.

Analisando as intersecoes, temos:

e A B, C e D nao possuem elementos que sao comuns a todos.

e Ae (C também nao possuem elementos em comum, logo comegamos tragando

os conjuntos A e C separadamente, pois sao disjuntos.

e O conjunto B possui dois elementos em comum com A e dois em comum com

C, logo o conjunto B tem uma interse¢ao com cada um desses conjuntos.
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e Por ultimo temos o conjunto D, este possui todos os elementos dos conjuntos

anteriores. Logo A, B, C estao contidos em D.

[lustrando esse diagrama, obtemos:

Figura 19: Representacao dos Conjuntos A, B, C e D.

Portanto, se quisermos utilizar um Diagrama de Venn ilustrando um ou mais con-
juntos, basta analisarmos se hé intersecoes e quais sao elas; em seguida devemos

verificar os conjuntos como um todo e desenhar.

4.2.3 Aplicagao do Diagrama de Venn

Neste topico fazemos uma aplicacao do uso do Diagrama de Venn.
Para essa aplica¢ao, resolvemos um exercicio retirado da prova elaborada pela Banca
Funrio para o Concurso do Corpo de Bombeiro do Rio de Janeiro de 2008, para Técnico

em Enfermagem.

Exemplo 4.23. Na selecao de operdrios da construcao civil, foram entrevistados 80

candidatos e constatou-se que:
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45 desses candidatos sabiam lidar com pintura;

50 deles sabiam lidar com instalacoes elétricas;

50 sabiam lidar com instalagoes hidrdulicas;

15 tinham habilidades nas trés modalidades de servigo.

Todos os operdrios tinham habilidade em pelo menos uma das modalidades acima.
Foram contratados todos os que tinham habilidade em exatamente duas modalidades.

Nessas condigoes, o nimero de candidatos contratados foi:

a) 20 b) 10 ¢) 85 d)60 e) 55

Quando lemos um exercicio e percebemos que ele faz agrupamentos de objetos,
elementos ou pessoas, de acordo com alguma caracteristica, propriedade ou habilidade
devemos pensar em conjunto.

Analisando os agrupamentos feitos no enunciado dessa questao, observamos 3 con-
juntos diferentes. O primeiro se refere as pessoas que sabem lidar com pintura, o
segundo que sabem lidar com instalagoes elétricas e o terceiro com instalacoes hidrau-
licas.

Formamos entao um diagrama de Venn com esses 3 conjuntos os quais chamamos
de P (pintura), E (elétrica) e H (hidraulica), referentes as habilidades das pessoas de
cada conjunto.

Cada conjunto é representado no diagrama por um circulo. E cada circulo contém
o niimero de elementos ali agrupados, diferente dos diagramas anteriores nos quais
colocamos elemento por elemento.

Iniciamos analisando as intersecoes dos conjuntos dados:

e Os conjuntos P, F e H tém em comum 15 elementos, ou seja, 15 pessoas tém as
trés habilidades.

e As pessoas que tém exatamente duas habilidades, estao nas intersecoes P e E,
PeHoukFEeH.
Porém esses ntimeros nao foram mencionados no enunciado, pois é exatamente o
que se deseja encontrar. Queremos saber quantos candidatos foram contratados,
sendo estes os que tinham habilidades em exatamente duas modalidades.

Denotamos por a o nimero de candidatos com as habilidades P e E, b o nimero
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de candidatos com as habilidades P e H, ¢ o numero de candidatos com as
habilidades F' e H.

Colocados os niimeros das intersecoes, falta designar os ntumeros de candidatos
que tém apenas uma das habilidades. Para isso, devemos levar em conta o total

de candidatos que tem cada uma das habilidades.

Apenas pintura: pelo enunciado 45 pessoas sabem lidar com pintura; mas sa-
bemos que 15 pessoas tém habilidades em pintura, hidraulica e elétrica; além
disso, a pessoas tem habilidade em pintura e elétrica e b pessoas sabem lidar com
pintura e hidraulica. Portanto, o niimero de pessoas que sabem lidar apenas com
pintura é 45 —15—a—b=30—a — b.

Apenas instalacao elétrica: fazendo uma anélise analoga ao item anterior temos

que o numero de pessoas que lidam apenas com elétrica é 50—15—a—c = 35—a—c.

Apenas instalacao hidraulica: o nimero de pessoas com habilidade apenas em
hidraulica ¢ 50 — 15 —-b—c=35—b—c.

Montando esse diagrama, obtemos:

30—a—0>

H

Figura 20: Diagrama dos Conjuntos P, E e H.
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Sabemos que 80 ¢ o nimero total de entrevistados; e cada um dos 80 tem pelo
menos uma das habilidades; ou seja, todas essas oitenta pessoas estao contabilizadas
no diagrama montado, seja nas intersecoes, ou em apenas uma das modalidades.

Logo, para descobrir qual o nimero total de candidatos que tinham apenas duas
habilidades (a + b+ ¢), que sdo os candidatos contratados, basta resolver a equagao em
que a soma de todos os candidatos do diagrama sao exatamente os 80 entrevistados.

Assim,
B0—a—b)+(35—a—c)+(35—-b—c)+ (a)+ (b) + (¢) + (15) = 80

30—a—b+35—a—c+35—-b—cH+a+b+c+15=280
(B30+35+35+15)+(—a—a+a)+(-b—b+b)+(—c—c+c)=280
115—a—-b—c=280
115—-80=a+b+c
3b=a+b+c
a+b+c=35

Logo, se foram contratados todos os que tinham habilidade em exatamente duas
modalidades, entao o nimero de candidatos entrevistados contratados foi a+b+c = 35.

A alternativa correta é C.
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5 Relacao entre MDC e MMC com Diagrama de Venn

O primeiro contato que um aluno tem com o conteido de multiplos e divisores é
no 4° e/ou 5° ano do Ensino Fundamental, também conhecido como 3* série e/ou 4*
série, respectivamente.

Mas, ¢ no 6° ano (5* série) que o aluno tem no seu curriculo escolar os conteidos so-
bre nimeros primos, fatoracao em primos, Maximo Divisor Comum e Minimo Miltiplo
Comum.

Assim, é no 6° ano que temos criancas de apenas 11 anos as quais precisam li-
dar com esse contetido de forma a memorizar processos, algumas vezes até decorar
formulas e aplicar corretamente os conceitos de acordo com a situagao problema pro-
posta. Em muitos casos, tais criancas reproduzem os procedimentos que o professor fez
inicialmente, porém sem entender as ideias que levam a formalizacao daquele processo.

Ao adentrarmos em uma sala de aula do 6° ano temos a expectativa que o estudante
entenda Maximo Divisor Comum e Minimo Miltiplo Comum de dois ou mais ntimeros
inteiros positivos e mostre sua compreensao em situacoes problemas, porém na maioria
das vezes nao apresentamos para esses alunos uma abordagem visual do que estamos
falando.

Contradizendo totalmente a linha de raciocinio da Matematica, em que um con-
teido depende do outro, um professor de Ensino Médio ensina para alunos de 15 anos
Diagrama de Venn e Teoria dos Conjuntos como se fosse um contéudo nunca visto
antes, isto é, como se fosse algo a parte daquilo que o estudante ja aprendeu nos anos
anteriores.

Sendo assim, este capitulo visa mostrar uma abordagem ilustrativa, para encontrar
o Maximo Divisor Comum e o Minimo Miltiplo Comum de dois ou trés ntmeros
inteiros, apresentando o Diagrama de Venn como uma ajuda visual que permite aos
alunos uma melhor assimilacao do processo que esta sendo feito.

Vemos, consequentemente, a relacao que existe entre esses contetidos, e como esse
procedimento pode ser facilmente generalizado para encontrar o MDC e o MMC de

trés ou mais inteiros.

5.1 Encontrar MDC e MMC Utilizando o Diagrama de Venn

O contetdo desta e das proximas segoes deste capitulo é baseado no artigo [3], o

qual trata esse assunto de maneira suscinta.
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Vimos no decorrer dos capitulos anteriores conceitos importantes e métodos para
calcular o Maximo Divisor Comum e o Minimo Miltiplo Comum de dois ntimeros in-
teiros positivos. Aprendemos a listar os fatores primos dos niimeros inteiros, identificar
os fatores comuns, encontrar o MDC e o MMC. Também vimos como este processo
pode ser feito usando Algoritmo de Fuclides.

Agora, podemos entender visualmente MDC e MMC usando Diagrama de Venn.

Procedimento para calcular MDC e MMC de dois niimeros inteiros po-

sitivos usando o Diagrama de Venn

Suponha que os nimeros inteiros que queremos encontrar o MDC e o MMC sejam

x ey, assim:

1. Devemos encontrar a fatoracao prima de cada um dos ntimeros dados;

2. Como representamos a fatoracdao dos numeros separadamente, entdo podemos

visualizar e contar os fatores primos que se repetem em ambos os inteiros;

3. Para representar no diagrama de Venn, consideramos os fatores primos de x como
elementos de um conjunto X, e os fatores primos de y como elementos de outro
conjunto Y, sendo que os fatores pertencentes a ambos os ntimeros sao colocados

na intersecao dos conjuntos X e Y;

4. Como os nimeros da intersecao dividem tanto x como y, entao os divisores si-
multaneos desses niimeros sao todas as combinacoes dos fatores pertencentes a
intersecao. E portanto, o MDC é o maior niimero presente nesta combinacao,

isto é, é o produto de todos os elementos da intersecao;

5. Sabemos pelo conceito de multiplos, que um nimero inteiro z para ser multiplo
de x deve conter todas as poténcias de fatores primos presentes em x, e para
ser miultiplo de y deve conter todas as poténcias de fatores de y, logo para z ser
miultiplo de ambos os ntimeros deve conter em sua decomposigao as poténcias de
fatores primos de ambos. Portanto, o MMC de z e de y é o produto de todos os

elementos que aparecem no diagrama.

Exemplo 5.1. Encontre o Mdzimo Divisor Comum (MDC) e o Minimo Miltiplo Co-
mum (MMC) dos nimeros 252 e 270 utilizando o Diagrama de Venn.
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Seguindo o procedimento descrito anteriormente temos:

1° Passo
252 | 2 270 | 2
126 | 2 135 | 3
63 |3 45 | 3
21 |3 15 |3
7|7 5 |5
1 1

Logo, 252 =2-2-3-3-7 e 270 = 2-3- 3- 3- 5.

2° Passo

Colocando em negrito os fatores que se repetem em ambos, temos:
252=2-2-3-3-7 e 270=2-3-3-3-5.

Isto é, os nimeros pertencentes a ambas fatoracoes sao: 2, 3 e 3.

3° Passo

Considere os fatores primos do ntimero 252 como elementos de um conjunto, que

chamamos de E e os fatores primos do inteiro 270 como elementos de outro conjunto,

F'. Esses dois conjuntos possuem elementos em comum, logo, temos uma intersecao

no diagrama, e nesta intersecao estao os niimeros 2, 3 e 3, pois sdao os fatores que se

repetem nas fatoragoes de ambos os nimeros.

Logo, o diagrama fica da seguinte maneira:
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Figura 21: Diagrama dos Conjuntos E e F.

4° Passo

Como os numeros 2, 3 e 3 dividem ambos os inteiros, entao os divisores simultaneos
de 252 e 270 sao todas as combinagoes de 2, 3 e 3, mais o nimero 1, que é divisor de
todos os ntmeros. Portanto, os divisores de 252 e 270 sao: 1,2,3,2-3,3-3,2-3-3, ou
seja, 1,2,3,6,9, 18.

Assim, o Maximo Divisor Comum de 252 e 270 é o produto dos fatores comuns, 2,

3, 3, que sao os elementos da interse¢do. Entao mdc(252,270) = 2-3-3 = 18.

5° Passo

Seguindo o raciocinio do conceito de multiplos temos que: para ser multiplo de 252
o numero precisa ter os fatores primos de 252 e para ser miltiplo de 270 o nimero
deve ter os fatores primos de 270, entao para ser miltiplo de ambos, deve ter os fatores
primos de ambos. Logo, os miltiplos de 252 e de 270 devem conter em sua fatoracao
0s nimeros presentes em E U F'.

Portanto, o Minimo Miltiplo Comum de 252 e 270 é o produto dos nimeros que

aparecem no diagrama anterior, assim: mmc(252,270) = 2-2- 3-3-3-5-7 = 3780.

Observacao 5.2. Analisando o raciocinio descrito temos que, montado o diagrama
de Venn, o produto dos elementos da intersecio nos da o Mdximo Divisor Comum.
O produto dos elementos de cada conjunto nos fornece os numeros que tinhamos ini-
cialmente, e o produto de todos os nimeros (uniao dos conjuntos) resulta no Minimo

Multiplo Comum dos numeros considerados.
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Seguindo este raciocinio facamos outro exemplo.
Exemplo 5.3. Determine o MDC e o MMC dos nitmeros 504 e 588.

Decompondo os nimeros em fatores primos temos:

004 | 2 288 | 2
252 | 2 294 | 2
126 | 2 147 | 3
63 |3 49 | 7
21 |3 707
707 1
1

Logo, 504 =2-2-2-3-3-7e 588 =2-2-3-7- 7.

Colocando em negrito os fatores que se repetem, temos: 504 = 2-2-2.-3-3-7 e
Hh88 = 2-2-3-7-7. Isto é, os nimeros pertencentes a ambas fatoracoes sao: 2, 2, 3 e 7.

Se L e M sao os conjuntos dos nimeros que aparecem na fatoracao de 504 e 588,
respectivamente. Entao o diagrama de Venn representando tais conjuntos é ilustrado

a seguir:

Figura 22: Diagrama dos Conjuntos L e M.

Analisando o diagrama temos que o Maximo Divisor Comum de 504 e 588 ¢ o

produto dos ntimeros comuns, que sao os elementos da intersecao, entao:
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mde(504,588) = 2-2-3-7 = 84. E o Minimo Miltiplo Comum de 504 e 588 é o produto
de todos os nimeros que aparecem no diagrama, que sao os elementos da uniao, assim:
mmc(252,270) = 2-2-2-3-3-7-7 = 3528.

Céalculo do MDC e do MMC de trés ou mais ntimeros inteiros positivos

Cada vez que aumentamos a quantidade de niimeros que estao sendo trabalhados,
analisar seus MDC e MMC vai se tornando uma tarefa mais complicada e dificil.
Principalmente, para o estudante que nao compreendeu o processo de fatoracao de
numeros inteiros positivos, bem como os conceitos de MDC e MMC.

Desse modo, vemos a necessidade cada vez maior de uma ligagao do conteido
a um conceito conhecido, ou a algo que o aluno consegue visualizar e abstrair um
conhecimento para se chegar a uma aprendizagem significativa.

Sendo assim, vamos neste topico exemplificar o uso do Diagrama de Venn para
calcular o MDC e o MMC entre trés nimeros. O procedimento é andlogo ao descrito

para dois ntimeros.

Exemplo 5.4. Determine o Mdzimo Divisor Comum (MDC) e o Minimo Muiltiplo
Comum (MMC) dos nimeros 8085, 1575, 990 utilizando o Diagrama de Venn.

Como nos exemplos anteriores nosso primeiro passo é encontrar a fatoracao prima

de cada um dos inteiros dados. Assim,

8085 | 3 1575 | 3 990 | 2

2695 | S 925 | 3 495 | 3
239 | 7 175 |5 165 | 3
T 35 |9 2 | 9
11 |11 T 0T 11 |11
1 1 1

Logo, 8085 = 3-5-7-7-11, 1575 = 3-3-5-5-7 € 990 = 2. 3- 3- 5- 11.
Como representamos a fatoracdo dos ntimeros separadamente podemos visualizar
e contar os fatores primos que se repetem nos trés inteiros, e os que se repetem em

apenas dois dos inteiros.
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Assim, colocando em amarelo os fatores que se repetem nos trés nimeros, em ver-
melho os que se repetem apenas em 8085 e 1575, em azul os comuns somente a 8085 e
990, e em verde os elementos comuns a 1575 e 990, temos que: 8085 = 3- 5 - [l 7- [},
1575=3-8-5 5@ e990=2 3-8 518

Para representar no diagrama de Venn devemos considerar os fatores primos do
ntimero 8085 como um conjunto, que chamamos de P, os fatores primos pertencentes
ao inteiro 1575 como outro conjunto, (), e os fatores primos de 990 de R.

Esses trés conjuntos possuem elementos em comum, isto é, os nimeros pertencentes
a todas fatoragoes que sao: 3 e 5. Pertencente aos conjuntos P e () temos o nimero
7; e pertencente a intersecao P e R temos o 11, e na intersecao de ) com R temos o
elemento 3.

Logo, a ilustracao do nosso diagrama fica da seguinte maneira:

P
7 | 3 |
\ \
| 3 |

R

Figura 23: Diagrama dos Conjuntos P, Q e R.

Analisando o diagrama observamos que:

e 3 e b5, que sao comuns aos 3 conjuntos, dividem 8085, 1575 e 990 ao mesmo tempo;

e 7, é comum apenas ao conjunto P e (), isto é, divide 8085 e 1575, mas nao divide
990;
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e 11, comum aos conjuntos P e R, divide 8085 e 990, mas nao divide 1575;

e 3., comum aos conjuntos () e R, divide 1575 e 990, porém nao divide 8085.

Se os nimeros 3 e 5 dividem os trés inteiros do enunciado, entao os divisores desses
inteiros sao todas as combinacoes de 3 e 5, mais o nimero 1 que ¢ divisor de todos os
ntmeros, logo os divisores simultaneos de 8085, 1575 e 990 sao 1,3, 5, 3- 5.

Assim, o maior divisor comum de 8085, 1575 e 990 é o produto dos numeros do
conjunto PN Q N R, isto é&: mde(8085,1575,990) = 3-5 = 15.

Para que um nimero seja miltiplo de 8085, 1575 e 990 este deve ter os fatores
primos de todos eles. Assim, os multiplos simultaneos de 8085, 1575 e 990 sdao os
multiplos do produto dos niimeros pertencentes a P U Q U R.

Portanto, o Minimo Miltiplo Comum que procuramos é o produto dos ntimeros que
aparecem no diagrama, isto é, mmc(8085,1575,990) = 2-3-3-5-5-7-7- 11 = 242550.

E também possivel, efetuar uma analise do MDC e MMC de dois desses niimeros,
utilizando o diagrama da Figura 23.

Por exemplo, para calcular o MDC e o MMC de 1575 e 990 podemos estabelecer o
seguinte raciocinio:

Sabendo que o MDC é o produto dos elementos da intersecao dos conjuntos () e R,
entao, mdc(1575,990) = 3-3-5 = 45. E ainda, sabendo que o MMC é o produto dos

elementos da uniao dos conjuntos () e R temos que,
mmc(1576,990) = 2-3-3-5-5-7 = 3150.

Portanto, depois de desenhado o diagrama, basta saber os conceitos de intersecao

e uniao de conjuntos para calcularmos o MDC e o MMC de dois elementos propostos.

5.2 Relagao entre MDC e MMC com Diagrama de Venn

5.2.1 Relacao entre MDC e MMC de Dois Niameros Inteiros Positivos

Vimos no Capitulo 3 resultados acerca de Maximo Divisor Comum e Minimo Mil-
tiplo Comum de dois nimeros inteiros positivos. A partir de teoremas de Teoria dos
Nimeros provamos o Teorema 3.4, onde afirma-se que o produto de dois inteiros posi-
tivos é igual ao produto entre 0 MDC e 0 MMC destes dois ntimeros.

Isto é,
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Dados a e b € 2, entio podemos afirmar que:

a-b = mdc(a,b)- mme(a,b). (2)

Esta relacao foi provada no Capitulo 3 de acordo com contetidos vistos no Ensino
Superior. Desta maneira, em geral, apresentamos aos alunos do Ensino Bésico, a
formula pronta, mas nao discutimos sua demonstracao.

Ou seja, quando apresentamos essa relacao pronta para os nossos alunos estamos
permitindo que os estudantes sejam capazes de calcular o MMC sabendo o valor dos
nimeros em questao e tendo encontrado o MDC, porém mais uma vez, estamos levando
a nossos alunos uma féormula pronta para ser decorada e aplicada, sem verdadeiramente
entender o processo como um todo.

Contudo, se analisarmos esse resultado pela Teoria dos Conjuntos, vemos que existe
uma maneira de discutir utilizando o Diagrama de Venn. Podemos apresentar esta ideia
em sala de aula para que o estudante tenha uma melhor assimilacao do resultado.

Facamos novamente uma discussao da Relagao 2, explorando a representacao visual
do MDC e MMC, fornecida pelo Diagrama de Venn.

Considere os conjuntos finitos A e B, com r elementos pertencentes apenas ao con-
junto A, s elementos pertencentes aos conjuntos A e B simultaneamente e ¢ elementos
pertencentes apenas ao conjunto B. Utilizando o Diagrama de Venn para representar

tais conjuntos temos:

Regido A: Regiao C: Regiao B:

r elementos s elementos t elementos

Figura 24: Diagrama dos Conjuntos A e B.
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O total de elementos do conjunto A é igual a soma dos elementos que estao na
Regiao A e os elementos da Regiao C. Logo, pela Defini¢ao 4.20, temos que
n(A) =r+s. (3)
Analogamente, o total de elementos do conjunto B ¢ igual a soma dos elementos
que estao na Regiao B e os elementos da Regiao C. Isto é,
n(B) = s+t. (4)
Somando as Equagoes 3 e 4, teremos:
n(A)+n(B)=r+s+s+t,

que podemos reescrever da seguinte forma

n(A)+n(B)=r+s+t+s. (5)

Mas, sabemos que a operacao uniao entre os conjuntos A e B, resulta em todos
os elementos de A e todos os elementos de B, sem repeti-los, isto é, de acordo com o
Diagrama 24, o numero de elementos de AU B, sao os elementos da Regiao A, mais os

elementos da Regido B, mais os elementos da Regiao C. Logo,

n(AUB) =r+s+t. (6)

E ainda, sabemos que a operacao intersecao entre os conjuntos A e B resulta em um
conjunto que contém apenas os elementos que aparecem em A e B simultaneamente,

ou seja, no Diagrama 24,

n(ANB) =s. (7)

Assim, substituindo as Equacoes 6 e 7 na Equacao 5, temos:

n(A) + n(B) = n(AUB) + n(AN B). (8)

Como ja vimos, quando calculamos o MDC e o MMC de dois niimeros utilizando
diagrama de Venn, estamos nos referindo ao produto dos elementos da intersegao e ao

produto dos elementos da uniao, respectivamente. E quando pensamos na fatoracao
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de dois nimeros, a e b, cujos fatores primos sao elementos dos conjuntos A e B, res-
pectivamente, entao a e b sao os produtos dos elementos de A e de B, respectivamente.

Logo, existe uma relacao entre as Equacoes 2 e 8 em que a multiplicacao na Equa-
cao 2 foi substituida pela adicao na Equacao 8. Neste paralelo entre as equacoes,
substituimos o niimero de elementos dos conjuntos pelo produto de elementos desses
conjuntos.

Claramente, esta maneira de discutir o Teorema 1 esta longe de ser uma demons-
tragao formal para tal resultado. Porém, nos fornece uma alternativa para apresenta-lo
a alunos do Ensino Bésico, no intuito de facilitar a assimilacao da Expressao 2 por tais

estudantes, evitando levar uma féormula pronta que eles devem apenas memorizar.

5.2.2 Relacao entre MDC e MMC de Trés ou mais Nimeros Inteiros Po-
sitivos

Nesta secao estendemos a anélise feita na secao anterior, considerando trés inteiros
positivos.

Analisamos o que acontece quando nos referimos a trés conjuntos finitos, aos quais
damos os nomes de A, B e C, cujos elementos correspondem aos fatores primos de trés
inteiros positivos a, b, ¢, respectivamente.

Sabemos que quando temos dois conjuntos finitos, é valida a Equacao 8
n(A)+n(B) =n(AUB)+n(ANB),

a qual é equivalente a igualdade,

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(AN B). 9)
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apenas elementos de A apenas elementos de B

Figura 25: Diagrama dos Conjuntos A e B.

Ao considerarmos um terceiro conjunto C' o diagrama de Venn que representa tais

conjuntos é como na Figura 26.
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apenas apenas
elementos de A elementos de B

apenas
elementos de C

C

Figura 26: Diagrama dos Conjuntos A, B e C.

Ao considerarmos as intersegoes do diagrama da Figura 26 obtemos:

e (ANB)—-C UANBNC =ANBKB.
e (ANC)—B U AnBNC =AnC.

e (BNC)—A U AnBNC =BNC.
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Note que ao contabilizarmos n(A U B U C) devemos efetuar n(A) + n(B) + n(C)
e subtrair n(A N B) (pois este valor foi contabilizado tanto em n(A) como em n(B)),
n(ANC), n(BNC) (por motivo analogo de descontar n(A N B)). Feito isso, devemos
acrescentar ao niamero resultante n(A N B N C), pois o nimero de elementos desse
conjunto foi desconsiderado ao subtrairmos n(AN B), n(ANC) en(BNC).

Logo, podemos escrever a formula:
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC).

Reescrevendo essa equacao, temos:
n(AUBUC)+n(ANB)+n(ANC)+n(BNC) = n(A)+n(B)+n(C)+n(ANBNC). (10)

Observacao 5.5. A Expressdo 10 pode ser obtida algebricamente, a partir, da Equacao
8 e das Identidades de Conjuntos.

Considerando os conjuntos finitos A, B e C' como mostrados na Figura 26, temos:
AUBUC=(AUB)U(C =

AUBUC =AU ((BUCQC). (11)

Mas, sabemos que (AUBUC) sao todos os elementos contidos nas regioes definidas

pelo diagrama, Figura 26, logo, a uniao dessas regioes consiste em um conjunto formado
por todos os elementos presentes no diagrama.

Deste modo, a partir das Equagoes 9 e 11, segue que
n(AUBUC)=n(A)+n(BUC)—n(AN(BUC)) =

n(AUBUC) =n(A) +n(B)+n(C)—n(BNC)—n(AN(BUC)). (12)

Utilizando a Identidade de conjuntos que trata sobre distributividade, temos que
n(AUBUC) =n(A) +n(B)+n(C)—n(BNC)—n((ANB)U(ANC)).
Novamente, pela Equacao 9
n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C)—n(BNC)—[n(ANB)+n(ANC)—n(ANBNC)] =

n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)]. (13)
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Ou seja,
n(AUBUC)4+n(ANB)+n(ANC)+n(BNC) = n(A)+n(B)+n(C)+n(ANBNC). (14)

Utilizando o mesmo processo que fizemos quando tratamos de dois conjuntos, subs-
tituimos a adicao do ntmero de elementos dos conjuntos pela multiplicacao dos ele-
mentos destes conjuntos. E como estamos querendo relacionar MDC e MMC trocamos
as intersecoes por MDC e a uniao por MMC.

Assim, a partir da Expressao 14, podemos estabelecer que

mmc(a, b, ¢)- mdc(a, b)- mdc(a, ¢)- mde(b, ¢) = a-b- c-mde(a, b, c) =

a-b-c-mdc(a, b, c)

mdc(a,b)- mde(a, ¢)- mde(b, ¢)

mmc(a, b, c) =

Com essas mesmas ideias podemos generalizar a formula que relaciona MDC e MMC
para conjuntos com mais de trés elementos.

Apesar deste Capitulo estar voltado para o Ensino Bésico, isto é, para o estudo
de Diagramas de Venn de até trés conjuntos, estendemos um pouco este tépico, nao
fugindo do assunto, mas apenas buscando uma visualizacao para a generalizacao desta
formula.

Para encontrarmos a relacao entre MDC e o MMC de mais de trés niimeros inteiros
positivos, seguimos o raciocinio utilizado anteriormente, isto é, determinamos o nimero
de elementos da unidao dos conjuntos em questao.

Quando aumentamos progressivamente o nimero de conjuntos e calculamos a car-
dinalidade ou o ntimero de elementos da uniao desses conjuntos, vai se criando uma
sequéncia logica a qual resulta em uma generalizacao de um dos principios basicos de
contagem conhecido como Principio da Inclusao e Exclusao, também chamado de PIE.

Utilizamos a Referéncia [17] para conhecermos PIE e chegarmos a essa generaliza-
Gao.

O PIE é de grande importancia em Analise Combinatoéria ao se trabalhar com uma
quantidade finita de conjuntos finitos. Este principio nos diz que, para obter o nimero
de elementos da unido de um nidmero finito de conjuntos finitos, devemos proceder da

seguinte forma:

1. Somar o nimero de elementos de cada um dos conjuntos;

2. Subtrairmos a soma dos ntimeros de elementos das duplas intersecoes possiveis;
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3. Somar os numeros de elementos das triplas intersecoes possiveis;

4. Subtrair a soma dos ntumeros de elementos das quadrupas intersecoes possiveis;

e assim, deve-se continuar o processo até chegar ao nimero de elementos da

intersecao de todos os conjuntos.

Para o caso de dois conjuntos A e B, o PIE se reduz & Equacao 9, em que
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB),

j4 demonstrada anteriormente.

Para o caso de trés conjuntos A, B e C, o PIE se reduz 4 Equacao 13, em que
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB) —n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC),

também ja provada.

Agora, se tivermos quatro conjuntos A, B, C' e D, entao pelo PIE, temos:

e 1°. n(A)+n(B)+n(C) +n(D);

e 2°. —n(ANB)—n(ANC)—n(AND)—n(BNC)—n(BND)—n(CND);

e 3% n(ANBNC)+n(ANBND)+n(BNCND),

o 420 —n(ANBNCND).

Logo, para o caso de quatro conjuntos, utilizando o PIE, obtemos:
n(AUBUCUD) = n(A)+n(B)+n(C)+n(D)—n(ANB)—n(ANC)—n(AND)—n(BNC)

—n(BND)—n(CND)+n(ANBNC)+n(ANBND)+n(BNCND)—n(ANBNCND).

Generalizando temos que, se A, Ay, ... A, sao conjuntos finitos, entao:

n(ALUA U UA) =D n(A)— D n(A, NAL)+ > n(A, NA,NA;)
=1

1<i1 <12 1<i1<12<13

— ) (A NALNAL N A+ (D) (AN AN N Ay)

1< <12<13<14

com 1 < g, <n.
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Seguindo o raciocinio das discussoes anteriores, suponha que Aq, As,...A, sejam os
conjuntos de fatores primos de inteiros aq, as, ..., a,, respectivamente. Substituindo na
equacao anterior a adicao do ntimero de elementos do conjunto pela multiplicacao dos
elementos de tal conjunto, a subtracao por divisao, as intersecoes por MDC e as unioes

por MMC, temos que:

mmc(ay, ag, ..., a,) =

_1yn—1
H;lzl ai'H1§i1<i2<i3 mdc(ai; ,aiy ’ais)""'H1§i1<i2<...<i2j+1 mdc(a;, Wiy yees iy 4 1 )-[mde(at,...,an)]¢ 1)

[T <iy <ip mde(aiyain) Tl <iy <ig<ig<ig MAE(aiy aig aig,aiy) Tl <iy <ig<...<ig; MA(@iy iy estin;)

com 1 <1, 1, < n.
Ou seja,

mmec(ay, as, ..., a,) =

ai: ... ap X Produto dos MDC’s de todos os a;s tomados uma quantidade impar de vezes

Produto dos MDC’s de todos os a;s tomados uma quantidade par de vezes

Portanto, podemos encontrar o MMC de quaisquer niimeros inteiros positivos, bas-
tando para isso saber como o numero de elementos de cada conjunto e os elementos
nas varias intersecoes

Podemos encontrar uma demonstragao formal e em nivel superior para tais formulas

na Referéncia [18].
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6 Aplicacoes em Situacoes Problemas

Neste capitulo resolvemos algumas situacoes problemas envolvendo MDC, MMC e

o Diagrama de Venn.

Problema 6.1 (Exercicio elaborado pela banca do Polo de Biotecnologia do Rio de
Janeiro (BIO RIO), aplicado na prova de Profissional Nivel Médio - Area de Suporte I
pelo Centro de Pesquisa de Energia Elétrica (CEPEL) no ano de 2014). As afirmativas
a sequir podem ser verdadeiras (V) ou falsas (F). Todas se referem aos nimeros 36,
90 e 162:

1. sao todos multiplos de um mesmo nimero primo.

1. o MMC de todos eles é 1620.

II. o MDC' de todos eles € 6.

As afirmativas I, IT e III sao respectivamente:

(4 V.FF (B V,FV (C) FV,V (D) V\V.F (E) V.V,V

Podemos resolver o problema de outras maneiras, porém usamos o Diagrama de
Venn.

Considerando os fatores primos obtidos na fatoragao de 36 como elementos de um
conjunto X, os fatores de 90 como elementos de outro conjunto Y e os de 162 como
elementos de um terceiro conjunto Z, nossa primeira tarefa é fatorar esses niimeros e

representa-los no diagrama de Venn de X, Y e Z. Assim, temos:

36 | 2 90 | 2 162 | 2
18 | 2 45| 3 81 |3
9|3 1513 27 13
313 5|5 9 |3
1 1 3 |3
1
Logo,
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Z

Figura 27: Diagrama dos Conjuntos X, Y e Z.

Feito o digrama, basta analisar as alternativas de acordo com o diagrama.

A alternativa I nos diz que todos os nimeros sao miltiplos de um mesmo nimero
primo. Visualizando o diagrama temos que os trés nimeros sao miltiplos tanto de 2
como de 3, logo todos eles sao multiplos de um mesmo ntimero primo. Isso é verdadeiro.
Contudo, observe que se a Afirmativa contivesse a informacao de que todos possuem
como fator simultdneo um tinico nimero primo, ela seria falsa.

A alternativa II descreve que o MMC de todos eles é 1620. Sabemos que para des-
cobrir o MMC basta multiplicar todos os fatores que aparecem no diagrama ou aplicar
a formula encontrada no capitulo anterior. Utilizando o primeiro método que cita-
mos temos: mmc(36,90,162) = 2-1-5-1-2-3-3-1-3-3 = 1620. Logo essa alternativa
também ¢ verdadeira.

No item IIT afirma-se que o MDC de todos eles é 6. Como vimos durante os nossos
estudos o MDC dos ntimeros fatorados e colocados em um diagrama, nada mais é que
o produto dos numeros da intersegao. Dai mde(36,90,162) = 2-3-3 = 18. Logo o item
I1T é falso.

Portanto, a analise das afirmacoes resultou na sequéncia V,V e F.

Alternativa D.
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Problema 6.2 (Exercicio elaborado pela banca da VUNESP, aplicado na prova de
Assistente Administrativo I pela UNESP no ano de 2016). Sejam z e y dois nimeros
naturais tais que mde(x,105) = 1, o mmc(x,21) = 168 e 0 mdce(z,y) = 4. Entao,
sabendo que y € maior que x, porém € menor que o dobro de x, pode-se afirmar que y

¢ igual a:

(A) 4 (B) 8 (C) 12 (D) 16 (E) 20

Sabendo que o exercicio que queremos resolver envolve MDC e MMC de niimeros
inteiros positivos, vamos entao fatorar os nimeros que aparecem, no caso 105 e 21. Em

seguida, fagamos o diagrama de Venn representando tal fatoragao.

105 | 3

a5 |5 2113
T 77
1 1

Logo, pela fatoragao podemos perceber que os niimeros tém em comum os fatores
3 e 7. Pelo enunciado temos que mdc(z,105) = 1, isto é, x e 105 sdo primos entre si,

logo o elemento da intersecao entre os conjuntos que contém os fatores presentes na

fatoracao de x e 105 é o nimero 1.
Entao, se X, Z e K sao os conjuntos que contém os elementos da fatoracao de z,

21 e 105, respectivamente no digrama, temos:
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K

Figura 28: Diagrama dos Conjuntos X, Z e K.

Para completar o conjunto cujos elementos correspondem a fatoracao de 105 falta
apenas um espaco e sabemos que na fatoracao feita temos ainda o fator 5; logo podemos

preencher este espaco com o nimero 5.

X Z
/ \
/ \
| “\
| \ 1 |
\\ 3 //
/
1 \ 7 /
5
K

Figura 29: Diagrama dos Conjuntos X, Z e K.
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Observe que o conjunto Z, dos fatores de 21, ja possui os elementos 3 e 7 cujo
produto resulta em 21; logo as outras intersecoes relacionadas ao conjunto Z e ainda
nao descritas no diagrama nao apresentam fatores primos. Portanto, nessas intersecoes

aparece o numero 1, como ilustrado na Figura 30.

X z
/,/ < ) \\\\\
,// 1 \\\
/ \\\

1
| 1 | |

1 \\\\\ 7 e ///

)
K

Figura 30: Diagrama dos Conjuntos X, Z e K.

Analisando este diagrama podemos afirmar que os ntimeros z e 21, e x e 105 sao
primos entre si, jA que XNZ = {1} e XN K = {1}. Para completar a nossa ilustragao,
temos que colocar x no espaco que esta faltando para que o produto dos elementos do

conjunto X resulte em zx.
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// \
// 1 \\\
// ) \
X : 1
| “‘ 1 |
\ 3
\\\ ) /
1 \\ 7 ) //
5
K

Figura 31: Diagrama dos Conjuntos X, Z e K.

Novamente pelo enunciado, temos que mmc(x,21) = 168. Como mme(z,21) é o

produto de todos os elementos de X U Z, entao:

z-1-1-1-1-3- 7= 168 =

r-21 =168 =

168:
T =—
21

r=28

Tendo obtido o valor de x 0 nosso objetivo agora é encontrar o valor de y, sabendo
que o mde(x,y) = 4 e que y é maior que z, porém é menor que o dobro de x.

Se o mde(x,y) = 4 = 2- 2, entao esses fatores estao na intersecao dos conjuntos de X
e Y, onde Y é o conjunto cujos elementos estao na fatoracao de y. Mas x = 8 = 2-2- 2,
logo, se 2- 2 esta na intersecao X NY’, falta apenas um fator 2 para completar o conjunto

X e este fator colocamos no conjunto X — (X NY'), como mostra a figura 32.
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Figura 32: Diagrama dos Conjuntos X e Y.

Mas sabemos que "y é maior que z, porém é menor que o dobro de z", isto é
) ? ?
T <y <2z,

ou seja,
8 <y < 16.

Por estas desigualdades temos que y esta entre 8 e 16, e é miltiplo de 4. Portanto,
y s6 pode ser o nimero 12.
Alternativa C.

Vamos analisar agora um exercicio que nao envolve MDC e MMC porém esta direta-
mente relacionado ao contetido de conjuntos. A resolucao dessa situacao problema visa
mostrar a diferenga entre diagramas que envolvem ntimero de elementos e diagrama

que envolve produto (fatoragao) dos elementos.

Problema 6.3 (Exercicio aplicado na prova de vestibular da UFPA, em 2007). Um
professor de Matemdtica, ao lecionar Teoria dos Conjuntos em uma certa turma, re-
alizou uma pesquisa sobre as preferéncias clubisticas de seus n alunos, tendo chegado

ao sequinte resultado:

23 alunos torcem pelo Paysandu Sport Club;

23 alunos torcem pelo Clube do Remo;

15 alunos torcem pelo Clube de Regatas Vasco da Gama;

6 alunos torcem pelo Paysandu e pelo Vasco;
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e 5 alunos torcem pelo Vasco e pelo Remo.

Se designarmos por A o conjunto dos torcedores do Paysandu, por B o conjunto
dos torcedores do Remo e por C o conjunto dos torcedores do Vasco, todos da referida
turma, teremos, evidentemente, AN B = @. Concluimos que o nimero n de alunos

dessa turma é:
(A) 49 (B) 50 (C) 47 (D) 45 (E) 46

Como neste exercicio estamos falando em ntimero de elementos entao o nosso dia-
grama envolve a operac¢ao de adi¢do, pois nao estamos falando de fatorac¢ao (produto)
e sim de contagem de alunos. Logo precisamos lembrar que o elemento neutro da adi-
cao é zero, isto é, quando nao estiver nenhum elemento presente em uma intersecao
colocamos o ntimero zero pois ele que simboliza a auséncia de objetos.

Para comecarmos nossa ilustracao temos pelo enunciado os conjuntos A, B e C,
onde AN B = g.

Se os conjuntos A e B nao possuem elementos em comum, entao A, B e C' também

nao tém elementos em comum, isto ¢ AN BN C = &. Assim:

A B

C

Figura 33: Representacao do Diagrama dos Conjuntos A, B e C.

Temos, pelo enunciado, que 6 alunos torcem pelo Paysandu e pelo Vasco, e ainda
que 5 alunos torcem pelo Vasco e pelo Remo. Logo n(ANC) =6en(BNC) = 5.

Essas informacoes estao representadas no Diagrama ilustrado na Figura 34.
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Figura 34: Representacao do Diagrama dos Conjuntos A, B e C.

Olhando a Figura 34, observamos que o nosso diagrama ainda tem trés espacos nao
preenchidos. Porém, analisando nosso enunciado também temos trés informacoes que
nao utilizamos. Entao, vamos interpreta-las.

O conjunto A, que é representado pelo circulo verde no nosso diagrama, ja possui
6 elementos, isto é, ja temos 6 alunos que torcem pelo Paysandu; mas pelo enunci-
ado sabemos que o total de torcedores deste time sao 23 alunos. Logo esta faltando

representar no circulo verde do diagrama a preferéncia de 23 — 6 = 17 pessoas.
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T
™

17

C

Figura 35: Representacao do Diagrama dos Conjuntos A, B e C.

Analogamente, analisando o conjunto B, representado pelo circulo azul, esta fal-

tando a preferéncia de 23 — 5 = 18 alunos.

17

C

Figura 36: Representacao do Diagrama dos Conjuntos A, B e C.

E por fim, analisando o conjunto C, representado pelo circulo vermelho, jai temos

90



6+ 5 = 11 pessoas contadas, contudo o total de elementos do conjunto C' é 15. Entao:

15 — 11 = 4, esté faltando 4 elementos nesse conjunto.

17

C

Figura 37: Representacao do Diagrama dos Conjuntos A, B e C.

Portanto, a partir dos dados do enunciado montamos o Diagrama de Venn, em
que temos representado todos os alunos da classe de acordo com a sua preferéncia em
relagao a esses trés times.

Precisamos agora apenas calcular quantos alunos n haviam nessa sala de aula. Para
isso basta somar todos os elementos do diagrama.

Logo,

n=17+0+18464+0+5+4
n = 50.

Portanto, o nimero de alunos dessa classe é 50.
Alternativa B.

Outra forma de resolver esse exercicio ¢ utilizando a expressao
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC).
Relembrando os dados do enunciado:
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23 alunos torcem pelo Paysandu Sport Club;

23 alunos torcem pelo Clube do Remo;

15 alunos torcem pelo Clube de Regatas Vasco da Gama;

6 alunos torcem pelo Paysandu e pelo Vasco;

5 alunos torcem pelo Vasco e pelo Remo;

e ANB=g.

Sabemos que se os conjuntos A e B nido possuem elementos em comum, entao A,
B e C também nao tém elementos em comum. Entdo, n(ANBNC)=n(ANB) =0,

de onde temos que:
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)

n=23+23+15-0-6-5+0
n=61-11

n = 50.
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7 Consideracoes Finais

Muitas vezes buscando métodos para facilitar o processo de aprendizagem do nosso
aluno, colocamos a formula pronta no quadro, ensinamos o processo pratico e até alguns
"macetes" para reduzir os calculos e o tempo gasto em um dado problema. Porém a
solucao que encontramos para resolvermos essa dificuldade em curto prazo pode nos
trazer um grande problema futuro.

O ponto positivo do processo facilitador, o aprendizado que julgamos rapido e efici-
ente, nao é realmente eficaz se antes nao conceituarmos o contetido. De nada adianta o
aluno aprender a repetir o procedimento e aplicar a férmula se ele nao sabe efetivamente
onde utiliza-lo, ou mesmo quando aplica-lo.

Com este trabalho vimos a importancia de discutir os porqués de cada assunto. Em
cada conceito, em cada definicao, so6 fizemos a demonstragao, ou a generalizacao apos
ver o que acontecia no processo, isto é, apos refletir um exemplo numérico e pensar se
era valido para outros ntimeros.

Em cada assunto discutido, buscamos colocar um método formal (Ensino Superior)
de demonstracao e um método talvez nao formal, mas que pode ajudar o aluno a refletir
no calculo que fard, nao apenas pegando algo pronto.

O trabalho foi desenvolvido de maneira que o aluno do Ensino Basico possa compre-
ender cada conceito e procedimento trabalhado, descobrindo com isso as aplicacoes de
cada contetudo, nao apenas fazendo continhas sem porqués, porém mostrando que cada
formula utilizada, possui um raciocinio logico e uma aplicabilidade. Neste sentido, esta
dissertacao possui demonstracoes que um aluno do Ensino Bésico talvez nao consiga
entender, porém buscamos outras maneiras de discutir tais resultados de forma que o
professor possa mostrar para seu aluno.

A partir desses raciocinios e metodologias foi possivel criar uma maneira de abordar
MDC e MMC de forma menos "mecéanica" e mais visual como queriamos. Vimos que
através do contetido de conjuntos, do seu conceito, de suas operagoes e a partir da
visualizacao pelo Diagrama de Venn é possivel explicar o Maximo Divisor Comum e
Minimo Multiplo Comum.

Os contetdos possuem total ligacao sendo possivel inclusive fazer associacao para
ensinar as formulas que relacionam MDC e MMC de dois ou mais nimeros inteiros
para alunos do Ensino Basico.

Neste momento pode estar surgindo na cabeca do leitor, "mas como posso ensinar

um contetido do Ensino Médio para alunos do Ensino Fundamental?"
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De fato, nao temos tempo suficiente para colocarmos todo um capitulo extra sobre
Teoria dos Conjuntos na matéria do 6° ano, porém como o conceito basico de conjuntos,
de agrupamentos de objetos, ja foi visto pelos alunos na Educacao Infantil, o que vai
ser mostrado de novidade é a representacao dos numeros da fatoracao no Diagrama
de Venn; o que além de simples e de facil entendimento, também vai servir como uma
metodologia a mais para sair da mesmice dos calculos e trazer uma motivagao extra
para as criancas. Afinal, as turmas de 6° ano geralmente possuem alunos de 10 e 11
anos, e a maioria gosta de desenhar.

Além do método que buscavamos discutir no inicio do trabalho, conseguimos a
partir das pesquisas, encontrar um método muito simples e ilustrativo para que o aluno
possa visualizar se o ntmero é ou nao primo. Isto é, sabendo que os niimeros primos
sao nimeros primarios, aprendemos que eles formam a base para os blocos pitagoricos
(linhas), nao sendo capazes de formar blocos quadrangulares e/ou retangulares.

Assim, chegando ao fim deste trabalho conseguimos disponibilizar e, utilizando o
método que relaciona Diagrama de Venn, MMC e MDC, resolver algumas aplicagoes
em situagoes problemas, mostrando que o contetido é de grande importancia tanto para

as séries iniciais, como para concursos.
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