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Resumo

O intuito deste trabalho é servir como material de apoio para professores do Ensino
Médio e, especialmente, para o Ensino Superior, no que se remete ao estudo de Equacoes
Diferenciais Lineares de Primeira Ordem, bem como as técnicas de resolugoes e sua
infinidade de aplicacoes praticas. O tema Equagoes Diferenciais apresenta diversas
aplicacoes interessantes e faz a Matemaética tornar-se mais palpavel, mais prética e
mais atrativa aos olhos de quem a estuda. Serao realizadas algumas demonstragoes
das técnicas de resolucoes, e, especialmente, serao aplicadas tais técnicas para resolver
problemas interessantes voltados ao Ensino Béasico e Superior. Este ultimo de forma
mais intensa. Apropriar-se-4 também de softwares livres como Wxmaxima e o Geogebra

para plotagem gréfica.

Palavras-chave
Equacoes Diferenciais, Aplicacoes Matematicas, Ensino Béasico e Superior, Funcoes

Exponenciais e Logaritmicas.
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Abstract

The purpose of this paper is to serve as support material for college teachers and,
especially, for Higher Education, which refers to the study of Linear Differential Equa-
tions of First Order, as well as the techniques of resolutions and their infinity practical
applications . The theme Differential Equations presents some many applications and
makes Mathematics more palpable, more practical and more attractive to look for
those who study it. Some demonstrations of resolution techniques will be performed,
and especially will be applied such techniques to solve interesting problems for Basic
and Higher Education. The latter more intensely. It will also take advantage of free

software like Wxmaxima and Geogebra for graphic plotting.

Keywords
Differential Equations, Mathematical Applications, Basic and Higher Education,

Exponential and Logarithmic Functions.
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Capitulo 1

Introducao

Traz-se ao leitor, tendo por base o Ensino de Matematica nas Universidades e nas
Escolas de Ensino Basico, ao desenvolver este trabalho, o prazer em estudar Matemé-
tica de forma contextualizada e interdisciplinar, utilizando dos recursos que a mesma
dispoe de forma a contribuir como poderoso instrumento de pesquisa de fenomenos
relacionados a vida corrente de nossos alunos.

E sabido que muitos contetidos de Matemética sdo ministrados no Ensino Médio e
Superior, muitas vezes, de forma descomprometida com a realidade do aluno como por
exemplo: Funcoes Exponencial e Logaritmica, Numeros Complexos, Transformacoes
Trigonométricas, dentre outros. E foi neste contexto que escolhi falar sobre Aplicacoes
Curiosas extraidas das Equagoes Diferenciais, aplicando seus conceitos e resultados
no Ensino Superior e, somente seus resultados no Ensino Basico. Tais aplicacoes sao
oriundas das Equacoes Diferenciais Lineares de 1* Ordem, foco principal nesta obra.

O Capitulo 2 traz algumas defini¢oes bésicas e caracterizacao de Equagoes Dife-
renciais, classificando-as em ordindrias e parciais. Foram abordados neste capitulo os
campos de direcoes, que ¢ um método grafico para encontrar solucoes aproximadas para
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO’s). Além deste método grafico-geométrico, sao
apresentados os Teoremas de Existéncia e Unicidade de solugoes para Problemas de
Valor Inicial (P.V.I) ou problema de Cauchy e, para o caso de EDO’s lineares de 1*
ordem, tais teoremas foram demonstrados. Ainda no Capitulo 2, apresenta-se o Mé-
todo de Resolucao de EDQO’s lineares de 1* ordem: Fator Integrante, e outros tipos de

Equacoes Diferenciais Ordinarias sao apresentadas.
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18 CAPITULO 1. INTRODUCAO

O Capitulo 3 é voltado para aplicacoes. Nele foram apresentadas duas aplicacoes
voltadas a Fisica, determinando o Instante de Morte de um individuo, utilizando-se da
Lei do Resfriamento de Newton. Remetendo-se a Biologia, foi abordada uma aplicacao
sobre o Crescimento de uma célula, onde observa-se que a razao do crescimento da
massa celular é proporcional & sua massa presente em cada instante de tempo. No
tocante & Quimica, a Absorcao de Drogas foi uma outra aplicacdo sobre Equacoes
Diferenciais, em que entende-se o porqué de cada medicacao ter seu intervalo de ad-
ministracao devido. E, como tultima aplicacao, utilizando da interdisciplinaridade com
a Quimica, Historia e Arte, em que, a partir do uso de técnicas para resolucao de
Equacoes Diferenciais, ¢ possivel construir-se um modelo matematico do fenémeno de
decaimento radioativo e determinar, de forma aproximada, a idade de uma pintura
Apresenta-se a curiosa historia de Van Meegeren e seus ‘Vermeers’ e como pesquisa-
dores da Universidade de Carnegie puderam desvendar questoes acerca de falsificagoes
de obras de arte.

O ultimo Capitulo desta obra, esta voltado as Fungoes Exponencial e Logaritmica,
definindo-as, exemplificando-as e, aplicando-as em situagoes-problema interessantes, a
fim de buscar a atencao do aluno com situacoes pelas quais ele possa visualizar os
conceitos matematicos ministrados em sala de aula, de forma extremamente pratica
e prazerosa. As Funcoes Exponencial e Logaritmica aparecem em geral, nas solugoes
de Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem. Deste modo, apresentamos
situagoes-problema envolvendo Equacoes Diferenciais nos apropriamos de seus resul-
tados e aplicamos em situacoes voltadas ao Ensino Médio. Fizemos o uso de recursos
graficos para ilustrar informacoes acerca dos problemas propostos, utilizando de softwa-
res, inclusive livre: o Wxmaxima e o Geogebra.

Sendo assim, com a Matematica pode-se estabelecer explicacao ou um modelo para
diferentes areas do conhecimento: Fisica, Biologia, Quimica, Arte, Historia, dentre
outras. A Matemaética elucida as questoes da vida social e os valores humanos e seu
estudo permite e aprimora o desenvolvimento intelectual de quem interessa-se por ela.
E com esta visdo que a contextualizacdo serviu de motivacdo para a execucdo desta

obra.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais

Equacoes Diferenciais é o ramo da Matematica que se aproxima e interage bastante
com outras ciéncias desde a sua origem. Estudos e resultados importantes em: Fisica,
Quimica, Biologia, Engenharia, Economia, mostram a interacao bem sucedida entre a
Matemaética e as Ciéncias de modo geral.

O Calculo Diferencial e Integral e as Equagoes Diferenciais nasceram juntos, e os
dois teoremas basicos do Célculo! estdo intimamente ligados a solucao da Equagao

Diferencial mais simples e importante

Tal solugao visa obter a fungao incégnita x(t), uma vez conhecida a sua derivada f(t).

A grande motivacao inicial para o estudo das Equacoes Diferenciais veio da Me-
canica. Com o aparecimento do Calculo, no final do século XVIII, por obra de Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), inimeros problemas
mecanicos puderam ser modelados matematicamente na forma de Equacgoes Diferenci-
ais. A partir de entao, surgia a questao de dar resolucdo aos problemas matematicos
apresentados por modelos fisicos, quimicos, bioldgicos, dentre outros.

E sabido que, na maioria das vezes, problemas nao podem ser representados exa-
tamente por uma equagao matematica ou por um sistema de equagoes como sao. Pela
existéncia de uma grande quantidade de variaveis, o problema se torna complexo e de

dificil resolucao. Em geral, o que se faz é escolher as variaveis essenciais do fenémeno

1O Teorema Fundamental do Céalculo e o Teorema do Valor Médio.
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20 CAPITULO 2. EQUACOES DIFERENCIAIS

em estudo. As leis que sao aplicadas sobre os fendémenos fisicos, quimicos, biologicos,
etc, sao equagoes de variagoes. Quando estas variacoes sao instantaneas, o feno6meno
se desenvolve continuamente, sendo, portanto denominadas Equacoes Diferenciais.
De forma geral, dizemos que temos uma Equacao Diferencial ou um Sistema de
Equacoes Diferenciais se, na equacao, ou no sistema dados, estao envolvidas fungoes
incognitas e suas derivadas.
As situacoes a seguir sao exemplos de como as Equacoes Diferenciais sao base para

a modelagem de problemas importantes.

Exemplo 1. No processo de desintegra¢io (variagcao) de uma substdncia radioativa,
percebemos que o numero de desintegracoes por unidade de tempo € proporcional a
quantidade de substdncia presente em cada instante. Dessa forma, se x = x(t) repre-
senta a quantidade de substdncia presente em cada instante t, a equacao matemdtica
que representa o fenomeno € dada por
dx(t)
dt

= ax(t)

x
onde o representa a variagao instantdnea (desintegracao) sofrida pela substincia e «
representa o coeficiente de proporcionalidade, que € constante para cada tipo de subs-

tincia radioativa.

Exemplo 2. Para determinarmos o movimento de um corpo de massa m sobre o qual
atua uma forca F em cada instante t,a Lei de Newton estabelece a conexdo entre a
aceleracao do corpo e a forca que produz o movimento
d*x
m——=1F
dt

2

x
onde Iz ¢ a aceleragcdo do corpo (variac¢ao instantdnea da velocidade) e F é a forca

agindo sobre o corpo na direcao do movimento. Por exemplo, FF = —mg se a forca é

. N . € . . A
devida a gravidade, F' = —mg — K — quando se considera também a resisténcia do ar,

dt

etc.

Exemplo 3. A relacio entre a densidade de carga f(z,y,z) e o potencial u(z,y, z) de
um campo eletrostdtico € dada pela Equacao de Poisson

0y Pu  O*u
=4 .
Ox2 + 0y? * 022 mf(2,9,2)
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Exemplo 4. As equacoes de Lotka-Volterra, ou equacoes presa-predador, sao impor-

tantes em modelagem ecologica. Vejamos seus formatos

dx

— =qaz — ar
dt y
dy n
— = T
dt Yy Tyry

onde x(t) e y(t) sdo populagies respectivas das espécies presa e predadora. As cons-
tantes a, «, ¢ e v sao baseadas em observagoes empiricas e dependem das espécies

particulares em andlise.

A Equagdo Diferencial é denominada ordindria (E.D.O) se a func¢do incognita
depender somente de uma variavel independente, conforme Exemplos 1 e 2. Caso de-
penda de duas ou mais variaveis independentes, tal Equacao Diferencial sera chamada
parcial (E.D.P.), conforme Exemplo 3 . Uma outra classificagdo de Equagoes Diferen-
ciais depende do ntimero de funcoes desconhecidas. Se existe uma tnica funcao a ser
determinada, uma equacao é suficiente, mas se existem duas ou mais fungoes a serem
determinadas, estamos diante de um Sistema de Equacoes Diferencias, como mostra o
Exemplo 4.

Nesta obra, ateremos em discorrer sobre Equagoes Diferenciais Ordinarias, espe-
cificamente, as de Primeira Ordem. Neste capitulo, especificamente, apresentaremos

algumas Equacoes Diferenciais Ordinarias e alguns métodos de resolucao.

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias - Conceitos Ba-

sicos
Segundo Bassanezi [1]

Defini¢ao 1 (E.D.O. e ordem de uma E.D.O.). A ordem de uma Equa¢ao Diferencial
¢ indicada pela maior ordem de derivacao que aparece na equacao. Uma E.D.O. de

ordem n tem como expressao geral

dy d*y d™y
F -, — .. =0 2.1
(‘1.7 y? d;L” dgj‘z Y 9 dan ( )

onde F' € uma funcao de n + 2 varidveis.
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A Equagao (2.1) representa a relacao entre a variavel independente x e os valores

da funcao incoégnita y e suas n primeiras derivadas

W Py 47y
dx’ de?’ 7 dxm

Y

Quando pudermos explicitar y™ na Equacio (2.1), teremos

(n)

y™ = flz,y,9, 9",y V)

que é denominada forma normal da E.D.O. de ordem n. A estas Equagoes Diferenciais
na forma normal daremos enfoque.
Uma classificacao fundamental de equacgoes diferenciais é se elas sao lineares ou

nao.
Definicao 2 (E.D.O. linear). A Equagdo Diferencial

F(‘r7 y? y/7 Y y(n)> = O

¢ dita linear se F é uma funcéo linear das varidveis v,y ...,y™. A forma geral da

Equacao Diferencial Ordindria Linear de Ordem n é dada por
ao(2)y™ + a1 (2)y" Y + .+ an(2)y = g(z),
onde a;(z), i =0,1,...,n.

Exemplo 5 (Capitalizagao de investimentos). Segundo Boyce e Diprima [12], sabe-se
que, em muiltos casos, o sistema de juros compostos € bem mais rentdvel que o sistema
de juros simples. Os investimentos financeiros e financiamentos sao calculados sequndo
tal sistema. Aplicacoes financeiras no regime de juros compostos podem ser modeladas
por Equacoes Diferenciais.

Suponha que uma quantia de dinheiro é depositada em um banco que paga juros a
uma taza i ao més. O valor S(t) do investimento em qualquer instante t depende tanto
da periodicidade de capitalizacao dos juros, quanto da taxa de juros. Se supusermos
que a capitalizacao € continua, pode-se ter um problema de valor inicial descrevendo o
crescimento do investimento.

A taza de variacao do valor do investimento é ﬁ Tal quantidade € a taxa de juros
i, vezes o valor atual do investimento S(t). Com isso, chega-se 4 Equacao Diferencial

Linear de Primeira Ordem
dsS B

5—23.
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Observa-se existir também as Equacoes Diferenciais Nao-Lineares. Segundo Boyce e
Diprima [4], surgem, por exemplo, no problema do péndulo: o angulo € que um péndulo

de comprimento L descreve com a direcao vertical satisfaz a Equacao Diferencial
— + Zsen(f) =0 (2.2)

Nela, o termo sen(f) faz com que a Equagao (2.2) seja Nao-Linear.

Sabe-se existir todo um embasamento tebérico muito bem fundamentado para a
resolucao de Equacgoes Lineares. Contrapondo-se a isso, a teoria para Equacoes Nao-
Lineares é bem mais complexa, os seus métodos de resolucao nao tao satisfatorios. Em
detrimento a isso, é comum que se faca aproximacoes de uma Equacao Nao-Linear
‘tornando-a’ Linear. Esse processo é chamado de Linearizacao e é extremamente ttil
para tratarmos as Equacoes Nao-Lineares. Se 6 é pequeno, o valor do seno se aproxima
de 0. Logo, é possivel considerar a seguinte equag¢ao como uma Linearizagao da Equagao
(2.2)

d*0

g

2.2 Solucgoes de uma E.D.O

Qualquer fungao definida em algum intervalo I, que, quando substituida na Equacao
Diferencial, reduz a equacao a uma identidade, é chamada de solu¢do para a equacdao

no intervalo.

Defini¢ao 3 (Solugao de uma E.D.O.). Uma solucao para a Equagao Diferencial Or-
dindria F(x,y,9,y",...,y™) = 0 € uma funcio f que possui pelo menos n derivadas e
satisfaz a equagdo, isto é, F(x, f(x), f'(x),..., f®)(x)) = 0 para todo x no intervalo I.

d
Exemplo 6. Verificar por substituicdo direta, que a equacao de primeira ordem o

—kR tem a solugio R = ¢(t) = ce ™™, —oo < t < 0o, onde ¢ é uma constante arbitrdria.

Solucgao. Temos que:

dR
— = —kR
dt

e que
R = ¢(t) = ce™™,
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logo, substituindo R por ce™* | teremos:

dR
% = —/{:cefkt,
o que implica que
—kee ™ = —fce™M
Evidenciando que
R = ¢(t) = ce™™

é solucao da E.D.O. dada.

2.3 Equacao Diferencial Geral de Primeira Ordem

Segundo Bassanezi [3], uma Equagdo Diferencial Ordinaria de Primeira Ordem é
do tipo

dy

) 2.3

onde f é uma funcdo definida em um aberto A C R? com valores em R. A solugao
de (2.3) é uma funcdo y = ¢(z), com x pertencente a um aberto |z, y[ derivavel e que

satisfaca as seguintes condicoes

(z,0(x)) € A (2.4)
) (2.5

A Equacao (2.3) evidencia uma inter-relacdo entre as coordenadas de um ponto
e o coeficiente angular da reta tangente a y em cada ponto. Uma equacao do tipo
2.3 determina um campo de direcoes podendo ser chamado também de inclinacoes.
Resolver a Equagao (2.3) significa encontrar as curvas, chamadas curvas integrais, de
sorte que a direcao das retas tangentes em cada ponto da curva coincida com a direcao

do campo naquele ponto.
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Definigao 4 (Isoclinas). O lugar geométrico dos pontos onde cada tangente & curva
integral preserva uma direcao constante sao linhas chamadas isoclinas, onde, em termos

matemdticos, podemos expressd-las da sequinte forma

d
%Zf(xay):c

em que, ¢ € uma constante - inclinag¢ao da reta.

Acerca dos campos de direcoes, tratam-se de um método grafico para encontrar
solucoes aproximadas para uma determinada Equacao Diferencial, além, é claro, de
contribuirem consideravelmente para um melhor entendimento daquelas.

Vejamos alguns exemplos sobre campos de diregoes:

d
Exemplo 7. Considere d—y =y — 222, determine seu campo de direcoes.
T

Solucao. As isbéclinas sao as curvas

dy _

k.
dz ’

d
que sao as familias das parabolas y — 22% = k, onde para cada valor k temos d—y =kem
x
cada ponto da isoéclina. Obtemos o campo de direcoes, conforme mostram as Figuras

21e22

Exemplo 8 (Tirado integralmente do Livro Bassanezi e Ferreira [1], p.19). Determine
o campo de direcoes da Equacao Diferencial:

dy vy

Solugao. As isoclinas sdo as retas y = kx (k # 0 e constante).
Em cada par ordenado (z,y) € R? com z # 0, o coeficiente angular da reta tangente

a curva integral é igual a = coincidindo com o mesmo valor do coeficiente angular da
Y

reta isoclina que sai da origem e passa pelo ponto (x,y.) (Conforme Figura 2.3) Neste
caso, as curvas integrais sao da forma y = cx, x # 0, uma vez que estas retas coincidem

em toda parte com a direcao do campo.

Exemplo 9 (Tirado integralmente do Livro Bassanezi e Ferreira [1], p.19). Determine

o campo de direcoes e isoclinas da equacao diferencial:

dy x
T —g(y #0) (2.6)
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10

10

=10

k. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

dy
dx

Figura 2.1: Familia de Parabolas
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10

10

y — 22%. Exemplo 7. Fonte: Elaborado no

dy
dx

Figura 2.2: Campo de Direcoes de

Wxmaxima pelo autor.
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Figura 2.3: Campo de Direcoes de d—y _ Exemplo 8. Fonte: Elaborado no Wxma-
r

xima pelo autor.
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Solugao. As iséclinas sao retas y = —%x. Da Geometria Analitica, temos que
duas retas sao perpendiculares quando o produto de seus coeficientes angulares resulta
em —1. Logo, o campo de direcoes definido pela Equacao Diferencial dada é ortogo-
nal ao campo de direcoes do Exemplo 8 pois %(—5) = —1, ou seja, a condicao de

ortogonalidade ¢ satisfeita em cada ponto, conforme Figura 2.4.

Y
10
5
aQ
-5
-10
=10 -5 0 5 10
X
. . dy x
Figura 2.4: Campo de Direcoes de i Exemplo 9. Fonte: FElaborado no
x Y

Wxmaxima pelo autor.

Percebe-se que na Figura 2.4: Se y > 0, as curvas integrais sao semicircunferéncias
concéntricas na origem y = V2 —x2 ese y < 0, y = =V — 22. A funcio f(z,y) =
m ~ 2 z
—= nao ¢ continua nos pontos (x,0) € R%

)
d 1
Obs.: Para y = v/ — 22, note que se % = m.(—&r) é substituido em

d
2.6, a equagao &Y _ _Z ¢ satisfeita.
dx Y
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2.4 Problema de Valor Inicial; P.V.I.

Um Problema de Valor Inicial (P.V.I.) ou Problema de Cauchy consiste em uma
Equacgao Diferencial que é acompanhada do valor da func¢ao objetivo em um deter-
minado ponto, chamado de valor inicial ou condicao inicial. Segundo Bassanezi
[3], como acabamos de ver, os campos de dire¢oes, servem significativamente para a
compreensao das Equagoes Diferenciais, emitindo graficamente solucoes aproximadas.
Porém, é importante conseguirmos assegurar se dado P.V.I. possui solugao. Os Teore-
mas de Existéncia e Unicidade das solugoes para o Problema de Valor Inicial (P.V.1.)
versam sobre tal assunto.

Tais teoremas se referem & existéncia e a unicidade de solucgoes locais para o Pro-
blema de Valor Inicial, ou seja, solucoes definidas em alguma vizinhanca do ponto z,

isto é, num intervalo (xg — 0,20 + 0) C R.

Teorema 1. (Teorema da Ezisténcia e Unicidade de Solugao para o Problema de Valor
Inicial)

Considere o P.V.I.

dx
y(ﬂﬂo) =%

em que

1. f(z,y) seja uma func¢do continua em um disco aberto D, de raio r, centrado no
ponto (o, Yo),
D= {(z,y): (x—x0)*+ (y —0)* <r}
0f(z,y)

2. —— = g(z,y) exista e seja continua em D.

Ay
Entao, existe uma fungdo y = ¢(z) definida num intervalo (xg — 0, ¢ + d), que
satisfaz o problema de Cauchy (2.7). Ainda mais se y = ¢(x) é outra solucao de
(2.7), no intervalo (zg — &,y + €), entao (x) = 1 (x) no intervalo (xy — 0, xy +
d) N (zg — &,z +€). Portanto, s6 existe uma unica solugdo local para o problema
de Cauchy.
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Uma consequéncia geométrica importante da unicidade da solucao descrita no
Teorema 1 é que os graficos de duas solugoes nao podem se intersectar. Caso contrario,
existiriam duas solucoes satisfazendo a condicao inicial correspondendo ao ponto de
intersecao, contradizendo o Teorema 1.

A demonstragao deste Teorema pode ser encontrada em Bassanezi e Ferreira [1],

Capitulo 5. Faremos na Secao 2.6 deste trabalho uma demonstracao do Teorema 1 para

0 €aso em que d_y = f(x,y) é uma Equagdo Diferencial Linear de Primeira Ordem.
x

2.5 Equacoes Diferenciais Autonomas

Nesta se¢ao vamos abordar o Problema de Valor Inicial, segundo [1] e [3], para

Equacoes Diferenciais Ordinarias da forma

Y ), 28)

denominadas Equacoes Diferenciais Auténomas.

1
Uma condi¢ao de que devemos impor é que m esteja bem definida em um de-
Y

terminado intervalo, ou seja, que f(y) nao se anule e seja continua em um intervalo 7,

aberto e que exista a inversa x(y) da funcdo y(z).

x 1
Sabemos que — = —— # 0 em [. Isto é visto invocando o teorema que trata da

dy  f(y)

derivada da inversa de uma funcao.

Portanto, a solucao do problema

—
5 =) 29)
y(wo) = Yo

é obtida pela solucao do problema

d_oc 1
dy f(y> (2.10)
z(yo) = o
dy dx 1
— =fly),a<zx<b<= — = ——, c <y <d, e pelainversao da funcao x(y
=W dy — f(y) )

encontrada, e vice-versa, a solu¢do de (2.10) é obtida por meio da solugao de (2.9) e

da inversao de y(x).
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Contudo, pode-se escrever a solucao geral do P.V.1. (2.10)

/ —dz+:r 0),Yo € 1. (2.11)
Yo

Sob hipoteses de que f(y) seja continua e nao se anule em I, e que yo € I, e que
1'(y) exista e seja continua em [, teremos como conclusao de que o Problema (2.9) tem
solugao, e a mesma ¢ tnica.

Note que para utilizarmos o argumento acima, o intervalo de defini¢do de y(x) ndo
pode incluir pontos onde f(y(z)) = 0. Caso isso ocorra, tais pontos serdao denominados
estaciondrios ou singulares e o Problema (2.9) terd solu¢do constante, denominada
solucao de equilibrio.

Em modelagem matematica, sempre que um problema tiver uma lei de formagcao
que enuncie "a taxa de variacdo de uma quantidade y(t) é proporcional a esta mesma
quantidade", estaremos diante de uma Equacao Diferencial Auténoma, na forma

dy

A 9.12
o =Ry (2.12)

kx

d
Note que y = c.e™, ¢ constante é soluc¢ao de (2.12), pois Y k-dr = Iny =
Y

kr =y = =y =c- e,

Exemplo 10 (Desintegracao Radioativa).

Segundo Bassanezi e Ferreira [1]:

A atividade de uma substdancia radioativa € medida pelo nimero de de-
sintegracoes por unidade de tempo. Este fenomeno € devido a emissio de
trés tipos de radiagoes: particulas o (nicleos de hélio), particulas [ (elé-
trons) e raios 7y (ondas eletromagnéticas de alta frequéncia). Os principais
experimentos de que resultam tal compreensao foram realizados por Ruther-
ford, Becquerel, Royds, Vilard e M. Curie no final do século passado e no
wnicio deste, quando jd se sabia que a atividade € proporcional ao niumero

de datomos radioativos presentes em cada instante.
Matematicamente, temos
— =—=AN (2.13)

sendo A > 0.
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Onde:

e )\ ¢ a constante de desintegra¢ao; usa-se o sinal de negativo devido a quantidade
de datomos, que diminui com o passar do tempo;

e N = N(t) representa o nimero de dtomos radioativos no momento t;

e Ny representa a quantidade inicial de dtomos radioativos, ou seja, N(0) = Np.

E a solugao particular para o Equacao Auténoma 2.13 ¢ da forma

N(t) = Nyg.e ™.

2.6 Meétodo de Resolugao: Fator Integrante

As Equacoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem também podem ser escritas

na forma

Y +plr)y = g(x). (2.14)

Admitimos que p e g sao fungoes continuas em algum intervalo a < x < f.
O que queremos ¢ deduzir um método para resolver equagoes do tipo (2.14).

Para tal feito, consideremos:
y' +p(2)y = g(x). (2.15)

Sabemos que, se p(z) é uma funcdo diferenciavel em (o, ), continua e diferente de

zero no intervalo a < x < 0, temos que
(yp(x)) = y'u(@) +yp'(z). (2.16)
Multiplicando toda a Equacdo (2.15) por u(x), teremos:
u(@)y' + p(x)p(z)y = p(x)g(x).

Somando e subtraindo
w(z)y — i (z)y,
teremos:

)y + ' (2)y — i (2)y + p(x)p(e)y = p(z)g(z) =
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p(@)y' + i (x)y — [ (x) — p(z)p(e)]y = p(z)g(w) (2.17)

Agora, se

por (2.16) e (2.17) teremos:
(u(2)y)" = p(x)g(w).

Pela integracao dos dois membros, teremos:
oy = [ nta)gla)de.

Desta maneira, a Solucao Geral da Equacgao Diferencial Ordinaria Linear de Pri-

meira Ordem é dada por

v Ju@g@ydr
y(z) = O
em que c é uma constante, caso
' (z) — p(z)p(x) = 0. (2.18)

Mostremos agora de que maneira devemos tomar p(z), a fim de que a Equacao
(2.18) seja verdadeira.

Deste modo, escolheremos p(z) tal que:

Ou seja,

= p(z). (2.19)

Admitindo p(x) > 0, observe que:

d(np(@) _ L,
o —M(I)-u(),

pela Regra da Cadeia.
Portanto, de (2.19)
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Integrando ambos os membros:

Inu(x) = /p(x)dx +c.
De onde,

p(z) = elP@dete —
p(x) = efelP@de —
() = kelr@ds

Sendo k uma constante.
Logo, tomando pu(z) = e/ P4 temos que a solucao da equacdo y' + p(z)y = g(z)

é dada por

L ut)gla)e
ylw) = ()

Para encerrar esta secao, mostraremos sob quais condicoes o P.V.I.

+ c.

y' +pr)y = g(x)
y(xo) = yo
possui solugao tnica.

Teorema 2. (Teorema de Existéncia e Unicidade para E.D.O Lineares de Primeira
Ordem.) Se as fungoes p e g sdo continuas em um intervalo aberto I : o < x < f3,
que contém o ponto r = xo, entdo erxiste uma unica func¢ao y = ¢(x) que satisfaz o

Problema de Valor Inicial

Y +p(z)y = g(x)
y(wo) = Yo

Demonstracao.

Existéncia:

A demonstracao da existéncia de solucao para o P.V.I. proposto é pautada na
discussao anterior sobre Fator Integrante.

Seja p(z) = /P4 Como p é continua em o < = < 3 entdo p é integravel
neste intervalo. Logo, a funcao u estd bem definida, é diferenciavel e nao nula, como

podemos observar pela sua lei de formacao.
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Ao multiplicarmos a equagao y' + p(z)y = g(z) por u(x), obtemos que

d
o lu(@)y] = pla)g(@)
Como p e g sao continuas em [, segue que a funcao p.g é continua e, portanto,
integravel. Logo, a fungdo [ u(x)g(z)dx existe e é diferencidvel em @ < z < . A

funcao y(x) definida em

() y(z) = / w(z)g(z)dz +c. (2.20)

satisfaz ¢ + p(x)y = g(x).

Isto foi esclarecido na apresentacao do Método de Resolucao: Fator Integrante e
serd omitido aqui.

Portanto, y(x) definida a partir de (2.20) é solucao de ¢’ + p(z)y = g(x).

Unicidade:

A unicidade é obtida a partir da condicao inicial, jA que y(zo) = yo determina a
constante ¢ de maneira tnica.

Note que o fator integrante u(z) = /P4 & @nico a menos de uma constante
multiplicativa que depende do limite inferior de integracao. Suponhamos tal limite de

integracao como x, entao

p(z) = ol PO
e
(o) = plag P _ 4
Utilizando p(x) = el PO ohtemos a solugdo geral da equacao v + p(x)y = g(x)
como

o) == | | ittt -+ ¢

y(xo) = : {

1 Y u0g(t)dt + } o= yleo) = w0

o

Portanto, sob a condicao inicial y(zo) = yo

o) =~ [ / ju<t>g<t>dt " yo]



2.7. EQUACOES SEPARAVEIS 37

é a tnica solucao do P.V.L.

Y +p(z)y = g(v)

y(zo) = Yo.
O
2.7 Equacoes Separaveis
Considere uma Equacgao de Primeira Ordem
dy
— = . 2.21
G0 (2.21)

Nesta secao, vamos considerar aqui uma familia de Equagoes de Primeira Ordem
que podem ser solucionadas por um método de integracao direta.

Tais equacoes sao da forma

M(z,y) + N(z. y)j—i ~0. (2.22)

E possivel a Equacdo (2.22), a partir da Equacdo (2.21) simplesmente fazendo
M(z,y) = —f(z,y) e N(x,y) = 1. Para o caso em que M depende apenas de z e N
depende apenas de y, a Equacgao 2.22 é expressa por
dy
o=
A Equacao (2.23) é denominada Separdvel. Tal equagao pode ser

M)+ Ny =o. (2.23)

M (x)dz + N(y)dy = 0. (2.24)
Vejamos o exemplo a seguir

Exemplo 11 (Tirado integralmente de 4], p.24).
Mostre que a equacao
dy 22
_— = 2.25
de 1—197? ( )

€ separdvel e depois enconlre uma equacao para suas curvas inteqgrais.
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Solugao. Ao escrevermos a Equacao (2.25) na forma

dy
— 2+ (1-1)-2=0 2.26
2+ (1= y") 7 =0, (2.26)

entdo ela terd a forma da Equacgao (2.23), portanto é Separdvel. Note que o primeiro
3

termo da Equacao (2.26) é a derivada de —%, e que o segundo termo, pela regra da

3
cadeia, é a derivada em relacao a x de y — % Dessa maneira, a Equagao (2.26) pode

d 3 d Y3
@(‘3)*@(9—3)—0’

ser escrita na forma

que implica que

donde, integrando ambos os membros, obteremos
—2* 4+ 3y —yP =g, (2.27)

onde ¢, é uma constante qualquer. A Equagdo (2.27) é uma equacao para as curvas
integrais da Equagdo (2.25). A Figura (2.5) mostra o campo de dire¢oes e diversas
curvas integrais. Qualquer fungao diferenciavel y = ¢(z) que satisfaz a Equagao (2.27)
¢ uma solugao da Equacao (2.25). Uma equagao da curva integral que contém um
ponto particular (zg,yo) pode ser encontrada substituindo-se = por z e y por yo, na
Equacao (2.27), determinando, desta forma, o valor da constante c.

Voltando a Equagao (2.23), o mesmo procedimento do exemplo anterior pode ser
utilizado, para obter a solucao de uma Equacao Separavel. Sejam H; e Hy primitivas

de M e N em (2.23), respectivamente. Logo

Hi(z) = M(x)
(2.28)
Hy(y) = N(y)
e a Equagao (2.23) fica
Hi(z) + Hé(y)@ =0 (2.29)

dx
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2

d
Figura 2.5: Campo de Direcoes de d—y =7 ’ 5 Exemplo 11. Fonte: Elaborado no
T -y

Wxmaxima pelo autor.
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Pela regra da cadeia, temos

) Y = Hy(y) (2.30)

Disto, podemos escrever a Equacao (2.29) da seguinte forma

% [Hi(z) + Ha(y)] =0 (2.31)

Integrando a Equagdo (2.31), obtemos
Hy(z) + Hy(y) = . (232)

onde ¢ é uma constante qualquer. Qualquer fungido y = ¢(x) que satisfaga a Equa-
¢ao (2.32) ¢ solugao da Equacao (2.23); ou seja, a Equacgdo (2.32) define a solucao
implicitamente, ao invés de explicitamente.

Obs.: Pelo que acabamos de discutir, em termos praticos, a Equagao (2.32) é obtida

d
da Equacao M(z) + N(y)d—y
x
da igualdade em relacao a x e o segundo termo a esquerda da igualdade em relacao a

= 0 (2.24), integrando-se o primeiro termo a esquerda

y. Desta maneira, uma equagao separavel M (x) + N(y)d—y = 0 pode ser representada
x

por M(z)dz + N(y)dy = 0. Esta é dita separdvel, jA que as parcelas associadas a cada
variavel podem ser separadas pela igualdade.

Agora, se além da Equacao Diferencial, é fornecida também uma condicao inicial

y(zo0) = vo, (2.33)

entdo a solu¢ao da Equacao (2.23) que satisfaz essa condicao inicial é obtida fazendo-se

xr = xo ey = yo na Equagao (2.32). Evidenciando que
¢ = Hy(zo) + Ha(yo). (2.34)
Substituindo o valor obtido pra ¢ na Equagao (2.32) e atentando para
H(z) — Hy(z0) / M(s
Hay) ~ Hal) = [ N(s)ds
Yo

obteremos uma representacao implicita para a solu¢ao da Equagao Diferencial (2.23)

escrita da seguinte forma

/x " M(s)ds + / " N(s)ds = 0, (2.35)
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que também satisfaz a condicdo inicial (2.33). E importante salientar que para a
determinagao de uma forma explicita para a solugdo, é preciso que a Equagio (2.35)
seja resolvida para y como funcao de x. Mas isso €, em muitos e muitos casos, impossivel
ser feito de modo analitico. Dai, pode-se recorrer & métodos numéricos para encontrar
valores aproximados para x e y, onde recursos computacionais adequados sao bem

vindos.
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Capitulo 3

Problemas Curiosos e Suas Resolucoes

...quando tentamos descrever algum aspecto do mundo real percebemos...
que ele oferece mais do que a nossa pobre e finita mente conseque alcan-
car. Mas se aplicarmos nossos poderes apropriadamente, podemos alcancar
um entendimento parcial que se adapte suficientemente para nos dar fideli-
dade as leis do universo. Para ter uma chance de sucesso, devemos ideali-
zar e simplificar a fim de obter uma figura mental que possamos manejar.
Quando chegarmos a uma descri¢ao precisa, pela selecao das caracteristicas

que consideramos essenciais, temos um modelo matemdtico. (Rosenblom)

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas situagoes curiosas, cuja modelagem
utiliza Equagoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem. E, a partir do aparato

tedrico desenvolvido no capitulo anterior, estudar as solugoes de tais problemas.

3.1 Uma secretaria quase perfeita

Este problema foi retirado, em partes, de Bassanezi e Ferreira [1].
Um individuo é encontrado morto em seu escritorio pela secretaria deste que liga
imediatamente para a policia. Quando a policia chega, duas horas depois da chamada,

examina o cadaver, afere-lhe a temperatura em 35°C. Uma hora depois da chegada,

43
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este policial examina novamente o cadaver, verificando que sua temperatura caiu para
34,2°C. A temperatura na sala, onde se encontrava a vitima, era de 20°C. O perito
questiona a secretaria acerca da satide do falecido e ela responde que ele nunca havia
se queixado de nenhum mal-estar. O perito entao admite que no momento da morte,
a temperatura corporea do individuo era de 36,5°C. Uma hora depois o policial prende
a secretaria. Por qué?

Solucionando o problema. Na investigacao de um homicidio, ou de uma morte
acidental, muitas vezes é importante estimar o instante em que determinado individuo
morreu. Vamos agora seguir alguns passos para mostrarmos a equacgao que expressa,
aproximadamente, o instante de morte de determinado individuo.

Um corpo sem fonte de calor interna, com temperatura 6, quando deixado em um
ambiente de temperatura T tende aquela do meio que o cerca. Assim, se a temperatura,
0 < T, este corpo se aquecerd e, caso contrario, se resfriard. Isto é evidenciado de
forma precisa pela Lei do Resfriamento de Newton, que diz: "a taza de variacao de
temperatura de um corpo - sem fonte de calor - € proporcional & diferenca entre sua
temperatura e a do meio ambiente. "

Vamos denotar as variaveis que utilizaremos na resolucao desse problema.

e 0(t): temperatura do corpo no instante t.

e t: instante de tempo.

e T': temperatura constante do ambiente.

e k: constante de proporcionalidade, real e positiva.

Baseado na Lei do Resfriamento de Newton, pode-se traduzir este problema por
meio uma Equacao Diferencial Linear de Primeira Ordem do tipo:

o
=
o sinal de negativo na Equagao (3.1) provém do fato de que se o corpo for mais quente

—k(—T) (3.1)

do que suas vizinhangas (0 > T') entdo aquele se torna mais frio com o desenrolar do

tempo. Entao,
do

i <0
quando 8 — T > 0.

Vamos admitir que no instante t = 0, descobre-se um cadaver e que a temperatura
deste ¢é aferida e igual a #,. Vamos admitir que no instante de morte ¢,, a temperatura
de um corpo fosse 6,,, igual a temperatura normal entre 36,5°C e 37°C.

Se admitirmos que a Equagao (3.1) seja vélida para modelar esta situacdo, a nossa

tarefa é determinar t,,.
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A resolucgao da Equagao (3.1), com a condigao inicial #(0) = 6, ¢ feita da seguinte
forma:

Reescrevendo a Equagao (3.1), temos:

db
— = —k(@-T
7 ( )
0 = —kO+ kT
0 +k0 = kT (3.2)

Como foi mencionado, trata-se de uma Equacao Diferencial Ordinéaria Linear de

Primeira Ordem da forma
0+ p(t)0 = g(t).

Desta maneira, iremos soluciona-la usando o método do Fator Integrante, ja de-

monstrado no capitulo anterior. Neste caso, o Fator Integrante p(t) é:
ult) = el =

p(t) = ekt

Multiplicando a Equacao (3.2) pelo Fator Integrante, obteremos a equagao:
0'e"t 4+ ket = kTe. (3.3)

E sabido do Calculo I que a primeira parte da Equacio (3.3) trata-se do resultado
da derivada do produto de uma funcao. Tal equacao pode ser reescrita da seguinte

forma,

d(Oek?)
dt

= kTeM. (3.4)

Integrando ambos os membros da Equagao (3.4), em relagao a variavel ¢, obtemos

a igualdade:
fett = Tek 4 c. (3.5)

Dividindo ambos os membros da Equagao (3.5) por e, obteremos a solucao geral

para a Equagao (3.1)

O(t) =T + ce ™. (3.6)
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A temperatura do cadaver 6y no momento em que é encontrado é
6(0) =60y =T +c.
Logo,
c=06y—1T.

Portanto, utilizando a condicdo inicial #(0) = 6y, podemos reescrever a Equacao

(3.6) da seguinte forma:
0t) =T+ (6 — T)e ™ (3.7)

que é solugao da Equagao (3.1).
Falta ainda encontrar o valor da constante k.

Fazendo t = t; e 0(t;) = 6 e substituindo na Equagao (3.7), temos:

91 =T + (90 — T)eiktl
91 T = (60 — T)eiktl

=T
6T e (3.8)

Aplicando logaritmo neperiano na Equagao (3.8), temos:
0, —T
In (0(1) — T) = Ine M
0, —T
l = —kt
n(%—T) :
e o valor de k pode ser expresso por:

k:-im(%_T>. (3.9)

Op—T

Onde:

e y: temperatura inicial apos a morte;

e 01 temperatura depois de um determinado intervalo de tempo;

e T': temperatura ambiente; e

e t1: intervalo de tempo dado entre as temperaturas 6, e 6;.

Depois de obtida a equagao que expresse o valor da constante de proporcionalidade
k, podemos escrever a equacao que determina o instante de morte t¢,, a uma temperatura

em que o corpo foi encontrado 6y, da seguinte forma:
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Fazendo t; = t,, e 6; = 0,, e substituindo na Equagao (3.9), obteremos finalmente a

equacao que expressa, aproximadamente, o Instante de Morte de determinado individuo

1 O —T

onde, k é a constante dada pela Equagao (3.9).

Determinando k& com os dados fornecidos pelo problema:

1 61 - T

k = —E.ln (QO—T) =

p - —l.ln (34,20—20,00) N
1 35,00 — 20,00

k = 0,05481.

Agora sim, calculando o instante de morte utilizando a Equacao (3.10), temos:

ty = 1 In (9m — T) ==

" k O —T

Lo 1 In (36,50—20,00) .
" 0,05481 35,00 — 20,00

tm = —1,73892h.

Pode-se concluir que o assassinato ocorreu hé 1h, 44 minutos e 20 segundos antes
da policia chegar. A secretaria foi presa, portanto, porque quando esta telefonou para
a policia, o seu chefe ainda estava vivo. Ver Gréfico (3.1).

Neste modelo matematico, a temperatura do corpo s6 atinge a temperatura ambi-
ente 7' no limite em que t — +00; na realidade, entretanto, a temperatura ambiente
é atingida num tempo finito.

Podemos chamar de t,, 0 tempo necesséario para que 6 atinja 99% de T. Em termos
numéricos, isto significa que se o erro relativo for de 1%, ou menos, podemos considerar

0(t) como sendo praticamente igual a T'. Assim,

99
—T = —T)e ko 4T
100 (60 )6 -+ ——
1T
—kteo s
© T T =6|
htey = In|——— | —
"1700(T — 6)
1. [100(T — 6)

(3.11)

o = —In
k

T
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Figura 3.1: Grafico da Aplicagao 3.1.Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

Este é um problema de ficcao policial muito interessante, porém realmente impos-
sivel. Os dados colhidos pelo legista estao completamente fora da realidade uma vez
que, neste caso, 0 tempo necessario para o corpo atingir a temperatura de 19,8°C —
equivalente a 99% da temperatura ambiente — seria t,, = 80,5 horas, quando o valor
normal para t., é aproximadamente 6 horas! Podemos concluir que nem sempre um
problema com resposta dentro dos padroes de normalidade esta baseado em fatos reais.

Entao, quais seriam as medidas corretas obtidas pelo legista para se obter uma
melhor aproximacao da realidade?

Tomamos t., = 6 h e obtemos k& da Formula 3.11

1. 1100(20,00 — 36, 50)

.
0 i 20

k = 0,73547

Caso queiramos obter t,, = 1, 73892 h, fazemos

0(t,,) = 16, 5~ 0T3ATLT392 | o0

24,59°C

=
c
Q
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o que é absurdo, por que foi admitido que a temperatura no momento da morte era de
36,5°C.

Isso mostra que nem sempre um problema com dados convincentes é a expressao
da realidade.

Pode-se ainda, ir mais longe, supondo que o individuo assassinado estivesse febril

quando morreu; seria ainda possivel descobrir o instante de sua morte?

3.2 Morte e mistério...

Este problema é baseado em fatos reais.

Um publicitario foi encontrado morto em uma periferia da grande Goiania dentro
do seu carro em um lote baldio, no dia 21 de fevereiro de 2004. O perito chegou ao local
as 23 horas e 30 minutos, depois de um morador do bairro ter feito a dentncia. Este
perito aferiu a temperatura do cadaver, em 34,8°C. Uma hora depois, aferiu novamente,
encontrando 34,1°C. A temperatura dentro do veiculo era a mesma do ambiente, 20°C,
haja vista que os vidros se encontravam abertos.

O laudo do Instituto de Criminalistica aponta que a vitima estava com a cabeca
tombada para baixo quando recebeu o disparo de um revolver calibre 38. O autor do
disparo estava do lado esquerdo da vitima podendo estar sentado no banco do motorista
ou no banco traseiro. O tiro foi disparado a curta distancia e atingiu a nuca. "Quase
de encosto a nuca. Nao houve reacao da vitima", afirma o delegado responsavel pelo
caso. Foram também encontrados fios de cabelo e trés impressoes digitais, que serao
comparadas as de um dos acusados de participacao no crime. Qual seria, contudo, o
horério provavel em que o publicitario foi vitimado?

Solucionando o problema. Determinemos £ com os dados fornecidos pelo pro-

blema, substituindo-os na Equacao 3.10

1 0, —T

Eo— —l.ln (34, 10 — 20,00) .
1 34,80 — 20,00

k= 0,04845.

Agora sim, calculando o instante de morte utilizando a Equacdo (3.10), temos:
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—l.ln <9m — T) —
k g — T
_ 1 In (36, o0 — 20,00
0,04845 34,80 — 20,00
—2.94423h.

)=

Logo, o publicitario! morreu ha 2 horas 14 minutos e 39 segundos, ou seja, as 21
horas 15 minutos e 21 segundos do dia 21/02/2004, conforme Grafico (3.2). Apos a

chegada deste laudo, o inquérito deve ser concluido e remetido ao poder judiciario.

38
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32

30 -

28

26 —

Temperatura em Graus Celsius (°C)

24 -

22 -

20
-20

-2,24423

20

40

Tempo em horas (h)

100

Figura 3.2: Grafico da Aplicagdo 3.2. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

Diante dos fatos percebe-se que situagoes similares aos Problemas (3.1) e (3.2),

reais ou ficcionais, podem ser representadas por uma equagao matematica ou por um

sistema de equagoes. Pela existéncia de uma grande quantidade de variaveis, porém,

o problema se torna complexo e de dificil resolucao. Eis a importancia de se escolher

as variaveis essenciais do fendémeno em estudo. O modelo matematico que esboca tais

I'Neste modelo também consideramos que a vitima faleceu em condicoes normais de satde, ou seja,

nao estava com febre.
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fenomenos ird conduzir a solugoes bem proximas das observadas na realidade. Sendo
assim, as Equagoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem tornam-se grandes aliadas
no processo de modelagem de problemas. Apresentar situacoes que vemos em nosso
cotidiano e mostrar como é possivel aplicar métodos, que a principio parecem apenas
teodricos, no seu processo de resolucao, faz com que o aluno compreenda a importancia,
tome gosto pelo estudo matematico, percebendo que tudo ao seu redor, é simplesmente

Matematica.

3.3 Crescimento de uma célula

Nao hd duvidas de que crescimento € um problema bioldgico e que deve
ser resolvido por experimentacao, e nao na mesa de um matemdtico. Mas,
para se penetrar profundamente na natureza deste fendmeno, devemos com-
binar o método experimental com a teoria matemdtica. Uma possibilidade
que tem sido desenvolvida por brilhantes pesquisadores. A combinacao do
método experimental com a teoria quantitativa €, em geral, uma das mais

potentes ferramentas nas maos da Ciéncia Contemporinea. (G.F. Gause,
1934)

Este exemplo é uma adaptagao do exemplo retirado de Bassanezi e Ferreira [1]

Uma planta tem massa m = 200g e cresce 6 g por dia. Com base nessas informacoes,
determine:

(i) Em quanto tempo se tornard uma pequena arvore de 50 kg?

(ii) De quanto aumentara sua massa em 1 dia quando a planta ja estiver com 50
kg?

Supomos que a massa de uma célula, denotada por m, seja funcao do tempo; ou
seja, m = m(t) e que my = m(0), seja sua massa inicial no instante t = 0. Vamos
supor ainda que o crescimento da célula seja determinado somente pela velocidade do
metabolismo no seu interior.

Como o aumento do metabolismo depende da massa das moléculas em atividade,

pode-se concluir que a razao do crescimento da massa celular é proporcional a sua
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massa presente em cada instante de tempo. Em termos matematicos podemos traduzir

esta relacao por meio da seguinte equacao:

dm(t)

onde k é uma constante de proporcionalidade positiva. A Equacao (3.12) esta restrita
a condicao m < M, pois quando a célula atinge determinado tamanho ela se divide.
Ou seja, M é a massa que a célula precisa atingir para se dividir.

Ja sabemos que a solugao geral da Equacao (3.12) é dada por
m(t) = A.er.
Para a condicdo inicial m(0) = my, teremos como solugao particular

m(t) = moe** (3.13)

com m < M.
Dessa forma, a célula tem um crescimento exponencial até se dividir, ou seja,

enquanto

moe” < M =

Como In(z) : (0,400) — R & uma fungao crescente,

M
kt < ln(—),
myo
b (M2
k mo .

O tempo tg4, no qual ocorre a divisao celular, é tal que

t—ll M
d_knmg‘

Algo bastante relevante é o conceito de crescimento especifico, que matematica-

ou seja

mente é dado por

= Ay (3.14)
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k é uma constante.

Desta forma, enquanto d—T mede a velocidade do crescimento celular, £ mede a
velocidade de crescimento relativo & massa presente. Partindo desse principio, vamos
utilizar o modelo de crescimento celular para o crescimento de uma planta, que é o
problema proposto nesta secao.

Solugao (i). A taxa média de crescimento ¢ dada por
m  6g
t  24h°
. . . 1 .
Agora, supondo que esta taxa nao varie com o tempo, pode-se considerar que 1 g/h seja

. ~ m . . N .
uma boa aproximagao de ’ (taxa de crescimento instantaneo). A taxa de crescimento

especifico pode ser assim calculada

1
k = —.d—m:>
m dt
1
4
po= 4
200
1
Eo=
800
k = 0,00125.

Entao, usando mg = 200g = 0,2 kg e k = 0,00125 e substituindo m(t) = 50 kg,

temos

m(t) = mg.e" =
50 = 0,25 —
50
0,00125t _ 2%
c 0,2
001t — - 95(). (3.15)

Aplicando In em ambos os membros da Equacao 3.15, temos

0,00125t = In250 =

. In 250
~0,00125
t = 4417,2

ou seja, ird demorar 4417, 2 horas, que sao 184, 05 dias, ou ainda 6 meses, ou melhor, 6

meses e 4 dias para que a planta se torne uma pequena arvore de 50 kg. Neste problema
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nao foi mencionada a espécie da arvore, mas segundo a Profa. Ms. Alessandra Fonseca
Mota, Bidloga: "um Fucalipto chegaria a essa massa sim em seis meses, mas outras
espécies de mata, por exemplo, levariam de 40 a 60 anos para chegarem ao grande
porte.”

Solugao (ii). Usando a solucio m(t) = mee* para mg = 50 kg e t = 24 h, temos

m(t) — 50.8070012524 —
m(t) = 50.%% =

m(t) = 51,523

Portanto a pequena arvore aumentard 1,523 kg em um dia.

O crescimento de uma planta ou animal, porém, nao é tao simples como descrito
no problema. A divisdo celular em um organismo nao é um processo continuo. A
descontinuidade surge inicialmente em algum 6rgao, no caso animal; ou na origem de
uma folha, por exemplo, no caso vegetal.

Para eliminar essa possivel descontinuidade, pode-se supor que no inicio do pro-
cesso de crescimento exista apenas uma quantidade mg de células meristematicas?,
responsaveis pelo crescimento de uma planta. Se as células, oriundas da divisao de
uma meristematica, também forem meristeméaticas, o processo de divisao continuara, e
o modelo que descreve este crescimento sera dado pela Equagao (3.12), com m(0) = my

e, neste caso, a solu¢ao encontrada em (ii) seria perfeitamente aceita.

3.4 Absorcao de Drogas

Este problema foi retirado de Bassanezi [3].

Em farmacologia, estudos sao direcionados para saber como uma medicacao — droga
— se concentra no sangue de um individuo. Isso permite dimensionar a dosagem a ser
ministrada e o tempo entre as doses. Sabe-se que a taxa de variacao da concentracao
¢ proporcional & concentracao da droga na corrente sanguinea em cada instante t.

Matematicamente, temos

ac
% _ e 1
— = —kC (3.16)

2Células que se reproduzem por divisdo.
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Figura 3.3: Absor¢ao de Drogas. Disponivel em [13].

Onde:

e k é uma constante positiva que depende do medicamento utilizado; o sinal negativo
mostra que ha um decaimento da droga em cada intervalo de tempo.

e C' = ((t) é a concentragao de droga no sangue.

E sabido que a solucio da Equagio (3.16) ¢ da forma
C(t) = Ooe_kt

Onde Cj é a dose inicial, absorvida pelo sangue de maneira extremamente rapida, se
comparado com o tempo entre uma dose e outra.
Considere que uma segunda dose de mesma quantidade Cj seja administrada depois

de um intervalo de tempo 7'. Temos entao,

Ct) = Coe™ = (3.17)
C(T) = Coe™ = (3.18)
C(T+) = Coe_kT+Co (319)

Onde:

e A Equacao (3.17) deve obedecer a condigdo 0 < ¢ < T e representa a quantidade
de droga no sangue imediatamente apds a 1* dose.

e A Equagao (3.18) representa a quantidade de droga no sangue imediatamente
antes da 2% dose.

e E a Equacao (3.19) representa a quantidade de droga no sangue imediatamente

depois da 2% dose.
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Desta forma, C(T,) passa a ser a concentragao — inicial — de droga que comega a

decrescer apos o tempo 1. Disto temos

Ct) = [Coe™ + Gyl e ™" =
C(t) = Co(1+eT) e

com T <t <2T.

Dando continuidade ao tratamento, tomando outra dose de concentracao Cy no

instante 27T, temos

C2T.) = Co(l+e ™) e =
cR2ry) = G (1 + e_kT) e " 4+ Oy ou seja,
C@2Ty) = Co(l+e ™ e,

Desta maneira, se 27T <t < 3T,
Ct) = Co(1+e M 4 e 2T) e7h=2D),

Pode-se generalizar para depois da n-ésima aplicacao da droga no sangue. A

equacao ficara assim

C(nT+) = C ((n — 1)T+) eikt + CO ——
CnTy) = Co(l+e™e T 4 eI e L 0y = (3.20)
C(nTy) = Co(l+e™ e+ e ™).

Portanto, se T <t < (n+ 1)T, entao
Ct) = Co(1+e ™ e o | el emhlt=nT)

se nT <t.
As Equagoes (3.20) mostram as concentragoes de droga administrada periodica-

mente. E facil ver que a expressao

(1 +e—kT +€—2kT+ _'_e—nkT)

é a soma dos (n + 1) termos de uma Progressio Geométrica de razao igual a e *T e

primeiro termo igual a 1. Logo, temos que

1 — ef(n+1)kT

C(nT,) = Co T
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Uso de Drogas

J
J1
- — - —»

0 5 10 15 20 25 30

tempo (horas)

Figura 3.4: Decaimento exponencial de uma droga em cada intervalo de aplica-
cao.Fonte: Elaborado no Excel com a ajuda da Profa. Ms. Danielle Lago.
Assim, se o tempo de tratamento com uma droga for muito longo, por um tempo

indeterminado, pode-se estabelecer um nivel de saturacao da droga no sangue por

1— e—(n—l—l)kT

Co = Jim Co———7—
Co

Agora, com base em toda a teoria estudada aqui sobre a Absorcao de Drogas no
sangue, analisemos as seguintes questoes:

(i) Conhecendo o valor Cy (quantidade administrada em cada dose) e de Cg (nivel
de saturacao da droga), determine o intervalo de aplicacdo T}

(ii) Se temos Cs e T', calcule a dosagem Co;

C

Solucao (i). Sabemos que Cs = ﬁ, logo
Co

1 _ebT — S0 _
e c.

C

—kT - 1= _0 —
e c.
e kT — u (3.22)
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Remeédios

Cirurgido do aparelho digestive Fabio Atui e farmacéutico Tarcisio Palhano explicam como agem no organismo

Caminho do remédio no corpo Tipos

Passa pela boca, que
tem PH neutro;
depois vai para o
estimago, onde a
acidez aumenta e i
termina no intestino, ' : - Cremes
que temo PH basico SE 10 W H - Injetaveis

; - Pomadas
: I EIEVES
3 - Sprays

1 - Sublinguais Earee

-Capsulasdegel § SEIEREE

- Encapsulados - Mastigaveis

- Comprimidos

- UMIDADE CALOR CRIANGAS

Iss0 evita gue o remédio perca a validade e também
: suas fungdes, o que pode frazer riscos 3 sadde

Gl .com br Infografico elaborado em 8/%/2013

Figura 3.5: Caminho do remédio no organismo. Disponivel em [14].
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Aplicando logaritmo natural em ambos os membros da Equacao (3.22) e dividindo por

k em ambos 0os membros desta, teremos que o intervalo de aplicacao da droga ¢ dado

In —CS —Co
T=— Cs
— 3 .

Solugao(ii). Se temos C, e T, podemos obter a dosagem Cj, simplesmente evi-

por

denciando Cj na Equagao (3.21), ou seja,

Co=C, (1T,

3.5 [Falsificacoes de Obras de Arte

3.5.1 Os "Vermeers"de Van Meegeren

Esta se¢ao foi baseada em M. Braun [8], Evangelista [11], Silva [9] ¢ Wynne [7].

O mercado da arte sempre esteve em alta e nunca em crise. Apesar dos abalos
financeiros no mundo, esse mercado artistico registra indices de crescimento gradativos
anuais, movimentando fortunas adquiridas em leiloes por colecionadores particulares
ou museus, mas nem todas as obras sdo legitimas. Analistas de obras de arte dizem
que metade das obras de arte que circulam no mercado internacional é composta por
réplicas.

Entre os dez mestres da falsificacao de arte estao Eric Hebborn, Willian Sykes,
Tom Keating, Elmyr de Hory, John Myatt, Os Greenhalgh, Icilio Federico Joni, Mark
Landis, Michelangelo Buonarrotti e Han Van Meegeren. Este iltimo nao optou por
ser um falsificador, queria ser reconhecido como artista. Por nao encontrar resultado
financeiro no mercado da arte para suas obras originais, comecou a replicar o estilo
do também holandés Johannes Vermeer. Tornou-se uma estrela secreta do mundo das
artes e um dos maiores falsarios de todos os tempos.

Henricus Antonius Han Van Meegeren foi um pintor holandés e falsificador de arte,
nascido nos Paises Baixos em 10 de outubro de 1889, morreu por ataque cardiaco aos
58 anos de idade, em 30 de dezembro de 1947, em Amsterdan. Seu pai queria que o

filho fosse arquiteto. Este, na adolescéncia, ganhava concursos de desenho pela Europa,
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assinava seus quadros e com dezoito anos fez sua primeira exposi¢ao. Trés anos depois
morou na Italia por trés meses aprendendo arte com os mestres renascentistas.

Regressando & Holanda fez uma nova exposicao e vendeu todas as suas obras. De-
vido ao uso de entorpecentes e brigas constantes, sua fama foi abalada e estacionaram
sua carreira. Para sair da situacao decadente, Meegeren dedicou-se a pintar obras fal-
sas de outros pintores como Franz Hals, Pieter de Hooch e Gerard ter Borch, porém se
especializou em Vermeer. Um dos motivos encontrados foi o préprio desconhecimento
que se tinha sobre a vida de Vermeer, e agindo dessa forma ficaria facil ‘encontrar’ uma
obra do mestre.

Johannes Vermeer (1632 — 1675) foi um mestre da era barroca da pintura de ouro
da Holanda, tendo sua obra denominada ‘pintura de género’ dedicada as cenas do
cotidiano. A Dama com brinco de pérola, a Mona Lisa da Holanda, é uma de suas mais
famosas obras, tendo inclusive inspirado a producao de um filme, dirigido por Peter
Webber e lancado em 2003, com titulo original Girl with a Pearl Earring e traduzido
para o portugués como Moca com Brinco de Pérola (Ver Figura 3.6). Meegeren optou
pelas obras de Vermeer, pois eram extremamente valiosas e escassas, nao mais que 35

delas haviam sobrevivido.

Figura 3.6: Moca com Brinco de Pérola. Disponivel em [15].

Meegeren mergulhou nas biografias dos antigos mestres da arte buscando técnicas
de marca registrada e catalogos, definindo assim, os procedimentos quimicos e técnicos

que seriam necessarios para suas réplicas ‘perfeitas’. Adquiriu auténticas telas do século
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XVII misturando suas proprias tintas a partir de matérias-primas: lapis azul, chumbo
branco, indigo e cindbrio, pincéis de cabelo de texugo® semelhantes aos de Vermeer.
Meegeren elaborou um esquema de utilizacao de fenol formaldeido para endurecer a
tinta apos a aplicacao, fazendo com que as pinturas parecessem ter 300 anos de idade
e, para conclui-la, cozinhava as telas de 100°C (212°F) a 120°C (248°F) rolando sobre
um cilindro para aumentar as rachaduras, e finalmente, lavar a pintura em tinta preta
india para o preenchimento das rachaduras.

Anos se passaram e Meegeren estava satisfeito com suas obras em ambos os niveis
artistico e enganoso.

Meegeren nao copiava os quadros de Vermeer, pois sabiam o paradeiro das suas
obras devido a escassa producao em vida. Ele pintava obras originais, copiando com
perfeicao o estilo do mestre e assinava as obras como se fosse de Vermeer. Entao dizia
ter encontrado as obras. Assim passou a producao de uma dezena de ‘Vermeers’ falsos
e comemorava pelo precos elevados que os vendia.

O artista em foco viveu os horrores da Segunda Guerra Mundial e a Revolucao da
Arte Moderna. Faturou mais de cinquenta milhdes de dolares com seus quadros falsos
vendidos aos maiores museus europeus — A Cabeca de Cristo, A Ultima Ceia, A Béncéao
de Jacod, A Addltera e A Lavagem dos Pés — tudo a maneira de Vermeer.

Os Peregrinos de Emats (Ver Figura 3.7) é a obra mais famosa do falsario, foi
pintada em 1937. Meegeren teve o cuidado em produzi-la de forma que nao se asse-
melhasse ao estilo habitual de Vermeer pois desse s6 se conhecia uma tela religiosa, a
chamada Cristo na casa de Marta e Maria. Esta ja era exposta desde 1901 em uma
galeria de arte em Londres. O critico holandés, Abraham Bredius, atestou que tal obra
foi pintada por Vermeer ainda no inicio da carreira e concluiu que outras obras dessa
época poderiam surgir a qualquer momento. Diante da possibilidade de descoberta
de novos ‘Vermeers’ pontuada por Bredius e da ousadia de Meegeren, este pintou A
Ultima Ceia assinando-a como Vermeer (Ver Figura 3.8). Esta obra de arte rendeu-lhe
sete milhoes de doélares e ele nao parou por ai.

No auge da Segunda Guerra Mundial, as tropas nazistas invadiram a Holanda e
a producao de ‘Vermeers’ continuou. Quando terminou a Guerra, os aliados de Hitler

encontraram uma réplica de Vermeer Cristo e a Adultera (Ver Figura 3.9) numa mina

3Designacdo comum a diversos mamiferos da familia dos mustelideos, de corpo atarracado, cauda
curta e pelos rijos, usado na confecgdo de diversos tipos de pincéis. Sdo animais noturnos e vivem em

grandes tocas cavadas no solo.
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Figura 3.7: Os Peregrinos de Emats. Disponivel em [16].

Figura 3.8: A Ultima Ceia. Disponivel em [17].
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de sal na Austria. Comprovadamente, ela pertencia a Hermann Géring, um membro do
governo nazista que chegou a ser nomeado por Adolf Hitler como seu sucessor, adquirida
através de Meegeren por quinze milhoes de dolares (convertendo o valor para os dias
de hoje). Pela venda de um ‘auténtico Vermeer’ a um membro do partido Nazista, o
artista falsario foi para a prisao acusado de trair a patria e poderia ser condenado até
a pena de morte. Sendo assim, nao restava outra opcao a Meegeren a nao ser confessar
que havia falsificado os ‘Vermeers’. Diz-se que o espanto foi geral. Admitiu que todos
aqueles quadros eram de sua autoria e o inico recurso da corte foi exigir que pintasse
seu ultimo Vermeer, Jesus entre os doutores, diante de um jari para provar que era
capaz de pintar como o mestre (Ver Figura 3.10). Foi um artista fenomenal, embora

nao reconhecido. Meegeren queria ser aclamado um her6i nacional dizendo nao ser

Figura 3.9: Cristo e a Adultera. Disponivel em [18].

um traidor, mas alguém que conseguiu enganar os nazistas. Apesar de nao ter sido
reconhecido por seu talento com pinturas de obras de arte, Meegeren entrou para a
histéria da arte e ainda zombou dos criticos que haviam renegado e aclamado suas
réplicas. Disse ele ‘Ou bem os criticos admitem que costumam falhar, ou reconhecem
que sou tao grande quanto Vermeer.” O falsario alegou que os motivos de pintar tais
réplicas seria vingar-se dos criticos que davam apoio as nascentes vanguardas. Segundo
ele, tinha o propoésito de revelar sua identidade apds o sucesso da sua primeira réplica.
Seu julgamento teve uma duragdo de dois anos (Ver Figura 3.11). Meegeren acabou
sendo inocentado da acusacao de traicao e colaboracao com o nazismo, sendo condenado
a apenas um ano de prisao pelo crime de falsificagao de obras.

Um més apoés seu julgamento final, porém, morreu sem ter cumprido nenhum dia

da pena estabelecida.
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Figura 3.10: Meegeren Pintando para os Especialistas. Disponivel em [19].

Figura 3.11: Julgamento de Meegeren. Disponivel em [20].
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Conclui-se que se a falsificacdo do quadro Cristo e a Adiltera nao tivesse sido
descoberta, provavelmente hoje, admirariamos um Meegeren como se fosse um Vermeer.
As pinturas de Meegeren nao foram destruidas e hoje valem pequenas fortunas e sao

expostas em varios lugares do mundo.

Vinte anos apds a morte de Van Meegeren, cientistas da Carnegie University Mellon
decidiram trabalhar no intuito de determinar a idade das obras que se tinha divida se
eram auténticos Vermeers, a fim de solucionar uma questao que nem criticos gabarita-

dos de arte foram capazes de desvendar.

Considerando os estudos de Rutherford e sua equipe, que assegura que os dtomos
de certos elementos radioativos nao sao estaveis e que, com o passar do tempo tais
substancias se desintegram formando novos elementos, os cientistas de Carnegie conse-
guiram medir substancias especificas presentes nas tintas utilizadas em pinturas. Esta
medicao possibilitou estimar a idade das obras em questao e, consequentemente, esta-
belecer a autoria dos quadros analisados. No que segue, formalizaremos esta ideia, a

fim de explicar matematicamente como se deu a datagao das obras.

Rutherford provou que a radioatividade de uma substancia ¢ diretamente proporci-
onal ao nimero de a&tomos da mesma. Ou seja, se denotarmos o niimero de 4tomos de

determinado elemento em uma amostra no instante ¢ por N(t), entdo o niimero de ato-

mos que se desintegra por unidade de tempo da amostra, a saber TR é proporcional

a N(t). Isto é expresso pela Equagao Diferencial

dN
— = —)A\N(t 3.23
= (v (323
onde A > 0 é uma constante que caracteriza o decaimento radioativo e depende da

substancia analisada.

Note que:

dN
(i) T < 0, o que traduz matematicamente a desintegracao da substancia; e

(il) quanto maior o valor da constante )\, mais rapido a substancia decaira.

O tempo que uma substancia leva para que metade da quantidade atomos radioati-
vos de tal substancia decaia é chamado de meia-vida radioativa. A meia-vida radioativa

é, portanto, uma medida da taxa de desintegracao de dada substancia.

Suponhamos que N (ty) = Ny e encontremos, a partir da Equagdo (3.23), o tempo

de meia-vida de uma substancia genérica em funcao de sua constante de desintegracao
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N'(t) = =AN(t) =
N'(t)+ AN(t) =0

Utilizando a método do Fator Integrante, temos que o Fator Integrante é p(t) =

el Mt = X e a solucio da Equacio (3.23) é

At
e - 0dt
6)\15

N(t)

Como N (tg) = Ny,

Ny=c-e M :>c:€j_v—/\0mzNo-eM°.
Logo,
N(#) = Noe')\(tf/\to — N, - Mo = N, . g~ Ai—t0)
Portanto,

()

Aplicando o logaritmo natural, temos que

—A@—%y:m<N“0.

No
De onde,
1 Ny
t—to=—In| —= ). 3.24
=5 (57) 524
N,
Se N(t) = 70, entao
1

t—ty= X In(2). (3.25)

Utilizando a aproximagcao In(2) = 0,6931 temos que o tempo de meia vida é

0,6931
)

t—ty =

Em geral, a constante de decaimento \ é conhecida ou pode ser computada. Assim,
de posse da Equagao (3.24), podemos determinar facilmente a idade t—t, da substancia,

caso conhecamos Ny. Em [8] detalha-se fatos e dados importantes que devem ser
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considerados a fim de se estimar Ny em substancias presentes nas pinturas utilizadas
por um artista por um periodo de 2000 anos. No que segue, listaremos as principais
informagoes contidas em [8] e [11] e as analisaremos com o intuito de desvendar quais
pinturas pertenciam a Veermer e quais pertenciam a Meegeren. Ressaltamos que nossa
analise ¢ baseada e estabelecida em [8] e [11].

Fato 1. A maioria das rochas presentes na crosta terrestre contém uma pequena
quantidade de Uranio-238. O Uranio-238 possui meia-vida radioativa de cerca de 4%
bilhoes de anos, transformando-se apds esse tempo em Toério-234, este por sua vez tem
uma meia-vida de 330 mil anos e seu decaimento o reduz a Radio-226. O Radio tem
meia-vida de 1600 anos e se transforma em Chumbo-210 (Pb*1°). Por fim, o Chumbo-
210 tem meia-vida de 22 anos e, apoés este periodo, decai para o elemento nao radioativo
Chumbo-206 (Pb**), conforme Figura 3.12.

. Cercade 45
Urdanio-238 bilhdes de

anos

Cerca de 330
il anos

v

Ridio-226 1600 anos Chumbo-210

I
Cercade 22

anos

¥

Chumbo-206

{nao radioativo)

Figura 3.12: Meia-vida dos elementos.

Fato 2. Todas as pinturas feitas de 2000 anos até os dias atuais usam em sua
composicao um pigmento chamado Chumbo Branco. O Chumbo Branco, presente nos
quadros, possui uma pequena quantidade de um elemento radioativo Chumbo-210 e

uma quantidade ainda menor de Radio-226 (o Radio-226 aparece em menor quantidade
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pois no processo utilizado na extracdo do Chumbo Branco perde-se de 90 a 95% do
Radio presente na matéria-prima; além disso, a transformacao do Uranio para o Radio
¢ bem mais lenta do que a do Radio para Chumbo-210).

Fato 3. O Chumbo-210 presente no Chumbo Branco comeca a se desintegrar
rapidamente, j4 que sua meia-vida radioativa é de 22 anos. Assume-se que 0 processo
de decaimento do Pb*'° continua até que este entre em equilibrio radioativo com a
pequena quantidade de Radio da amostra. Por equilibrio radioativo entende-se que a
quantidade de Radio que decai para Chumbo é igual a quantidade de Chumbo que se
desintegra por unidade de tempo.

Considere:

e y(t) a quantidade de Chumbo-210 por grama de Chumbo Branco no tempo t;

e o a quantidade de Chumbo-210 por grama de Chumbo Branco no tempo ¢y de
fabricacao do pigmento;

e (t) o nimero de desintegragoes do Radio-226 por minuto por grama de Chumbo
Branco no tempo t.

e )\ a constante de decaimento do Chumbo-210.

Levando em consideracao o Fato 3, temos o seguinte P.V.I.

dy

— =\ t
7 y+r(t)
y(to) = yo

Estamos interessados na variacao da quantidade de Chumbo-210 em um periodo
de, no méaximo 300 anos (diferenga entre o periodo em que foi realizada a pesquisa e
o periodo em que foram pintadas as possiveis obras de Veermer). Como o Radio-226
tem uma meia vida de 1600 anos, assumiremos que em um periodo de no méaximo 300
anos, a quantidade de Radio-226 na amostra de Chumbo Branco permanece constante.
Além disso, sabemos que a taxa de desintegracao do Radio é proporcional a quantidade
de atomos desse elemento; logo r(t) também é constante e sera denotada por 7.

O nosso P.V.I. simplifica-se em

dy
2 —_\
It y+r

y(to) = Yo
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Para resolver o P.V.I.; vamos utilizar o Método do Fator Integrante para Equacoes
Diferenciais Lineares de Primeira Ordem.
Temos que

dy
dt

dy
— 4+ )y = r. 3.26
L + Ay r ( )

Comparando a Equagao (3.26) com y'+p(t)y = g(t), temos que p(t) = A e g(t) = .

= “\y+r=

Sabemos que o Fator Integrante u(t) é dado por
N(t) _ efp(t)dt _ ef)\dt — M
Multiplicando ambos os membros de (3.26) por u(t) = e, temos
d
A d_?t/ reMoy = Mo (3.27)

Temos que o 1° membro da Equacgao (3.27) é o resultado da derivada do produto

d (e*-y). Logo

it d
7 (e”-y) =M.y,

Integrando ambos os membros, temos

/%(e”-y) = /e’\t~rdt:>

e
6)‘t-y = r-—+c.

Logo, temos como solucao geral:

y(t) = % te-eM (3.28)
Agora, substituindo o P.V.I. y(ty) = yo na Equacio (3.28), temos
y(to) = % t+c-e M =
Yo = % e M =
Yo — % = c e =
c = yp-et— . (3.29)

A
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Substituindo (3.29) na Equacao (3.28), temos:

y(t) = g + (yo ceMo % : eMO) oM —
y(t) = g Yy - e M) g . e~ At—to)
Portanto, a solucao do P.V.I. é dada por:
y(t) = % (L= e gy e M), (3.30)

Para estabelecermos a datacao das obras, determinado por t — ty, seria necessario
conhecer yg, 0 que a priori nao é possivel. Entao, vamos elencar outros fatos para
continuar nossa anélise.

Fato 4. Se o quadro é muito antigo, a quantidade de radiagao emitida do Chumbo-
210 deve ser aproximadamente a mesma quantidade de radiagao do Radio-226 na pin-
tura. Isto é intuitivo, pois em um periodo de 300 anos, enquanto a quantidade de Radio
na pintura permanece quase que constante, o Chumbo-210 ja passou por mais de 13
intervalos de meia-vida. Em contrapartida, se a pintura é atual, entao a quantidade
de radiacao emitida pelo Chumbo-210 deveria ser bem maior do que a quantidade de
radiacao emitida pelo Radio-226.

Consideremos a Equagao (3.30) e fagamos alguns célculos.
y(t) = T (1= e o) —
Ay(t) = r
Ay(t)ert=to) =y A) g Ny —
Mo = Ay(t)er ) — g (X070 1) (3.31)

(1 _ e*)\(tfto)) + )\yo X e*)\(t*tﬂ) —_—

Pelo descrito no Fato 4, se a obra ¢ atual \yy, que mede a taxa de variagao de
Pb?'% 1o instante ty, deve ser muito alto

Suponha t — ty = 300 na Equagao 3.31
Mo = Ay (t)e® 0 — 1. (6300’\ — 1) . (3.32)

Se ao instanciarmos y(t), ¢, r e A (sabemos que estes podem ser computados) obti-
vermos um alto valor para A\yy, teremos uma incoeréncia. Isto pois, estamos supondo
que determinada obra tem 300 anos (¢ antiga) e mesmo assim Ay, estd resultando
em um alto valor. Este absurdo seria gerado por supormos que t — t, = 300; disto,

poderiamos concluir que a obra em questao é uma falsificacdo moderna.
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A pergunta que surge é: quao alto deve ser Ay, para que tal inconsisténcia seja
gerada? Tremos discutir essa questdo a seguir.

Fatos 5. A meédia de quantidade de Urénio em pedras da crosta terrestre é e
aproximadamente 27 partes por milhao, ou seja, 0,00027%.

Suponhamos que a taxa de desintegracio do Pb?!? ¢ de 98000 desintegracoes por
minuto por grama (dpm/g) de Chumbo Branco. Nosso objetivo é mostrar que tal

desintegracao do Pb*'°

indicard uma quantidade inimaginavel de Uranio compondo a
rocha da qual tal Pb?'° foi extraido.

Consideremos a meia-vida radioativa do Uranio-238 como 4, 51-10% anos. Considere
ainda que, o Uranio-238 e o Chumbo-210 encontram-se em equilibrio radioativo no
minério do qual foram extraidos. Entao, se U representa a quantidade de Uranio na

rocha, temos que
aUu

dt
onde Ay é a constante de decaimento do Uranio-238.

— —\y - U = —30000 dpm/g,

Como 1 ano tem 525600 minutos, pela Equacao (3.25)

B In(2)
"~ 4,51-5,25600 - 1014

A\ ~ 0,029 - 107"

Portanto, no instante %

30000 98000 9.8.10%
= = — ’ ~ . 1 18 ,t .
. A 0,29-10-14 0,29-10"14 33,79 -10°° atomos

Logo, temos cerca de 33,79 - 10*® 4tomos de Uranio no minério no instante em que
a taxa de desintegragao de Pb*1° ¢ 98000 dpm/g. Calculemos agora, a porcentagem de
Uranio na rocha que isto equivale. Lembremos que 1 mol de Uranio equivale a 238 g,
que por usa vez possui 6,02 - 10%* atomos de Uranio. Este tltimo valor é a constante

chamada avogadro. Entao

lmol———238g ——— 6,02-10% atomos
r ——— 33,79-10" atomos
r ~  1335,88-107°.

Ou seja, se 0 Chumbo-210 se desintegra a uma taxa de 98000 dpm/g de Chumbo
Branco, temos que no minério do qual tal Chumbo foi extraido havia mais de 1,34% de
Uranio, o que é absurdo. Portanto, se for constatado que Ayy > 98000 para determinada

obra de arte, quando consideramos t — ty = 300, podemos afirmar que se trata de uma
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falsificagao. Quimicamente falando, a taxa de desintegragio do Polonio-210 (Po*'?),
apos alguns anos, é a mesma do Pb?'? e a do Polonio é mais facil de ser medida, ja que

0 Chumbo é um nucleo estavel e o Polénio é um elemento radlio(aét)ivo.
n

Sabemos que a constante de decaimento do Pb* ¢ \ = . Logo, para calcu-

300X

larmos e basta fazermos

. In(2)
300 300.122)

e = e —
e300N TR In(2)
Q00N ) s N
O
e300N o

Podemos assim substituir os valores fornecidos pela Tabela (3.1) na Equacao (3.32)

e avaliarmos Ay, em cada Obra de Arte descrita.

Descricao Desintegracao Po*'° | Desintegracao Ra?*¢
Os Peregrinos de Emads 8,5 0,8
Lavagem dos Pés 12,6 0,26
Mulher Lendo Misica 10,3 0,3
Mulher Tocando Bandolim 8,2 0,17
A Rendeira 1,5 1,4
Mulher Sorridente 5,2 6,0

Tabela 3.1: Desintegracao dada em minutos por grama de Chumbo Branco.

Vejamos os calculos:

Os Peregrinos de Emaiis:

150

Ayo = (8,5)211 —(0,8) (2% - 1) = 98050.

Lavagem de Pés:

Ao = (12,6)2'F — (0,26) (2% - 1) — 157134, 1.
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Mulher Lendo Musica:
Ao = (10,3)2°F — (0,3) (2% - 1) — 127337, 2.

Mulher Tocando Bandolim:

150
1

Mo = (8,2)2F = (0,17) (2 1) = 102251,7.

A Rendeira:
150 50
11

Mo = (1,5)2%F = (1,4) (2% —1) = 12747,

Mulher Sorridente:

-

Ao = (5,2)2°F — (6,0) (2% . 1) — —10181.

Portanto, por todos os célculos efetuados para cada Obra de Arte com os dados da
Tabela (3.1), pode-se constatar que as obras Peregrinos de Emais, Lavagem de Pés,
Mulher Lendo Muisica e Mulher Tocando Bandolim sao falsificacoes modernas do seu
compatriota Vermeer. Enquanto A Rendeira e Mulher Sorridente nao sao falsificagoes

de Meegeren, o que j& havia sido confirmado por alguns especialistas da época.
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Capitulo 4

Aplicacoes no Ensino Médio

4.1 Contextualizacao e Interdisciplinaridade

Sabe-se que em uma sala de aula, o ensino de Matematica, em especial, ¢ muito
mais do que uma simples transmissao de conhecimento, envolve o entendimento de
atitudes e valores. E um engano pensar que os alunos terao éxito em exames como
ENEM!, vestibulares e concursos se forem preparados o tempo todo, trabalhando gran-
des quantidades de contetidos sem conexao com sua realidade, fazendo com que aqueles
decorem formulas ou ‘macetes’. A ideia de contextualizacao da Mateméatica com outras
areas do conhecimento é fundamental no ensino, podendo dar mais responsabilidade
e seguranca no processo educativo, propiciando um elo entre a teoria e a pratica. E
fundamental a contextualizagao do ensino, por ser assim que o estudante se sentird
comprometido e envolvido com o processo educativo.

Infelizmente, de nada adiantaré se o conhecimento matematico nao for consolidado,
permitindo desenvolver um raciocinio loégico. Para que esse paradigma educacional, que
vem se arrastando ha décadas, cuja proposta é transmitir contetidos sem significado
para o aluno, possa ser rompido e novas metodologias possam ser desenvolvidas, é
preciso que o sistema educacional mude em alguns aspectos. Leia o que diz a pedagoga

interdisciplinar Heloisa Liick:

No ensino, a falta de contato do conhecimento com a realidade parece

1Exame Nacional do Ensino Médio.

75
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ser uma caracteristica mais acentuada ainda. Os professores, no esforco
de levar seus alunos a aprender, o fazem de maneira a dar importincia
ao conteido em si e nao & sua interligacao com a situacao a qual emerge,
gerando a jd cldssica dissociagao entre teoria e prdtica. ‘O que se aprende
na escola nao tem nada a ver com a realidade’, € o entendimento comum

de pessoas que, saindo dos bancos escolares, assumem uma responsabilidade
profissional. (HELOISA LUCK, 1995, p. 38)

A transmissao de contetidos e conhecimentos em sala de aula faz com que os alunos
construam seus proprios conceitos e que eles possam atingir os seus desenvolvimentos
tanto individuais quanto intelectuais e sociais. Piaget, quando analisa o papel da
atividade do professor no processo ensino-aprendizagem ressalta que "compreender é
inventar ou reconstruir, através da reinvencao, e serd preciso curvar-se ante tais neces-
sidades se o que se pretende, para o futuro, é moldar individuos capazes de produzir
ou de criar, e nao apenas de repetir."

O planejamento de contetidos deve partir de principios que possam contribuir no
desenvolvimento do processo ensino-aprendizagem do aluno. Para que tais mudancas
possam acontecer, deve-se planejar utilizando-se de metodologias diversas, e espera-se
que cada uma possa atingir os objetivos esperados. Quando se busca diferentes meto-
dologias no ensino de Matemética, nao se pode afirmar que, a utilizacao do tradicional
quadro branco e pincel e do livro didatico estejam erradas e ultrapassadas, mesmo

porque,

a educacao € hoje conhecida como um fator de mudangas, renovacao e
progressao. Por tais circunstincias o planejamento se tmpoe, nesse setor,
como recurso de organizacao, devendo ser adequado a cada instincia e @
dificuldade de cada aluno ou aluna. A cada nova metodologia aplicada,
espera-se que o ensino-aprendizagem possa ser alcancado por todos. E bom

lembrar que nao existem metodologias adequadas se o professor nao souber
desenvolvé-las. (FLAVIA et al., 2000)

Quando um aluno estuda Matematica, o professor tem a responsabilidade de fazer
com que aqueles percebam que os conceitos que alguns livros didaticos trazem nao sao
conceitos prontos e acabados, mas que podem ser mudados a luz de novos conhecimen-
tos e que esta matéria se faz com experimentos, observagoes, acertos e erros.

A Matematica é uma das mais importantes ferramentas da sociedade moderna.

Apropriar-se dos conceitos e procedimentos matemaéaticos basicos contribui para a for-
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macao do futuro cidadao que se engajara no mundo do trabalho, das relagoes sociais,
culturais e politicas. Para exercer plenamente a cidadania é preciso saber contar, com-
parar, medir, calcular, resolver problemas, argumentar, conhecer formas geométricas e
interpretar criticamente informacgoes em graficos e tabelas.

Nos atos cotidianos e nas construgoes humanas, bem como nas atividades artisticas,
a quase totalidade dos homens sofre a influéncia da Matemaética, pois cada um deles
tem uma ferramenta a empregar, um aparelho a por em funcionamento, uma maquina
a utilizar. Sem falar dos especialistas, marinheiros, arquitetos, médicos, engenheiros,
fisicos, bidlogos, dentre outros, para os quais o uso profissional da Matematica tem um
carater permanente.

Diante dos fatos, o ensino que se tem hoje nao consegue fazer com que os alunos
contextualizem determinados contetidos . Os alunos precisam saber que as coisas mais
simples que acontecem ao seu redor estao relacionadas a Matematica. Ter nogao bé-
sica desta instrumentaliza o cidadao para que ele possa saber exigir os beneficios do
conhecimento matematico para a sociedade, sem esquecer-se, claro, da parte teérica,
pois quem nao tem teoria nao consegue aplicar.

Nos capitulos anteriores, apresentamos alguns métodos de resolucao de Equagoes
Diferenciais Lineares de Primeira Ordem e situagoes-problema cujas solucoes depen-
diam de tais métodos. Obviamente, nao é viavel apresentar tais resultados para alunos
do Ensino Bésico, porém pode-se observar que muitas das solucoes dos problemas pro-
postos envolviam Fungoes Exponenciais e Logaritmicas.

O estudo das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas inicia-se no Ensino Médio e
¢ visto pela maioria dos estudantes como assuntos de grande complexidade. Muitas
vezes, o professor define tais fungoes e apresenta suas propriedades, mas nao ilustra
como tais contelidos sao importantes para abordar problemas que estao presentes em
nosso cotidiano. Neste capitulo temos como objetivo trabalhar as Fun¢oes Exponenciais
e Logaritmicas, apresentando sua definicao, propriedades e situacoes-problema que
envolvem aquelas fungoes e podem ser utilizadas para exemplificar sua importancia a

alunos do Ensino Bésico.

4.2 Funcoes Exponencial e Logaritmica

Segundo os autores Luiz Roberto Dante [5] e Giovani e Bonjorno [6], pode-se orga-
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nizar de forma clara e pratica os topicos que se relacionam com as Funcoes Exponencial
e Logaritmica, a fim de, em seguida fazermos a anéalise grafica dos problemas desenvol-
vidos no Capfitulo 3.

Como veremos, as Funcoes Exponenciais e Logaritmicas dos problemas propostos
neste capitulo sao oriundas de solucoes de Equacgoes Diferenciais Lineares de Primeira
Ordem, tratadas nos capitulos anteriores. Como ja dissemos, apesar de nao ser possivel
abordar todo o processo de modelagem e estratégia de resolucao de Equacoes Diferenci-
ais para alunos do Ensino Médio, a contextualizacao e a exemplificacao de que Fungoes
Exponenciais e Logaritmicas sao de grande importancia para solucionarmos proble-
mas de destaque na Fisica, Quimica e Biologia, atuam como poderosa ferramenta para
estimular o aluno ao estudo de tais topicos.

Assume-se que para acompanhar este capitulo, um aluno de Ensino Médio domine
os conceitos de: propriedades de poténcias e radiciacao em R; fun¢oes; dominio, contra-

dominio e imagem de fungoes; e injetividade, sobrejetividade e bijetividade de fungoes.

4.2.1 Funcao Exponencial

A funcgao f: R — R dada por f(z) = a” com a > 0 e a # 1, é denominada func¢do
exponencial de base a. E importante ressaltar o porqué da base ser positiva e diferente

de 1. Analisemos os seguintes casos:

1. Se a < 0, entao f(x) = a” nao estaria definida para todo x real. Por exemplo,

1
supondo a = —4d e x = 5 temos que:

onde, percebe-se que nao se trata de um nimero real. Logo, a fim de que f(x) =

a” esteja definida para todo x real, exigimos que a > 0.

2. Se a =1, entdo f(r) = a” serda uma funcao constante, ou seja, uma reta passando

por y = 1, paralela ao eixo das abscissas.

Assim, de acordo com a defini¢ao da Fungao Exponencial f(z) = a®:

e O dominio da funcao é D(f) = R;
e O contradominio da func¢ao é CD(f) = R;
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e A imagem da funcao é Im(f) = R%;

e A Fungao Exponencial f(z) = a” é injetiva, pois dados quaisquer dois elementos
distintos pertencentes ao seu dominio, obtém-se imagens distintas. Isto é, se z, y € R,
x £y, a® # a¥, logo f é injetiva.

e Ela ndo é sobrejetiva, pois Im(f) # CD(f). Entretanto, ela passa a ser sobrejetiva
e, consequentemente, bijetiva, se restringirmos o seu dominio? a D(f) = R?.

Agora, vamos examinar o comportamento da Funcdo Exponencial tracando seu
grafico no plano cartesiano. Temos dois casos a serem analisados: o caso em que a > 1
e o caso em que 0 < a < 1. Para termos uma ideia de como se comporta a Funcao

Exponencial em cada um destes casos, analisaremos dois exemplos.

Exemplo 12 (1° Caso: a > 1).
Considere as fungoes fi(z) =27, fo(x) = 3%, f3(x) =47 e fo(x) = 5".

Os grdficos dessas fungoes estao ilustrados na Figura 4.1.

a¥o ¥

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.1: Funcoes Exponenciais Crescentes: a > 1.Fonte: Elaborado no Wxmaxima

pelo autor.

No caso geral, para a > 1 qualquer, pode-se observar que quanto maior o expoente

2Essa restricdo serd muito relevante para o estudo das Func¢oes Logaritmicas na préxima seco.
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x, maior € a poténcia a*, ou seja, se a > 1, a funcao f € dita Fun¢cao Exponencial

Crescente, conforme Figura (4.1), pois x1 < xo = f(21) < f(x2).

Exemplo 13 (2° Caso: 0 <a < 1).

1\" 1\" 1\° 1\”
Considere as fungoes f(x) = (§> , flx) = (g) , flx) = (Z) e f(z) = (5) ,
Os grificos dessas funcgoes estao ilustrados na Figura 4.2.
ST T
: 127 ——
45 : /3™ —— o
3 1/4"x
ak N\ : /5% — 4
0 L L L
-1 0.5 0 0.5 1

Figura 4.2: Fungoes Exponenciais Decrescentes: 0 < a < 1.Fonte: Elaborado no

Wxmaxima pelo autor.

Neste caso, pode-se observar que, quanto maior o expoente x, menor € a poténcia
a®, ou seja, se 0 < a < 1 a funcao f € dita Funcao Exponencial Decrescente,

conforme Figura (4.2), pois 11 < xg => f(x1) > f(x2).

4.2.2 Resolucao de Equacoes Exponenciais

Definigao 5 (Equagoes Exponenciais). Fquacgdes nas quais apresenta-se uma incégnita

no erpoente sao denominadas Equacoes Exrponenciais.
Exemplo 14. Sao exemplos de Equagoes Exponenciais:

(a) 3% =27
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(b) 2. (%)m = 32

(c) 1257+% = /5¢

Para resolver Equagoes Exponenciais como as do Exemplo (14), basta igualarmos
as bases utilizando-se as propriedades de poténcias e raizes. E, pelo fato da Funcao

Exponencial ser injetiva, ou seja, a > 0 e a # 1, podemos proceder assim

Tm Tn

a’™ =a" & T, = T,

Exemplo 15.
Resolvendo as FEquacgées Exponenciais do Exemplo (14) em R :
Resolugao de (a). Basta converter a equagao dada em uma igualdade de poténcias

de mesma base:
P =2M=3"=3= 1 =3.

Resolucao de (b). Utilizando-se das propriedades de poténcias, temos
2 Ay = 32 =
|3 =
1\" 32 N
2) 2

(273" = 16 =

27 = 2=
—3r = 4=

4

r = —=

3

Resolugao de (c). Utilizando-se das propriedades das poténcias e raizes, temos

125" = /b =
(5" = 52 =
56— 57 —
31 +6 = g:
br+12 = r—
ox = —12—=

12

xr = ——

5

2

r = —2—

5
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Para as proximas aplicacoes faremos uso de Equacoes Exponenciais bem similares
a do Exemplo (14), item b.

4.2.3 Aplicagoes da Funcao Exponencial no Ensino Médio

Vejamos alguns fenomenos que podem ser descritos por meio de uma Fungao Ex-
ponencial. Estas aplicagoes foram retiradas e adaptadas de Dante [5].

Aplicacao 1. (FMJ-SP) O nimero de bactérias de uma cultura, ¢ horas apos o
inicio de certo experimento, é dado pela expressao N (t) = 1200.2%%¢. Nessas condigoes,
quanto tempo apoés o inicio do experimento a cultura terda 38400 bactérias?

Solugao. Temos que

N(t) = 1200.2%*

Queremos descobrir para qual valor de ¢
N(t) = 38400
Igualando, temos

1200.2°4t = 38400 =

S04t _ 38400

1200
20 = 32—
20,4.t — 25:>

0,4t = H—=

t= 2 —
0,4

t = 12,5k

Portanto, a cultura tera 38400 bactérias ap6s 12 horas e 30 minutos, conforme Figura
4.3.

Aplicacao 2.

A PET (Positron Emission Tomography) é uma das melhores técnicas de tomografia
para obtenc¢ao de imagens do corpo humano, permitindo melhores defini¢oes de imagem
usando menos radiacao do que as demais técnicas. A radioatividade é um fenémeno
que ocorre em niucleos de dtomos instaveis por emitirem particulas e radiacoes. A

meia vida ou periodo de semi-desintegracao P é a medida de tempo na qual metade da
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Figura 4.3: Grafico da Aplicagdo 1. Crescimento populacional de bactérias com o

passar do tempo. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

quantidade do material radioativo se desintegra. E cada elemento quimico radioativo

tem um valor especifico para essa constante P. Sendo assim, a cada periodo de tempo

P, a quantidade de material radioativo reduz-se a metade da anterior, sendo possivel

relacionar a quantidade de material radioativo a qualquer tempo com a quantidade
I\N?

inicial por meio de uma Func¢ao Exponencial do tipo N(t) = Np. <§) , onde:

e N, representa a quantidade inicial do material radioativo;

e t representa o tempo decorrido; e

e P representa o valor da meia-vida do material radioativo em anéalise.

Com base nessas informacoes, resolva o problema:

Para a realizacao da Tomografia Computadorizada em um paciente, alguns ra-
diofarmacos devem ser injetados para facilitar a visualizacao das imagens do corpo
humano. Os isétopos mais usados nesses radiofarmacos sao: carbono-11, nitrogénio-
13, oxigénio-15 e o fluor-18, cujas meias-vidas sao respectivamente de 20, 10, 2 e 110
minutos. Como os is6topos usados tém meia-vida muito pequena, assim que um desses
isdtopos é obtido, restam poucos minutos para sintetizar o radiofarmaco e injeté-lo no

paciente. Calcule em quanto tempo uma amostra de carbono-11 se reduz a 25% do que
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era quando foi obtida.

Figura 4.4: Tomografia Computadorizada. Disponivel em [21].

Solucao. Utilizando a Funcao Exponencial fornecida no problema, temos que
t

P

1
N(t) = No. <§> . Devemos descobrir o tempo ¢ em que N(t) = 0,25N,. Levando em

conta que P, o periodo de meia-vida do carbono-11, ¢ de 20 minutos. Entao:

1\ 20
0,25N0 = No(ﬁ) -
1 1\
ZNO == No(ﬁ) )
Lo (0
4 \2
1\ 2 1\
(2) - () =
t
2 = — =
20
t = 40

Desta forma, sao necessarios 40 minutos para que uma amostra de carbono-11 se reduza

a 25% do que era quando foi obtida, conforme Figura 4.5.
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Figura 4.5: Grafico da Aplicacdo 2. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

4.2.4 Definigao de Logaritmo

Para historico inicial sobre os Logaritmos ver Revista Célculo [23] e também pelo
site da Universidade de Sao Paulo (USP) [22].

Dados os nuimeros reais positivos a e b, com a # 1, chama-se logaritmo de b na base
a, o numero real x, que deve ser o expoente de a para que a poténcia a” seja igual ao
ntimero b. Isto é,

log.b=r<a" =0

comb>0,a>0ea##l.
Onde:
e ) ¢ o logaritmando.
e ¢ ¢ a base do logaritmo.
e r ¢ o logaritmo, que nada mais é do que um niimero.
O conjunto de logaritmos na base 10 de todos os nimeros reais positivos é chamado

de sistema de logaritmos decimais ou de Brigges®. Nesse sistema de logaritmos omite-se

3Brigges (1536-1630): matematico inglés, primeiro a destacar as vantagens dos logaritmos de base
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a escrita da base 10, subentendendo-se que logb = = seja reconhecido como logaritmo

de b na base 10 ¢ igual a x.

4.2.5 Consequéncias da definigao de Logaritmo

Satisfeitas as condicoes de existéncia dos logaritmos, pode-se verificar que:
1. Quando o logaritmando for igual a 1, em qualquer base, o resultado seré a zero.
log,1 =0,
pois a® = 1.
2. Quando o logaritmando for igual & base, o resultado sera 1.
log,a =1,
pois a' = a.
3. Quando o logaritmando for uma poténcia da base, o resultado serd o expoente.
log,a™ =m,
pois log, a™ = q < a? = a™. Disto temos que ¢ = m = log, a™" = m.
4. Um numero real a elevado ao log, b é igual ao logaritmando do expoente.
alo%ab — p

pois a®* = b < log, b = z. Logo, se x = log, b, entao, substituindo em a* = b,

prova-se que a'°%a® = b,

5. Quando temos uma igualdade de dois logaritmos na mesma base, seus logarit-
mandos sao iguais.

log,b=1log,c&b=rc.

Vejamos:

10 como instrumento auxiliar dos célculos numéricos. Foi também ele quem publicou a primeira tadbua

de logaritmos de 1 a 1000, fato ocorrido em 1617.
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Se log, b =1 elog,c = s, ouseja, a” = b e a® = c, temos:
eb=c=a" =a"=r=5=log,b=log,c
elog,b=1log,c=r=s=a" =a°"=b=c.
Exemplo 16 (Consequéncias da Definigao).
Calcule:
(Z) 310g2 17.logz2 _ T

Das propriedades de poténcias e das consequéncias da definicao de logaritmo, temos

I = (310%3 2>1°g2 RN
J = 2log2 17 —_—
I = 17

logs7

(ii) 50°F) = 11

Das propriedades de poténcias e das consequéncias da definicao de logaritmo, temos

1 = 5(%) =
II = prlos’ —
= (37 =
II = 77 =

I = 7.

(iii) A1+10849 = ][

Das propriedades de poténcias e das consequéncias da definicao de logaritmo, temos

IIT = 4itoesd —
IIT = 44l —
I = 49 =
IIT = 36.

4.2.6 Propriedades Operatoérias dos Logaritmos

As propriedades demonstradas a seguir visam simplificar calculos com logaritmos,

especialmente nas aplicacoes feitas na Secao 4.2.11.
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Propriedade 1. (Logaritmo de um produto) O logaritmo de um produto é igual a

soma dos logaritmos dos fatores, na mesma base, ou seja
log,(b.c) = log,b+ log,c,
comb>0,c>0el#a>0

Demonstracao.

Sejam os logaritmos:

log,b=1r & b=ad (4.1)
log,c=s & c=a’ (4.2)
log,(b.c) =t < bec=d" (4.3)

Substituindo (4.1) e (4.2) em (4.3), temos:

ad=bec = a=d.a

add=ad" = t=r+s
Desta ultima igualdade, concluimos que

log,(b.c) = log,b+ log,c,

Exemplo 17 (Logaritmo de um produto).

(1) log, 15 = log,(3.5) =log, 3 +log, 5
(17)log 500 = log(5.100) = log 5 + log 100 = log 5 + 2

Propriedade 2. (Logaritmo de um quociente) O logaritmo de um quociente é igual
ao logaritmo do numerador menos o logaritmo do denominador, na mesma base, ou

seja
b
log,, (—) = log,b—log,c,
c

comb>0,c>0el#a>0



4.2. FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMICA 89

Sejam os logaritmos:

log,b=7r & b=a" 4.4
log,c=s & c=ad° (4.5)
b b,
log, (-] =t & -=a (4.6)
c c
Substituindo-se (4.4) e (4.5) em (4.6), temos:
at = b = d = @
c a’®

Desta tltima igualdade, concluimos que

b
log, (—) = log,b—log,c.
c

Exemplo 18 (Logaritmo de um quociente).
_ 1
(1) logy (1_6> = log,1—log, 16 =

1
| — = 0—-4
08y (16) —

1
| — = —A4.
0g9 (16>

g 9
(i7) log (m) = log9 — log 1000 =

9
1 — ) =1 — 3.
og 1000) 0g9—3

Propriedade 3. (Logaritmo de uma poténcia)

O logaritmo de uma poténcia é igual ao produto do expoente pelo logaritmo da base
da poténcia, ou seja

log, b™ = mn.log,D,

comb>0,1#a>0eneR.
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Demonstracao.

Seja o logaritmo:
log,b=r & b=ada". (4.7)
Elevando-se os dois membros da Equacao 4.7 ao expoente n, temos
b=d" =" = ()" = b"=d".
Logo, nr é o logaritmo de b™ na base a, isto é:
log, b" = nr. (4.8)
Substituindo r por log, b na Equagao 4.8, concluimos que

log, b" = n.log,b.

Exemplo 19 (Logaritmo de uma poténcia).

(i)logs 7 = 3.logs 7.

(ii)log V100 = log1007 =
1
log V100 = Z.1og100:>

1
log V100 = 1.2:>
1
log V100 = 3

4.2.7 Cologaritmo

Definigao 6 (Cologaritmo). Denomina-se cologaritmo de um nimero b na base a, com

b>0elz#a>0,ao oposto do logaritmo de b na mesma base a, ou seja:

1
log,, (E) = —log,b = colog,b.
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Justificativa:

1
log,, (5) = log, 1 —log,b

Mas sabemos de (4.2.5), item 1, que log, 1 = 0, logo
1
log,, (5) = 0—log,b =

1
log, (E) = —log,b =

1
log, (E) = cologyb,

pela Definigao 6.

4.2.8 Mudanca de Base

Para resolver equacoes ou simplificar expressoes logaritmicas é necessario aplicar
as Propriedades Operatorias (4.2.6), sendo que, os logaritmos devem estar na mesma
base. Para tal feito, vamos enunciar e demonstrar a Formula da Mudanca de Base.

Conhecendo os logaritmos numa base d, queremos escrevé-lo numa outra a. Assim
log, b= ——, (4.9)

comb>0,0<a#1le0<d#1.

Demonstracao.

Para demonstrar a Formula (4.9), considere
log,b=r & a" =0 (4.10)
Aplicando o logaritmo na base d em ambos os membros da Equagao (4.10), temos:
log,a" = log,b.
Usando a Propriedade 3 da Se¢ao (4.2.6), temos:

r.log;a = log,b =
log,; b

T = _—

log,a’
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Onde de (4.10) conclui-se que

log,; b
log, b i

log,a’

4.2.9 Logaritmo Neperiano ou Logaritmo Natural

Ha também o sistema de logaritmos neperianos — nome atribuido em homenagem
a John Napier?. A base desses logaritmos é o nimero irracional e = 2, 718281828....

Esse sistema também ¢ conhecido como sistema de logaritmo natural e tem grande
aplicacao no estudo de diversos fenomenos da natureza, ou seja, ¢ extremamente usado
nos problemas traduzidos por meio de Equacoes Diferenciais, como vistos no Capitulo

3. Sao denotados da seguinte forma
log, b =1Inb.

Coube ao matematico suico Leonhard Euler (1707-1783), o primeiro a designar e

X
provar que esse numero irracional é o resultado do limite de (1 + —) quando x cresce
x

1 xr
lim (1 + —) = e.
T—00 x

A seguir, mostraremos como determinar o niimero irracional e por meio de Juros

infinitamente. Ou melhor

Compostos.

Entre as bases a, de uma Func¢ao Exponencial f(z) = a®, com a > 1 por con-
vencao, destaca-se uma designada e. Este ntimero é irracional e tem aproximacao
e = 2,718281828..., como ja dissemos.

Utilizando-se dos conceitos de Juros Compostos, pode-se chegar a esse valor da
seguinte maneira.

Supondo-se que um banco pague 100% de juros ao ano em uma conta poupanca,
ao depositar R$1,00, depois de um ano o resgate sera de R$2,00.

Acrescentando-se 50% a cada seis meses, depois de um ano seu saldo sera:

(13)+3(173).

4John Napier (1550-1617): matemético escocés, autor do primeiro trabalho publicado sobre a

teoria dos logaritmos.
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Utilizando fator comum em evidéncia, temos:

(D)8 (3) -2

Logo, fazendo dois pagamentos por ano, ap6s um ano o resgate serd de R$2,25.
Compondo a aplicacao de R$1,00 trés vezes ao ano, apds trés pagamentos, o resgate

apds um ano sera

1+1 1+12— 1+13~237
3 3) 3) T

Analogamente, compondo sua aplicacdo de R$1,00 n vezes por ano, depois de um

<1+%)n. (4.11)

Desta forma, de acordo com o total de pagamentos por ano, é possivel de se prever

ano o resgate sera:

o quanto recebera apds um ano de aplicagdo. Veja a Tabela (4.1).

Se n for muito grande, o saldo ao final de um ano serd R$e reais. Tudo isso para
uma aplicacao inicial de R$1,00.

O numero irracional e também é chamado natural porque a composicao é continua
e nao depende de uma unidade particular de tempo.

Pode-se usar o Binomio de Newton para calcular e. Ou seja:

Hn(1>+n(n—1)%+n(n—1)(n—2)L+71(”—1>(”—2)<7”“3).i4 ot

1.2.3 ‘n? 1.2.34 nn’

—1 -2 -3
Para n razoavelmente grande, as fracoes: (n—=1) ~ (n—2) ~ (n—3) ~ 1.
n n n
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Pagamento Total
por ano apo0s 1 ano
1 (14 1)* = R$2,00
N2
2 (1 + 5) = R$2, 25
N
3 <1 + 5) ~ R$2,37
N\ ?
4 (1 + Z) ~ R$2,44
nN°
D <1 + S) ~ R$2,49
1 \ 10
100 (1 + F) ~ R$2,705
1\ 100
1 1+ — ~ R$2,718
000 ( + 1000> $2,

Tabela 4.1: Resgate apdés 1 ano de acordo com o niimero de pagamentos.
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Assim os termos de (4.11) podem ser escritos da seguinte forma:

It lra it by Ly Ly
DT TR TR TR TR TO TR

Se n cresce indefinidamente, o niimero e é dado por:

SIS S S S N NIl UL IS SIS S
= o T T s T o T T 100 T T

4.2.10 Funcgao Logaritmica

A funcao f : R} — R que associa a cada niimero real x > 0 o nimero real log, ,

com a > 0 e a # 1, é denominada de funcao logaritmica na base a e é indicada por

f(x) = log, .x

Assim, de acordo com a definicao de Fun¢ao Logaritmica:

e O dominio da funcao é D(f) = R%.

e O contradominio da fungao é CD(f) = R.

e A imagem da funcdo é Im(f) =R.

A medida que z — 0:

e Se a > 1 a funcao cresce lentamente.

e Se 0 < a <1 a funcao decresce lentamente.

Vamos analisar o comportamento da Func¢ao Logaritmica plotando seu grafico para
exemplos particulares. Temos dois casos a serem analisados.

1° Caso: Se a > 1 a Funcao Logaritmica é dita Crescente. Desta forma
1 < T9 &= loga r < loga To.

Exemplo 20. Considere a fungao f(z) = log, .
O grdfico de f(x) =logy,x € dado por (Ver Figura 4.6)

2° Caso: Se 0 < a < 1 a Funcao Logaritmica é dita Decrescente. Desta forma
1 < 29 & log, 1 > log, xs.

Exemplo 21. Considere a funcio f(z) = log% x.
O grdfico de f(x) = log1 2 € dado por (Ver Figura 4.7)
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eixo y

-10 - -

-14 1 | 1

eMo x

Figura 4.6: Funcao Logaritmica, a > 1. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

14 T T T T

axoy

Bix0 X

Figura 4.7: Funcao Logaritmica, 0 < a < 1. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo

autor.
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De acordo com Dante [5]:

Da Secao (4.2.1), sabe-se que a Funcdo Exponencial f : R — R%, f(z) = a7,

para qualquer nimero real positivo a # 1, ¢ uma bijecao entre R e R7, e que f tem a

seguinte propriedade:

f(xm"i‘xn) =

f(xp).f(z,) = a®™ % = a*™.a". (4.12)

B T
base:a>1 ——
4 base:a =1 — o
3 — —
2 - - - -
l - -
=
g of -
a1
-1 — -
-2 — -
-3 - -
-4 bissetriz d .
-5 ] | i| ] ]
-6 -4 2 0 2 4 ]
BiXO X

Figura 4.8: Fungoes Inversas:

Wxmaxima pelo autor.

O fato de

Exponencial e Logaritmica, a > 1. Fonte: Elaborado no

fiR — R%

z — a”

ser bijetiva garante que f é invertivel. Sua inversa ¢ a Funcao Logaritmica log, : R} —

R, que associa a cada nimero real positivo x ao nimero real log, z, com 0 < a # 1,

denominado logaritmo de z na base a. (Ver Figuras 4.8 e 4.9)

Observe que de (4.12), a sua inversa g(z) : R — R, é dada por g(z) = log, z, e

tem a propriedade

log,(xm.x,) = log, Ty + log, @,
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base:0<a<1

bissetriz

Figura 4.9: Fungoes Inversas: Exponencial e Logaritmica, 0 < a < 1. Fonte: Elaborado
pelo autor no Geogebra, com auxilio da académica em Matematica pela UFG Selma

Céu.

Desta forma, log, x é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o niimero

T, ou seja:

y=log,x < a’ = .

4.2.11 Aplicacoes das Fungoes Logaritmicas no Ensino Médio

Aplicacao 1. O ntmero de bactérias numa cultura, depois de um tempo t, é
dado por N = Ny.e™', em que Ny ¢ o ntimero inicial (quando ¢t = 0) e r é a taxa de
crescimento relativo. Em quanto tempo o numero de bactérias dobrari se a taxa de

crescimento continuo é de 5% por minuto?

Solucao. Pelo enunciado, o questionamento é: em quanto tempo N = 2., se
r=0,057
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Assim,
N = No.er't —
2N0 = ]\]0.60’05'1L —
9 — 005t
Aplicando In, temos
In2 = Ine®%

Pela Propriedade 3, Secao 4.2.6, temos

In2 = 0,05.t.In =
In2 = 0,05.t =

In 2
t = ——.
0,05
Temos que In2 ~ 0,6931, logo
. 0,6931
0,05
t = 13,8

Portanto, o nimero de bactérias dobrara em 13 minutos e 48 segundos. KEsses
calculos evidenciam também que o tempo nao depende do ntimero inicial de bactérias.
(Ver Figura 4.10)

Aplicacao 2. (Retirada integralmente de Dante [5]) (Vunesp) O corpo de uma
vitima de assassinato foi encontrado as 22 horas. As 22h 30min o médico da policia
chegou e imediatamente tomou a temperatura do cadaver, que era de 32,5°. Uma
hora mais tarde, tomou a temperatura outra vez e encontrou 31, 5°; a temperatura do
ambiente foi mantida constante a 16,5°C'. Admita que a temperatura normal de uma
pessoa viva seja 36, 5°C' e suponha que a lei matematica que descreve o resfriamento

do corpo é dada por
D(t) = Dy.2(72

em que t é o tempo em horas, Dy é a diferenca de temperatura do cadéver com o meio
ambiente no instante ¢t = 0, D(t) é a diferenca de temperatura do cadaver com o meio
ambiente num instante ¢t qualquer e a é uma constante positiva. Os dados obtidos pelo

médico foram colocados na tabela seguinte:
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100

14
8
pu
[%)
&
L1k}
L=
=]
0
E
Z

0

0

Figura 4.10: Grafico da Aplicacao 1. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.

20

30

Tempo em minutos (min)

40

50

Hora

Temperatura

do corpo (°C)

Temperatura

do quarto (°C)

Diferenca de

temperatura (°C)

t,, =7 || hora da morte 36,5 16,5 D(t,,) =20
t=20 22h 30min 32,5 16,5 D(0) = Dy = 16
t=1 23h 30min 31,5 16,5 D(1)=15
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Considere os valores aproximados log, 5 = 2,3 e log, 3 = 1,6, determine:
a) a constante «;

Solucao. Para t = 1, temos:

D(t) = D202 —
D(1) = Dy.272) —
15 = 162072 =
—2a = log, % pela Prop. 4.2.6, item 2, temos
—2a = logy15 —log, 16 =
—2a = logy3 +logy,b —4 =
4 —logy, 3 — log, 5

o = 9 .

Usando os valores fornecidos no enunciado, temos

4-1,6-2,3
2
a ~ 0,05.

o X

Assim, a ~ 0, 05.
b) a hora em que a pessoa morreu.

Solugao. Devemos determinar t,, quando D(t,,) = 20:

D(t,) = Dy272m) =
20 = 16.2(720tm) —

5
—2at,, = log, 1 pela Prop. 4.2.6, item 2, temos

o 2 —logy 5
"o 20
p 2—-2,3 N
" 2.(0,05)

ty, = —3.

Logo, a pessoa morreu ha aproximadamente 3 horas antes do médico da policia chegar
(t =0), isto é, aproximadamente as 22h 30min —3h=19h 30min. (Ver Figura 4.11)
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38 T T T T
36 - :
34
32
30
28
26
24

22 -

Temperatura em Graus Celsius (°C)

20 -

18 -

16 ] l ] ] ]
-10 0 10 20 30 40 a0

Tempo em horas (h)

Figura 4.11: Grafico da Aplicagao 2. Fonte: Elaborado no Wxmaxima pelo autor.



Capitulo 5

Consideracoes finais

Ao concluir este trabalho, nota-se que a Matematica se torna mais envolvente
quando trabalhada de forma contextualizada e interdisciplinar com as diversas areas do
conhecimentos como a Fisica, a Quimica, a Biologia, a Arte, a Historia, dentre outras.

Observamos que as Equacoes Diferenciais trata-se de uma poderosa ferramenta
no processo de modelagem mateméatica de situagoes didrias. Também destacamos
que apesar da parte teodrica ser bem pesada, fundamentada nos conceitos de Céalculo
Diferencial e Integral, Equacoes Diferenciais é uma disciplina extremamente funcional.

Mesmo em nivel superior, a disciplina de Equagoes Diferenciais nao deve ser mi-
nistrada somente com teorias carregadas de definicoes e demonstragoes, é necessario a
parte tebrica. Mas também é preciso permear entre seus conceitos de fundamentacao
tedrica com a infinidade de aplicagoes curiosas que esta disciplina traz dentro de si.

Isso faz com que o estudante universitario assista, na pratica, a teoria sendo aplicada.

A Matemdtica nao deve ser considerada importante simplesmente por
alguma definicao arbitrdria ou porque mais tarde ela poderd ser aplicada.
Sua tmportincia deve-se residir no fato de poder ser tao agraddvel quanto
interessante. Nessa nova forma de encarar a Matemdtica, a modelagem —
que pode ser tomada tanto como um método cientifico de pesquisa quanto
como uma estratégia de ensino-aprendizagem — tem se mostrado eficaz. A
modelagem matemdtica consiste na parte de transformar problemas da rea-
lidade em problemas matemdticos e resolvé-los interpretando suas solugoes
na linguagem do mundo real. (BASSANEZI, 2006)

103
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J& em nivel médio, os conceitos de Funcoes Exponencial e Logaritmica também
nao devem ser explorados de forma descomprometida com a realidade do aluno. Este
absorve muito mais os contetidos quando se contextualiza em uma situacio curiosa. E
essa interacao entre realidade do aluno e a sala de aula que o estimula a prosseguir seus
estudos sem deixar lacunas no aprendizado.

Diante de tudo, faz-se necesséario salientar que a Matematica nao deve ser tratada
como uma disciplina estanque e descomprometida com o processo ensino-aprendizagem,
como parece. Pelo contrario, esta matéria insere e instrumentaliza o individuo na

sociedade em busca de novos caminhos.
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