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Resumo

Este trabalho trata do Método de Indução Matemática, em especial, de seu uso com vistas

à solução de problemas geométricos. Inicialmente, são feitas algumas considerações acerca

da expressão �raciocínio indutivo�, cujo sentido, conforme apropriadamente explicado no

texto, difere do de �indução matemática�. É provada a proposição que garante o uso do

método com base em seu fundamento, a saber, o axioma de indução matemática (um

dos postulados que caracterizam os números naturais) e exibidos alguns exemplos de

sua utilização em Álgebra e Teoria dos Números. Em seguida, são exploradas algumas

aplicações do método de indução matemática à problemas de Geometria, seja para a

obtenção de uma medida geométrica em termos de outra(s), para a demonstração de uma

proposição que se insinua verdadeira, ou para a exibição das etapas de construção de uma

dada �gura.

Palavras-chave: Método de indução matemática. Demonstrações matemáticas. Proble-

mas de Geometria.



Abstract

This work deals with the Method of Mathematical Induction, in particular, its use with

a view to the solution of geometric problems. It initially some considerations are made

about the expression �inductive reasoning� whose it meaning, as appropriately must be

explained in the text, that di�ers from that of �mathematical induction�. We prove the

proposition that guarantees the use of the method based on its foundation, namely the

axiom of mathematical induction (one of the postulates that characterize the natural

numbers). It exhibited some examples of its use of Algebra and the Theory of Numbers.

And then, some applications of the method of mathematical induction to the problems

of Geometry are explored to obtain a geometric measure in terms of another(s), either

for the demonstration of a proposition that insinuates itself true, or for the stages of

construction of a �gure given.

Keywords: Method of mathematical induction. Mathematical demonstrations. Pro-

blems in Geometry.
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Introdução

Como seu próprio título indica, esta dissertação aborda o método de indução matemática,

com ênfase em suas aplicações à Geometria.

A principal razão pela qual escolhemos este tema para estudo foi nosso entusi-

asmo pelas chamadas demonstrações matemáticas1, estes atos de persuasão fundamenta-

dos em argumentações lógico-dedutivas, por meio dos quais nos convencemos de que um

fato matemático (uma proposição, um lema, um teorema, etc.) é válido.

Um episódio ocorrido quando ainda cursava o ensino médio me despertou a

curiosidade e o interesse pela necessidade de se justi�car uma a�rmação matemática (por

mais óbvia que esta possa parecer). Indagado sobre o porquê de o conjunto vazio ser

subconjunto de qualquer conjunto, meu professor de Matemática à altura respondeu-me:

�Embora não seja exatamente como lhe digo, você pode se convencer da verdade deste

fato bastando imaginar que, se eliminássemos deste conjunto todos os seus elementos, o

que �sobraria� seria o vazio em seu interior.� Apesar de, naquela ocasião, isto ter feito

algum sentido para mim, passei algum tempo questionando-me sobre a natureza desta

prova... Hoje, embora reconheça nesta passagem um ato de franqueza por parte de meu

antigo mestre, preocupado em esclarecer a dúvida que o lançava e, ainda, de modo a

ser compreendido, tenho convicção de que uma demonstração para o fato de que ∅ ⊂ A,

qualquer que seja o conjunto A, feita por redução ao absurdo, teria sido, por mim, naquele

momento, plenamente compreendida e, por isso mesmo, aceita.

Além do mencionado acima, entendo ser conveniente citar a leitura que �z

do artigo intitulado �Decorar é preciso, demonstrar também é�, de autoria de Gilberto

Garbi2, publicado há alguns anos na Revista do Professor de Matemática. Nele, o autor

1�Nenhuma investigação feita pelo homem pode ser chamada realmente de ciência se não puder ser

demonstrada matematicamente.� (Frase devida ao matemático, anatomista, botânico, inventor, cientista,

poeta e escultor, Leonardo da Vinci [1452�1519], um dos homens mais importantes do Renascimento.)
2Gilberto G. Garbi é engenheiro e autor dos livros A Rainha das Ciências e O Romance das Equações

Algébricas, publicados pela editora Livraria da Física. Seu artigo citado no texto pode ser consultado na

página eletrônica da Revista do Professor de Matemática, bastando para isso acessar o campo �Artigos

Publicados�.
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trata do (falso) dilema entre compreender e memorizar (ou decorar e entender), alertando-

nos para o fato de que o ideal seria que a compreensão precedesse a memorização, uma

não excluindo a outra. Expõe o autor, ainda, as razões pelas quais considera prejudicial

o enfoque utilitarista que, por vezes, é dado à Matemática, o que acaba por limitar o

raciocínio e, como consequência, por di�cultar a aquisição da capacidade de pensar de

forma genérica e abstrata, algo tão importante às pessoas realmente cultas.

Portanto, chegada a hora de decidir sobre o tema desta dissertação, dúvidas

não houveram. Em verdade, era apenas questão de se escolher a �melhor rota� a seguir,

no que as disciplinas Matemática Discreta e Aritmética (cursadas nos primeiros semestres

do mestrado) muito contribuíram, na medida em que nos expunham a importância e

utilidade do método de demonstração por indução matemática na prova de problemas

algébricos e aritméticos.

Os exercícios e problemas coligidos neste trabalho foram extraídos, em sua

maioria, dos pequenos, porém de inestimável valor educativo, livros Método de Inducción

Matemática e Inducción en la Geometría, da série Lecciones Populares de Matemáticas,

da Editora Mir. O segundo deles faz, ainda, conexões com outras áreas da Matemática

(além da Geometria), como a Teoria dos Grafos e a Combinatória, abordando problemas

sobre mapas geográ�cos e boa coloração de mapas, aqui não explorados. Nos exercícios

utilizo o símbolo � para marcar o �nal da demonstração, conquanto que, nos problemas,

o símbolo � é usado ao término da prova (intitulada por solução).

A seguir, é dada uma sucinta descrição de cada um dos dois capítulos em que

este trabalho está dividido.

Um explicação acerca das diferenças existentes entre os signi�cados das expres-

sões raciocínio indutivo e indução matemática, além de alguns exemplos de demonstrações

de problemas algébricos e aritméticos, realizadas com base no método de indução mate-

mática, são fornecidos no Capítulo 1. Seu objetivo é �preparar o terreno� para o capítulo

seguinte, que trata do uso da indução na Geometria.

O Capítulo 2 é o cerne desta dissertação. Nele, são exibidas algumas aplicações

do método de indução matemática feitas em problemas extraídos da Geometria. Foi

dividido em três seções, nas quais os problemas estão assim nomeados: problemas de

cálculo, de demonstrações e de construções geométricas. Para além de uma �simples�

compilação de exercícios-problema, este capítulo também se presta a apresentar diferentes
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modos de se aplicar o método de indução, de acordo como o tipo de problema geométrico

abordado. Além disso, os próprios problemas (em alguns casos, pelo menos) já haverão

de despertar interesse por si próprios, na medida em que solicitam de quem pretenda

resolvê-los (antes mesmo da aplicação da indução) boa dose de engenhosidade. Em alguns

deles (especi�camente, nos corolários), aliás, para sua resolução, não �zemos uso direto do

método de indução; a decisão de incluí-los no trabalho é devida ao fato de que, no processo

de busca da solução, são utilizados resultados que, por sua vez, foram demonstrados por

indução.

Por �m, deve ser salientado que este trabalho pretende ser capaz de indu-

zir professores e professoras (e a quem mais se ocupa de Matemática) a se apropriar

do método de indução matemática, compreendendo sua atuação indispensável na prova

de proposições que, de alguma forma, relacionam os números naturais, dominando suas

facetas e seus diversos modos de utilização (em particular, aqueles mais ligados à Geo-

metria, como os que aqui foram explorados) e, em sendo possível, criando condições para

que os estudantes (em especial, os da escola básica e aqueles dos primeiros períodos do

ensino universitário), desde logo, sejam postos em contato com esta elegante técnica de

demonstração matemática e impressionante forma de se, por assim dizer, lidar com o

in�nito!
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1 O método de indução matemática

1.1 Raciocínio indutivo

Denomina-se indução a todo raciocínio que compreende a passagem de proposições par-

ticulares a proposições gerais, com a peculiaridade de que a validade das últimas se de-

preende da validade das primeiras.

Exemplos de proposições (ou a�rmações) gerais são as seguintes:

� Todos são iguais perante a lei, sem distinção de qualquer natureza, garantindo-se

aos brasileiros e aos estrangeiros residentes no País a inviolabilidade do direito à

vida, à liberdade, à igualdade, à segurança e à propriedade, [. . . ] (Constituição

Federal, Capítulo I, artigo 5º).

� Em todo triângulo, o baricentro (ponto de intersecção das três medianas) divide

cada uma das medianas de tal modo que o maior segmento é o dobro do menor.

� Um número cuja soma dos algarismos é múltiplo de 9 é, ele próprio, múltiplo de 9.

Suas correspondentes proposições particulares encontram-se abaixo, na mesma ordem das

suas gerais:

� João, um maranhense, é igual perante a lei, a Francisco, um cearense.

� O baricentro G do triângulo ABC divide o segmento AM1 na razão AG
GM1

= 2, sendo

M1 o ponto médio do lado BC.

� 10008 é divisível por 9.

Entretanto, realizada com base apenas na veracidade de (alguns) casos parti-

culares, a �indução�1 nem sempre nos leva a conclusões verdadeiras.

1As aspas aí servem para sugerir que a palavra indução está sendo usado com o sentido de processo

de passagem de uma a�rmação particular à sua correspondente geral.
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Vejamos isto nas duas situações abaixo.

Situação 1

10008 é divisível por 9. (1.1.1)

Um número cuja soma dos algarismos é múltiplo de 9 é, ele próprio, múltiplo de 9.

(1.1.2)

Com base na A�rmação (1.1.1), obtivemos a A�rmação (1.1.2), que sabemos

ser verdadeira.

Situação 2

10008 é divisível por 9. (1.1.3)

Todos os números que começam com 1 e terminam com 8 são múltiplos de 9. (1.1.4)

Baseando-nos na Proposição Particular (1.1.3), chegamos à Proposição Geral

(1.1.4), inverídica, como sabemos.

O emprego do raciocínio indutivo em Matemática, especi�camente em situa-

ções envolvendo os números naturais, para que resulte em conclusão correta, deve, além

de se basear na veracidade de uma proposição particular (ou de proposições particula-

res), submeter-se a mais um teste, qual seja, a constatação de que a veracidade do que

se a�rma para um dado natural n acarreta a veracidade desta a�rmação para o natural

n + 1. Nisto consiste o método de indução matemática, fundamentado no princípio2 de

indução matemática.

Mas, antes de tratar do método e do princípio, vejamos alguns exemplos de

raciocínios em que, pretensamente, se aplica a indução corretamente.

Exemplo 1.1.1. Seja

Sn =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
,

onde n é um número natural (qualquer).

2Aqui, utilizo a palavra princípio como sinônimo de axioma. Embora não muito frequente na literatura

sobre o assunto, esta prática pode ser vista, por exemplo, em [7], página 2.
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Examinando os valores Sn para os primeiros 4 naturais, vemos que

S1 =
1

1 · 3
=

1

3
,

S2 =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
=

2

5
,

S3 =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
=

3

7
,

S4 =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+

1

7 · 9
=

4

9
.

Com base neste exame podemos a�rmar, então, que, para todo número natural

n, tem-se que

Sn =
n

2n+ 1
.

Exemplo 1.1.2 (Leibniz ). O notável matemático (jurista e �lósofo) alemão Gottfried

Wilhelm Leibniz demonstrou que n3−n é divisível por 3, n5−n é divisível por 5 e n7−n

é divisível por 7, para todo número natural n. A partir disso, concluímos que k é divisor

de nk − n, quaisquer que sejam o número ímpar k e o número natural n.

Analisemos, agora, a razão pela qual não são aceitáveis os raciocínios utilizados

nos dois exemplos anteriores (e daí porque o termo pretensamente, usado acima).

Em ambos os casos, chegamos à uma �conclusão� ou, em outras palavras,

enunciamos uma proposição geral, referente a qualquer n natural, tomando como base o

fato de que, em cada um deles, a proposição mostrou-se verdadeira para alguns valores

de n.

Entretanto, embora a veracidade de uma a�rmação possa ser constatada em

alguns de seus casos particulares, isto por si só não garante a conclusão de sua veracidade

�sempre�, ou seja, quando n assume todos os valores naturais. Portanto, ainda que haja

indícios de que se trata de uma a�rmação correta, é prematura sua conclusão com base

apenas em alguns de seus casos particulares.

Casualmente, no Exemplo 1, a proposição geral enunciada é verdadeira (a

justi�cativa será dada mais adiante); no entanto, no Exemplo 2, a proposição se mostra

falsa para n = 2 e k = 9, por exemplo, pois 9 não é divisor de 29 − 2 = 510.

Vejamos, a seguir, mais alguns exemplos de proposições corretas em vários

casos particulares, mas não no caso geral.

Exemplo 1.1.3. O trinômio n2 + n + 41, pelo qual Leonhard Euler interessou-se, para

n variando entre os naturais de 1 a 39, resulta um número primo. Seria de esperar, daí,
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que para os demais naturais n, a expressão n2 + n + 41 resultasse, também, um primo.

No entanto, é fácil ver que para n = 40 este trinômio é igual a 412, número composto.

E, claramente, se n = 41, tem-se também para o trinômio um número composto.

Exemplo 1.1.4. O matemático russo, Dimitri Grave conjecturou, no �m do século XIX,

que, para todo primo p, um número do tipo 2p−1 − 1 não é divisível por p2. Cálculos

diretos davam conta de que esta a�rmação era verdadeira para todos os números primos

menores do que 1000. Mas a hipótese de Grave revelou-se falsa com a descoberta, por W.

Meissner, em 1913, de que a congruência3

2p−1 ≡ 1 (mod p2)

é satisfeita4 para o primo p = 1093, o que signi�ca dizer que 21092−1 é divisível por 10932.

Exemplo 1.1.5. É possível obter um quadrado perfeito entre os números 991n2 + 1, ao

se fazer n = 1, 2, 3, . . .? A resposta é sim, embora o valor mínimo de n para o qual o

número 991n2 + 1 é um quadrado perfeito seja

n = 12 055 735 790 331 359 447 442 538 767.

Exemplo 1.1.6. Em quantas partes n planos, dispostos de tal modo que todos passem

por um mesmo ponto e não passem três por uma mesma reta, dividem o espaço? Levando

em conta que um plano divide o espaço em duas partes; dois planos com uma reta em

comum (e, portanto, com um ponto em comum) dividem o espaço em quatro partes; e três

planos, com algum ponto em comum e não passando todos por uma mesma reta, dividem

o espaço em oito partes, somos levados a conjecturar que, em geral, n planos dividem o

espaço em 2n partes distintas.

Entretanto, pode-se demonstrar5 que se An é o numero de partes em que n planos, pas-

sando todos por um mesmo ponto e não passando três por uma mesma reta, dividem o

espaço, então

An = n(n− 1) + 2.

O objetivo da exibição dos exemplos supracitados é prevenir quem quer que

seja de conclusões baseadas em analogias mal argumentadas.
3Um número primo p que satisfaz a congruência

2p−1 ≡ 1 (mod p2)

é chamado primo de Wieferich.
4Outro primo que cumpre a condição de Wieferich é p = 3511 (consultar referência [16]).
5A demonstração desta proposição pode ser encontrada na referência [3].

https://en.wikipedia.org/wiki/Wieferich_prime
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1.2 Indução matemática

1.2.1 Exemplo de demonstração por indução matemática

Posto que, ao se adicionar 1 ao inteiro positivo n, obtém-se o inteiro n + 1 (que é maior

do que n, uma vez que um número natural m é dito ser maior do que n quando existe

um natural p tal que n + p = m), não há número inteiro algum que seja o maior de

todos. Apesar disso, iniciando com o número 1, todos os inteiros positivos6 podem ser

alcançados, após um número �nito de operações de �somar 1�, passando sucessivamente

de n a n+1. Esta é a essência de um método de raciocínio que os matemáticos batizaram

de demonstração por indução ou método de indução matemática. Vejamos a aplicação

deste método, na demonstração da dupla desigualdade abaixo.

Proposição 1.2.1. Dado um natural qualquer n, tem-se que

12 + 22 + · · ·+ n2 <
(n+ 1)3

3
< 12 + 22 + · · ·+ (n+ 1)2. (1.2.1)

Demonstração. Inicialmente, representemos por P (n) a desigualdade da esquerda da ex-

pressão acima, isto é, consideremos

P (n) : 12 + 22 + · · ·+ n2 <
(n+ 1)3

3
.

Veri�cando diretamente a a�rmação P (n) para os primeiros três valores de n,

teremos que P (1), P (2) e P (3) são asserções verdadeiras, pois

P (1) : 12 <
23

3

P (2) : 12 + 22 <
33

3

P (3) : 12 + 22 + 32 <
43

3

Queremos mostrar que P (n) é verdadeira para todo natural n (induzidos pelo fato de que

a assertiva se veri�ca para os três primeiros casos iniciais). Iremos supor que a proposição

se veri�ca para um dado valor particular n = k > 1. Isto quer dizer que consideraremos

provada a a�rmação

P (k) : 12 + 22 + · · ·+ k2 <
(k + 1)3

3
,

6Aqui, serão considerados como números inteiros positivos os elementos do conjunto N = {1, 2, 3, . . .}.
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para um certo inteiro positivo k > 1. Agora, baseando-nos em P (k), provemos a corres-

pondente a�rmação para n = k + 1, a saber,

P (k + 1) : 12 + 22 + · · ·+ (k + 1)2 <
(k + 2)3

3
.

Adicionando (k + 1)2 a ambos os membros de P (k), obtemos

12 + 22 + · · ·+ k2 + (k + 1)2 <
(k + 1)3

3
+ (k + 1)2,

e, para obter P (k + 1) como consequência de P (k), é su�ciente mostrar que

(k + 1)3

3
+ (k + 1)2 <

(k + 2)3

3
,

o que resulta imediato a partir da igualdade

(k + 2)3

3
=
k3 + 6k2 + 24k + 8

3
=

(k + 1)3

3
+ (k + 1)2 + 15k +

4

3
.

Desse modo, mostramos que P (k + 1) é consequência de P (k), com k > 1

um natural arbitrário. Ademais, uma vez que já vimos que P (1) é verdadeira, podemos

concluir que P (2) é, também, verdadeira. E, sabendo que P (2) é verdadeira, concluímos

que P (3) é verdadeira, e assim sucessivamente. Portanto, considerando-se que cada in-

teiro positivo pode ser alcançado por meio deste processo (mencionado no início desta

subseção), concluímos que P (n) é verdadeira para todo natural n.

Fica, assim, provada a desigualdade da esquerda em (1.2.1). �

É claro que poder-se-ia mostrar a desigualdade da direita de modo análogo.

1.2.2 Princípio de indução matemática

Re�itamos, agora, acerca do modus operandi7 da demonstração anterior. Inicialmente, foi

provada a a�rmação P (n) para n = 1. Em seguida, demonstrou-se que se a a�rmação é

verdadeira para um dado inteiro positivo k, então é, também, verdadeira para o inteiro

positivo k+1. Finalmente, concluiu-se, a partir destas duas provas, que a a�rmação P (n)

é verdadeira para todo inteiro positivo n.

7Expressão em latim que signi�ca �modo de operação�. Utiliza-se para designar uma maneira de agir,

operar ou executar uma atividade seguindo sempre os mesmos procedimentos.
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Uma ilustração não-matemática da idéia de indução pode ser dada com o

seguinte exemplo. Imaginemos uma �leira de peças de um dominó indexadas consecutiva-

mente com os naturais e dispostas de tal modo que, se uma delas cai, digamos a assinalada

com o inteiro positivo k, choca-se com a peça seguinte, relativa ao número k + 1. Está

claro, então, o que deverá ocorrer se a peça número 1 for derrubada para trás. Aliás, o

mesmo deverá ocorrer no caso de se derrubar um peça qualquer, n0, por exemplo: todas

as peças indexadas com o natural n > n0 também cairão! Este exemplo ilustra o método

de indução matemática, o qual está descrito abaixo, de modo preciso.

88

87
86

85 8483828180797877767574737271706968676665 646362616059585756555453525150494847464544434241 4039383736353433323130292827262524232221201918171615141312111098765
4

3
2

1

Figura 1.1: Ilustração da idéia da indução matemática

Proposição 1.2.2 (Método de Indução Matemática). Seja P (n) uma a�rmação

referente a um inteiro positivo n. Concluímos que P (n) é verdadeira para todo n > n0,

com n0 ∈ N, quando ocorrem as duas condições abaixo:

(i) P (n0) é verdadeira.

(ii) Supondo P (k) verdadeira, com k > n0 inteiro positivo �xo, P (k + 1) é verdadeira.

Nos casos vistos acima, consideramos sempre n0 = 1. Mas, em Geometria, por

exemplo, as proposições relacionadas com polígonos quaisquer de n lados só fazem sentido

para n > 3.

A justi�cativa desta proposição é baseada no axioma abaixo, por vezes cha-

mado princípio de indução matemática.
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Axioma 1.2.1 (Princípio de Indução Matemática). Seja X ⊂ N um subconjunto

de naturais tal que:

(i) 1 ∈ X;

(ii) n + 1 ∈ X sempre que n ∈ X (isto é, para todo n ∈ X, n ∈ X ⇒ n + 1 ∈ X).

Assim, tem-se X = N.

Segue, então, uma demonstração do método de indução matemática, baseada

no princípio de indução matemática.

Demonstração (do Método de Indução Matemática). De�namos o conjunto

S := {m ∈ N;P (n0 − 1 +m) é verdadeira} .

Como, pela Condição (i), P (n0 − 1 + 1) = P (n0) é verdadeira, temos que 1 ∈ S. Por

outro lado, se m ∈ S, então P (n0−1+m) é verdadeira e, pela Condição (ii), teremos que

P (n0−1+(m+1)) é verdadeira. Logo, m+1 ∈ S e, pelo Axioma 1.2.1, tem-se que S = N.

Em consequência, temos que P (n) é verdadeira para todo n = n0 + 1, n0 + 2, . . . �

Não é sempre que a aplicação do método de indução matemática se atém

de modo rígido ao esquema da Proposição 1.2.2. É necessário, por vezes, supor que a

a�rmação em questão é verdadeira para números sucessivos (k−1 e k, por exemplo) para

então, a partir daí, provar-se sua veracidade para k+1. É claro que, neste caso, a primeira

parte do raciocínio consistirá em se constatar que a a�rmação é verdadeira para os dois

primeiros naturais para os quais esta faz sentido.

Ocorre, também, a necessidade de se provar, na segunda parte da demonstra-

ção, que uma dada a�rmação é verdadeira para o natural n supondo-a válida para todos

os naturais menores do que n.

1.3 Demonstrações por indução em Álgebra e em Teo-

ria dos Números

Dada a estreita relação existente entre o método de indução matemática e o conceito de

número, não é de estranhar o fato de ocorrer a maior parte de suas aplicações na Álgebra

e na Teoria dos Números. Algumas dessas aplicações são expostas a seguir.
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1.3.1 Identidades e problemas aritméticos

Exercício 1.3.1. Demonstre que a soma dos n primeiros números naturais, simbolizada

por S(n), é igual a
n(n+ 1)

2
, isto é,

S(n) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

Demonstração. Primeiro, constatemos a veracidade de S(n) para n = 1:

S(1) = 1 =
1(1 + 1)

2
.

A seguir, suponhamos que

S(k) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
,

para um dado natural k > 1. Assim, tem-se que

S(k + 1) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ k + (k + 1)

=
k(k + 1)

2
+ (k + 1)

=
(k + 1)(k + 2)

2

=
(k + 1)[(k + 1) + 1]

2
.

Portanto, de acordo com o método de indução matemática, concluímos

S(n) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
,

qualquer que seja n natural. �

Exercício 1.3.2. Calcule o valor da soma

Sn =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
,

onde n é um número natural (ver Exemplo 1.1.1).

Demonstração. Já vimos que

S1 =
1

3
, S2 =

2

5
, S3 =

3

7
e S4 =

4

9
.

A observação das somas acima sugere a hipótese de que Sn =
n

2n+ 1
, para todo natural

n. Recorramos, com vistas à sua comprovação, ao método de indução matemática.
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Esta hipótese é veri�cada para n = 1 (além de também o ser para n = 2, 3 e 4).

Suponhamos que a hipótese é verdadeira para n = k, com k > 1, isto é, que

Sk =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+

1

5 · 7
+ · · ·+ 1

(2k − 1)(2k + 1)
=

k

2k + 1
.

Demonstremos, então, que a hipótese é verdadeira também para n = k + 1, ou seja, que

Sk+1 =
k + 1

2k + 3
.

De fato,

Sk+1 =
1

1 · 3
+

1

3 · 5
+ · · ·+ 1

(2k − 1)(2k + 1)︸ ︷︷ ︸
k

2k+1

+
1

(2k + 1)(2k + 3)

=
k

2k + 1
+

1

(2k + 1)(2k + 3)

=
k(2k + 3)

(2k + 1)(2k + 3)
+

1

(2k + 1)(2k + 3)

=
2k2 + 3k + 1

(2k + 1)(2k + 3)

=
(k + 1)2 + k(k + 1)

(2k + 1)(2k + 3)

=
(k + 1)(2k + 1)

(2k + 1)(2k + 3)

=
k + 1

2(k + 1) + 1
.

Agora podemos a�rmar, baseando-nos no método de indução matemática, que

Sn =
n

2n+ 1
,

para todo natural n. �

Exercício 1.3.3. Dado que o produto 1 · 2 · 3 · . . . · n se indica por n!, calcule

Sn =
n∑
i=1

i · i! = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n!.

Demonstração. Para os primeiros 4 valores de Sn, tem-se que

S1 = 1 · 1! = 1 = 2!− 1

S2 = 1 · 1! + 2 · 2! = 5 = 3!− 1

S3 = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! = 23 = 4!− 1

S4 = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + 4 · 4! = 119 = 5!− 1.
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A partir da observação dos casos particulares de Sn supracitados, somos levados a nos

convencer de que

Sn = (n+ 1)!− 1,

qualquer que seja o natural n.

Procedamos à sua comprovação matemática.

Para n = 1, a hipótese está correta, pois

S1 = 1 · 1! = 1 = 2!− 1.

Agora, admitamos a veracidade da conjectura para um certo natural k > 1, ou seja,

suponhamos que

Sk = 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ k · k! = (k + 1)!− 1.

O que devemos mostrar agora é que

Sk+1 = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ k · k! + (k + 1) · (k + 1)! = (k + 2)!− 1.

E, de fato,

Sk+1 = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ k · k! + (k + 1) · (k + 1)!

= [(k + 1)!− 1] + (k + 1) · (k + 1)!

= (k + 1)! [1 + (k + 1)]− 1

= (k + 1)!(k + 2)− 1

= (k + 2)!− 1.

Fica, assim, provado que Sn =
n∑
i=1

i · i! = (n+ 1)!− 1, ∀n > 1. �

Exercício 1.3.4. Mostre que 7 é divisor de 23n − 1, para todo natural n > 1.

Demonstração. Para n = 1, tem-se que 23·1 − 1 = 7 = 7 · 1, um múltiplo de 7, portanto.

Será admitido, como hipótese de indução8, que 7 divide 23k− 1, para certo natural k > 1,

ou seja, que existe m ∈ N tal que

7m = 23k − 1.

8Suposição (ii), feita quando do enunciado da Proposição 1.2.2.
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Assim sendo, temos que

23(k+1) − 1 = 23 · 23k − 1

= (7 + 1) · 23k − 1

= 7 · 23k + 23k − 1

= 7 · 23k + 7m

= 7 · (23k +m),

o que nos diz que 7 é um divisor de 23(k+1) − 1, pois 23k +m ∈ N.

Logo, podemos a�rmar que 7 é divisor de 23n − 1, qualquer que seja o natural n > 1. �

1.3.2 Desigualdades e (outros) problemas algébricos

Exercício 1.3.5. Seja a proposição

P (n) : n+H1 +H2 + · · ·+Hn−1 = n ·Hn,

onde Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
. Prove que P (n) é verdadeira para todo n ≥ 2.

Demonstração. Se n = 2, então tem-se que 2 +H1 = 2 + 1 = 3 = 2 · 3
2
= 2 ·

(
1 +

1

2

)
, o

que nos diz que P (2) se veri�ca.

Suponhamos, agora, que P (n) seja verdadeira, ou seja, que

n+
n−1∑
i=1

Hi = n ·Hn,

para um certo n ∈ {2, 3, 4, . . . }; esta é, portanto, a hipótese de indução (H.I.) considerada.

Queremos mostrar que P (n+ 1) se veri�ca, isto é, que

(n+ 1) +
n∑
i=1

Hi = (n+ 1) ·Hn+1.

Assim, tem-se que

n+ 1 +
n∑
i=1

Hi = n+
n−1∑
i=1

Hi +Hn + 1
H.I.
= nHn +Hn + 1.

Agora, levando-se em conta que Hn+1 = Hn +
1

n+ 1
, temos que

nHn +Hn + 1 = nHn +Hn+1 −
1

n+ 1
+ 1

= nHn +
n

n+ 1
+Hn+1.
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Finalmente, sendo
n

n+ 1
= n

1

n+ 1

e colocando n em evidência, tem-se que

nHn +
n

n+ 1
+Hn+1 = n

(
Hn +

1

n+ 1

)
+Hn+1

= nHn+1 +Hn+1

= (n+ 1)Hn+1,

o que conclui a demonstração. �

Exercício 1.3.6. Demonstre, utilizando o método de indução matemática, que

cosx · cos 2x · cos 4x · . . . · cos 2n−1x =
sen 2nx

2n senx
,

para todo inteiro positivo n > 1 e todo real x 6= kπ, com k ∈ Z.

Demonstração. A igualdade trigonométrica em questão é verdadeira para n = 1, uma vez

que

cosx =
2 senx cosx

2 senx
=

sen 2x

2 senx
.

Agora, suponhamos a validade da proposição para um certo natural n = k > 1, ou seja,

admitamos que

cosx · cos 2x · . . . · cos 2k−1x =
sen 2kx

2k senx
.

Então, a proposição também é verdadeira para n = k + 1. Com efeito,

cosx · cos 2x · . . . · cos 2k−1x · cos 2kx =
sen 2kx · cos 2kx

2k senx

=
2 sen 2kx · cos 2kx

2 · 2k senx

=
sen 2k+1x

2k+1 senx
,

uma vez que, pela expressão do seno do arco duplo, temos

sen 2k+1x = 2 sen 2kx · cos 2kx.

Por �m, o método de indução matemática nos garante que

cosx · cos 2x · . . . · cos 2n−1x =
sen 2nx

2n senx
,

para todo natural n > 1 e todo real x 6= kπ, com k ∈ Z. �
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Exercício 1.3.7. Demonstre que

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
>

13

24
,

para todo número natural n > 1.

Demonstração. Inicialmente, indiquemos a desigualdade acima por Sn. Desse modo, tem-

se que S2 se veri�ca, posto que S2 =
1

3
+

1

4
=

7

12
>

13

24
.

Seja, então, Sk >
13

24
para certo inteiro positivo k > 1. Deve-se mostrar que, também,

tem-se Sk+1 >
13

24
.

Como

Sk =
1

k + 1
+

1

k + 2
+ · · ·+ 1

2k
e

Sk+1 =
1

k + 2
+

1

k + 3
+ · · ·+ 1

2k
+

1

2k + 1
+

1

2k + 2
,

comparando Sk e Sk+1, vemos que

Sk+1 − Sk =
1

2k + 1
+

1

2k + 2
− 1

k + 1
,

ou ainda,

Sk+1 − Sk =
1

2(2k + 1)(k + 1)
.

Assim, tem-se que Sk+1 > Sk, visto que o segundo membro da igualdade acima é um

número positivo, para qualquer k > 1. Finalmente, como Sk >
13

24
, pela propriedade

transitiva9 das desigualdades entre números reais, concluímos que Sk+1 >
13

24
, �nalizando

a demonstração. �

Exercício 1.3.8 (Desigualdade de Bernoulli). Prove que (1 + x)n > 1 + nx, para todo

natural n > 1, sendo 0 6= x > −1.

Demonstração. A desigualdade é verdadeira para n = 2, posto que 1 + 2x+ x2 > 1 + 2x

(x2 > 0 neste caso). Ademais, supondo que a desigualdade se cumpre para um dado

k > 1, isto é, que (1 + x)k > 1 + kx, tem-se que

(1 + x)k+1 > (1 + kx)(1 + x) = 1 + (k + 1)x+ kx2︸︷︷︸
>0

> 1 + (k + 1)x,

o que prova a desigualdade para todo natural n > 1 e 0 6= x > −1. �

9É uma das propriedades da relação de ordem x < y em R: se x < y e y < z, então x < z.
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2 Aplicações da indução matemática à

problemas de Geometria

Neste capítulo, procuro justi�car a razão de ser deste trabalho. Serão exibidas, ao longo de

suas seções (divididas pelo tipo de problema geométrico abordado), aplicações do método

de indução matemática à Geometria.

Evidenciar diferentes aspectos do método de indução matemática é o que há

de mais relevante neste capítulo. Além disso, é preciso dizer que é feita, ao longo deste

trabalho, uma distinção entre exercício e problema, com este signi�cando uma tarefa que

requer mais trabalho e, aquele, algo mais ou menos �rotineiro�.

2.1 Cálculo por indução

Problemas de Geometria relacionados com cálculo, com o �fazer contas�, na determinação

explícita de uma quantidade, de um comprimento, de um ângulo, de uma área, etc.,

assemelha-se em muito à aplicação mais natural do método de indução matemática, a

saber, em Teoria dos Números e em Álgebra.

Esta subseção dedica-se à eles e às suas soluções.

Problema 2.1.1. Calcule o lado a2n de um polígono regular de 2n lados, inscrito em uma

circunferência de raio R.

Solução. Se n = 2 (devemos �começar� com 2 pois, como sabemos, não há polígono

de 21 lados!), o polígono regular de 2n lados é um quadrado, cujo lado é a4 = R
√
2.

Empregando, agora, a fórmula de duplicação1

a2n+1 =

√
2R2 − 2R

√
R2 − a22n

4
,

1Ver a demonstração desta fórmula no apêndice A.1.
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encontramos

a8 = R

√
2−
√
2, no caso de um octógono regular,

a16 = R

√
2−

√
2 +
√
2, no caso de um polígono regular de 16 lados e

a32 = R

√
2−

√
2 +

√
2 +
√
2, no caso de um polígono regular de 32 lados.

Com isso, somos levados a crer que, para n > 2, o lado de um polígono regular de 2n

lados é

a2n = R

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−2 radicais

. (2.1.1)

Suponhamos agora que, em uma circunferência de raio R, o lado a2n de um

polígono regular de 2n lados é dado pela igualdade (2.1.1).

Desse modo, baseando-nos na fórmula de duplicação referida acima, temos que

a2n+1 =

√√√√√√√√
2R2 − 2R

√√√√√√√
R2 −R2

2−

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−2 radicais

4

=

√√√√√√√√√
2R2 − 2R

√√√√√√√√4R2 −R2

2−

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−2 radicais


4

= R

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 radicais

,

o que nos permite concluir que o lado a2n de um polígono regular de 2n lados, inscrito em

uma circunferência de raio R, é expresso mediante a fórmula (2.1.1), para todo natural

n > 2. �

Observação 2.1.1. Deduz-se, a partir da igualdade (2.1.1), que o comprimento C de uma

circunferência de raio R é o limite

lim
n→∞

2nR

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−2 radicais
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e, já que C = 2πR, também podemos deduzir que

π = lim
n→∞

2n−1

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−2 radicais

,

ou ainda, que

π = lim
n→∞

2n

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 radicais

.

A a�rmação a seguir é um corolário do problema anterior (e nos dá outro modo

de expressar o número π como um limite).

Corolário 2.1.1 (do Problema 2.1.1). O número π é o limite do quociente

2√
1

2

√√√√1

2

(
1 +

√
1

2

)√√√√1

2

(
1 +

√
1

2

(
1 +

√
1

2

))
. . .

,

quando a quantidade de fatores (expressos pelas raízes quadradas) cresce inde�nidamente.

(A regra que determina estes fatores é a sugerida pelos três primeiros, escritos explicita-

mente acima.)

Solução. Para provar que o limite do quociente acima é igual a π, considerar-se-á S2n a

área de um polígono regular de 2n lados, inscrito em uma circunferência de raio R, h2n

seu apótema2 e, em seguida, será determinada a razão
S2n

S2n+1

.

Fazendo-se uso da igualdade (2.1.1), pode-se concluir que

h2n =

√
R2 − a22n

4
=
R

2

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−2 radicais

e que S2n é igual à soma das áreas de 2n triângulos isósceles de base a2n e altura h2n , os

quais preenchem o polígono de 2n lados em questão. Assim, tem-se que

S2n = 2n
(
a2nh2n

2

)

= 2n−2R2

√√√√
2−

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2 +
√
2︸ ︷︷ ︸

n−3 radicais

= 2n−2 ·R · a2n−1 .

2Apótema de um polígono regular é o segmento de reta com extremidades no centro do polígono e no

ponto médio de um de seus lados.
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É claro que, neste caso, para que o raciocínio faça sentido, deve-se ter n > 3. As consi-

derações a seguir dizem respeito, portanto, a polígonos cuja quantidade de lados é uma

potência de 2 maior do que 4.

Então, com substituições convenientes, tem-se que

S2n

S2n+1

=
2n−1a2nh2n

2n−1Ra2n
=
h2n

R
.

Mas
h2n

R
é exatamente o cosseno da metade do ângulo central de um polígono regular de

2n lados, inscrito em uma circunferência de raio R, isto é,

h2n

R
= cos

360◦

2n

2
= cos

180◦

2n
,

donde conclui-se que
S2n

S2n+1

= cos
180◦

2n
. Daí, segue que

S8

S16

· S16

S32

· . . . · S2n−1

S2n
= cos

180◦

8
· cos 180

◦

16
· . . . · cos 180

◦

2n−1
.

Além disso, tem-se também que
S4

S8

=
2R2

2R2
√
2

=

√
2

2
= cos 45◦ = cos

180◦

4
. Logo,

podemos escrever que

S4

S2n
=
S4

S8

· S8

S16

· S16

S32

· . . . · S2n−1

S2n

= cos
180◦

4
· cos 180

◦

8
· cos 180

◦

16
· . . . · cos 180

◦

2n−1
.

Finalmente, dado que a área πR2 de um círculo de raio R é igual ao limite de S2n quando

n cresce sem cota, isto é, que

πR2 = lim
n→∞

S2n ,

tem-se que

2

π
=

2R2

πR2
=

lim
n→∞

S4

lim
n→∞

S2n
= lim

n→∞

S4

S2n
= lim

n→∞

(
cos

180◦

4
· cos 180

◦

8
· . . . · cos 180

◦

2n−1

)

e, fazendo-se uso do fato de que, para qualquer 0 6 x <
π

2
, a igualdade cos x

2
=
√

1+cosx
2

é verdadeira, segue que

π =
2

lim
n→∞

(
cos

180◦

4
· cos 180

◦

8
· cos 180

◦

16
· . . . · cos 180

◦

2n−1

)
= lim

n→∞

2√
1

2

√√√√1

2

(
1 +

√
1

2

)√√√√1

2

(
1 +

√
1

2

(
1 +

√
1

2

))
. . .

,

como queríamos mostrar. �
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Problema 2.1.2. Dado um polígono regular de 2n lados, com perímetro P , indique uma

igualdade que permita calcular o raio rn, da circunferência nele inscrita, e o raio Rn, da

circunferência à ele circunscrita, em termos do perímetro P .

Solução. Para o quadrado de perímetro P , temos que r2 =
P

8
e R2 =

P
√
2

8
.

A seguir, trataremos de determinar um modo de, a partir dos raios rn e Rn das circun-

ferências inscrita em e circunscrita a, respectivamente, um polígono regular de 2n lados,

de perímetro P , os raios rn+1 e Rn+1 das circunferências correspondentes a um polígono

regular de 2n+1 lados, de mesmo perímetro P . Para isto, consideremos AB o lado de um

polígono regular de 2n lados de perímetro P , o ponto O seu centro, C o ponto médio do

arco AB
_

e D o ponto médio da corda AB (ver Figura 2.1). Ademais, seja EF o segmento

de reta que une os pontos médios dos lados AC e BC, respectivamente, do triângulo ABC

e G, o ponto médio de EF .

O

C

A B

E F

D

G

Figura 2.1: Polígono regular de 2n lados, de perímetro P , e sua corda AB

Com isso, temos que EF é o lado de um polígono regular de 2n+1 lados inscrito

na circunferência de raio OE, visto que, com base em consequências da construção acima,

ÊOF = ÊOC + F̂OC

=
1

2
ÂOC +

1

2
B̂OC

=
1

2
ÂOB.

Acima, foi utilizada a mesma notação para expressar um ângulo e sua medida. Assim,

sendo α a medida do ângulo ÂOB, escrever-se-á simplesmente ÂOB = α.

Além disso, como os triângulos ABC e EFC são semelhantes, com razão de

semelhança do segundo para o primeiro igual a
1

2
, o perímetro deste polígono é igual a

2n+1EF = 2n+1AB

2
= 2nAB,

isto é, igual a P .
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Portanto, tem-se que rn+1 = OG e Rn+1 = OE. Além disso, da igualdade

OC−OG = OG−OD (de fácil constatação), ou, noutros termos, de Rn−rn+1 = rn+1−rn,

temos que

rn+1 =
Rn + rn

2
. (2.1.2)

E como, a partir do triângulo retângulo OEC, é verdadeira a igualdade OE
2
= OC ·OG,

isto é, R2
n+1 = Rn · rn+1, temos que

Rn+1 =
√
Rn · rn+1. (2.1.3)

Agora, de posse das duas igualdades em destaque acima, providenciemos um

modo de se conjecturar a �fórmula fechada� para a determinação dos raios rn e Rn das

circunferências inscrita e circunscrita, respectivamente, correspondentes a um polígono

regular de 2n lados, de perímetro P .

Para os primeiros três valores inteiros de n, maiores do que 1, temos:

� n = 2:

r2 =
P · 1
8

e R2 =
P
√
2

8

� n = 3:

r3 =
P · (1 +

√
2)

16
e R3 =

P
√
2
√

2 +
√
2

16

� n = 4:

r4 =
P · (1 +

√
2 +
√
2
√

2 +
√
2)

32
e R4 =

P
√
2
√

2 +
√
2

√
2 +

√
2 +
√
2

32

As três observações acima não deixam dúvidas acerca de qual deve ser nossa hipótese:

sendo n > 2 um inteiro positivo, os raios rn e Rn em questão devem ser dados por

rn =
P

2n+1
·

 1 +
√
2 +
√
2

√
2 +
√
2 + · · ·+

n−2 fatores︷ ︸︸ ︷
√
2

√
2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 parcelas


e

Rn =
P

2n+1
·

√2√2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 fatores

.
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Usaremos indução sobre n > 2. É fácil constatar que a hipótese se veri�ca quando n = 2.

Agora, supondo válida nossa hipótese para um dado número natural n > 2 e, com base

na igualdade (2.1.2), temos que

rn+1 =
1

2
· P

2n+1
·

√2√2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 fatores

+

1

2
· P

2n+1
·

 1 +
√
2 +
√
2

√
2 +
√
2 + · · ·+

n−2 fatores︷ ︸︸ ︷
√
2

√
2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 parcelas



=
P

2n+2
·

 1 +
√
2 +
√
2

√
2 +
√
2 + · · ·+

n−1 fatores︷ ︸︸ ︷
√
2

√
2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n parcelas

.
Finalmente, para provar a expressão referente à Rn+1 suporemos que é verdadeira a hi-

pótese aventada para Rn e, utilizando a igualdade (2.1.3), teremos que

Rn+1 =

√√√√√√ 2 · P
2 · 2n+1

·

√2√2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 fatores

 ·
√√√√√√√√ P

2n+2
·

 1 +
√
2 +
√
2

√
2 +
√
2 + · · ·+

n−1 fatores︷ ︸︸ ︷
√
2

√
2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n parcelas



=
P

2n+2
·

√2√2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n fatores

.
A igualdade acima deve deixar claro a razão pela qual o termo �fora do radical�

é igual a P
2n+2 . Além disso, o segundo fator do produto acima vem de se provar a igualdade

√
2 · . . . ·

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n−1 fatores

·

 1 + · · ·+

n−1 fatores︷ ︸︸ ︷
√
2

√
2 +
√
2 . . .

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2︸ ︷︷ ︸

n parcelas

 =

(
2 +
√
2
)
·
(
2 +

√
2 +
√
2

)
· . . . ·

(
2 +

√
2 +

√
2 + · · ·+

√
2

)
︸ ︷︷ ︸

n−1 fatores

,

o que pode ser alcançado fazendo-se uso, uma vez mais, do método de indução matemática

sobre n.

Desta feita, �ca demonstrado o que se queria. �
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Problema 2.1.3. Determine a soma dos ângulos internos de um polígono de n lados, não

necessariamente convexo.

Solução. A soma dos ângulos internos de um triângulo (qualquer) é igual a 180◦. E, uma

vez que todo quadrilátero pode ser divido em dois triângulos (vide Figuras 2.2 e 2.3), a

soma dos ângulos internos de qualquer quadrilátero é igual a (4− 2) · 180◦ = 360◦.

Suporemos, a seguir, que a soma dos ângulos internos de um polígono qualquer de k lados,

com k < n, é igual a (k− 2) · 180◦, consideraremos um polígono qualquer de n > 3 lados,

A1A2 . . . An, e, por �m, mostraremos que a soma dos ângulos internos de um polígono de

n lados resulta igual a (n− 2) · 180◦.

A D

C

B

Figura 2.2: Quadrilátero convexo

A B

C

D

D C

B

A

Figura 2.3: Quadrilátero não-convexo

Antes, porém, demonstremos que em todo polígono existe uma diagonal3 que o

divide em dois polígonos de menor número de lados (se o polígono em questão é convexo,

esta a�rmação é, evidentemente, verdadeira). Consideremos, pois, três vértices sucessivos,

A, B e C, de um polígono de n lados. A seguir, tracemos, a partir do vértice B e até

intersectar o contorno do polígono, todas as semirretas possíveis de ser traçadas de tal

modo que a região interna do ângulo ÂBC �que completamente preenchida (as Figuras 2.4

e 2.5 exibem ÂBC como um ângulo agudo, pois isto não acarreta perda de generalidade

ao raciocínio).

3Diagonal de um polígono (convexo ou não) é um segmento de reta com extremos em dois vértices

não-adjacentes deste polígono. Notemos que a diagonal de um polígono não-convexo pode �atravessá-lo�

e pode �estar fora dele� (como a diagonal BD da Figura 2.3).
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B

A
C

Figura 2.4: Diagonal AC

B

A

M

C

Figura 2.5: Diagonal BM

Assim sendo, dois são os casos que podem se apresentar:

(I) Todas as semirretas terminam em um mesmo lado do polígono (vide Figura 2.4).

Neste caso, a diagonal AC divide o tal polígono em um triângulo e em um polígono

de n− 1 lados.

(II) Nem todas as semirretas terminam em um mesmo lado do polígono (vide Figura

2.5). Neste caso, uma das semirretas irá passar por um vértice M do polígono, de

modo a que a diagonal BM o divida em dois polígonos, cada um dos quais possuidor

de uma quantidade de lados menor do que n.

Agora, em prosseguimento à demonstração da proposição principal do problema, conside-

remos A1A2 . . . An um polígono qualquer de n lados e nele tracemos a diagonal A1Ak, que

o divide no polígono A1A2 . . . Ak, de k lados, e no polígono AkAk+1 . . . An, de n + 2 − k

lados. Mas, segundo a hipótese admitida, as somas dos ângulos internos do polígono de

k lados e do polígono de n + 2 − k lados (ambos polígonos com menor número de lados

do que o n-ágono) são iguais a (k− 2) · 180◦ e [(n+ 2− k)− 2] · 180◦, respectivamente, e,

desse modo, ter-se-á que a soma dos ângulos internos de A1A2 . . . An será igual a

(k − 2) · 180◦ + [(n+ 2− k)− 2] · 180◦ = (n− 2) · 180◦,

donde concluímos que nossa proposição é verdadeira, qualquer que seja n > 3 natural. �

Observação 2.1.2. Notemos que esta demonstração não fez uso do modo, talvez mais

frequente e natural, do método de indução matemática, qual seja, aquele em que a hipótese

de indução é referente a um natural dado e �xo. Aqui, considerou-se que a a�rmação é

verdadeira para todo número natural k menor do que o natural n e, em seguida, provou-se

a veracidade da proposição para n.
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2.2 Demonstração por indução

Esta seção está dedicada a exemplos de aplicação do método de indução matemática à

demonstração de teoremas de natureza geométrica. Em contraposição à seção anterior,

em que havia a necessidade de, primeiro, realizar-se algumas observações sobre um dado

resultado, nesta serão conjecturados certos fatos geométricos, sem que nada seja dito a

respeito de sua veracidade em casos particulares.

Neste sentido, o Problema 2.1.3, por exemplo, poderia ter sido enunciado as-

sim: demonstre que a soma dos ângulos internos de um polígono qualquer de n lados é

igual a (n− 2) · 180◦. Exemplos desta natureza estão postos nesta seção.

Problema 2.2.1. Demonstre que é possível dividir n quadrados em �pedaços� tais que

seja possível formar um novo quadrado com estes mesmos pedaços.

Solução. Se n = 1, não há necessidade alguma de demonstração. Portanto, trataremos

de demonstrar o problema considerando n > 2. Sejam, portanto, x e y, com x > y, os

lados de dois quadrados dados ABCD e A1B1C1D1, respectivamente. Então, tomemos,

nos lados do quadrado ABCD, de lados iguais a x (ver Figura 2.6), os segmentos AM ,

BN , CP e DQ, tais que

AM = BN = CP = DQ =
x+ y

2
,

�cortando-o� em seguida segundo as retas MP e NQ. Não é difícil concluir que estas

retas são perpendiculares e intersectam-se no centro do quadrado ABCD, dividindo-o em

quatro pedaços iguais entre si.

A

D C

B

C1

B1A1

D1

Q

M

N

P

O
x

y

Figura 2.6: Quadrados ABCD e A1B1C1D1
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Agora, juntando estes pedaços ao quadrado A1B1C1D1 (conforme indicado na

Figura 2.7), a �gura obtida também será um quadrado (já que os ângulos de vértices em

M1, P1, Q1 e N1 serão ângulos rasos, os ângulos de vértices em A2, B2, C2 e D2 serão

retos e A2B2 = B2C2 = C2D2 = D2A2. Provamos, com isso, que a proposição em questão

é verdadeira para n = 2.

A1

D1

C1

B1

M1

Q1

A2

D2

B2

C2

N1

P1

Figura 2.7: Quadrado A2B2C2D2

Agora, suponhamos que a proposição em questão é verdadeira para o caso em que se tem

n quadrados e consideremos os n+1 quadrados quaisquer Q1, Q2, . . . , Qn, Qn+1. Conforme

demonstramos acima, é possível, a partir da divisão em pedaços de um entre dois quaisquer

destes quadrados (Qn e Qn+1, por exemplo) e da junção dos pedaços obtidos ao segundo,

formar um outro quadrado, Q′. Além disso, segundo a hipótese de indução, os n quadrados

Q1, Q2, . . . , Qn−1, Q
′ podem ser decompostos em pedaços que permitam formar um novo

quadrado.

Como, por �m, conseguiu-se utilizar os n+1 quadrados para se obter um novo quadrado,

damos por concluída a demonstração. �

Problema 2.2.2. Seja ABC um triângulo qualquer. Traçam-se, a partir do vértice C,

n − 1 retas, CM1, CM2, . . . , CMn−1, que o dividem em n triângulos menores, a saber,

os triângulos ACM1,M1CM2, . . . ,Mn−1CB. Sejam r1, r2, . . . , rn os raios das circunferên-

cias inscritas nestes triângulos. Sejam, ainda, ρ1, ρ2, . . . , ρn os raios das circunferências

exinscritas4 nestes triângulos (cada uma das quais inscrita no ângulo C do triângulo cor-

respondente, como mostra a Figura 2.8). Por �m, sejam r e ρ os raios das circunferências

inscrita e exinscrita, respectivamente, no próprio triângulo ABC. Prove que

r1
ρ1
· r2
ρ2
· . . . · rn

ρn
=
r

ρ
.

4Exinscrita é o nome dado a uma circunferência tangente a um dos lados de um triângulo e às retas

que contém seus outros dois lados.
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r1
r2

ρ1

ρ2

A B

C

M1 M2

Figura 2.8: Triângulos ACM1, . . . ,Mn−1CB e suas circunferências inscritas e exinscritas

Solução. Inicialmente, representemos por S a área do triângulo ABC e por p, seu se-

miperímetro, isto é, se BC = a, AC = b e AB = c são as medidas dos seus lados,

então p =
a+ b+ c

2
. Como é bem sabido, S = pr. De outro lado, se O é o centro da

circunferência exinscrita no triângulo ABC (ver Figura 2.9), então temos que

S = S4OAC + S4OCB − S4OAB

=
bρ

2
+
aρ

2
− cρ

2

=
(a+ b+ c− 2c)ρ

2

= (p− c)ρ,

e, em consequência, pr = (p− c)ρ, ou ainda,

r

ρ
=
p− c
p

.

Além disso, da Trigonometria, temos as igualdades5 abaixo

tg
Â

2
=

√
(p− b)(p− c)
p(p− a)

e tg
B̂

2
=

√
(p− a)(p− c)
p(p− b)

, (2.2.1)

donde resulta que

tg
Â

2
· tg B̂

2
=

√
(p− b)(p− c)
p(p− a)

· (p− a)(p− c)
p(p− b)

=
p− c
p

=
r

ρ
.

(2.2.2)

5As igualdades trigonométricas em questão encontram-se justi�cadas no apêndice A.2.
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A B
c

C

b a

O

ρ

ρ
ρ

Figura 2.9: Circunferência exinscrita no triângulo ABC

De posse destas importantes observações preliminares, efetivemos a demons-

tração do teorema proposto. Constatemos, pois, a veracidade da proposição para n = 2,

isto é, para o caso em que o triângulo ABC �ca divido em dois triângulos, a saber, ACM

e MCB.

Das fórmulas (2.2.1), resulta que

r1
ρ1
· r2
ρ2

= tg
Â

2
· tg ĈMA

2
· tg ĈMB

2
· tg B̂

2

= tg
Â

2
· tg ĈMA

2
· tg 180◦ − ĈMA

2︸ ︷︷ ︸
1

· tg B̂
2

= tg
Â

2
· tg B̂

2

=
r

ρ
.

Acima, o produto entre as fatores centrais é igual a 1 em vista de serem complementares

os ângulos ĈMA
2

e 180◦−ĈMA
2

e, em consequência, serem recíprocos os números tg ĈMA
2

e

tg 180◦−ĈMA
2

.

Suponhamos, agora, que a proposição a ser provada é verdadeira quando se

tem n − 1 retas. Em seguida, tomemos n retas CM1, CM2, . . . , CMn que dividem o

triângulo ABC em n + 1 triângulos menores, quais sejam ACM1,M1CM2, . . . ,MnCB.

Considerando dois quaisquer destes triângulos, digamos ACM1 e M1CM2, temos que

r1
ρ1
· r2
ρ2

=
r12
ρ12

,

onde r12 e ρ12 são os raios das circunferências inscrita e exinscrita no triângulo ACM2

(a justi�cativa deste fato se baseia no que já foi provado acima). Finalmente, em con-
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sequência da hipótese feita, para os n triângulos ACM2,M2CM3, . . . ,MnCB cumpre-se

a igualdade
r12
ρ12
· r3
ρ3
· . . . · rn

ρn
· rn+1

ρn+1

=
r

ρ

e, como consequência,
r1
ρ1
· r2
ρ2
· r3
ρ3
· . . . · rn

ρn
· rn+1

ρn+1

=
r

ρ
,

pelo que concluímos a demonstração. �

Como consequência imediata do teorema relativo ao Problema 2.2.2, tem-se a

seguinte proposição.

Corolário 2.2.1 (do Problema 2.2.2). Sejam CM e CM ′ duas retas que dividem de dois

modos um dado triângulo ABC em dois pares de triângulos: ACM,CMB e ACM ′, CM ′B.

Sejam, ainda, r1, r2 e r′1, r
′
2 os raios respectivos das circunferências inscritas nestes dois

pares de triângulos. Se r1 = r′1, então r2 = r′2 (e propriedade análoga se cumpre em se

tratando dos raios das circunferências exinscritas).

Solução. Para a prova deste corolário, serão usadas as notações relativas ao Problema

2.2.2 e a �gura abaixo, que irá auxiliar nosso raciocínio.

A B

C

M

ED

ρ

r

h− 2r

h

Figura 2.10: Triângulo ABC, auxiliar na demonstração do corolário 2.2.1

Sendo o segmento DE paralelo ao lado AB do triângulo ABC e tangente à

circunferência a ele inscrita, tem-se que os triângulos ACM e ADE são semelhantes6 e,

6Como é bem sabido, se a razão de semelhança entre dois triângulos é k, então a razão entre lados

homólogos é k, a razão entre os raios das circunferências inscritas, circunscritas e exinscritas é k e, em

geral, a razão entre dois elementos lineares (quaisquer) homólogos é k.
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portanto, que

r

h− 2r
=
ρ

h
⇒ r

ρ
=
h− 2r

h
,

onde h 6= 0 é a altura do triângulo ACM , relativamente ao vértice C.

Daí, com base na demonstração do problema anterior, temos que(
h− 2r1

h

)(
h− 2r2

h

)
=
r

ρ
=

(
h− 2r′1

h

)(
h− 2r′2

h

)
.

Finalmente, supondo verdadeira a igualdade r1 = r′1, temos que(
h− 2r1

h

)(
h− 2r2

h

)
=

(
h− 2r1

h

)(
h− 2r′2

h

)
=⇒

h− 2r2
h

=
h− 2r′2

h
=⇒

1− 2r2
h

= 1− 2r′2
h

=⇒

r2 = r′2.

A demonstração da propriedade análoga referente aos raios ρ1, ρ2 e ρ′1, ρ
′
2 das circunfe-

rências exinscritas aos triângulos ACM,CMB e ACM ′, CM ′B, nessa ordem, é feita de

forma completamente similar à demonstração realizada acima, com base na proporção

ρ

h+ 2ρ
=
r

h
,

donde se deduzem as igualdades(
1 +

2ρ1
h

)(
1 +

2ρ2
h

)
= 1 +

2ρ

h
=

(
1 +

2ρ′1
h

)(
1 +

2ρ′2
h

)
e, �nalmente, a igualdade ρ2 = ρ′2 entre os raios das circunferências exinscritas correspon-

dentes (supondo, por hipótese, que ρ1 = ρ′1). �

Problema 2.2.3. Sejam C1, C2, . . . , Cn, com n > 3, n circunferências que passam pelo

ponto O e sejam, ainda, A1, A2, . . . , An os outros pontos de intersecção entre as circun-

ferências C1 e C2, C2 e C3,. . . ,Cn−1 e Cn, Cn e C1, respectivamente (ver Figura 2.11).

Seja B1 um ponto arbitrário da circunferência C1, distinto de A1 e de O. Tracemos a reta

secante B1A1 que intersecta a circunferência C2 no ponto B2; em seguida, a secante B2A2

que corta a circunferência C3 no ponto B3
7, e assim por diante. Demonstre que o ponto

Bn+1, que se obtém, �nalmente, na circunferência C1, concide com o ponto B1.

7Se, eventualmente, o ponto B2 coincidir com A2, traçaremos pelo ponto A2 a tangente à circunferência

C2.
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O1
O

O2

O3

O4

B1

A1

A2

B2

B3

A3

B4A4

C1

C2

C3

C4

Figura 2.11: Circunferências C1, . . . , Cn, com n > 3, passando por um mesmo ponto

Antes, porém, da demonstração do problema acima, justi�quemos o seguinte

lema.

Lema 2.2.1. Se O1 e O2 são os centros de duas circunferências C1 e C2 que se inserctam

em um ponto O e se B1B2 é a reta secante que passa pelo outro ponto A1 de intersecção

destas circunferências (ver Figura 2.12), então os ângulos Ô1OO2 e B̂1OB2 são congru-

entes.

O1

C1

O

O2

C2

A1

B1

B2

Figura 2.12: Circunferências C1 e C2, auxiliares na prova do Lema 2.2.1

Demonstração. Comecemos por ver que o ângulo B̂1OB2, por ser ângulo inscrito na cir-

cunferência C1, tem medida igual à metade da medida do ângulo central do arco que ele

subentende (neste caso, é igual à metade da medida de ÔO1A1). Por outro lado, é fácil

ver que ÔO1O2 =
ÔO1A1

2
, pois os triângulos (como também é fácil de observar) OO1O2 e

A1O1O2 são congruentes. Por raciocínio análogo, mostra-se que também são congruentes

os ângulos ÔO2O1 e B̂1B2O, pelo que concluímos que os ângulos Ô1OO2 e B̂1OB2 são

congruentes. �
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Procedamos, agora, à demonstração do Problema 2.2.3.

Solução. Provemos a proposição para o caso inicial n = 3, conservando as notações esta-

belecidas no problema em questão. Assim, para mostrar que os pontos B4 e B1 coincidem,

isto é, que a reta secante B3A3 passa por B1, é su�ciente provar que o ângulo B̂1A3B3 é

um ângulo raso, ou ainda, que o �quadrilátero OB1A3B3� é um triângulo, de vértices O,

B1 e B3 (ver Figura 2.13).

O1
O

O2

O3

B1

A1

A2

B2

B3

C1

C2

C3

A3

Figura 2.13: �Quadrilátero OB1A3B3�

Pelo lema demonstrado acima, temos que os triângulos O1OO2 e B1OB2 são

semelhantes, assim como o são os triângulos O2OO3 e B2OB3, o que signi�ca que os

ângulos Ô1OO3 e B̂1OB3 são congruentes. Além disso, como também são congruentes os

ângulos ÔB1A3 e ÔO1O3, bem como têm a mesma medida os ângulos ÔO3O1 e ÔB3A3,

temos que, relativamente ao �quadrilátero OB1A3B3�,

B̂1 + Ô + B̂3 + Â3 = 360◦

180◦ + Â3 = 360◦

Â3 = 180◦,

isto é, os pontos B1, A3 e B3 são colineares. Então, se a reta B3A3, secante às circunferên-

cias C1 e C3, intersecta C1 em um ponto B4, deve-se ter que B4 = B1, pois, do contrário,

esta reta teria três pontos em comum com a circunferência C1, já que os pontos B1 e A3

pertencem a ela.

Finalmente, supondo verdadeira a proposição para o caso de se ter n − 1

circunferências quaisquer, consideremos n circunferências C1, C2, . . . , Cn−1, Cn. Agora,

traçando-se a secante que une o ponto Bn−1 e o ponto de intersecção das circunferências
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Cn−1 e C1, com base na hipótese de indução, ter-se-á que os pontos B1 e Bn−1 são coin-

cidentes. Neste caso, recaímos na proposição para o caso n = 3 (sendo C1, Cn−1 e Cn as

circunferências em questão), que já provamos ser verdadeira.

Portanto, a proposição encontra-se demonstrada para todo natural n > 3. �

2.3 Construções geométricas por indução

O método de indução matemática também pode ser aplicado à solução de problemas

de construção geométrica, desde que neles �gure um número inteiro positivo n (como já

vimos ser o caso quando se está a tratar da construção de polígonos quaisquer de n lados).

A seguir, travaremos contato com três exemplos deste gênero.

Problema 2.3.1. Em um plano se tomam 2n+1 pontos. Construa, usando o método de

indução matemática, um polígono de 2n+1 lados de tal modo que os pontos considerados

sejam os pontos médios dos lados deste polígono.

Solução. Omenor polígono para o qual faz sentido a a�rmação acima é o triângulo. Então,

se n = 1, o problema consiste em construir um triângulo a partir dos pontos médios de

seus lados. Mas isto pode facilmente ser resolvido, bastando para tal se traçar, para cada

um dos três pontos dados, a paralela à reta que passa pelos outros dois pontos (o caso

de congruência de triângulos ângulo�lado�ângulo nos permitirá concluir que os pontos de

intersecção entre estas retas serão vértices de um triângulo cujos pontos médios de seus

lados são os pontos dados inicialmente).

Suponhamos, agora, que é possível (isto é, que sabemos) construir um polígono

de 2n − 1 lados a partir dos pontos médios de seus lados. Assim, consideremos 2n + 1

pontos quaisquer no plano, A1, A2, . . . , A2n−1, A2n, A2n+1, pontos médios dos lados de um

(certo) polígono de 2n+ 1 lados, X1, X2, . . . , X2n+1.

Consideremos o quadrilátero X1X2n−1X2nX2n+1 (ver Figura 2.14). Os pon-

tos A2n−1, A2n e A2n+1 são os pontos médios de seus três lados X2n−1X2n, X2nX2n+1

e X2n+1X1. Seja A o ponto médio do quarto lado. Assim, tem-se que o quadrilátero

A2n−1A2nA2n+1A é um paralelogramo (para a prova deste fato, basta que se tracem a

retas X1X2n e X2n−1X2n+1 e se considerem os triângulos X1X2n−1X2n e X1X2n−1X2n, de

um lado, e os triângulos X2n−1X2nX2n+1 e X1X2n−1X2n+1, de outro). Ainda, posto que



2.3 Construções geométricas por indução 45

conhecemos (pois os tomamos a priori) os pontos A2n−1, A2n e A2n+1, não é tarefa difícil

construir o vértice A do paralelogramo. Além disso, os pontos A1, A2, . . . , A2n−2, A são os

pontos médios dos lados do polígono de 2n − 1 lados X1, X2, . . . , X2n−1, o qual sabemos

construir em virtude da hipótese de indução.

X1

X2

X2n−2

X2n−1

X2n+1
X2n

A2

A1

A2n−2

A

A2n+1

A2n

A2n−1

Figura 2.14: Quadrilátero X1X2n−1X2nX2n+1

Finalmente, para concluirmos a demonstração, basta que se construam os seg-

mentos X1X2n+1 e X2n−1X2n (a partir dos pontos X1 e X2n−1, que já conhecemos) de

maneira a que os pontos A2n+1 e A2n−1 (também conhecidos) sejam seus pontos médios

(não é difícil constatar que o traçado destes segmentos garante que o segmento de extremos

X2n+1 e X2n tem como ponto médio o ponto A2n). �

Problema 2.3.2. Tomam-se n pontos no plano (três a três não-colineares). Construa

o polígono de n lados tal que seus lados sejam as bases dos triângulos isósceles cujos

vértices são os n pontos dados e cujos ângulos nestes vértices são iguais a α1, α2, . . . , αn
8,

com α1 + α2 + · · ·+ αn 6= 360◦.

Solução. Convencionaremos que, se algum dos ângulos α1, α2, . . . , αn (αi, por exemplo)

for maior do que 180◦, o triângulo isósceles correspondente a este ângulo será considerado

como estando dirigido para o lado interior do polígono a ser construído (e, neste caso, o

ângulo no vértice deste triângulo será igual a 360◦ − αi). Dividiremos a prova em duas

partes.

1ª Parte. Analisemos o caso inicial n = 3. No intuito de auxiliar o raciocínio e

guiar nossos argumentos, suporemos o problema resolvido, isto é, admitiremos conhecidos

8O problema anterior é um caso particular deste, quando se tomam α1 = α2 = · · · = αn = 180◦.
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os vértices X1, X2 e X3 do triângulo buscado, cujos lados são bases dos triângulos isósceles

de vértices nos pontos considerados A1, A2 e A3, nos quais os ângulos são conhecidos e

iguais a α1, α2 e α3, respectivamente (ver Figura 2.15).

X1 X3

X2

A1

A3

A2

α1

α2

A

α3

Figura 2.15: Triângulo X1X2X3, do caso n = 3, base da indução

Por efeito da rotação9 do plano de ângulo α1 em torno do ponto A1, o vértice

X1 se transforma no vértice X2. Já em razão da rotação do plano de ângulo α2 em torno

do ponto A2, o vértice X2 é levado em X3. Além disso, sabemos que ambas as rotacões

realizadas simultaneamente equivalem a uma única rotação de ângulo α1 + α2, em torno

do ponto A, vértice do triângulo A1AA2, em que se tem Â2A1A =
α1

2
e Â1A2A =

α2

2
10.

O vértice X1 se transforma no vértice X3 em virtude desta rotação resultante,

de ângulo α1+α2. Portanto, o vértice X3 é levado em X1 por efeito da rotação de ângulo

−(α1 + α2) ou, o que é o mesmo, por efeito da rotação de ângulo 360◦ − (α1 + α2)
11, em

9Dado um ângulo de medida α, a rotação de centro O e ângulo (amplitude) α é a transformação

(função) no plano Π, RO,α : Π → Π, que a cada ponto A ∈ Π associa o ponto RO,α(A) = A′ ∈ Π

de forma tal a que se tenha OA′ = OA, ÂOA′ = α e o sentido de A para A′ (ao redor de O) seja o

anti-horário (para maiores detalhes, consultar [14]).
10Isto está baseado no seguinte resultado, demonstrado, por exemplo, em [13]):

Proposição 2.3.1 (Composição de rotações). Sejam RA,α e RB,β rotações de centros em A e B e

amplitudes (ou ângulos) α e β, respectivamente. O ponto C tal que B̂AC = −α
2

e ÂBC =
β

2
é o centro

da rotação composta das duas primeiras, de amplitude α+ β, isto é,

RB,β ◦RA,α = RC,α+β ,

em notação funcional.

11Para todo k positivo, as rotações de ângulos α e α+ 360◦ · k são idênticas. Em particular, a rotação

de ângulo −α, com 0◦ 6 α 6 360◦, é igual à rotação de ângulo 360◦ − α.
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torno do ponto A, o que, por conseguinte, nos permite concluir que o triângulo AX1X3 é

isósceles de base X1X3 e de ângulo 360◦ − (α1 + α2) no vértice A (ou de ângulo α1 + α2

em A, no caso de ser α1 + α2 < 180◦).

Por estarmos supondo α1 + α2 + · · ·+ αn 6= 360◦, temos que os pontos A e A3

não são coincidentes e, portanto, podemos construir, a partir deles, o lado X1X3. Para

tanto, basta que se construam, em ambos os lados do segmento AA3 e com vértices em

cada um dos seus extremos, ângulos de medidas
360◦ − (α1 + α2)

2
, em A, e

α3

2
, em A3.

Neste caso, os lados dos ângulos (em cada um dos lados do segmento AA3) se cortarão

nos vértices X1 e X3 do triângulo procurado (em nossa auxiliar Figura 2.15, está sugerido

que α1 + α2 é ângulo obtuso e, em sendo assim, dever-se-ía construir no segmento AA3 e

a partir de A, o ângulo de medida α1+α2

2
).

Por �m, determinar o vértice X2 é tarefa simples: a partir de qualquer dos

pontos A1 e A2, construímos o ângulo correspondente em um deles, α1 em A1, por exemplo,

e marcamos a interseção do círculo de centro em A1 e raio A1X1 com o lado construído

do ângulo α1.

2ª Parte. Nossa hipótese de indução será a suposição de que sabemos cons-

truir um polígono de n lados a partir dos vértices dos triângulos isósceles cujas bases

são seus lados e que têm predeterminados ângulos nestes vértices. Queremos, então,

construir um polígono de n+ 1 lados a partir dos vértices A1, A2, . . . , An, An+1 dos triân-

gulos isósceles que �descansam� em seus lados e que têm ângulos respectivamente iguais

a α1, α2, . . . , αn, αn+1 nos vértices em questão.

Como �zemos na 1ª parte, iremos supor a construção do polígono que deseja-

mos obter já realizada. Seja, então, X1X2 . . . XnXn+1 o polígono de n+1 lados procurado

(ver Figura 2.16). Consideremos, a seguir, o triângulo X1XnXn+1. A partir dos vértices

An e An+1 dos triângulos isósceles XnAnXn+1 e Xn+1An+1X1 (cujas bases são os lados

XnXn+1 e Xn+1X1), podemos determinar (raciocinando como �zemos na prova do caso

base da indução) o vértice A do triângulo isósceles X1AXn, que �repousa� na diagonal

X1Xn, cujo ângulo em A é igual a 360◦ − (αn + αn+1).

Isto posto, nosso problema está reduzido ao problema da construção do polí-

gono de n lados X1X2 . . . Xn a partir dos vértices A1, A2, . . . , An, A dos triângulos isós-

celes que têm como bases seus lados e cujos ângulos nos referidos vértices são iguais a

α1, α2, . . . , αn−1, 360
◦ − (αn + αn+1).
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X1 Xn

X2
Xn−1

Xn+1

A1

A2

An−2

An−1

An+1
An

A

Figura 2.16: Polígono de n lados X1X2 . . . Xn a partir dos vértices A1, . . . , An, A

Ademais, em virtude de nossa hipótese indutiva, sabemos como construir este

polígono de n lados. E, uma vez feito isso, o vérticeXn+1 se torna fácil de ser determinado,

sendo obtido, por exemplo, por meio da intersecção entre a circunferência de centro An+1

e raio X1An+1 e a semirreta de origem em An+1 e que forma com X1An+1 um ângulo de

medida αn+1.

�

Problema 2.3.3. Sejam r1 e r2 duas retas paralelas. Divida o segmento AB da reta r1

em n partes iguais, empregando apenas e tão somente a régua.

Solução. Mostremos, inicialmente, como determinar o ponto médio do segmento AB, isto

é, analisemos o caso n = 2. Seja X um ponto arbitrário do plano, não pertencente a cada

uma das retas r1 e r2, tal que C e D são os pontos de intersecção das retas AX e BX

com a reta r2 (ver Figura 2.17). Ainda, sejam T2 o ponto de intersecção das retas AD

A B

X

C

r1

D

T2

P2

r2 Q2

Figura 2.17: Retas paralelas r1 e r2
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e BC e P2 o ponto de intersecção das retas XT2 e r1. Demonstremos que P2 é o ponto

procurado, isto é, que AP2 =
1

2
AB.

Sendo Q2 o ponto de intersecção das retas XT2 e r2, não é difícil constatar que

são semelhantes os seguintes pares de triângulos: T2P2B e T2Q2C, ABT2 e DCT2, SAP2

e XCQ2, XAB e XCD. E, da semelhança veri�cada acima, tem-se as proporções

P2B

Q2C
=
T2B

T2C
=
AB

CD
e

P2A

Q2C
=
XA

XC
=
AB

CD
,

o que nos dá, como consequência,

P2B

Q2C
=
P2A

Q2C
,

permitindo-nos concluir que P2A = P2B, ou seja, que AP2 =
1

2
AB. Isto demonstra a

proposição para n = 2.

Suponhamos, agora, que sabemos construir, utilizando apenas a régua, o ponto

Pn no segmento AB tal que APn =
1

n
AB (como consequência de supormos saber dividir

AB em n partes iguais). Devemos mostrar que saberemos construir o ponto Pn+1 ∈ AB tal

que APn+1 =
1

n+ 1
AB. Para isso, consideremos um ponto arbitrário X, não pertencente

à reta r1 nem à reta r2. Assim, sejam Tn e Qn os pontos de intersecção das retas AD e

r2, respectivamente, com a reta XPn (ver Figura 2.18).

A B

X

C D

Pn

Tn+1

Tn

Pn+1

Qn+1

Qn

r1

r2

Figura 2.18: Tn e Qn, intersecções das retas AD e r2 com a reta XPn

A reta que passa pelos pontos X e Tn+1 (ponto de intersecção das retas AD

e CPn) �corta� as retas r1 e r2 nos pontos Pn+1 e Qn+1, respectivamente. Demonstremos

que Pn+1 é o ponto buscado.

Novamente, faremos uso do utilíssimo conceito de semelhança de triângulos.

Desse modo, da semelhança dos triângulos CQn+1Tn+1 e PnPn+1Tn+1 e dos triângulos
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CTn+1D e PnTn+1A (em ambos os pares, de fácil veri�cação), temos que

Pn+1Pn

CQn+1

=
PnTn+1

CTn+1

=
APn

CD
(2.3.1)

e, da semelhança dos triângulos XAPn+1 e XCQn+1 e dos triângulos XAB e XCD, temos

APn+1

CQn+1

=
XA

XC
=
AB

CD
. (2.3.2)

As igualdades (2.3.1) e (2.3.2) nos dizem que

Pn+1Pn

APn
=
CQn+1

CD
=
APn+1

AB
,

donde podemos, �nalmente, obter a igualdade

Pn+1Pn

APn+1

=
APn

AB
.

Mas como Pn+1Pn = APn − APn+1 e APn = 1
n
AB temos que

1

n
AB − APn+1

APn+1

=

1

n
AB

AB
=⇒ 1

n
AB − APn+1 =

1

n
APn+1,

isto é,
AB

n
=

(n+ 1)APn+1

n
, pelo que concluímos em de�nitivo que

APn+1 =
1

n+ 1
AB.

(Com isso, mostramos que é possível determinar, qualquer que seja o natural n > 2, em

um dado segmento de reta AB, um ponto Pn tal que APn = 1
n
AB.)

Portanto, para provarmos que é possível dividir o segmento AB da reta r1 em

n+ 1 partes iguais entre si, ainda devemos determinar os pontos P
′
n+1, P

′′
n+1, . . . tais que

Pn+1P
′
n+1 =

1

n
Pn+1B, P

′
n+1P

′′
n+1 =

1

n− 1
P
′
n+1B, . . . ,

o que pode ser feito com base na demonstração realizada acima. �

Observação 2.3.1. Outra maneira de se obter os pontos P
′
n+1, P

′′
n+1, . . . mencionados acima

(e, por conseguinte, de se provar a possibilidade da divisão de AB em n + 1 �pedaços�

iguais) está descrita abaixo.

Traçamos, inicialmente, a partir do ponto X uma reta r3 paralela à reta r1.

Para fazê-lo usando apenas a régua (sem compasso ou qualquer outro instrumento de

desenho), baseamo-nos na Figura 2.17 (que trata da divisão de um segmento AB em
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duas partes iguais entre si), procedendo no sentido contrário12 ao que seguimos para a

construção do ponto médio de AB (é fácil ver, raciocinando por absurdo, que o algoritmo

inverso daquele que nos permitiu obter o ponto médio de AB a partir do paralelismo

entre as retas r1 e r2 nos conduz à construção correta da reta paralela à reta r1, supondo

conhecido o ponto médio do segmento AB).

A seguir, seja K1 o ponto de intersecção entre as retas Pn+1C e r3 e seja P ′n+1

o ponto de intersecção entre as retas K1Qn+1 e r1 (vide Figura 2.19).

A

X

C

Pn+1

Qn+1

K1

P ′n+1

K2

P ′′n+1

r3

r2

r1

Figura 2.19: Determinação dos pontos P
′
n+1, P

′′
n+1, . . .

Sendo assim, tem-se que

Pn+1P ′n+1 = APn+1 =
1

n+ 1
AB.

De fato, sejam S1 e S2 as áreas dos triângulos semelhantes 4AXPn+1 e 4CXQn+1, res-

pectivamente, e S ′1 e S
′
2 as áreas dos triângulos semelhantes 4Pn+1K1P

′
n+1 e 4CK1Qn+1,

respectivamente. Sejam, ainda, h a distância entre as retas r2 e r3 e H, a distância entre

r1 e r3. Então, tem-se que

S1

S2

=

(
H

h

)2

=
S ′1
S ′2

e, como S2 = S ′2 (pois têm mesma base e alturas iguais), tem-se que S1 = S ′1, pelo que

concluímos que Pn+1P ′n+1 = APn+1 = 1
n+1

AB (já que os triângulos com estas áreas têm

alturas iguais), conforme queríamos mostrar.

12O sentido contrário acima referido é o que segue: traçamos a reta BX e, tomando um ponto T

arbitrário nesta, traçamos a reta que passa pelos pontos P2 e T ; a seguir, traçamos a reta AX e a reta

que passa pelos pontos B e o ponto de intersecção entre a reta AX e P2T . O ponto de intersecção entre

esta última reta construída e a que passa pelos pontos A e T pertence à reta paralela à r1, passando pelo

ponto X.
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3 Considerações

O método de indução matemática (que, a próposito, é um método dedutivo de demons-

tração1, uma vez que nos permite deduzir, a partir do caso base da indução e da hipó-

tese indutiva, a veracidade de uma dada proposição para todos os números naturais n)

constitui-se, por sua própria essência, em uma poderosa ferramenta (em alguns casos, a

única) para a demonstração de teoremas de natureza aritmética ou, dito de modo preciso,

de teoremas concernentes à propriedades gerais dos números naturais.

Entretanto, não obstante o caráter intrinsecamente aritmético do método de

indução matemática, o objetivo maior destas notas foi o de estudar e exibir algumas

de suas aplicações em problemas oriundos da Geometria, ainda que, em alguns deles,

a vantagem (e, mesmo, a necessidade) de sua utilização não seja evidente. Para tanto,

estas aplicações foram extraídas de problemas ligados à questões de cálculo (como na

determinação explícita de um comprimento, de um ângulo ou de uma área, por exemplo),

à demonstração de teoremas (cujos enunciados baseiam-se em observações particulares de

uma suposta condição geral) e à construções geométricas (desde que, naturalmente, neles

conste um número inteiro positivo n).

Além disso, alguns destes problemas geométricos aos quais empregamos o mé-

todo de indução matemática na busca de sua solução já trazem consigo interesse próprio,

isto é, requerem, para seu entendimento e consequente tomada de decisão (acerca do ca-

minho a seguir para encontrar a solução), certa dose de criatividade e engenhosidade.

E, nestes casos, é somente após essa re�exão sobre que conceitos estão associados ao (e

podem ser úteis na tentativa de se resolver o) problema que a aplicação do método de in-

dução torna-se necessária e e�ciente. Outra observação a ser sublinhada é a de que, como

corolário de um resultado provado por indução matemática, obtivemos (embora isto não

tenha sido o objetivo deste trabalho) um modo alternativo de expressar o notável número

π (como o limite de um certo quociente).

Este trabalho, de modo algum, tem a pretensão de esgotar o assunto (inclusive

por isto constituir-se em tarefa de difícil consecução!). As principais referências utilizadas

1Ver epílogo (do matemático russo Y. Gástev) contido na referência [3], para maiores esclarecimentos.
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para sua concretização, a saber, os estimulantes livretos Método de Inducción Matemática

e, sobretudo, Inducción en la Geometría, da série Lecciones populares de Matemáticas,

publicados pela Editora MIR2, dão-nos idéia do quanto há para ser conhecido e estu-

dado sobre as aplicações da indução matemática à Geometria, além daquelas que, neste

trabalho, foram expostas.

2Editora russa de livros técnicos e cientí�cos, com traduções para vários idiomas (entre eles, o portu-

guês e o espanhol) e que permanece ainda hoje com seu trabalho de divulgação e difusão de Ciência e

Cultura, agora como empresa estatal da Federação Russa.
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A Demonstrações selecionadas

Este apêndice está dedicado à justi�cativa de dois resultados utilizados ao longo do texto

e que serviram de auxílio para a demonstração de uma dada proposição principal.

A.1 Expressão da duplicação do lado de um polígono

regular de 2n lados

No Problema 2.1.1 nos referimos à chamada fórmula de duplicação do lado de um polígono

regular de 2n lados.

Procedamos à sua dedução.

Demonstração. Sejam A1A2 . . . A2n um polígono regular de 2n lados inscrito em uma

circunferência de raio R e a2n a medida de seu lado. Então, é fácil ver que as bissetrizes dos

ângulos centrais deste polígono intersectam a circunferência de raio R que o circunscreve

nos pontos B1, B2, . . . , B2n tais que A1B1 = B1A2 = A2B2 = B2A3 = · · · = A2nB2n =

a2n+1 , isto é, a partir dessas bissetrizes obtemos um novo polígono regular com o dobro

da quantidade de lados do anterior (vide Figura A.1).

A3

A2

A1

An

O

R
R

X

B1

Figura A.1: Polígono regular A1A2 . . . A2n , inscrito em uma circunferência de raio R

Provemos, então, que

a2n+1 =

√
2R2 − 2R

√
R2 − a22n

4
.
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Da Figura A.1, temos que A1B1 = a2n+1 , A1X = a2n e, do fato de que são

retângulos (em X) os triângulos A1XB1 e A1XO, temos

a22n+1 =
a22n

4
+

(
R−

√
R2 − a22n

4

)2

=
a22n

4
+R2 −R

√
4R2 − a22n +R2 − a22n

4

= 2R2 − 2R

√
R2 − a22n

4
,

donde concluímos a igualdade a2n+1 =

√
2R2 − 2R

√
R2 − a22n

4
. �

A.2 Expressão da tangente do arco metade em função

dos lados do triângulo

As fórmulas (2.2.1) do Problema 2.2.2 podem ser demonstradas com base nas igualdades

sen
Â

2
=

√
(p− b)(p− c)

bc
e cos

Â

2
=

√
p(p− a)

bc
,

pois, desse modo, teremos que tg
Â

2
=

√
(p− b)(p− c)
p(p− a)

.

Procedamos, portanto, à justi�cativa das duas igualdades.

Demonstração. Seja ABC um triângulo qualquer, com BC = a, AC = b e AB = c, e

p =
a+ b+ c

2
seu semiperímetro. Seja X ∈ BC um ponto tal que a semirreta AX é a

bissetriz interna do ângulo Â = B̂AC. Desse modo, vale a igualdade1

AX =
2

b+ c

√
bcp(p− a). (A.2.1)

Assim, sendo SABC , SABX e SAXC as áreas dos triângulos ABC, ABX e AXC, usando a

fórmula de Herão e o fato de que, em qualquer triângulo, a área é igual ao semiproduto

1Que, por sua vez, pode ser provada com base no fato de que a bissetriz interna de um ângulo de um

triângulo divide o lado oposto a esse ângulo em segmentos proporcionais aos demais lados (com respeito

a cada segmento) e na Lei dos Cossenos (aplicada em qualquer dos triângulos em que �ca dividido, por

essa bissetriz, o triângulo original).
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de dois lados multiplicado pelo seno do ângulo que eles determinam, tem-se que

√
p(p− a)(p− b)(p− c) =

b · 2

b+ c

√
bcp(p− a) sen Â

2
2

+
c · 2

b+ c

√
bcp(p− a) sen Â

2
2

= b ·
sen

Â

2
b+ c

√
bcp(p− a) + c ·

sen
Â

2
b+ c

√
bcp(p− a)

= (b+ c) ·
sen

Â

2
b+ c

√
bcp(p− a)

= sen
Â

2

√
bcp(p− a),

o que nos permite concluir que

sen
Â

2
=

√
p(p− a)(p− b)(p− c)√

bcp(p− a)
=

√
(p− b)(p− c)

bc
.

Agora, para mostrar a igualdade relativa ao cosseno, façamos uso da relação

fundamental da Trigonometria, a saber, sen2 x + cos2 x = 1, qualquer que seja x ∈ R.

Assim, tem-se

cos2
Â

2
= 1− sen2 Â

2

= 1− (p− b)(p− c)
bc

=
bc− (p− b)(p− c)

bc

=
bc− (−p+ a+ c)(−p+ a+ b)

bc

=
(p− a)(b+ c− p+ a)

bc

=
(p− a)p

bc

e, �nalmente,

cos
Â

2
=

√
p(p− a)

bc
,

o que completa a demonstração. �
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