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Resumo

Com um estudo recente de apenas 150 anos as matrizes ganharam tamanha importancia
que nao se consegue conceber, hoje, a ideia de computadores, engenharia civil, elétrica,
mecanica, meteorologia, oceanografia entre outras intimeras areas, sem o estudo delas.
Dessa forma neste trabalho faz-se uma abordagem sobre matrizes, enfatizando as fa-
toracgoes LU, cholesky e QR. Além disso, apresentam-se algumas aplicagoes relacionadas
com a Criptografia, sequéncia de Fibonacci e cadeia de Markov. Visamos com este tra-
balho a elaboragao de um material de apoio pedagdgico aos docentes do ensino médio. O
nosso suporte tedrico foi alicergado nos autores Anton et al. (2001); Boldrini et al. (1980);

Lima (2009); Hefez e Fernandez (2012).

Palavras chave: Fatoracgoes, Sequéncia de Fibonacci, Cadeia de Markov, Material de

apoio.
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Abstract

In a recent study around only 150 years, the Matrices have become so important that the
idea of computers, civil engineering, electrical engineering, meteorology, oceanography
and many other areas can not be conceived without their study. In that way, the work
in question has made approaching on matrices, emphasizing LU, cholesky and QR. In
addition, some applications related to Cryptography, Fibonacci Sequence and Markov
chain are presented. It is our goal with this work to develop a pedagogical support
material for high school teachers. Our theoretical support was based on the authors
Anton et al. (2001); Boldrini et al. (1980); Lima (2009); Hefez e Fernandez (2012).

Keywords: Fibonacci, Fibonacci sequence, Markov chain, support material.
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Introducao

Segundo Cruz et al. (2012), Arthur Cayley (1821-1895) foi um dos pioneiros no
estudo das matrizes e, por volta de 1850, divulgou esse nome e passou a demonstrar
sua aplicacdo. As matrizes, inicialmente, eram aplicadas quase que exclusivamente na
resolucao de sistemas lineares e apenas ha pouco mais de 150 anos tiveram sua importancia
detectada. No entanto, o primeiro uso implicito da nocao de matriz se deve a Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), em 1790; e o primeiro a lhe dar um nome parece ter sido Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857), que as chamava de “tabelas”; e o nome “matriz”s6 veio com
James Joseph Sylvester (1814-1897) em 1850. Sylvester observava as matrizes como mero
ingrediente dos determinantes. Somente com Cayley elas passaram a ter vida prépria e,
gradativamente, comecaram a suplantar os determinantes em importancia.

Uma preocupacgao na educacgao é como escolher um conteiido que crie uma si-
tuagao complexa, para que o aluno adquira habilidade e, por consequéncia, passe a ter
novas competéncias, utilizando-se de uma situacao que faga parte de seu cotidiano, de sua
vida, para que ele se sinta parte da situagao, provocando nele curiosidade e observando o
que nos diz Médio (2006),

Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem
envolver, de forma combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos,
contextualizados, que respondam as necessidades da vida contemporanea, e o
desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e abstratos, que correspondam

a uma cultura geral e a uma visao de mundo.

logo para o que professor tenha clareza de que habilidades os alunos terao que atingir,
onde sao usadas e como serao atingidas, faz-se necessario que o professor tenha consciéncia
de que precisa inserir novas metodologias no ensino dos contetidos que compoem a ma-
tematica basica. Um destes contetidos, por exemplo, sao as matrizes.

Diante do emposto, neste trabalho fez-se uma abordagem sobre matrizes. Espe-
cificamente, no primeiro capitulo, apresentamos os conceitos basicos de matrizes, os quais
se espera que um aluno do ensino médio tenha competéncia, ou seja, tenha habilidade de
fazer as operagoes com matrizes, calcular determinantes, fazer escalonamento através do
método de Gauss, resolver sistemas lineares, entre outros.

J&4 no segundo capitulo, temos a justificativa do porqué se ensina os conceitos

abstratos ao aluno advindo do ensino médio. Essas competéncias serao utilizadas para



uma boa assimilacao matricial de vetores, combinacgao linear, transformacao linear e de-
composigoes lineares.

Por fim, no ultimo capitulo trazemos trés aplicacoes de matrizes, quer sejam:
na Criptografia, sequéncia de Fibonacci e cadeia de Markov, para que as habilidades
definidas no primeiro capitulo sejam construidas de modo significativo para os alunos.
Dessa forma, espera-se que o estudo de matrizes seja interessante e contextualizado. Sendo
que, Criptografia faz parte da vida cotidiana dos alunos estando presente em celulares,
bancos entre outros; ja a sequéncia de Fibonacci é uma aplicacao interessante que faz parte
da historia da matematica entre outras peculiaridades; e a cadeia de Markov é aplicada
em varias areas do conhecimento, sendo que a mesma ¢é utilizada em agricultura, previsao

do tempo, entre outras situacoes que faz parte do dia a dia do aluno.



Capitulo 1

Nocoes basicas de matrizes

Neste capitulo, apresentaremos algumas definicoes e resultados preliminares sobre
matrizes, os quais podem ser encontrados em Boldrini et al. (1980); Anton et al. (2001);
Hefez e Fernandez (2012).

1.1 Matrizes

Definicao 1.1.1 Matriz € uma lista de numeros representado em forma retangular onde

as filas horizontais sao chamadas de linhas e as filas verticais sao chamadas de colunas.

Uma matriz com m linhas e n colunas (m,n € N) é chamada de matriz m por n
(escreve-se m X n), e os valores m e n sao suas dimensoes, tipo ou ordem. Uma matriz é
representada por uma letra maitiscula e seus elementos por letras minusculas, assim, uma

matriz com m linhas e n colunas pode ser escrita

11 Q12 - Qip
A Q21 Q22 -+ Q2n
Am1 Am2  * - Amn

Ou simplesmente A = [a;;], onde a;; é o elemento (ou a entrada) da linha i e da coluna j.
O simbolo M,,xn) denota o conjunto das matrizes m x n.

Dependendo dos valores de m x n as matrizes recebem nomes especiais, sendo
que uma matriz 1 X n é chamada de matriz linha enquanto que m x 1 recebe o nome de
matriz coluna e uma matriz n x n é chamada de matriz quadrada de ordem n.

Quando A = [a;;] é uma matriz quadrada de ordem n, os seus elementos a;;

formam a diagonal principal, sendo a;; = 0 se i # j recebe o nome de matriz diagonal ou



seja
ajp -+ 0

0 - a,,

¢ uma matriz diagonal, e uma matriz diagonal que a;; = 1

0 --- 0
0
00 1

recebe o nome de matriz identidade, que normalmente é simbolizada pela letra I,, ou
simplesmente por I.
Uma matriz triangular superior ¢ uma matriz quadrada que seus elementos abaixo

da diagonal principal é zero

aix Qg - Qip
0 azx --- ag,
0 0 - am

portanto a;; = 0, se ¢« > j. Analogamente uma matriz ¢é triangular inferior se os seus

elementos acima da diagonal principal forem zero

a; 0 -+ 0
Q21 A22
ap1 Ap2 - Ann

portanto a;; = 0, se ¢ < j. Mas se a;; = 0 para todos os elementos desta matriz

ela é denominada matriz nula. Uma matriz quadrada ¢é dita simétrica se a;; = a;;, um

exemplo é
a b ¢ d
b e [y
c it h
d g h k



Observe que, no caso de uma matriz simétrica, a parte superior é uma reflexao da parte

inferior, em relagao a diagonal principal.

1.2 Operacgoes matriciais

Nesta secao definiremos algumas propriedades das operacgoes com matrizes. Ve-

remos que muitas das regras basicas dos nimeros reais também valem para matrizes.

1.2.1 Matriz transposta

Sendo A = [ai;]mxn, podemos obter uma matriz A" = [b;j],xm, cujas linhas sao

as colunas de A, isto é, b;; = a;;. A" é denominada transposta de A.

1 3 5 1 2 1
Exemplo 1.2.1 A transpostade | 2 7 8 | €| 3 7 5
1 59 5 8 9

1.2.2 Soma e subtracao de matrizes
Definigao 1.2.1 Seja A = [a;;], B = [bij] € Munxn) a soma de A e B, denotada por
A+ B € a matriz S = [s;;] € M(pmxn), tal que:

A+ B = [aj;] + [bij] = [ay; + bij] = [s55] = S,

para cada v de 1 <1< m ecadaj del <j<n.

Lembrando que a subtracao entre matrizes é definida de modo analogo a soma

de matrizes, ou seja:

A = B = [aj] + (=[b]) = [ay — by] = [s5] = S

Exemplo 1.2.2 Note que a soma das matrizes abaizo obedece as regras da adigcao dos

13—1+—2—33_—102
32 1 3 4 3| | 6 64|

Propriedade 1.2.1 Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, temos:
i) A+ B=B+ A (Lei da comutatividade para a adigdo);
it) A+ (B+C)=(A+B)+C (Lei da Associatividade da adi¢do);

iti) A+0=A onde 0 é denota a matriz nula m X n.

numeros reais.

Demostracoes: Seja A = [a;;], B = [b;], ¢ C = [¢;j] entao:
i) A+ B = laij] + [by] = laij + by] = [bij + ay] = [bij] + [ai] = B+ 4;

>



it) A+(B+C) = [ai;]+[bij+cij] = lai;+ (bij+ci5)] = [(ai;+bi) +ci5] = [ag +bi]+[c] =
(A+ B)+C;

Z’LZ) A + 0= [aij] + [Oz]] = {(IZ’J’ + OU] = [aij] = A .
1.2.3 Multiplicagao por um escalar

Definigao 1.2.2 Se A é uma matriz e ¢ € um escalar, entdo o produto ¢- A é a matriz

obtida pela multiplicacao de cada elemento de A por c.

1 5
2

Ll s k2 ks 2k 3k
2 10 | | k-3 k-(=10) | | 3k —10k |

Propriedade 1.2.2 Dadas as matrizes B e C de mesma ordem m X n e escalares a e b,

Exemplo 1.2.3 Seja k um niumero real e A =

] , entdo k- A serd:

temos:

i) a(B+C)=aB+aC;
i) (a+0b)C =aC + bC;
i11) a(bC) = (ab)C.

Demonstragoes: Sejam B = [b;;], C = [¢;;] elementos de M(;,xn), a € b nlimeros reais,
entao:
i) a(B+ C) = alb;; + ¢;j| = [abi; + ac;j] = [ab;;] + [aci;| = a[bi;] + alci;] = aB + aC;
it) (a+b)C = (a+0b)[c;] = [(a+Db)ey] = [(aci;) + (beij)] = [(aci;)]+[(beij)] = alei;] +bleys]
= aC + bC;
i) a(bC) = a(bley]) = albey;] = [abey;] = [(ab)e;;] = (ab)ey;] = (ab)C.

|

Observacao 1.2.1 Quando discutimos matrizes, € usual chamar as quantidades numéricas

de escalares, salvo mencao explicita ao contrdrio, escalares sao niumeros reais.

1.2.4 Produto entre matrizes

Definimos a multiplicacao de uma matriz por um escalar, mas nao a multiplicacao
de duas matrizes. Como matrizes sao somadas somando os elementos correspondentes e
subtraidas subtraindo elementos correspondentes, pareceria natural definir a multiplicagao
de matrizes multiplicando os elementos correspondentes. Ocorre que tal definicao nao
seria muito 1til na maioria dos problemas. A experiéncia levou os matematicos a seguinte

definicao para multiplicagao de matrizes.



Definicao 1.2.3 Se A ¢ uma matrizm X r e B € uma matriz v X n, entdo o produto AB
¢ a matriz m xn, sendo os elementos determinados como seque. Para obter o elemento da
linha i e da coluna j de AB, multiplique a linha i de A com a coluna j de B, e adicione os
produtos resultantes. Ou mais especificamente, sendo A = [ijlmxr, B = [bijlrxn € AB =
[Cijlmxn, temos: )
Cij = Z Qipbpj = irbi; + aigbaj - - - + aibyj
p=1

para cada pari ej com1l<i1<mel<j<n.

Observe que a definicao de multiplicacao de matrizes exige que o nimero de
colunas da matriz A seja igual ao nimero de linhas da matriz B, para que seja possivel

formar o produto AB.

Exemplo 1.2.4 Suponhamos que a sequinte matriz forneca as quantidades das vitaminas
A, B e C obtidas em cada unidade dos alimentos I e I1.

A B C
I {14 3 0
IT{5 0 1

Se ingeridos 5 unidades do alimento I e 2 unidades do alimento I1, quanto con-
sumiremos de cada tipo de vitamina?

Podemos representar o consumo dos alimentos I e I pela matriz consumo:

(5 2],
A operacio que vai nos fornecer a quantidade ingerida de cada vitamina € o

produto:

430
[5 7}-[5 i 1]:[5-4+2.5 5.3+2.0 5-0+2-1]:[3o 15 2],

isto €, serao ingeridas 30 unidades de vitamina A, 15 de B e 2 de C.

Propriedade 1.2.3 Quando € possivel as operacoes, as sequintes propriedades sao vdlidas:
i) Em geral AB # BA (podendo mesmo um dos membros estar definido e o outro ndo);
it) Al =TA=A (Isto justifica o nome da matriz identidade);

iti) A(BC) = (AB)C (Lei da Associatividade da multiplicagdo);

iv) A(B+C)=AB+ AC (Lei da distributividade a esquerda em relagiao a soma);

v) (A+ B)C = AC + BC (Lei da distributividade a direita em rela¢ao a soma);

vi) 0-A=A-0=0.



i) (Contra exemplo)

1 2 31
e B= , temos:
2 1] [2 0]
1 2 31 |71
2 1 2 0 |82

logo, AB # BA.

Demonstragao:

Sendo A =

i11) Sejam A, wp, Bpxg, Cyxn Mmatrizes e representaremos o produto entre as trés matrizes,
respectivamente como [A(BC )]mn, logo:

Zalk (BO)y, Za@k (Z bklclj> = Zzaik(bklclj) =

k=1 I=1

p q
Z azkbkl Cz] ZZ azkbkl Cz] Z (Z aikbkl> Clj = Z(AB)ilClj = [(AB)C]U
=1
|

k=1 =1 k=1 =1 k=1 =1

As demonstragoes dos itens i) iv) v) e vi) podem ser encontradas em lezzi e
Hazzan (1977).
1.3 Determinantes

Quando nos referimos ao determinante, isto é, ao niimero associado a uma matriz
quadrada A = [a;;], denotado por, det A ou |A] ou det [a;j]. Neste contexto, define-se os

determinantes para a matriz de ordem 1,2 e 3 respectivamente, como:
la| = a

aily Qi |
= Q11022 — Q12021
Q21 A22

11 Aaiz2 i3

21 Qo2 Q23 | = G11022033 — G11G23032 — Q12021033 + A12A23031 + 13021032 — A13022031 -

Gz1 a3z 0433
(1.1)
Antes de fazermos uma definicao explicita para o determinante de ordem n, serd
conveniente lembrarmos do significado de Permutacao.

Dado n objetos distintos ay, as, - - - , a,, uma permutacao destes objetos consiste
em dispo-los em uma determinada ordem. Ja a quantidade de permutacao de n objetos
¢ dada por n! (16-se n fatorial), sendon! =n-(n—1)-(n —2)-...-2-1, paran > 0. Se
n = 0, define-se 0!=1.



Definicao 1.3.1 Dada uma permutacdo dos inteiros 1,2,--- ,n, existe uma inversao

quando um inteiro precede outro menor que ele.

Exemplo 1.3.1 Na Tabela (1.1), descrita abaizo, mostra-se as 3! permutagoes de 1,2,3

e o numero de inversoes.

Permutagoes | Numero de inversoes
(123) 0

NN N SN N
O
w
—_
~— — —
W NN = =

Tabela 1.1: Permutacoes

Voltemos ao determinante da matriz de ordem 3, observe em sua definicao,
Equagao (1.1), que aparecem todos os produtos aij, as;,asj,, onde (ji1jojs) s@o as per-
mutacoes de 1,2 e 3. Além disso, observa-se que o sinal do produto é negativo, quando
temos um nimero impar de inversoes, Veja na tabela (1.1) para verificar os sinais.

Como generalizagao, o determinante de uma matriz quadrada [a;;]nx, ¢ dado pela

definicao a seguir.

Definig¢ao 1.3.2 Seja A = [a;j] uma matriz quadrada, o determinante desta matriz serd:

det[a”] = Z(—l)ja1j1a2j2 P Clnjn,
o

onde j € o nimero de inversoes da permutacoes (ji,jo,---jn), € p indica que a soma €

estendida a todas as n! permutagoes de (1 2---n).

, € encontrado assim:

O O
W =

2
Exemplo 1.3.2 O determinante da matriz | 1
3

=2-3-3-2-1-2-1-1-341-1-3+1-1-2-1-3-3=T7.

W o~ o
O O
W =

Propriedade 1.3.1 Algumas propriedades de determinantes;

i) Se todos os elementos de uma fila (linha ou coluna) de uma matriz A sao nulos,
det A =0;



i1) Se multiplicarmos uma fila da matriz por uma constante, o determinante fica multi-
plicado por esta constante;

i11) Uma vez trocada a posi¢ao de duas filas, o determinante troca de sinal;

iv) O determinante de uma matriz que tem duas filas iquais é zero;

v) O determinante nao se altera se adicionar uma fila a outra fila multiplicada por uma
constante;

vi) det (A-B)=det A- det B.

As informagoes omitidas podem ser encontradas em Boldrini et al. (1980).

A seguir mostraremos outro caminho para encontrar o determinante de uma ma-

triz, através do denominado desenvolvimento de Laplace.

1.3.1 Matriz dos cofatores

No inicio da segao (1.3), definimos determinante de uma matriz A = Azx3 como
det (A) = 11022033 — Q11023032 — A12021033 + Q12023031 + A13021A32 — (13022031 - (1-2)
Rearranjando os termos da Equagao (1.2) e fatorando, podemos reescrevé-los como:

det (A) = all(G22G33 - a23@32) - a12(a21a33 - G236131) + 6113(@21&32 - (122031)- (1-3)

As expressoes que estao entre parenteses em (1.3) sdo os determinantes:

Q22 A23 Q21 Q23 a21 A2

My, = ) My, = ) My =

32 Aa33 31 Aas3 az1 as2

As submatrizes de A que aparecem nestes determinantes tém um nome especial

que explicitaremos na defini¢ao a seguir.

Definicao 1.3.3 Se A € uma matriz quadrada. Entao, o determinante menor da entrada
a;j, denotado por M;;, € definido como o determinante da submatriz que sobra quando
suprimimos a i-ésima linha e a j-ésima coluna de A. O nimero (—1)""7 M;; é denotado

por Cy; e é chamado o cofator de a;;.

Tendo em vista a definigdo acima, a expressao (1.3) pode ser escrita em termos

de menores e cofatores como
det A = ay1 My + aro(—Mio) + a3 Mz = a11Ch1 + a12Cha + a13C3 (1.4)

ou seja, o determinante de A pode ser calculado multiplicando as entradas da primeira

linha de A pelos cofatores correspondentes e somando os produtos que resultam.
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1 2 3
Exemplo 1.3.3 Seja A= | —1 4 —2 |. Vamos calcular o determinante de A como

06 1
expansao em cofatores ao longo da primeira linha de A:

Por (1.4) temos que,

12 3

4 -2 1 -2 —1 4
—1 4 —2|=1 —2. +3- —1.16—2-(—1)+3-(—6) = 0.
06 4 6 1 0 1 0 6

Note que a exemplo da equacao (1.4) podemos rearranjar os termos em relagao

a outras linha ou coluna, como segue:

det A = a;1C11 + a12C12 + a13C13
= anCh + agCy + a3 Cs
= a0y + aCs + az3Css
= a12C12 + 4920 + a3Cs
= a31031 + a32C32 + az3Cs3
= a13C13 + a3C + a33Cs3.

Estas equagoes sao chamadas de Expansoes em cofatores de det A.

Teorema 1.3.1 O determinante de uma matriz A de tamanho n x n pode ser calculado
multiplicando as entradas de qualquer linha (ou colunas) pelos seus cofatores e somando

0s produtos resultantes, ou seja, para quaisquer 1 <i<nel <j<mn,

det A = CLUCU + a2j02j + -+ ananj

(exzpansao em cofatores ao longo da j-ésima coluna)

det A= a;nCi + ainCis + - + ainCip.

(expansdo em cofatores ao longo da i-ésima linha)

Exemplo 1.3.4 Calcular o determinante da matriz A, do exemplo (1.3.83), mas agora

utilizando uma coluna. Assim temos:

1 2 3

4 =2 2 3 2 3
14 —2|=1 —(=1)- =1-16+1-(—16)+0-(—16) = 0.
0 6 4 6 1 6 1 6 1

Como esperado o resultado nao foi alterado.
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Por meio das matrizes dos cofatores de uma matriz A, a qual denotamos por A,
podemos obter a matriz adjunta de A que é a transposta da matriz dos cofatores e serd

denotada por adj(A), ou seja:

adj(A) = A
1 1 2
Exemplo 1.3.5 Seja A= |1 0 1 |, encontre a matriz adjunta de A:
3 01

Encontrando os cofatores,

0 1 1 1
My =+1- =0, Mp=-1- =2, Msz=+1 = 0,
01 3
1 2 1 2
My = —1- =1, My=+1- = 5, My =—1 = 3,
21 01 22 | 3 1 23 3 0
M. +1 L2 1 M. 1 b2 1 M. +1 b 1
= . = 5 = — . = e = . = —1.
31 01 32 11 33 10
Assim,
0o 2 0
A=| -1 -5 3
1 1 -1
Como o adj(A) = A" temos que,
0 —1 1
0o 3 -1
como queriamos encontrar.
0 —1 1
No exemplo anterior, temos adj(A) = | 2 =5 1 |, e fazendo A - adj(A)
0o 3 -1
teremos:
1 1 2 0 —1 1 2 00
10112 =5 1 =10 2 0| =21
3 01 0o 3 -1 0 0 2

Utilizando o Teorema (1.3.1) podemos mostrar que det A = 2, ou seja, A-adj(A) = detA-I.

Isto nao acontece por sorte, este fato é vélido para todas as matrizes.
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Teorema 1.3.2 O produto de uma matriz quadrada A por sua adjunta € igual ao produto

do determinante de A com a identidade. Ou seja:
A-A'=A-adj(A) =det A-1.

Uma demostracao para este Teorema pode ser encontrado em Boldrini et al. (1980).

1.4 Matriz inversivel

Definicao 1.4.1 Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de inversa de A

a uma matriz quadrada denotada por A™' de ordem n tal que A- At =A"1 A=1.

1 3 7 =3
Exemplo 1.4.1 Seja A = 5 7] e B= [ . ] temos que:

-2
1 — 1
A.B— 3 . 7 3 _ 0 _ 1, o
2 7 -2 1 01
7T =3 1 3 10
: = 2127
-2 1 ] [2 7] [O 1]

logo podemos afirmar que B = A™L.

B-A=

Propriedade 1.4.1 Se uma matriz possui uma inversa, entdo esta inversa € unica.

Demostragao: Suponha que A- By =1 e A-B; =1, assim temos que
Bi=By-1=B1-(A-By))=(By-A)-By=1-By=DBy = DBj;=DBs.

Uma consequéncia imediata do Teorema (1.3.2) é que temos um método para

encontrar A!, ou seja,

A-adj(A)=det A-1 = A- (detl(A) -adj(A)) =1 = detl(A) adj(A) = AL

21
2

Exemplo 1.4.2 Encontre a inversa da matriz , sabendo que =4.

2 0 2 -1
Sendo a matriz dos cofatores [ L 9 ], logo a matriz adjunta é [ 0 9 ] assim a

et i)
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inversa serd:

1
2 .
0 5
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Teorema 1.4.1 Uma matriz quadrada A admite uma inversa se, e somente se, detA # 0.

Demonstracao: Suponhamos que A,, tenha inversa, isto é , existe A~ tal que

A-A™' = 1. Usando o determinante temos (Proposicao 1.3.1(vi)),
l=det [ =det (A-A™')=det A-det A"

1
Logo, se A tem inversa, entdo det A # 0 e det A" = ot A Portanto det A # 0 é uma
e

condicao necessaria para que A tenha inversa.
Reciprocamente pelo Teorema (1.3.2) A - adj(A) = detA - I. Se detA # 0, entao

L -adj(A). N

A.
detA

-adj(A) = I, e como a inversa é tnica, entdo A™! = Y

1.5 Eliminacao de linhas e formas escalonadas

O método de eliminacao em sistemas lineares de equacao lineares, veja Secao
(1.6.3), consiste em efetuar repetidamente operagoes elementares sobre esse sistema, ob-
tendo sistemas equivalentes. Até reduzi-lo a um de facil resolugao. Nesta secao reinter-

pretamos o método nas matrizes, explicitando seu carater algoritmico.

1.5.1 Operagoes elementares

Seja A uma matriz m x n. Para cada 1 < ¢ < m, denotemos por L; a i-ésima

linha de A. Entao define-se as operacoes nas linhas da matriz A como se segue:
i) Permutacao das linhas L; e L;, indicada por L; «— L;.

ii) Substitui¢do de uma linha L; pela adigdo desta mesma linha com ¢ vezes uma outra
linha L, indicada por L; — L; + cL;.

iii) Multiplicacdo de uma linha L; por um nimero real ¢ ndo nulo, indicada por L; —
CLZ‘.

s

Propriedade 1.5.1 Toda operagao elementar e nas linhas de matrizes em My, xyn) €
reversivel, ou seja, existe uma operacao elementar é tal que eé(e(A)) = A e e(e(A)) = A,
para todo A € My, xn)-

Demonstracao: Se e ¢ uma operagao elementar do tipo L; «+— L;, entao tome ¢ = e.
Se e é uma operacao elementar do tipo L; — cL;, entao tome ¢ como a operagao do tipo
L; — —L;. Finalmente, se e ¢ uma operagao do tipo L; — L; +cL;, entao tome ¢ como
a operagéo Li — L; —cLj. |

Sejam A e B matrizes de ordem m x n. A matriz A é dita equivalente por linhas
a matriz B, denotada por A ~ B ou A — B, se B pode ser obtida de A pela aplicacao

sucessiva de um numero finito de operagoes elementares sobre linhas.
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1.5.2 Forma escalonada de Gauss

Definicao 1.5.1 Uma matriz retangular estda na forma escalonada se ela satisfaz as trés

sequintes propriedades:

i) Todas as linhas nao nulas estao acima de qualquer linha s6 de zeros.

ii) O elemento lider' de cada linha est4 numa coluna a direita do elemento lider da

linha acima.

iii) Todos os elementos de uma coluna abaixo de um elemento lider sao zeros.

Se uma matriz em forma escalonada satisfaz as seguintes condicoes adicionais

entao ela estd na forma escalonada reduzida.
iv) O elemento lider de cada linha nao nula é 1.

v) Cada elemento é o tnico elemento nao-nula em sua coluna.

3
Exemplo 1.5.1 A matriz | 0 4 —2 | esta na forma escalonada pois obedece as trés
1
100 -1
primeiras condi¢oes supracita; ¢ amatriz | 0 1 0 2 esta estd escalonada na forma
0 01 =3

reduzida. Pois obedece todas as condigoes.

Vejamos agora um algoritmo que reduz por linhas uma matriz dada nao nula qual-
quer a uma matriz na forma escalonada. O termo reduzir por linhas significa transformar
uma matriz usando as operacoes elementares sobre linhas. Este processo é chamado de
escalonamento de matrizes.

1) Seja K; a primeira coluna da matriz dada com algum elemento nao nulo. Troque as
linhas entre si de modo que esse elemento nao nulo apareca na primeira linha, isto é, de
modo que na nova matriz aqg, # 0.

2) Para cada i > 1, realize a operagao

Ak

A1k,
Repita os passos 1 e 2 na matriz assim obtida, ignorando a primeira linha. Novamente,
repita os Passos 1 e 2 nessa nova matriz, ignorando as duas primeiras linhas etc., até

alcancar a ultima linha nao nula.

'Um elemento lider de uma linha se refere ao primeiro elemento nao-nulo considerado da esquerda
para a direita (numa linha nao-nula).
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3) Se Ly, - -+, L, s@o as linhas nao nulas da matriz obtida apds terminar o processo acima
e se I{; é a coluna na qual aparece o primeiro elemento nao nulo a;, da linha L;, aplique
as operacoes

L, —

L;, paratodo1l <1< p.
ik,

4) Realize na matriz obtida até entao as operagoes
Ll —>Ll—alkiL2~, lzl, ,i—l,

para ¢ = 2. Depois para i = 3, e assim por diante, até ¢ = p. Dessa forma, obtemos uma
matriz na forma escalonada reduzida. Contudo se o objetivo for sé escalonar a matriz

devemos parar o algoritmo no passo 2.

2 1 1 10
Exemplo 1.5.2 Para escalonar a matriz | 4 6 1 0 |, devemos anular os elementos
6 2 0 1
4
situados em asy, asy e ass, logo devemos fazer as operacoes elementares Ly — Lo — 5 Ly,
6 —4
Ly — L3 — 3 Ly e Ly — L3 — (7) - Lo, € assim obtemos as equivaléncias:
2 2 1 10 2 2 1 10 2 2 1 10 2 2 1 10
461 18|~|02 -1 -2|~]0 2 -1 -2 |~]02 -1 =2
6 2 0 14 6 2 0 14 0 —4 -3 -—16 00 =5 =20

Para anular os elementos a5 € transformar os elementos ayy, ass € azz em 1, basta sequir

-2 1 1
com as operagoes elementares, L1 — Ly — (7> - Lo, L4 — 3 Li, e Ly — 5 Lo.
Especificamente, temos:

2 2 1 10 2.0 2 12 10 1 6 Lo 11 6
02 -1 -2 |~|02 -1 -2 |[~]02 -1 -2 ]~101 —3 -1
0 0 =5 =20 0 0 =5 =20 0 0 =5 =20 00 —5 —20
. 1 1
com as operacoes, Ly — 5 Ly, Li—Li—1-L3 e Ly — Lo+ 3 Ls. Seque que,
10 1 6 10 1 6 10 0 2 100 2
1 1 1
1 —= -1 ~ 1 —— =1 | ~ 1 —— -1 |~]0101
0 2 0 2 0 2
00 —5 —20 00 1 4 00 1 4 0014

encontrando a matriz escalonada reduzida.
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1.5.3 Matrizes elementares

O conceito de matriz elementar, que introduziremos aqui, sera utilizado para
demonstrar varios resultados em se¢oes posteriores.

Uma matriz elementar n X n, que denotaremos por F, é uma matriz que resulta da
aplicacao de uma operacao elementar na matriz identidade I. Vejamos alguns exemplos

no caso 4 x 4:

0001 1000 1 000
0100 0k 00 0100
0010}’ 0010]| k010
1000 0001 0001

As matrizes acima se obtém a partir de I, mediante as operacoes, L1 <> Ly, Lo — k- Lo

e Ly — L3+ k- Lq, respectivamente.

10

12 30
Exemplo 1.5.3 Ao fazermos a operacao elementar 3-L1 em 5 5 | obtemos [ ]

bt

. ‘ 3 0 4 10
que € exatamente o produto da matriz elementar 01 por o 5 |

Teorema 1.5.1 Uma matriz elementar E € inversivel e sua inversa € a matriz elementar

E', que corresponde a operagdao com linhas inversa da operacdo efetuada por E.

Demonstragao: Como as operagoes elementares sao inversiveis, como foi mostrado na
Proposicao (1.5.1), as matrizes elementares sao inversiveis, pois se E for obtida através

de uma operacao elementar em I, entao existe outra operacao elementar de mesmo tipo

que transforma FE de volta para I. |
1 00 0 0
Exemplo 1.5.4 A inversa das matrizes elementares | 0 0 1 |, -2 0 e
010 0 0 1
1 00
0 1 0 | sao respectivamente:
0 3 1
100 1 0 0 1 0 0
001/, 0 —3 0 e 0 1 0
010 0 0 1 0 -3 1

1.6 Matrizes de um sistema linear

Segundo Anton e Busby (2006) o primeiro exemplo conhecido do uso de matriz

aumentada para descrever sistemas lineares aparece no livro chinés “Nove Capitulos de
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Arte Matematica” publicado entre 200 a.C. e 100 a.C. durante a dinastia de Han. O
problema proposto pelo manuscrito é:
Existem trés tipos de milho, dos quais trés montes do primeiro, dois do segundo e um do
terceiro totalizam 39 medidas. Dois montes do primeiro, trés do segundo e um do terceiro
totalizam 34 medidas. Finalmente, um monte do primeiro, dois do segundo e trés do
terceiro totalizam 26 medidas. Quantas medidas de milho estao contidas em um monte
de cada um dos tipos?

O Problema nos leva a um sistema linear de trés equacoes e trés incognitas, que

o0 autor escreve como:

1 2 3

2 3 2

3 1 1

26 34 39
1.6.1 Equacgao Linear
Definicao 1.6.1 FEquacao lineares nas varidveis xi,xs,...,T, € toda equacao do tipo
171+ axo + ...+ a,xr, =b em que ay,aq, ..., a, eb sao constantes reais e ay, as, . . ., ay

ndo sao ambas nulas, b é chamado de coeficiente (ou termo) independente da equagao.

Exemplo 1.6.1 A equacao 2x1 + 4x5 — bxs = 8 apresenta 3 varidveis, x1,Ts € T3 com

coeficiente 2,4, —5 e o 8 € o termo independente.

1.6.1.1 Solucao de uma equacgao linear

Dizemos que uma sequéncia (g, aa,...,q,), com a; € Rparal <7< n, éa
solugao da equacgao ayx1+asxs+. . .+a,r, = bquando a sentenca a1 x1+aoxs+. . .+a,x, =

b for verdadeira, com o; € R,2=1,2,3,--- ,n.

Exemplo 1.6.2 A sequéncia (2, —2), denominado par ordenado, € uma solu¢do da equagao
3x — 2y = 10, pois, 3-2 —2-(=2) = 10.

1.6.2 Sistema linear

Definicao 1.6.2 Um conjunto finito de equacdes lineares nas varidveis i, o, ..., T, €

chamado de sistema de equacoes lineares ou simplesmente de sistema linear.

Um sistema arbitrério de m equagdes lineares em n varidveis (incégnitas) pode

ser escrito como

a;1r1 + appTy - AT, = b
a1 T +  ApTy - AT, = b _ ,

aij,bi €R, com1<i<m, 1<j<n (1.6)
Am1T1 + Amala - App®y, = bm
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as variaveis x1, T, . . ., ¥, denotam constantes. Uma sequéncia de nimeros (ay, aa, ..., ay)
¢ chamado de solugao do sistema se ay; = x1, ay = 29, ..., @, = x, ¢ uma solucao de
cada equagao do sistema.

Um sistema de equagoes lineares pode ter nenhuma solugao, exatamente uma, ou
entao uma infinidade de solugoes; os que nao tém solugao sao chamados inconsistentes;
os que tem dizemos consistentes.

Exemplo 1.6.3 O sistema linear 203y —22=0 tem como solucao xr =1, y =2
—3dr+2y—2=0
e z =1, pois esses valores satisfazem ambas as equagoes.
No entanto, v = 2, y = 2 e z = 5 nao ¢ solucao do sistema pois estes valores

satisfazem apenas a equagao 2x + 3y — 2z = 6.

1.6.2.1 Representagcao Matricial

Todo sistema de equacoes pode ser representado na forma matricial, os coeficien-
tes a;; formarao a matriz dos coeficientes, as incognitas z; serao os elementos da matriz
das incégnitas x, e os termos independentes b; formara a matriz dos termos independentes.

Especificamente, o sistema (1.6) pode ser representado da forma

a1; Q12 - Qin € by
Q21 Q22 -+  Q2p X2 by
A-X=B ou _ ] _ . ) = ] ,
am1 Am2 " Omp | Tn | bm
11 Q2 - Q1p x1 by
Q21 Q22 -+ Q2 . . X2 bo .
sendo ] ] ] a matriz dos coeficientes, ) e ) a matriz das
Am1 Am2 - Amn Tn bm

incognitas e a matriz dos termos independentes, respectivamente.

2.1'1 + Ty — T3 = 4
Exemplo 1.6.4 Represente o sistema § 31 — 219 — 223 = 2 , na forma matricial.

I1+l’2—]}3:2

2 1 —1 T
O sistema pode ser reescrito como, | 3 —2 =2 | - | zy | =
1 1 -1 T3

1.6.3 Resolugcao com o método de Gauss

O método de Gauss consiste em realizar operacoes elementares sobre linhas no

sistema AX = B, transformando-o em um sistema escalonado equivalente. A eliminagao
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de Gauss pode ser descrito nos seguintes termos:

Multiplicarmos os dois lados do sistema sucessivamente por matrizes elementares

até obter a matriz escalonada, ou seja, triangular superior U = Fj, ... Ey- E; - A, chamando
Ey....Ey - Ey de E. Assim o sistema AX = B se transforma no sistema equivalente
escalonado:

UX = EB. (1.8)

15(71 —+ 11’2 - 2[E3 =0
Exemplo 1.6.5 Escalonar o sistema { 2x; + 3x9 — 3x3 =3  wutilizando o método de

31’1 — 1.1'2 + 2(133 =12

Gauss.
O sistema reescrito em notagao matricial ficard:
—2 T 0
3 3 |-|x|=13|. (1.9)
-1 2 T3 12
Inicialmente, anularemos o sequndo elemento da primeira coluna , ou seja:
1 00
1) Multiplicaremos (1.9) por Ey = | —=2 1 0 |, ou seja,
0 01
1 00 1 1 =2 T 1 00
-2 1 3 =3 x| =1 -2 10
0 01 3 -1 2 X3 0 01 12
logo,
1 1 -2 1 1 0
243 242 4-3 || x|=]-21
3 -1 2 X3 0 01 12
Encontrando, assim, o sistema equivalente:
1 —2 1 1 0
0 1 1 x| =] -2 1 0] 3 |. (1.10)
3 -1 2 T3 0 0 12

Prosseguimos com o escalonamento, agora vamos anular o terceiro elemento da

primeira coluna de (1.10). Especificamente,
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1 00
2) Vamos multiplicar (1.10) por Ey = | 0 1 0 |. Portanto,
-3 0 1
1 00 1 =2 1 1 00 1
0 10 1 1 Ty | = 0 10 -2 1
-3 0 1 -1 2 x3 -3 01 0 01 12
Obtendo,
1 1 -2 X1 1 00
0 1 1 x| =] =2 1
343 -3—1 6+2 x3 -3 0 1 12
Encontrando, assim, o sistema equivalente
1 =2 1 1
1 1 x| =] -2 1 0]-] 3 (1.11)
0 —4 8 x3 -3 0 1 12

Nesta terceira etapa, queremos anular o terceiro elemento da sequnda coluna de

(1.11). Entao,

100
3) Multiplicaremos (1.11) por Es= | 0 1 0 |, ou seja:
0 4 1
1 00 1 1 =2 1 100 1 0
010 0 1 1 xo | =10 1 0 -2 10
0 41 0 —4 8 x3 0 41 -3 01 12
Portanto,
1 1 —2 1 1 0 0 0
0 1 1 Ty | = -2 10 3
0 4—4 448 T3 —-8—-3 4 1 12
encontrando, assim, o sistema (1.11) escalonado,
-2 1 1 00
01 1 x| =] -2 1 0
0 12 T3 —11 4 1 12
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1sto €,

11 -2 1y
01 1 |-|a]|=]3 (1.12)
00 12 3 24

como quem’amos.

Para encontrar a solucao do sistema, faz se necessario o algoritmo da substituicao
reversa, que sera explicitado a seguir.
1.6.3.1 Algoritmo da substituicao reversa

Este algoritmo resolve o sistema RX = B pelo método da substituicao reversa,

onde R é quadrada, inversivel e triangular superior. Isto significa que

1 Tiz -0 T1M
Tog = -- oM
R =
0
T
com ry; # 0, para ¢ = 1;--- ,m. Para resolver o sistema Rx = b, iniciamos explicitando

T, na ultima equagao e, retornando até a primeira, explicitando as variaveis principais
de cada equacao em funcao das varidveis determinadas nas etapas anteriores. Assim,
bm bm—l — I'm—-1,mTm bm—2 —Tm—2m—1Tm—1 — "'m—2mTm

Tm = y  Im—1 = y  Im—2 =
T'mm "m—1,m—1 T'm—2,m—2

s

e assim por diante. Agora estamos prontos para encontrar as solugoes dos sistemas es-
calonados. As contas s@o completamente analogas para matriz dos coeficiente triangular

inferior.

Exemplo 1.6.6 Encontre os valores x1, x9 e x3 do FExemplo 1.6.5.
Descobriremos por substituicao reversa:

Por (1.12) temos que 12x3 = 24, portanto x3 = 2;

Substituindo x3 na equacdo xo + x3 = 3, seque que xo = 1;

Por fim, substituindo x3 e xo em x1 + x5 — 223 = 1, obtemos x1 = 3.
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Capitulo 2
Algumas matrizes no ensino superior

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre transformacoes lineares definidas
em espagcos vetoriais com dimensoes finitas, mostraremos que essas transformacoes podem
ser representadas por matrizes e apresentaremos algumas decomposi¢oes matriciais bem
como acharemos solugoes de sistemas lineares com estas fatoragoes. Para isso, usaremos
como referéncias Hefez (2011); Anton et al. (2001); Boldrini et al. (1980); Lima (2009).

2.1 Matriz de uma transformacao linear

Segundo Anton et al. (2001) em meados do século dezessete foi materializada
a ideia de utilizar pares de numeros para situar pontos no plano e ternos de nimeros
para situar pontos no espago tridimensional. Na segunda metade do século dezoito, os
matematicos e fisicos comecaram a perceber que nao havia necessidade de parar com
ternos, pois quadruplos (as, as, as,ay) de nimeros poderiam ser considerados pontos de
um espago de dimensao quatro, quintuplo (ay, az, as, as, as) de nimeros como pontos num
espaco de dimensao cinco e assim por diante, uma n-upla de nimeros sendo pontos de

um “espaco n-dimensional.”

2.1.1 Espacos vetoriais

Definicao 2.1.1 : Um espago vetorial V' é um conjunto, cujos elementos sao chamados
vetores, onde esta definida duas operacgoes: a adi¢ao, que a cada par de vetoresu ev € V.
faz corresponder um novo vetor u +v € V, chamado soma de u e v; e a multiplicagao
por um numero real, que a cada nimero a; € R e a cada vetor v € V' faz corresponder
um vetor ay - v, chamado o produto de a; por v. Essas operagoes devem satisfazer, para
quaisquer a,as € R e u,v,w € V, as sequintes condigoes.

Comutatividade: u +v = v + u;

Associatividade: (u+v) +w =u+ (v+ w) e (araz)v = ay(av);

Vertor nulo: ezxiste um vetor 0 € V', chamado vetor nulo, ou vetor zero, tal que v+ 0 =
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04 v =v para todov € V;

Inverso aditivo: para cada vetor v € V' existe um vetor —v € V', chamado de inverso
aditivo, ou simétrico de v, tal que —v +v =v+ (—v) = 0;

Distributividade: (a1 4+ as)v = a1v + agv € a1(u + v) = aju + ajv;

Multiplicagao por 1: 1-v = .

Exemplo 2.1.1 Para todo nimero natural n, o simbolo R"™ representa o espaco vetorial
euclidiano n-dimensional. Os elementos de R"™ sdo as listas ordenadas u = (ay, -+ ,a,),

v=(ay,- - ,a,) de nimeros reais.

Observacgao 2.1.1 FEssas regras serao usadas implicitamente, quando trabalharmos com

vetores.

2.1.2 Combinacao linear

Definicao 2.1.2 Sejam V' um espaco vetorial sobre R, evy,ve,..., v, €V eay,as,...,a,
numeros pertencentes a R. Entao o vetor v = av1 + asvs + ... + a,v, € um elemento de

V' ao que chamamos combinacao linear de vy, vs, ..., U,.

Exemplo 2.1.2 O wvetor (9,5) pode ser escrito como combinagao linear do conjunto

{(1,0), (0,1)}, ou seja, (9,5) =9-(1,0)+5-(0,1).

Defini¢ao 2.1.3 Um conjunto {vy,vs,...,v,} de vetores é definido linearmente depen-
dente (LD), se e somente se, pelo menos um deles pode ser escrito como combina¢ao
linear dos outros vetores de seu conjunto. Esse conjunto € dito como linearmente inde-
pendente (L1 ) se nenhum deles pode ser escrito como combinagdo linear dos outros vetores

do conjunto.

Exemplo 2.1.3 Seja v; = (1,1,1), vy = (0,2,4), v3 = (—1,-2,3) e vy = (0,1,8);
temos que o conjunto {vy,ve,v3,v4} € LD pois, vy = vy +ve +v3 = (1,1,1) + (0,2,4) +
(—1,-2,3) = (0,1,8), mas o conjunto {vy,vq,v3} € LI? Vamos verificar.

Suponhamos que ezista a,b € R tal que av, + bvy = v3 ou seja,
a-(1,1,1)+b-(0,2,4) = (—1,-2,3)

Temos que
(a,a+2b,a +4b) = (—1,-2,3)

logo a = —1, substituindo na equagao a+2b = —2 encontramos b = —5 0 que € iImproprio

1
para a +4b =3 poisa+4b=—1+4- (—§> = —3 # 3. Portanto {vy,ve,v3} € LI.
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2.1.3 Base de um espaco vetorial

Estamos interessados em encontrar, em um espaco vetorial V', um subconjunto
tal que qualquer vetor de V' seja uma combinacao linear de elementos de 5. Em outras
palavras, queremos determinar um conjunto de vetores que gere V', tal que todos os
elementos sejam necessarios para gerar V', se pudermos encontrar tais vetores, teremos os

alicerces de nosso espaco, este conjunto de vetores é denominado de base.

Definigcao 2.1.4 Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Uma base de V é um
subconjunto finito B C V satisfazendo:

i) B gera V, ou seja, o espago gerado por [ € igual a V.

ii) € LI.

Observacao 2.1.2 Um espaco vetorial pode ter vdrias bases.

Exemplo 2.1.4 O conjunto {(1,0),(0,1)} é chamado de base canénica do R?, pois qual-
quer elemento (x,7) pertencente a R* é combinagdo desta base. Além disso, {(1,1),(0,1)}

também € uma outra base do R?.

Teorema 2.1.1 Qualquer base de um espaco vetorial tem sempre o mesmo numero de

elementos. Este niumero é chamado dimensao de V', e denotado dim V.

Demonstracao: Sejam {vi,vq, - ,v,} e {wy,ws, -+ ,w,} duas bases de V. Como
vy, Vg, -, U, geram Ve wy, wo, -+, Wy, sao LI, isto implica que m < n.

Por outro lado, como {wy,ws, -, w,} geram V e vy, vy, v, sdo LI, isto
implica que n < m. Portanto, n = m. |

2.1.3.1 Matriz mudanca de base

Em geral, aparecem matrizes complicadas (relacionadas a bases) na resolucao
de problemas e devemos simplificar as mesmas. Se usarmos bases onde as matrizes sao
diagonalizaveis simplificaremos muito tais problemas.

Consideremos duas bases ordenadas « e € R" sendo o = {wy,v9,...,0,} €

f = {w,ws,...,w,} e dado um vetor v € R", podemos escrevé-lo como

V=1210] + TV + ...+ 2TV, € UV =1y W1 + YWy + ...+ YpWy,

X1

X2

as coordenadas do vetor v em relacdo a base o é [v], = ] e as coordenadas do

Tn
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n
Y2

vetor v em relagdo a base 3 é [v]; = _ ja que {vy,vg,...,v,} é base de V', podemos
Yn
escrever os vetores wy,ws, ..., w, como combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., v,, ou
seja
w; = a11V1 + a9V ... Gp1Up
Wy = Q12V1 + Q22V2 ... Q4p2Up
Wy = QApU1 + Q2pV2 ... AppUn

substituindo temos:

V= w1 + Yows + + - + Ypwy = y1(a1101 + a0z . . . an10y) + Ya(a1ov1 + avs . .. apovy,)+
oot Yn(@1pv1 F a2pVs . ApnUy) = (a1 F @12y2 + - - F Q1 Yn) V1 F (A21Y1 + a20Yo+
cooF a0 yn)ve + oo (a1 F Yo F - F QG Yn) Vs

Como

V= T1V1 + ToVg + ...+ TpUy,

entao:

T101 + ToUo + . ..+ 2,0, = (a11y1 +a12Yo + - -+ a1y )v1 + (a1 + G2y + . . .+ QoY) Vo +

oot (@Y + an2ya + -+ GnYn)Vn

e como as coordenadas em relacao a uma base sao unicas, temos

ry = anyr + a1y + ... + AYn
Ty = @Y1 + axys + ... + a,Yn
Tp = Apn1lY1 + An2Y2 + ...+ AnnlYn
Em notagao matricial
Ty aip @12 ... Qip n
T2 Q21 Q22 ... Q2q Y2
T, Ap1 Ap2 ... QApp Yn
isto é,  [v]o = [M]°[v]s  onde
ay;y a2 ... Qip
21 A22 ... Q9p
B _
[M]a_
Ap1 Ap2 ... Qpp
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é chamada matriz de mudanca da base (§ para a base . Observe que uma vez obtida [M ]g

podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relacao a base a;, multiplicando

a matriz de mudanga da base pelas coordenadas de v na base [ (que conhecemos).

Exemplo 2.1.5 Sejam = {v; = (1,1), va=(1,0)} e 0 ={u; =(1,2), us = (—4-3)}
duas bases do espaco vetorial real R?. Determine a matriz P de mudanca de base 8 para

a base «.

Para determinar P = [M]? escrevem-se os vetores da base o como combina¢do

linear dos vetores da base (3, isto é:
a(1,1) +b(1,0) = (1,2) ou seja (a+b,a) = (1,2).
Assim temos que a =2 e b = —1. Portanto o vetor u; da base o se escreve:

(1,2) =2(1,1) — (1,0),

i1sto €, suas coordenadas em relacao a base [ sao,

[mm=<f>.

Considerando-se, agora, o vetor uy tem-se:
c(1,1) +d(1,0) = (=4, —=3) ou seja (¢ +d,c) = (—4,—3)
De onde se obtém ¢ = —3 e d = —1. Logo, o vetor uy da base o se escreve:

(—4,-3) = -3(1,1) — (1,0),

ou seja, suas coordenadas em relagao a base B sao:

[mm:(:f).

= Uy —
S:{m U1 — V2

U = —3U1 — V2

O sistema linear S, é entao:

e, portanto, a matriz dos coeficientes é:

(27
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A matriz P € a transposta dessa matriz; suas colunas sao formadas pelas coordenadas de

P:[M]§:< 2 _3>.
-1 -1

Para definirmos os conceitos de ortogonalidade entre vetores faz se necesséario

uy € uy em relacao a base (3:

definirmos o produto interno.

2.1.4 Produto interno

Nesta se¢ao apresentaremos os conceitos e propriedades elementares de um espaco

vetorial com produto interno Euclidiano.

Definicao 2.1.5 Seja V' um espaco vetorial. Um produto interno em V é uma funcao
que a cada par de vetores u e v em V' associa um numero real, denotado por (u,v), que
satisfaz as sequintes condicoes:
Para quaisquer vetores u,v e w de V' e qualquer nimero real \,
i) (u,u) = 0;
i)  (u,u) =0 se, e somente se, u=0;
i) (u,v) = (v,u);
iv) (u+v,w) = (u,w) + (v, w);
v)  (Au,v) = Mu,v).

Exemplo 2.1.6 Dados u = (x1,29, - ,2,) € v = (Y1,Y2," " Yn), vetores em R".
Definimos

(U, v) = 1y + Tayo + - + TpYn. (2.1)
Note que

e que
(U, v) = Ty + ToYo + -+ + TpYn = NT1 + Yoo + - - + Ypxy, = (v, ),

mostrando que as condigoes i) e iii) da definicdo de produto interno sdo satisfeitas. A

condigao #i) também é satisfeita visto que

(wuy =2? + a5+ 412 =0<=a,=-=1,=0<=u=0.
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Se w = (z1, 22, , 2p), entao
(utv,w) = (21 +y1)z1 + (X2 +y2)22 + -+ (T + Yn)2n

= (z121 + Taza + -+ Tnzn) + (Y121 + Y222 + -+ + Ynzn) = (u, w) + (v, W)

mostrando que condigao iv) é satisfeita. A condi¢ao v também ¢é satisfeita, pois se A € R,

entao
Au, vy = Ay + (Ax2)ya + -+ (AZ0)Yn = Mx1y1 + Toyo + -+ + Tpyn) = Mu, v).

Definicao 2.1.6 Seja V' um espaco com produto interno. Definimos a norma do vetor v

de V', ou comprimento de v, denotado por ||[v||, como o nimero real
1
[|v]| = (v, v)2.

Se ||v|| = 1, dizemos que v é um vetor unitario. A distancia d(u,v) entre dois vetores u e

v de V é definida como

d(u,v) = ||lu —v|| =/ {u—v,u—v).

Exemplo 2.1.7 Seu = (x1,29, - ,2,) € v = (Y1,Y2, " Yn), vetores em R™ com produto

mterno usual, entao

ul| = (u,u)s = yfa? + af+ -+ a2

d(u,v) = [Ju— || = (u—v,u —v)2 = /(21— y1)2 + (@2 — y2)? + - + (0 — Ya)?.

2.1.5 Base ortogonal

Seja V' um espago vetorial. Um conjunto § = {vy,vs,...,v,} é uma base orto-
gonal de V' se somente se (v;,v;) =0 com ¢ # j. Se além disso cada elemento da base /3
tiver norma 1, ou seja ||v;|| = 1, para cada i € {1,2,--- ,n}, entdo a base serd chamada

de ortonormal.

2.1.5.1 Matriz ortogonal

Uma matriz quadrada A é ortogonal se, e somente se, A- A" = 1 = A'- A ou
seja A™! = A!. Decorre desta definicdo que toda matriz ortogonal é formada por vetores

colunas (ou linha ) ortonormais.
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Exemplo 2.1.8 A matriz A = € ortogonal, pois:

|
|
\1|w ICTTCRRTIEN

AT . A =

|
2o ~a1w \1|®

|

|

|
\1|w ICTTCRITIEN
o o
oS = O
— o o

Nem todas as matrizes do tipo M(,xn) sdo ortogonais. No entanto, podemos
produzir uma matriz ortogonal a partir de uma matriz formada por coluna ou linhas LI.
Para isto, devemos, em um primeiro momento ortogonalizar as linhas ou colunas por meio

do processo que segue.

2.1.6 Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Seja a = {uy, us, ..., u,} uma base nao ortogonal do espaco vetorial euclidiano V/,
é possivel, a partir desta base, determinar uma nova base ortogonal f = {wy, ws, ..., w,}
para V. Para isto, Considere-se u; = wy, temos que encontrar um valor a5 de modo que

Wy = Ug — ayo - Wy seja ortogonal a wy, teremos:
(ug — arg - wy,wy) =0

(u2,w1> - <a12 : wl,w1> =0

a2 - (wl,w1> = (U2,w1>

a _ <w17u2>
2wy, wy)
isto é,
g _ SWLU2)
2 2 <U)1,’w1> 1

Assim, os vetores wsy e wy sao ortogonais.
Na sequéncia, considere-se o vetor ws = u3 — a13w1 — Ae3wWy € encontre os valores

de as3 e a3 de maneira que o vetor ws seja ortogonal aos vetores wy e wo:

<U3 — Q13 - Wy — G23 * w17w1> = <u3,w1> — a3 (wz,w1> — Q23 * <w1,w1> =

<U3 — A13 Wz — Q23 * w1>w2> = <U37w2> — 13- <w2,w2> — Q23 - <w1, w2> =

Tendo em vista que (wy, ws) = 0, vem:

<U3,7~U1> — Q23 - <w17w1> =0
0

<u3,w2> — 13- <w2>w2> =
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logo,

- <w1, U3> . <w27u3>
A23 = a3 =
(wy,wy (wa, wo
isto é
ws = Uz — (wa, us) . (w1, ug) W
<w2, w2> <w1, w1>

assim, os vetores wi, wsy € ws sao ortogonais.
Continue o processo até que tenham sido obtido um conjunto ortogonal {wy, ws, . ..

de vetor que é base de V. Observe que os vetores sao definidos recursivamente por

U1 = Wy
W = Uk — A1k - W1 — « .+« — Q(k—1,k) * W(k-1)
Onde k =2,3,...,n, e
Qir = <wzauk>
w <wi7 wz) .
A partir da base ortogonal {wy,ws,...,w,} pode-se determinar uma base orto-
w.
normal {qi,¢qs,...,qn}, onde ¢; = i Z”
W

Esta base ortonormal pode ser obtida ao mesmo tempo em que se obtém a base

ortogonal. Comece com

w1
U = Wy com q1 =
[ [
continue com o processo de ortogonizacao, tomando
Wa
Wz = Uz — T12¢1 CcOm @Gz =
|||
. w3
W3 = U3 — T13* G1 — T'23 * (o e considerando q3 = m
3
e assim por diante, até que, num passo genérico k,
Wy
W =Ug —T1k"q1 — - .. — rk—l,qu—l Sendo que qr = H'LU H’
k
qi, U .
onde r;, = %, sendo (q;,q;) = 1 temos ry = {(q;,u) para k = 2,...,n e i =
qi, 4i

1. k—1.

Exemplo 2.1.9 Seja o = {v; = (5,2); v, = (1,0)} uma base do R%. Vamos obter a partir
de o uma base = {uy,us} ortogonal em relagao ao produto interno usual.

Iniciaremos fazendo,

Uy =01 = (5a2>a
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continuando o processo
Ug = V2 — 11U

(u1, va)
<’LL1, u1>

(u1, va)
(w1, uq)

Sendo a; = , teremos uy = vy — Uy, OU seja,

o 20 o,
R G GE) R A

Portanto a base 3 ortogonal serd {(5,2), (55, 55) }-

Ja para encontrar a base ortonormal {q1, g2} devemos fazer, ¢, =

Sendo |[ur]| = VETZ = VB e [l =/ (#) + (22)* = 22, temos:

4 -10
_ 62 (52 ) _w) (2 s
D= T\ Vs 2= "m T \Va Vs
29
2.1.7 Transformacoes lineares
Sejam U, V espacos vetoriais. Uma transformacao linear 7' : U — V é uma
correspondéncia que associa a cada vetor u € U um vetor T'(u) € V de modo que, para
quaisquer u,v € U e a € R, temos que:
T(u+ av) =T(u) + aT(v)
o vetor T'(u) chama-se a imagem (ou o transformado) de u pela transformagao 7T

Exemplo 2.1.10 A funcio T : R* — R?, dada por T(x,y,2) = (v — y,y — 2), € uma
transformacao linear.

De fato, se vy = (21,y1,21) € R®, vy = (29,1, 22) € R® e a € R, entdo

T(vy 4+ ave) = T(x1+ azxs,y1 + aya, 21 + a22)

(z1 4+ azy — (y1 + ay2), y1 + ay2 — (21 + az))

= ((@1 —y1) +alz2 — y2), (y1 — 21) + aly2 + 22))
(x1 — 1,01 — 21) + al(z2 — y2, Y2 — 22)

= T(v1)+ aT(vy),

e, portanto, T € uma transformacdo linear de R® em RZ.

2.1.7.1 Matriz de uma transformacao linear

Nesta subsegao, veremos que se U e V' sao espacos vetoriais de dimensao finita,
com bases fixadas, entao uma transformacao linear 7' : U — V pode ser representada por

uma matriz. A vantagem de uma tal representacao é que muitos problemas associados
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as transformacoes lineares, entre espacos de dimensao finita, podem ser resolvidos com a
teoria das matrizes.

Sejam U e V espagos vetoriais de dimensao n e m, respectivamente, sobre R.
Consideremos uma transformagao linear 7' : U — V. Dadas as bases o = {uy,...,u,}
deUe ={vy,...,u,} de V. Como [ é uma base de V, podemos determinar de modo

unico, nimeros reais a;;, com 1 <¢ <n, 1 <j <m, tais que

T(Ul) =auv+ -+ Qj;U; + .t iU, (22)

Tomemos agora u em U. Temos que u = kju; + - - -+ kpv,, em que k; € Rparal <i <n.

Pela linearidade de T' e por (2.2), segue que

T(u) = kT(w)+--+ kT (uy)
= ki(anvy + -+ @mivm) + -+ kp(amvr + -+ Gmntm)
= (allkl + -+ alnk:n)vl + -4 (am1k1 R amnk‘n)vm.

Logo,

ank: +---+ ank, air 0 Qi ky
[T(u)]s = : = : | =15 u)e (2:3)

amlkl +---+ amnkn am1 - Amn kn

onde definimos
aix - Qin

m1 *°° QAmn

A matriz [T]3, que representa T' em relacio as bases a e 3, é chamada a matriz

de T nas bases a e 3.

Exemplo 2.1.11 Seja T : R* — R? tal que T(z,y,2) = (2v+y— 2,3z — 2y +32). Sejam
B=1{(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} e a = {(1,3),(1,4)} bases de R* e R? respectivamente.
Procuremos [T)°.

Calculando T nos elementos da base 3, temos:

T(1,1,1) = (2,4) = 4(1,3)—2(1,4
T(1,1,0) = (3,1) = 11(1,3) —8(1,4)
T(1,0,0) = (2,3) = 5(1,3) —3(1,4)
Entao
oo 410 ]
“ -2 -8 -3




Quando a transformacao linear for de um espaco V' a ele mesmo, este sera cha-

mado de operador linear sobre V.

2.2 Decomposicoes matriciais

Nesta secao estudaremos as decomposicoes LU, Cholesky e QQR; sendo a de-
composicao LU um novo olhar sobre o método de eliminacao de Gauss, e a fatoracao de
Cholesky uma especializacao da decomposicao LU, ja a fatoracao QR é uma interpretagao

matricial do processo de Gram-Schmidt.

2.2.1 Decomposicao LU

A decomposicao LU é um método que fatora a matriz A em uma matriz triangular
inferior L (que vem do inglés lower, inferior) e uma matriz triangular superior U (que
vem do inglés upper, superior), utilizando-se do método de eliminagao de Gauss. Uma
condicao suficiente (mas nao necessdria) para que uma matriz A possa ser escalonada
sem transposi¢oes de linhas, portanto admite uma decomposicao A = LU, é que suas
submatrizes principais sejam inversiveis.

Seja A uma matriz inversivel a ser escalonado e aplicando matrizes elementares
En...Eg'EQ'El = F temos

E-A=U (2.4)

aplicando a inversa £~ em ambos os lados de (2.4) teremos
E'E-A=E"U

e chamando E~! de L, segue que:
A=L-U (2.5)

encontramos a fatoragao de A.

Exemplo 2.2.1 Note que ao continuarmos o Exemplo (1.6.5) da eliminagdo de Gauss,
lzy 4+ 1y — 225 =0

ou seja, que pede para escalonar o sistema § 2w, + 3wy — 3x3 =3 e teve como resultado
3r1 — lag + 2203 = 12

0 sistema
-2 T 1 00 0
01 1 | x| = -2 1 0 - 3 . (2.6)
0 0 12 T3 —-11 4 1 12
De fato:
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1 00

Sendo E5 - By - B = -2 10 :E,sabendoqueEl_l-Egl-Eg_l-Eg-EZ-El:I,
—-11 4 1
assim devemos calcular o produto Ey* - By - Byt = E7', ou seja:
1 00 1 00 1 0 0 1 0 0
210 010 01 0of|=|2 1 0|=F" (2.7)
001 3 01 0 -4 1 3 -4 1
Multiplicando (2.7) em (2.6), obtemos:
1 0 0 -2 T 1 0 O 1 00 0
2 1 0 01 1 o | =12 1 0 -2 10 3
3 -4 1 0 12 T3 3 —4 1 —-11 4 1 12
Portanto,
1 0 0 11 =2 T 0
21 0|01 1 [-]Jax]|=1]3
3 -4 1 0 0 12 T3 12

Transformando a matriz dos coeficientes A em um produto de uma triangular inferior L

e uma matriz triangular superior U, ou seja:

-2 1 0 0 -2
3 =3 |=(2 1 0 1
-1 2 3 —4 1 12

Um fato notavel acontece no produto das inversas das matrizes elementares ob-
serve em (2.7), sendo k; os elementos diferentes de zero das matrizes elementares que

situam abaixo da diagonal principal, vale a igualdade:

B -
ko1
L=FE" Byt Byt Bt = _—
2 K3

K1

2.2.1.1 Solucgao do sistema AX = B por fatoragao LU

A vantagem do método LU mora no fato de trabalhamos somente com a matriz
dos coeficientes do sistema linear. Podendo assim resolver varios sistemas lineares que
tenha a mesma matriz dos coeficientes e termos independentes diferentes, com uma tnica

fatoracao.
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Encontrada a fatoracao da matriz dos coeficiente A, o sistema AX = B pode ser
reescrito como LU X = B entao defina UX =Y, resolva LY = B e, em seguida, UX = B

para obter a solucao do sistema original.

3ZE1 + x9 + T3 = 7
Exemplo 2.2.2 Resolver o sistema { w1 + 219 + 3x3 = 11 com o método LU.

1+ To+2x3="17

Neste exemplo para efeito diddtico utilizaremos as operacoes elementares para
escalonar a matriz dos coeficientes.

Iniciaremos o processo reescrevendo o sistema na forma matricial

3 11 1 7
1 2 3 xo | = | 11
11 2 T3 7

Para encontrar as matrizes equivalentes foram utilizadas as sequintes operacoes

elementares respectivamente; Lo — Lo — 3 Ly, Ls— L3— 3 Li e Ly — Lsy— E Ly,

311 3 1 1 3 1 1 3 1 1
tes|elo gy ~]o ] ~]08s
11 2 1 2 02 2 0 2
3 1 1
Assim, encontramos a matriz triangular superior U = | 0 g % e a matriz triangular
3
00 ¢
1 00
inferior L = % 1 0 |, que é formada pelos valores inverso das operagoes elementares
1 2
z £ 1
3 5

e 1’s na sua diagonal principal.
Encontrada a fatoracao da matriz dos coeficiente podemos reescrever o A- X = B

como L - (U -X) = B e chamando (U -X) de Y, Temos um novo sistema L-Y = B.

Encontraremos entao os valores Y por substituicao reversa, ou seja:

1 0 U1 7
5 1 y2 | = | 11
% % Y3 7
logo temos:
=1

26.
3 Y
2+ 25& + y3 = 7 substituindo y; e yo na equagao, teremos ys = g.

?JS_l + yo = 11 substituindo y, na equacao, temos que ys =
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Repetindo o processo para encontrar a solucao do sistema U - x =y, ou seja:

1 1 T 7
5 8 _ | 26
3 3 T2 | = | 3
3 6
0 5 x3 5
3% = g logo, x5 = 2;
5% + 8% = % substituindo xs, teremos ro = 2;

311 + x9 + x3 = 7 substituindo os valores de xo e x3 na equacao, teremos 1 = 1.

Encontrando assim a solugao (1,2,2) que procurdvamos.

2.2.2 Fatoracao PLU

, 10
é
1

possui uma decomposi¢ao LU

Nem sempre uma matriz A possui uma decomposicao LU e um exemplo cldssico

1

. Entretanto, a matriz B = obtida de A pela permutacao das linhas

(1) 2]

A priori, ndo se sabe quais sdo (nem mesmo se VAo ser necessarias) as trans-

posicoes de linhas durante o processo de escalonamento de uma matriz A. Entretanto,
depois de efetuado o processo, dispomos da relagao de todas as transposigoes feitas. Efe-
tuando, na mesma ordem em que foram feitas, todas essas transposicoes nas linhas da
matriz identidade, obtemos uma matriz P € M,,xm), que se chama uma matriz de per-
mutacao. O produto PA corresponde a efetuar sobre a matriz A, antecipadamente, todas
as transposicoes de linhas que seriam necessarias durante o escalonamento. Portanto a
matriz PA pode ser escalonada usando apenas operacoes elementares do tipo L; — kL;.

Assim, tem-se a decomposicao PA = LU.

2.2.3 Fatoracao de Cholesky

Sabendo que o produto de uma matriz por sua transposta é uma matriz simétrica
o . o . . . 12
com elementos positivos na sua diagonal (I; = ¢; isto implica que [;-¢; = [5'), o que provoca
a seguinte defini¢ao:
Se A é uma matriz simétrica positiva definida', entdo existe uma tnica matriz
triangular inferior L com diagonal estritamente positiva, tal que A = L - L. A deducao
das férmulas sao feitas pela observacao da multiplicacdo das duas matrizes genéricas,

supondo que ja tenha a matriz dos coeficientes que atenda os pré-requisitos estabelecidos

1(critério de Sylvester) Todas as submatrizes possuem determinante positivo
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anteriormente, calculemos:

i 0 0 Lin lor s L1
loy le O 0 lyo I3 [n2
L-L" = I3 I3 I3 0 0 lIs3 lns | =
lnl ln2 ln3 lnn O 0 O l’rm
lfl lir -l lin - U3 lin -l
lor - 111 131 + 132 loy - l31 4 lag - 32 loy - lip + lag - Loy
l31-lin g1 - loy + 132 - 1o l§1 + l§2 + l§3 a1 - lpy + - Flsglys | =
Lop -l Uoa - lor Flpo - log Ly - ls1 4 Lo - log + Lz - Iss l7211 +...+ l?m ]
a1 a1z a3 Q1n
Q21 Q22 Q23 Q2n
as asz 33 ag, | = A (2.8)
An1 QAp2 Aan3 Qnn
Da igualdade acima, segue que:
I an
loy - I 21
lsi-ln | = | am (2.9)
_lnl'lll_ _Clnl_
E portanto de (2.9) tem-se que:
a a
lfl =an = i = vau; il =an =l = 21 i s =as =l = i )
aii a11
li1 = din para =2 n
71 \/a—na ) 9
Continuando o processo, temos a seguintes igualdade:
L1 - Iy a2
l%l + l%? a22
I31 - lo1 + 32 - l2o = | as (2.10)
_lnl'l21+ln2'l22'l11 ] | n2 |

Logo, de (2.10), segue:
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asy — l31 -l

B+ 15, =a0 = lo=\/an—108), la-lbi+lp-la=ap = 3= ] e
22
lin -l Q1n
li2 - lin + 122 - lop Qo
I31 -y + 1327 lna +33lns | = | azn (2.11)
e N i | Onn |
Fazendo estas igualdades deduziremos as seguintes féormulas gerais:
Além disso,
1 = 1
lij = —(a =D ) o Ly = oy = (ol + b Lo+ + iy - i)
4i 1 ji
(2.13)
Parai >3, e 7> 1
T+ To = 3

Exemplo 2.2.3 Resolver sistema { x1 + bxs — 223 =5  pelo método de Cholesky.

—21’2 + 2173 =2
Reescrevendo o sistema na forma matricial, obtemos:

1 1 0 1
5 2| -|a|= (2.14)
0 —2 2 T3

Observa-se que a matriz dos coeficientes € simétrica e que os determinantes de suas sub

matrizes sao positivos

1 0
11
detA, = |1] =1, detAy = ) =4 e detAs=1|1 5 =2 |=4,
0o -2 2

logo este sistema pode ser resolvido pelo método de Cholesky.
Assim podemos utilizar as formulas (2.12) e (2.13) para encontrar os valores l;;:

1 0
111:\/CL11:\/I21; 112:%:—:1, l13:%:—:07
lll 1 l11 1
5 5 1 1
lggz a22—l12:v5—1 :2, l23:l—[a23—(l12'l13)]25'[—2—(1'0)]:—1,
22
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s = \Jass — (B +1By) = V2~ (@ 1 (-1 = L.

Portanto, a matriz L e L' sequem:

1 0 0 Y1
0 Y2 | =
0 —1 1 Ys
Temos:
y1 = 3;

Y1 + 2yo = 5, substituindo y, na equagao, encontramos ys = 1;

—yo + y3 = 2, substituindo ys na equacgao, encontramos ys = 3.

Resolvendo o sistema L' - X =,

0 T 3
1] | =
00 1 x3 3
Logo,

2x9 — x3 = 1, substituindo x3 na equagao, encontramos Ty = 2;
r1 + xo = 3, substituindo x5 na equacao, encontramos x; = 1.

Assim a solugdo do sistema é (1,2,3).

2.2.4 Decomposicao QR

Esta é uma interpretacao matricial do processo de Gram-Schmidt. Na qual toda
matriz inversivel A = [a;;] € M, x,, admite uma decomposigao do tipo A = QR, onde Q) é
ortogonal e R ¢é triangular superior, com elementos positivos na diagonal.

Nos tultimos anos a fatoracao QR tem assumido importancia crescente como fun-
damento matematico de uma grande variedade de algoritmos numéricos praticos, incluindo
algoritmos largamente usados para computar autovalores de matrizes grandes.

Para ver como surge a fatoracao QR, considere uy, us, . . ., u, vetores- coluna de A

e q1,qo, - - -,q, vetores ortonormais obtidos pela aplicacao do Processo de Gram-Schmidt
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a matriz A com normalizagoes; assim

A:[ul\ugl...\un]eQ:[ql|q2\...]qn
Os vetores uy, us, ..., u, podem ser escritos em termos dos vetores qi, o, ..., qn
como
w = (q,u)a + (@) +-+ (g, u1)gn

uy = (q,u2)qn + (q2,u2)qa +-+ (qn,u2)qn

Up = (q,un)1 + (@2,un)q2 +-+ (Qn, Un)Gn

na forma matricial, tem-se:

(qu.u1) (qu,uz) -+ (qu,un)
(q2,u1) (@2 u2) -+ (qo,un)
wluel - | = [arlael o |- | e
(Gn,ur) (qnyu2) -+ (o, Un)
ou, mais concisamente, por
A=QR
No entanto, é¢ uma propriedade de processo de Gram-Schmidt que, para 7 > 2, o
vetor ¢; ortogonal a uy, us, ..., u;—1; assim, todas as entradas abaixo da diagonal principal
de R sao nulas,
(qu,u1) (qi,u2) -+ (qu,un)
0 U)o U
R— . <Q2.2> ' (CJ2' )

Teorema 2.2.1 Se A é uma matriz m X n (m > n) com colunas linearmente indepen-
dentes, entdo A pode ser fatorada como A = QR onde Q) € uma matriz m X n com colunas

ortonormais e R é uma matriz n X n triangular superior inversivel.

Exemplo 2.2.4 Seja A = {uy,us,us} uma base qualquer ndao ortogonal, aplicaremos
o processo de ortogonizagao de Gram-Schmidt e encontraremos uma base Ortogornal

{wy, we, w3} em sequida, encontraremos uma base ortonormal {q1,qs,qs}, onde ry =
i

quando i = k ou ainda, ri, = (g, wx) quando i # k:

|||
Wy = Uq, normalizando e reorganizando u; = 111 - q1;
Wy = Uy — T12 * q1, normalizando e reorganizando us = ris - g1 + T2 - G3;

W3 = Uz — T13 * q1 — 23 * ¢2, normalizando e reorganizando U3z = r13-q1 + 723 G2 + 733 Q3.
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Em forma matricial:

11 Ti2 T3
A:[% G2 613]' 0 7199 1ro3 | =Q-R.
0 0 33

2.2.5 Solucao de AX = B usando a decomposicao QR

Quando A é uma matriz quadrada de ordem m, cujas colunas sao linearmente
independentes, o sistema AX = B possui uma unica solucao. Para resolver este sistema
usando a decomposicao )R, procedemos do seguinte modo:

1. Calcule a decomposicao A = QR.
2. Determine y = Q' - B.

3. Resolva o sistema RX =Y por substitui¢ao inversa.

TH+yYy+z=2
Exemplo 2.2.5 Encontre a solugao do sistema linear ¢ x +1y =3 , com a utilizacao
r+z=1

da decomposi¢cao QR.

Colocando o sistema em forma matricial teremos

1 11 x
110 =
1 01
Observe que os vetores coluna da matriz dos coeficiente, ou seja, vi = (1,1,1), vy =

(1,1,0) e v3 = (1,0,1) nao sao ortogonais. Desta feita, usaremos o processo de ortogo-
nalizagao de Gram-Schmidt para ortonaliza-los e em sequéncia normaliza-los:
Seja,

w1 = V1.

Para ortonormalizar o vetor wy temos que encontrar o ||w]|,

Jun]| = VIZ+ 12+ 12 = V3,

w1

[[wnl|

fazendo q; = , teremos o vetor unitdrio

=% L L
! V3 V33
para encontrar we temos que encontrar ri, 0U S€ja:

(qu,v2)
(a1, C]1>

rio = se {q,q1) =1 temos que 119 = {q1,v2)
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fazendo o cdlculo temos

_ (1 1 1 1 _ 2
T12—<7§,7§,\/§>(1,0,1)—754’75"‘0—75,
calculando wq
Wy =V = T12 q1 w2=(17170)_\/l§'(%ﬁv%a%ﬁ)z(%éa—%).

O maodulo de ||we|| é

. 1\2 1\2 2\2 V6
sl =/ (2)? + (3)7 + (~2)" = &
Normalizando o vetor wy para encontrar qo,

W (lal7_2)
SO e
[|ws]

<
8
Il
—~
[
o
&
~
I
/N
3
3
|
S
N—
—~
\‘I—‘
=
—_
~
|
|
S

encontraremos agora o0 ws

_ 2 11 1 1 11 2\ _ (1 _1
wy = (1,0,1) — V3 (7§77§>7§> - (_76) ) (76’76’_76) = (57—570)

o modulo de ws €

normalizando para encontrar ws

1 1
g3 = w3 Q3:(§’_§70):(L 1 0)
o] 2\

1 1 1 2 2
oo | [VBaE o a] [
G g o 1 _
5 G v G

1 2 2

lembrando que a matriz () € ortogonal e a inversa de uma matriz ortogonal € ela trans-

posta, e multiplicando Q™' no lado esquerdo do sistema temos
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I 1 I 1 i \/§ 2 2
V3 V3 V3 V3 V6 V2 V3 V3
i L 2 U T 0 ¥ _1
V6 V6 V6 V3 V6 V2 3 V6
1 1 1 _2 0 2
V2 V2 VE] V6 4t 2
(PR IS U U I
V3 V3 V3
11 2
V6 V6 V6 ’
4 _1 9
L V2 V2 1t
fazendo as operacoes encontraremos o sistema equivalente
2 2 6
V3 5 A z V3
0 6 _1 . — | &
3 V6 V6
2 1
0 0 5 z —75
Resolvendo por substituicao reversa:
‘/752 = —\% logo, z = —1;
\/Tgy — \/ng = \% substituindo z na equacao, teremos y = 1;
2 2 L .
V3z + —y + —= — substituindo z e y na equagao, teremos x = 2.

V3l TR \/_

Assim a solugao do sistema é (2,1,-1).
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Capitulo 3
Algumas aplicacoes de matrizes

A Criptografia, a sequéncia de Fibonacci, e a cadeia de Markov estao relacionados
com matrizes. Os citados topicos serao abordados a seguir com a finalidade de propor
o ensino de matrizes agregadas a algumas aplicacoes, o que torna a aprendizado mais
significativo. Este capitulo esta alicercado em Boldrini et al. (1980); Hefez (2011); Anton
et al. (2001); Taha et al. (2008).

Na préxima secdo sao apresentados, conceitos de teoria dos niimeros' e matrizes,

aplicados em um sistema criptografico.

3.1 O uso de matrizes na Criptografia

A necessidade de guardar mensagens secretas, consideradas importantes, de forma
que somente pessoas certas possam decifra-las, vem acompanhando a sociedade a milénios.
A Criptografia do grego kryptos - significa secreto, oculto, e graphein - escrever, é um
conjunto de técnicas para escrever mensagens em codigo, de modo que somente o reme-
tente e o destinatdrio sejam capazes de interpreta-la. Sendo cifrar o ato de transformar
um texto normal em texto secreto e decodificar a operacao inversa, ou seja consiste em
transformar um texto cifrado em texto normal.

Existem diversos métodos para transformar dados normal (texto puro) em texto
cifrado. O que serd abordado nesta secao sera a Cifras de Hill o qual se utiliza de algebra

linear para cifrar e decifrar mensagens.

3.1.1 A evolugao da Criptografia

Cerca de 1900 a.C. acontece o primeiro relato da historia da Criptografia. Numa
vila egipcia perto do rio Nilo chamada Menet Khufu, Khnumhotep II era um arquiteto do

farab Amenembhet II. Ele construiu alguns monumentos para o farad, os quais precisavam

LA teoria dos nimeros é o estudo dos nimeros naturais ou inteiros positivos 1, 2, 3, 4,... e suas
propriedades.
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ser documentados. Nem ¢é preciso dizer que estas informacoes, escritas em tabletes de
argila, nao eram para cair no dominio publico. O escriba de Khnumhotep II teve a ideia
de substituir algumas palavras ou trechos de texto destes tabletes. Caso o documento
fosse roubado, o ladrao nao encontraria o caminho que o levaria ao tesouro, morreria de
fome perdido nas catacumbas da piramide. Esse pode ser considerado o primeiro exemplo
documentado da escrita cifrada.

Atualmente, a Criptografia é utilizada em transagoes eletronicas, como movi-
mentacoes bancarias executados na internet e entre outras situacoes da vida cotidiana, os
quais necessitam de uma comunicacao confidencial para o trafego de dados.

Historicamente a Criptografia aconteceu em treés fases distintas: a Criptografia
manual, a Criptografia por maquinas e a Criptografia em rede.

Para uma melhor compreensao dos processos de cifragem e decifragem utilizando

Cifras de Hill, faremos uma breve introdugao de aritmética modular.

3.1.2 Aritmética modular

Definicao 3.1.1 Sejam a e b dois nimeros inteiros e m um numero inteiro positivo maior
que 1. Dizemos a e b sao congruentes modulo m se o m divide a diferenca a —b. Quando

0s inteiros a e b sao congruentes modulo m, escrevemos que

a = bmodm

Pelo algoritmo da divisao, dado um inteiro positivo m, qualquer inteiro a é con-
gruo médulo m a exatamente um dos inteiros 0,1,2,--- ;m — 1. Este inteiro é chamado
residuo de @ médulo m.

Assim pode-se dividir o conjunto Z, dos ntimeros inteiros em subconjuntos, sendo
cada subconjunto formado por todos os inteiros que tem o mesmo resto quando divididos

por m. Ou seja

0 = {z€Z =0 modm}
1 = {z€Z; x=1 modm}
m—1 = {z€Z, =m—1 mod m}

O conjunto a = {x € Z;x = a mod m} é chamado de classe residual médulo m
do elemento a € Z. O conjunto de todas as classes residuais médulo m é representada por
Z,. Portanto, pode ser mostrado (Hefez (2011)) que em Z,, existe m classes distintas,
ou seja,

T = {0,1,--- ,m —1}.
Observacao 3.1.1 Se a é um inteiro nao negativo, entao seu residuo modulo m é sim-

plesmente o resto da divisao de a por m.
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Teorema 3.1.1 Dados um numero inteiro positivo m e um numero inteiro a, seja R o

resto da divisao de |a| por m. Entao o residuo r de a é dado por

R, se a =0,
r=q m—R, se a<0 e R#O0 .
0, se a<0 e R=0

A definicao de soma e Adicao e Multiplicagao em Z,, é respectivamente:

a+b=a+b e a-b=ua-b.

Definicao 3.1.2 Um elemento @ € Z,, é inversivel, quando ezistirb € Z,, tal que a-b = 1.

Neste caso, diremos que b € o inverso de a.

Exemplo 3.1.1 A tabela abaizo, chamada de tabua da multiplicagao modulo 5, mostra o
produto de todos elementos de Zs. Na referida tabela iremos omitir as barras dos elementos

de Zs, para nao sobrecarregd-la.

=~ W N~ Ol
W = =N O
DN = = W OlWw
=N W R O

= w N = O
O OO o oo

Tabela 3.1: Tabua de multiplicagao médulo 5

Observa-se que todos os elementos de Z; possuem inverso multiplicativo, porém

nem sempre isto acontece.

Exemplo 3.1.2 Um exemplo € a tabela a sequir.

W N = O
O O O OO
W N = O
N O DN O
NN W oW

Tabela 3.2: Tdbua de multiplicagao médulo 4
Na tabela 3.2, veja que o elemento 2 nao tem inverso.
Os elementos inversiveis sao caracterizados pela proposicao que segue:

Proposicao 3.1.1 Um numero a € Z,, € inversivel se, e somente se, a e m nao tem

fatores primos comuns, isto €, mdc(a,m) = 1.
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Demonstracao: Suponha que a seja inversivel, entdo existe b € Z,, tal que
I=a-b=a-b. Logo, ab=1 mod m. Consequentemente, mdc(a, m) = 1.
Reciprocamente, se mdc(a, m) = 1, existem naturais b e t tais que ab — mt = 1,

e assim, 1 + mt = ab. Logo,

l=14+mt=1+mt=a-b=a-b.

Portanto a é inversivel. [

Exemplo 3.1.3 O nimero 5 tem um inverso mddulo 26, pois mdc(5,26) = 1, mas 8 nao

tem inverso modulo 26 pois mdc(8,26) = 2.

J& no caso de uma matriz A inversivel médulo m, ou seja AB = BA=1 modm
onde I é a matriz identidade; é possivel mostrar que a matriz B é tnica e denotaremos
B por AL

Teorema 3.1.2 Uma matriz 2 X 2 com entradas em Z,, € inversivel modulo m se, e

somente se, o residuo de det(A) mdédulo m tem um inverso multiplicativo mddulo m.

a b

Demonstracgao: Seja A = p ] ,com a,b,ced€ Zy logo det(A) = D = ad — bc €

c
Zop,. Suponhamos que a matriz A possua uma inversa multiplicativa médulo m, isto é,

existe uma matriz A~! com entrada em Z,, tal que,
A A=A A=1 (3.1)

Tomando determinantes, em (3.1):
det(A) - det(A™') = det(A- A™Y) = det(I) = 1 mod m.

Logo det(A™") é o inverso multiplicativo médulo m de det(A).
Reciprocamente, suponhamos que mdc(m, D) = 1. Entdo, existe D™ € Z,,, tal

que, D-D™ ' =1 mod m. E facil verificar que

e D7'd —-D7'b
| =D D'a |’

é a matriz inversa de A.

Uma consequéncia imediata da Proposicao 3.1.1 e do Teorema 3.1.2 é o seguinte

corolario:

Corolario 3.1.1 Uma matriz quadrada A com entradas em Z,, € inversivel mddulo m

se, e somente se, m e o residuo de det(A) mddulo m nao tem fatores primos comuns.
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Exemplo 3.1.4 Uma matriz A, «, € inversivel modulo 26 se, e somente
mdc(det(A),26) =1 ou seja det(A) ndo pode ser maltiplo de 2 ou 13.

3.1.3 Cifras de Hill

Criado por Lester S. Hill em 1929, este método de Criptografia, envolve-se duas
matizes, uma para cifrar e uma para decifrar, sendo um tipo de cifra de substituicao, em
bloco, baseada em algebra linear e aritmética modular, que nao é vulneravel a anélise de
frequéncia das letras do alfabeto, porém pode ser quebrada utilizando recursos da propria
algebra linear.

Inicialmente vamos supor que cada letra de texto comum e de texto cifrado, ex-
cetuando o Z, tem um valor numérico que especifica sua posicao no alfabeto padrao. A
7, sera atribuido o valor zero, pois estaremos interessados em trabalhar com aritmética

modulo 26, gerando a seguinte tabela:

A|IB/CIDE|FIGHT|J KILIMN OP QR SITIU VI XIWY|Z
112(3[4]5]6[7[8[910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 0

Tabela 3.3: Relacao de letras e nimeros

Neste método a mensagem original é dividida em blocos de n letras, cuja a mensa-
gem numérica equivalente M = (mq,mo, - ,m,), usando a tabela (3.3), é transformada
pela chave A = [a;j]n, a;j € Zgs, na mensagem cifrada C' = (c1,¢a, -+ ,¢p), em Zog, ou

seja, ¢; € uma combinacao linear de m;, Vi tal que 1 <7 < n. Isto é,

¢ = aypymy + -+ apm, (mod 26)
co = amymy + -+ 4+  ag,m, (mod 26)
¢4 = aumi + -+ 4+ apym, (mod 26).

Em notagao matriciais temos:

C =AM,
onde
C1 @11 - Qip my
C = , A= e M=
Cp, an1 Ann mp

sao matrizes com entradas em Zog.
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Observacao 3.1.2 O numero n € a ordem da matriz M chave de codificacdo e ainda,
caso o texto a ser codificado nao seja multiplo de n devemos adicionar letras ficticia para

completar o ultimo bloco do texto.

Ja para decodificar uma mensagem o receptor deve ter em sua posse a matriz

inversa A™', o que obriga a matriz A ser inversivel médulo 26. Sendo assim pode-se fazer:

C=A-M = A'C=A1"A M = A'.C=M

e com uso da tabela (3.3) terd a mensagem original de volta.
Para facilitar as contas é bom termos em maos a tabela de inverso médulo 26 que

explicitarei abaixo.

a |13 5791115 17]19]21]23]25
atl1]9l2t]15]3]19] 723115 [17]25

Tabela 3.4: Inversos multiplicativos modulo 26

A seguir faremos um roteiro detalhando passo a passo desse algoritmo de codi-

ficacao e decodificacao através de um exemplo.

Exemplo 3.1.5 Mostre se possivel, como cifrar e decifrar a mensagem, A MATEMATICA

2 11
GOVERNA O MUNDQO, utilizando como chave a matriz, A= | 1 3 1
3 2 3
Sendo o det(A) = 7, temos que existe A~' médulo 26 (pois mdc(7,26) = 1), logo

é possivel enviar a mensagem, pois o receptor tera como decodificé-la.
Primeiramente vamos escrever a citada mensagem em forma matricial e fazer

conversao da mesma em numeros de acordo com a tabela 3.3

A M AT E M A
I ¢ A G OV FE
N A O MU N D

T 1 13 1 20 5 13 1 20
R|=|9 3 1 2215 22 5 18| =M
O 14 1 15 13 21 14 4 15

assim podemos fazer a multiplicacao de A por M moddulo 26,

211 1 13 1 20 5 13 1 20 25 4 18 23 20 1 11 21
1 3 1 (-9 3 1 2215 22 5 18 (=]16 23 19 21 19 15 20 21
3 2 3 14 1 15 13 21 14 4 15 11 22 24 13 4 21 25 11
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e através da tabela 3.3 fazer a conversao de nimeros para letras,

25 4 18 23 20 1 11 21 Y D RW T A K U
16 23 19 21 19 15 20 21 (=P V S U S O T U
11 22 24 13 4 21 25 11 k'V X M DU Y K

assim a mensagem a ser enviada sera:
YDRWTAKUPVSUSOTUKVXMDUY K.

De posse da tabela (3.3), da matriz A~" e tendo recebido a mensagem Y D R W
TAKUPVSUSOTUKY XM DUY K o receptor deve fazer os seguinte
procedimentos.

Com auxilio da tabela (3.3) para transformar letras em nimeros

Y D RW T A K U 25 4 18 23 20 1 11 21
P v s U S OT U|=|1 23 19 21 19 15 20 21
KV X M DUY K 11 22 24 13 4 21 25 11

fazer o produto de A™'-C = M mod 26, ou seja,

1 11 22 25 4 18 23 20 1 11 21 1 13 1 20 5 13 1 20
0 19 11 |- 16 23 19 21 19 15 20 21 |=| 9 3 1 22 15 22 5 18
25 11 23 11 22 24 13 4 21 25 11 14 1 15 13 21 14 4 15

relacionar a matriz encontrada com as letras da tabela 3.3,

1 13 1 20 5 13 1 20 A M A T
9 3 1 22 15 225 8 |=|1 C A G
14 1 15 13 21 14 4 15 N A O M

S O &
=z <= =
O & =
S =

encontrando assim a mensagem que lhe foi enviada, “A MATEMATICA GOVERNA O
MUNDO.”

3.2 DMatrizes e sequéncia de Fibonacci

E possivel observar sequéncia numérica em diversas situacoes do nosso cotidiano.
Dentre estas, a sequéncia de Fibonacci merece um destaque especial por conta de sua
aplicabilidade, propriedades e de suas curiosidades. Sendo esta uma proposta para ensinar
alguns conceitos de matrizes aos alunos da educacgao basica, para que haja a fixacao de

conteudos e novas descobertas.
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3.2.1 Um breve historico sobre a origem da sequéncia de Fibo-

nacci

Segundo Mol (2013), “Leonardo de Pisa (c. 1170-1250), também conhecido como
Fibonacci, é considerado o mais importante matematico da Europa Medieval”. Além
disso, Eves (2011) também afirma que “Fibonacci foi um matematico invulgarmente capaz,
sem rivais nos nove séculos da Idade Média”.

O nome Fibonacci quer dizer “filho de Bonnacci”. Seu pai Guiliermo Bonnacci
era ligado aos negdcios mercantis e passou a trabalhar em Benjaia, na Africa. Devido a
isso, Leonardo teve uma parte de sua educagao no continente africano, onde teve contato
com a algebra arabe e com o sistema de numeracao indo-ardbico. Além disso, conheceu a
cultura matematica de diferentes povos (Egito, Sicilia, Grécia, Siria e Provenca).

Em 1202, Fibonacci(assim chamaremos Leonardo de Pisa), voltando para a ci-
dade de Pisa, escreveu o livro Liber Abaci (Livro do dbaco ou Livro do Calculo); ja em
1220, escreveu a obra Practica Geometriae e, por volta de 1225, escreveu os livros Liber
Quadratorum e Flos. No Liber Abaci, Fibonacci introduziu o sistema de numeragao indo-
arabico na Europa, caracterizando-o com nove simbolos e o zero, apresentando aplicagoes
a matematica comercial, conversoes de pesos e medidas, calculos de taxas de juros e de
cambio, médias, entre outras. Apesar das notdrias contribuicoes de Fibonacci para a
matematica nas mais diversos areas, segundo Mol (2013) “Fibonacci é hoje, no entanto,
mais conhecido pela chamada sequéncia de Fibonacci, apresentada no Liber Abaci como
resposta para um problema envolvendo o crescimento de uma populacao de coelhos”.

Vejamos o problema proposto por Fibonacci.

Quantos casais de coelhos teriam ao final de 1 ano se:

e No primeiro més temos um coelho macho e um coelho féemea. Estes dois coelhos

acabaram de nascer.

Um coelho s6 atinge a maturidade sexual ao fim de um mes.

O periodo de gestacao de um coelho dura um mes.

Ao atingirem a maturidade sexual, a féemea ird dar a luz todos os meses.

A mae ird dar a luz todos os meses um coelho macho e um coelho fémea.

Os coelhos nunca morrem.

De acordo com Hefez (2011) a solu¢ao que Fibonacci propos foi:
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mes | namero de casais do | numero de  casais | total
meés anterior recém-nascidos
12 0 1 1
20 |1 0 1
3 1 1 2
4° | 2 1 3
59 113 2 5
62 || 5 3 8
08 5 13
8% |13 8 21
90 | 21 13 34
10° || 34 21 55
112 | 55 34 89
129 | 89 55 144

Tabela 3.5: Solugao do problema dos coelhos de Fibonacci

3.2.2 Definicao da sequéncia de Fibonacci

Assim a solugao para o problema anterior é
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144).

Fibonacci em suas observacoes percebeu que cada termo da sequéncia a partir
do terceiro termo é obtido através da soma dos dois termos antecessores. Surge entao
uma sequéncia fabulosa, que possui diversas propriedades interessantes em varios ramos
da Matematica, além de ter inimeras aparicoes em fenomenos da natureza.

A sequeéncia supracitada que sera nosso objeto de estudo nesta secao é a sequéncia
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ...

que chamaremos de sequéncia de Fibonacci, onde os termos sao chamados de niimeros de
Fibonacci.

Aqui devemos nos perguntar, existe alguma relagao matematica que define essa
sequéncia?

A resposta é afirmativa, existe sim uma relacao que define a sequéncia de Fibo-

nacci. Vejamos:

Definigao 3.2.1 Chama-se sequéncia de Fibonacci a sequéncia (f,) definida por

fn+1 :fn—i_fnfl;an?; (32)

onde fi = fo =1, “a sequéncia de Fibonacci é, por definicdo, uma sequéncia recursiva”

Contador (2012).
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3.2.3 Aparigcoes na natureza

Vamos apresentar algumas situacoes na natureza onde a sequéncia de Fibonacci

se manisfesta nas mais variadas formas.

3.2.3.1 Aparicoes nas flores

Inicialmente, mostraremos algumas aparicoes da sequéncia de Fibonacci nas flo-
res, mas vejamos bem, sao aparicoes, nem todas as flores apresentam relagoes com esta
sequencia.

O nosso primeiro exemplo é da margarida, que de acordo com Zahn (2011) “As
margaridas geralmente tém 13, 21, 34, 55 ou 89 pétalas”. Note que estes sao numeros

consecutivos da sequéncia de Fibonacci.

"

Figura 3.1: Margarida de 13 pétalas

Um outro exemplo onde aparecem os ntimeros de Fibonacci sao os lirios, em que
a quantidade de sépalas (que tem a funcdo de proteger a estrutura) e as pétalas (cuja
fungao é atrair polinizadores) sdo um numero de Fibonacci. De acordo com Ferri (1983),

“os lirios possuem 3 pétalas e 3 sépalas”. Vejamos:

Figura 3.2: Lirio vermelho
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Podemos ainda citar as quaresmeiras, flores que segundo Ferri (1983) “possuem 5
)
pétalas”. Logo temos mais um exemplo de flor em que o ntimero de pétalas ¢ um nimero

de fibonacci. Observemos:

Figura 3.3: Quaresmeira. Foto: Jardineiro.net

Embora existam varios outros exemplos dentro da natureza em que aparecem os
numeros de Fibonacci ou a prépria sequéncia, finalizaremos essa secao apresentando duas
manifestacoes interessantes da sequéncia citada. A primeira delas é o “girassol”, onde
suas sementes preenchem o miolo dispostas em dois conjuntos de espirais, sendo 21 no
sentido horario e 34 no anti-horario. A segunda é a “pinha”, onde as sementes crescem e
se organizam em dois conjuntos de espirais, sendo 08 espirais no horario e 13 no sentido

anti-horario. Vejamos na imagem abaixo:

Figura 3.4: Sementes de girassol e pinha
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3.2.4 Sequéncia de Fibonacci e matrizes

A sequéncia de Fibonacci, também aparece no contexto das matrizes. Existe uma
matriz que a medida que vamos elevando-a a expoentes inteiros positivos maiores que um

obtemos como resposta, os nimeros de Fibonacci. Dada a matriz

11
10

Y

observemos o seu comportamento. Se fizermos A%, teremos:

2
42— L1y 121 _ fs fo
10 11 fa fi

Y

onde todos os elementos da matriz sdo niimeros de Fibonacci. Fazendo agora A%, obtemos:

3
e |V 32| | h

10 21 VERRE

onde também todos os elementos sao nimeros de Fibonacci. Continuando com raciocinio

andlogo, calculando A*, encontramos:

4

v s3] _[6 f

10 3 2 fi f3

Calculando agora A®, temos:

5
oo |t _]s B
10 5

ot

fe [s
fs Ja

Novamente temos todos os elementos da matriz sendo nimeros de Fibonacci. Seguindo

w

esse raciocinio, é natural conjecturarmos® que

A" — L1 o fn+1 fn
Lo fn fn—l

De fato, a conjectura é verdadeira e vamos prové-la por inducao®.

2Conjecturar: Ato ou efeito de inferir ou deduzir que algo é provével, com base em presuncoes,
evidéncias incompletas, pressentimentos; conjetura, hipétese, presungao, suposigao.
3Ver Apéndice.
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Demonstracao: Note que para n = 2, a nossa conjectura é verdadeira, pois

1 1] [21] [£ £
1o (11| | A

Suponhamos que seja verdadeira a conjectura para n = k € N, isto é,

1 1] [ e
10 e Jrk— '

E queremos mostrar que também ¢ valida para n = k4 1 € N, ou seja,

A? =

AR =

k1
AR 11 _ frv2  Jrtr
10 frv1 fr

com efeito,
k
AR — AR A — L1 ' 11 _ Jrvr Jx . 11 N
10 10 fe feoa 10

Jeri + i Jen ] _ [fk+2 Jrs ] '

Ak:Jrl

o+ fomr fr Jerr fa

Provando que a validez de n = k € N implica a validade para n = k 4+ 1 € N e desta

forma, por inducao temos que o resultado é verdadeiro para todo n € N. |

3.2.4.1 Aplicagao em determinantes de ordem maior que 2

Como dito anteriormente, a sequéncia de Fibonacci e os seus ntimeros estao pre-
sentes em algumas matrizes. Agora mostraremos outra situagao desta aparicao, desta vez,
no contexto dos determinantes.

Inicialmente, vamos calcular o determinante da matriz

1 1 2
A= 3 5 8
13 21 34

Fazendo alguns cédlculos, encontramos a resposta det A = 0.

Agora calculemos det B, onde

1 2 3
B = 5 8 13
21 34 55
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Realizando os célculos necessarios, a resposta encontrada é det B = 0.
Calculando det C', onde

2 3 9
C = 8 13 21
34 55 89

obtemos det C' = 0, calculando ainda det D, onde

§ 13 21
D= 34 55 89 |,
144 233 377

temos como resultado det D = 0.

Agora podemos fazer o seguinte questionamento, o que essas quatro matrizes
tém em comum, além de terem seus respectivos determinantes iguais a 07 O leitor mais
atento, ja deve ter percebido que todos os elementos das quatro matrizes sao niimeros de
Fibonacci e também, sao ntimeros consecutivos desta sequéncia.

Podemos ainda fazer outra pergunta: todas as matrizes de ordem 3, cujos ele-
mentos sao nimeros consecutivos de Fibonacci, tém sempre seu determinante nulo?

A resposta é sim, e a sua justificativa é bastante simples. Como a sequéncia de
Fibonacci é definida como a soma dos dois termos anteriores, entao a terceira coluna das
matrizes de ordem 3 serd a soma das duas primeiras colunas. Sendo assim, a 32 coluna
é combinagao linear das duas primeiras, e segundo lezzi e Hazzan (1977) “se uma matriz
quadrada M = [a;;], de ordem n tem uma linha (ou coluna) que é combinacao linear de
outras linhas (ou colunas), entdo det M = 0”, o que completa a nossa justificativa. O
leitor pode encontrar a demonstracao da afirmagao no préprio livro.

De posse das afirmagoes do paragrafo anterior podemos fazer a seguinte genera-
lizacao:

Dada uma matriz A = [a;;], de ordem n, tal que n > 3 cujos termos sdo nimeros

consecutivos de Fibonacci, entao det A = 0. O fato se da pela mesma justificativa anterior.

3.3 Cadeia de Markov

Esta secao apresenta as cadeias de Markov com uma linguagem que possa ser
aplicado no ensino médio. Faz se uma introducao da teoria de probabilidade, possibili-
tando oferecer ao aluno a oportunidade de ter uma visao aplicada de matrizes em outras
areas do conhecimento. Tornando as aulas mais dinamicas e atraentes, sobretudo com

relacao ao topico matrizes.
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3.3.1 Introducao

Em 1907 o matematico russo Andrei Andreyevich Markov comecou o estudo deste
importante tipo de processo, que apenas o resultado de uma dada experiéncia atual pode
afetar o resultado da experiéncia seguinte, ou seja as experiéncias anteriores nao influen-
ciam as experiéncias futuras. Esta propriedade é conhecida como “perda de memoria” ou
Propriedade de Markov, e é o que caracteriza uma Cadeia de Markov (também conhecida
como Processo Markoviano).

Para formalizar o estudo das Cadeias de Markov faz-se necessario os conceitos

bésicos de probabilidade.

3.3.2 Conceitos basicos de probabilidade

Para uma melhor compreensao da definicao de probabilidade, devemos ter bem

claro o que é experimento aleatério, espaco amostral e evento.

3.3.2.1 Experimento aleatdrio

Chamamos de experimentos aleatérios aqueles que, repetidos em idénticas con-
digoes, produzem resultados diferentes. Embora nao saibamos qual o resultado que ira
ocorrer num experimento, em geral, conseguimos descrever o conjunto de todos os re-
sultados possiveis que podem ocorrer. As variacoes de resultados, de experimento para
experimento, sao devidas a uma multiplicidade de causas que nao podemos controlar, as

quais denominamos acaso, Hazzan (2013).

3.3.2.2 Espaco amostral

Chamamos de espago amostral, e normalmente é denotado pela letra grega €2, o

conjunto nao-vazio de todas as possibilidades de resultados de um experimento.

Exemplo 3.3.1 No lancamento simultaneo de duas moedas qual € o espaco amostral?

Denotaremos k como cara e ¢ como coroa. Assim seque que:
Q0 ={(c,c); (¢, k); (K, c); (k, k)}.

Observacgao 3.3.1 Denotaremos por #(A) o nimero de elemento do conjunto A, logo
diremos que o S € finito, se # (2) = n, com n € N; caso contrdrio diremos que €2 é

mfinito.

3.3.2.3 Evento

Evento é um subconjunto do espaco amostral, normalmente denotado por uma
letra maitscula. Entre os eventos, salientamos o evento impossivel, simbolizado por @

(conjunto vazio) e o préprio €2 chamado evento certo.
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Se usarmos certas operagoes entre eventos (conjuntos), poderemos combinar even-
tos (conjuntos), para formar novos eventos (conjuntos). Considere A e B eventos de {2,
entao:
i) O conjunto A U B serd também um evento que ocorrera se, e somente se, A ou B (ou
ambos) ocorrem. Dizemos que AU B é a unido entre o evento A e o evento B.
i1) Veja que AN B serd também um evento que ocorrera se, e somente se, A e B ocorrerem
simultaneamente. Dizemos que A N B é a intersecao entre o evento A e o evento B. Em
particular, se AN B =@. A e B sao chamados mutuamente exclusivos.
i17) O complementar de A, denotado por A< serd também um evento que ocorrerd se, e
somente se, A nao ocorrer ou seja A< = Q — A.

Se tivermos uma sequéncia Aq, Ao, ..., A, de eventos, entao

UJAai=Aau4,u...uA4,, (3.3)

i=1
que também é um evento e ocorrera se, e somente se, ao menos um dos eventos A; ocorrer.

Dizemos que A; U Ay U ... U A, é auniao dos eventos A, Ay, ..., A,.

Além disso, podemos obter o seguinte conjunto

(JAi=AinAn.. .NA,, (3.4)

i=1

que sera também um evento que ocorrera se, e somente se, todos os eventos A; ocorrerem

simultaneamente.

Exemplo 3.3.2 Um dado ¢ lancado e observado o niumero da face de cima.
Logo, Q2 = {1,2,3,4,5,6}.

Sejam os eventos:
A: ocorréncia de nimero par = {2,4,6}
B: ocorréncia de nimero maior ou igual a 4 = {4,5,6}
C': ocorréncia de numero impar = {1,3,5}.
Entao teremos:
i) AUB = {2,4,5,6}

it) AUC =
i) AN B = {4,6}
iv) BNC =10

3.3.2.4 Definicao de probabilidade

Segundo Morgado et al. (1991) “a definigdo de probabilidade como quociente do

nimero de ‘casos favoraveis’ sobre o nimero de ‘casos possiveis’ foi a primeira definicao
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formal de probabilidade, e apareceu pela primeira vez em forma clara na obra Liber de
Ludo Aleae de Jeronimo Cardano (1501-1576).” Assim podemos definir a probabilidade P
de um evento A como 4(A)

P(A) = m (3.5)
Uma consequéncia imediata desta definicao sao as seguintes propriedades:
i) Para todo evento A, 0 < P(A) < 1,
i) P(Q) =1,
iti) P(@) = 0 (porque #(@) = 0);
iv) Se AN B = & entao P(AU B) = P(A) + P(B).
v) Se AN B # @ entao P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Observacao 3.3.2 Uma demostracao para as propriedades pode ser encontrada em Mor-

gado et al. (1991).

Exemplo 3.3.3 Uma urna contém 100 bolinhas idénticas numeradas de 1 a 100. Uma
bolinha ¢ escolhida e observado seu numero. Qual a probabilidade de observarmos um
numero multiplo de 6 e de 8 simultaneamente?
Veja que 2 = {1,2,3,---,99,100}. Além disso, um mailtiplo de 6 e 8 simultaneamente
terd que ser maltiplo de 24, portanto o evento A serd; A = {24,48,72,96}. Portanto,
seque que:

#A) 4 1

PA) =50 = 105 = 55

3.3.2.5 Variavel aleatéria

Em matematica, uma variavel aleatéria pode ser definida como uma funcao que
associa a todo evento pertencente a uma particao do espago amostral €2 a um unico
nimero real, isto é, X : @ — R. E comum a representacao das variaveis aleatérias por
letras maitsculas e dos valores assumidos por letras minusculas.

Quando a imagem (variagao) de X é finita ou infinita contével, a varidvel aleatéria

é chamada de varidvel aleatdria discreta.

Exemplo 3.3.4 O lancamento de um dado de seis lados € um exemplo de varidvel aleatoria
discreta finita. O dado fornece um wvalor inteiro em todos os langcamentos, de modo que

nao existe a possibilidade de ele cair de lado e fornecer um valor fraciondrio como 2,5555.

Exemplo 3.3.5 Jd o numero de carros que passam por um peddgio € um exemplo de
varidvel aleatoria discreta infinita. Passard uma infinidade de carros, porém nunca pas-
sard a metade de um carro por um peddgio (nao haverd fragées no nimero de carros que

passardo por um peddgio).
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3.3.3 Cadeia de Markov

Um Processo de Markov é um processo estocéstico! onde as distribuicoes de
probabilidade para o seu desenvolvimento futuro dependem somente do estado presente,
nao levando em consideracao como o processo chegou a tal estado.

Segundo Grigoletti (2010) os processos markovianos sdo modelados formalmente
pelos modelos de Markov, que sao sistemas de transicoes de estados, onde os estados
sao representados em termos de seus vetores probabilisticos, que podem variar no espaco
temporal (discreto ou continuo), e as transi¢oes entre estados sao probabilisticas e depen-
dem apenas do estado corrente. Se o espaco de estados é discreto (enumeravel), entao
o modelo de Markov é denominado de cadeias de Markov, uma definicao mais formal é

dada a seguir .

Definicao 3.3.1 Uma sucessio de varidveis aleatorias {X;} € chamada de Cadeias de

Markov se parat =0,1,2,--- e todos os estados i,

P(Xt — Z't|Xt—1 — it—la Xt—2 — it—27 Tty X1 — 7;1, XO — ZO) — P(Xt — /L.t|Xt—1 — Z.t—l)'
(3.6)

Em uma Cadeia markoviana com n estados exaustivos e mutuamente exclusivos,
as probabilidades em um ponto especifico do tempo ¢ = 0,1,2,--- sao habitualmente

expressas por
Dij :P(xt :j’Xt—l :7’)7 (Zvj) = 1a27"' , 1, t:071a27"' 7T' (37)

Isso é conhecido como probabilidade de transicao em uma etapa de passar do

estado 7 em t — 1 ao estado j em t. Por definicao,

> pp=1,i=12-,ne p; >0, (i,j) =12 n (3.8)
J

Um modo conveniente de resumir as probabilidades de transicao em uma etapa

é usar a seguinte notacao matricial:

P11 P12 P13 - Pin
p— P?l p?2 P.23 T p?n
Pn1 Pn2 Pn3 - DPnn

1Sendo que o processo estocistico de tempo discreto é simplesmente uma descricao da relacdo entre
as variaveis aleatérias xg, z1,- -+, ou seja é um processo que evolui de forma aleatéria ao longo do tempo
tomando valores (estados) de um conjunto dado.

62



A matriz P define a denominada cadeia de Markov. A seguir temos um exemplo

de cadeia de Markov.

Exemplo 3.3.6 Todo ano, no inicio da estagao de plantio de mudas (marco a setembro),
um jardineiro usa um teste quimico para verificar a condi¢do do solo. Dependendo do
resultado do teste, a produtividade para a nova esta¢io cai em um dos trés estados: 1)
bom: 2) razodvel e 3) ruim. Ao longo dos anos, o jardineiro observou que a condi¢ao do
solo no ano anterior causava um impacto sobre a produtividade no ano corrente e que a

situagao podia ser descrita pela sequinte cadeia de Markov:

Estado futuro
1 2 3
1 (0,2 0,5 0,3 (3.9)
Estado presente 2 0 0,5 0,5
3 0O 0 1

As probabilidades de transi¢cao mostram que a condi¢cao do solo pode se deteriorar
ou se manter, mas nunca melhorar. Se a condi¢do do solo neste ano for boa (estado 1), hd
20% de chance de nao mudar no ano sequinte, 50% de chance de se tornar razodvel (es-
tado 2) e 30% de chance de deteriorar até uma condi¢ao ruim (estado 3). Se a condi¢do
do solo neste ano for razodvel (estado 2), a produtividade no ano sequinte pode permanecer
razodvel com probabilidade de 50% ou torna-se ruim (estado 3). Também com probabili-
dade de 50%. Por fim, uma condi¢do ruim neste ano (estado 3) sd pode resultar em igual
condi¢do no préximo ano (com probabilidade 1).

O jardineiro pode alterar as probabilidades de transicao P usando fertilizante para

melhorar a condi¢ao do solo. Nesse caso, a matriz de transicao se torna:

Estado futuro
1 2 3
110,30 0,60 0,10 (3.10)
Estado presente 2 | 0,10 0,60 0,30
310,056 0,40 0,55

Agora, a utilizacao do fertilizante permite melhorias na condicao de deterioracao.
Hd 10% de chance da condi¢ao do solo mudar de razodvel para boa (estado 2 para estado
1), 5% de chance de mudar de ruim para boa (estado 3 para estado 1) e 40% de chance

de uma condi¢ao ruim torna-se razodvel (estado 3 para estado 2).
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Cadeias de Markov sao frequentemente descritas por um diagrama, onde as bordas
do diagrama sao rotulados pelas probabilidades de ir de um estado no tempo n para outros
estados no tempo n+ 1. A mesma informagcao é representada pela matriz de transicao do

momento n para o tempo n + 1.

Exemplo 3.3.7 O diagrama abaizo, € usado para mostrar de forma clara as transi¢oes
dos estado 1,2 e 3.

0.3743

Figura 3.5: Diagrama de transicao

As informagoes contida no diagrama (3.5), pode ser representado pela matriz de

transicao:

Estado futuro
1 2 3
1 | 0.0585 0.34 0.597 (3.11)
Estado presente 2 0.35 0 0.65
3 1 0.2982 0.3275 0.3743

3.3.3.1 Classificacao dos estados

Os estados de uma cadeia de markov podem ser classificados com base na pro-
babilidade de transi¢ao p;; de P; ou seja, um estado é absorvente se retorna para ele
mesmo, assim p; ¢ igual a 1, mas se um estado puder alcangar outro estado e nao pode
voltar a ele mesmo serda chamado de transiente, e um estado sera denominado como
recorrente se a probabilidade de voltar ao mesmo estado em que estava com base em
outros estado for 1, e por ultimo, um estado é periédico com periodo ¢ > 1 se um retorno
sO for possivel em t,2t,3t,--- etapas.

Um conjunto de estados é dito um conjunto fechado se o processo ao entrar em
um desses estados, este ird permanecer nos estados indefinidamente. Com isso, pode-se

afirmar que o conjunto é formado por estados recorrentes.
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Exemplo 3.3.8 Suponha que a cadeia de Markov possui a sequinte matriz de transi¢ao:

0 1 2 3 4
070,208 0 0 0]
110505 0 0 0

P= 2|0 0 1 0 0
310 0 0350650
411 0 0 0 0]

O estado 3 € transiente porque se o processo estd no estado 3, hd uma probabili-
dade positiva que ele nunca ird retornar para este estado. O estado 4 também é um estado
transiente porque se o processo comeca neste estado, imediatamente o processo o deixa e
nunca mais ira retornar a este estado.

Os estados 0 e 1 sao recorrentes. Através de P percebe que se o processo comecar
a partir de um desses dois estados, este nunca deizara estes dois estados. Além disto,
sempre quando o processo move-se a partir de um destes estados para o outro, este ird
retornar para o estado original eventualmente.

O estado 2 é um estado absorvente, pois, uma vez que o processo entra no estado
2, este nunca mais o deixard.

Os estados 0,1, e 2 formam um conjunto fechado, uma vez que se o processo

entrar em um destes estados, nunca os deizard.

3.3.3.2 Matriz de transicao de N fases

Dadas as probabilidades iniciais a(® = (ago)) de iniciar no estado j e a matriz de
transicio P de uma cadeia de Markov, as probabilidades absolutas a™ = (aén)) de estar

no estado j apds n transi¢oes (n > 0) sao calculadas da seguinte maneira:

D = Op
a® =aP = PP =dO P?
a® =a®pP=a"p?pP =4 p?

Continuando da mesma maneira, obtemos

A matriz P" é como matriz de transicao em n etapas. Por esses cdlculos, podemos

ver que
P*"=pP"1lp ou P'"=P"P™ 0<m<n

Essas equacgoes sao conhecidas como equagoes de Chapman-Kolomogorov.
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Exemplo 3.3.9 A sequinte matriz de transicao se aplica ao problema do jardineiro, com
fertilizante, Exemplo (3.3.6):

1 2 3
1 0,30 0,60 0,10
P= 20,10 0,60 0,30
310,05 0,40 0,55

A condicio inicial do solo é boa, isto é a®) = (1,0,0). Determine as probabilida-

des absolutas dos trés estados do sistema apos 1,8 e 16 estagoes de plantio de mudas.

0,30 0,60 0,10 0,30 0,60 0,10 0,155 0,58 0,265
P.-P=10,10 0,60 0,30 [-| 0,10 0,60 0,30 | = | 0,105 0,54 0,355 | = P?
0,05 0,40 0,55 0,05 0,40 0,55 0,0825 0,49 0,4275

0,155 0,58 0,265 0,155 0,58 0,265
P?.P*=| 0,105 0,54 0,355 |-| 0,105 0,54 0,355
0,0825 0,49 0,4275 0,0825 0,49 0,4275
0,106787 0,53295 0,360262
=1 0,102262 0,52645 0,371287 | = P*,
0,099506 0,521925 0,378568

0,106787 0,53295 0,360262 0,106787 0,53295 0, 360262
P* P =] 0,102262 0,52645 0,371287 | - | 0,102262 0,52645 0, 371287
0,099506 0,521925 0,378568 0,099506 0,521925 0, 378568

0,101752 0,525513 0,372733
= | 0,101701 0,525434 0,372863 | = P,
0,101669 0,525383 0,372946

0,10175274 0,525513931 0,372733329 0,101752 0,525513 0, 372733
P8.P® = | 0,101701 0, 525434 0,372863 |-| 0,101701 0,525434 0,372863
0,101669  0,525383 0,372946 0,101669 0,525383 0, 372946
0,101694 0,525423 0, 372881
= | 0,101694 0,525423 0,372881 | = P'°
0,101694 0,525423 0,372881

Assim,
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0,30 0,60 0,10
aV=(100)-]0,10 0,60 0,30 | =(0,30 0,60 0,10),
| 0,05 0,40 0,55

[ 0,101752 0,525513 0,372733
a® =(100)-| 0,101701 0,525434 0,372863 | = (0,101752 0,525513 0,372733),
| 0,101669 0,525383 0, 372946

0,101694 0,525423 0,372881
a9 =(100)-| 0,101694 0,525423 0,372881 | = (0,101694 0,525423 0,372881).
0,101694 0,525423 0,372881

Observa-se que as linhas da matriz P® e o vetor de probabilidades absolutas sao
quase idénticos. O resultado é mais pronunciado para P19 . Ele demonstra que, & medida
que aumenta o numero de transicoes, as probabilidades absolutas sao independentes da
inicial ). Veremos na préxima subsecio que qualquer cadeia de Markov regular possui
um vetor estado fixo ¢ tal que, para qualquer escolha (¥, o 20 pP" converge a ¢ quando

n aumenta.

3.3.3.3 Cadeias absorvente

Seja qual for o estado inicial da cadeia de Markov absorvente, apds um nimero
finito de transicoes ele estara em um dos estados absorventes e nesse estado ficara defini-

tivamente.

Definicao 3.3.2 Diz-se que uma cadeia de Markov € absorvente se ela tem um estado
absorvente e se de cada estado nao absorvente é possivel ir para algum estado absorvente.
FEssa dltima condigcao significa que, para cada estado ndo absorvente i, existe um estado

™M) - .

absorvente j tal que, para algum n, p;;

Exemplo 3.3.10 Um bébado caminha na rua. Cada nimero de 1 a 3 representa um

quarteirao, enquanto o numero O representa a casa dele e o numero 4 representa o bar.

1 0,5 0,5

0}

casa

Figura 3.6: Andar do bébado
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A matriz P correspondente a este diagrama é:

0 1 2 3 4
1 0 0 0 0
0,5 0 0,5 0 0
0 0,5 0 0,5 0
0 0 05 0 0,5
0 0 0 0 1

b—U
I
B W N = O

Este ¢ um bom exemplo de uma cadeia absorvente.

A pergunta que surgem sobre esta sequéncia é: Na média, quantas vezes um dado
estado transiente serd visitado até que o processo seja absorvido?

A resposta desta questao dependem do estado inicial e da matriz de transicao.
Considere a matriz P com r estados absorventes e t estados transientes. A matriz P
canonica ¢é formada conforme abaixo:

i) I é uma matriz identidade r por r;
i1) O é uma matriz 0 r por t;
i1i) R é uma matriz t por r;

iv) @ é uma matriz t por t.

Sendo a matriz canonica obtida reorganizando P colocando nas tultimas linhas e

colunas os estados absorventes.

Q| R
= 3.12
%ﬁ (342
Reorganizando a matriz P do Exemplo (3.3.10) na forma canonica teremos:
1 2 3 0 4
170 05 0105 07
2105 0 0,5/ 0 0
P= 3| 0 05 0|0 0,5
0 o o0 0,1 O
410 0o o]0 1 |
Para uma cadeia de Markov absorvente, a matriz N = (I — Q)~' é chamada

matriz fundamental para P. Sendo um elemento n;; de N fornece o nimero esperado de

vezes que o processo estard no estado transiente a) caso o estado inicial seja o estado
at.
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0 0,5 0
Continuando o Exemplo(3.3.10) temos Q@ = | 0,5 0 0,5 | assim:

0 0,5 0

1 -0,5 0

I-Q=1-0,5 1 —0,5

0 —-0,5 1

Portanto,

1 2 3
171,51 0,5
N=(I-Q)'= 2| 1 2 1
31051 1,5

Iniciando-se no estado 2, o nimero médio de vezes em que o sistema permanece

nos estados 1, 2 e 3 serd, respectivamente, 1, 2 e 1.

3.3.3.4 Cadeia regulares

No Exemplo (3.3.9) nés vimos que os vetores estado convergem a um vetor fixo
a medida que os periodo cresce. Uma pergunta pertinente seria se sempre os vetores
estados convergem para um vetor fixo (estaciondrio) em uma cadeia de Markov. Um

exemplo simples mostra que nao

Exemplo 3.3.11 Seja P =

01
0 —
ea”’ = (1,0).
10] (1,0)

Entdo, como P> =1 e P> = P, temos:

V' =a® =a® =...=(0,1).

Portanto este sistema oscila indefinidamente entre (1,0) e (0, 1), e portanto nao converge

a nenhum vetor fixo.

Porém se impormos uma restricao a matriz de transicao, pode-se mostrar que o

sistema se aproxima do vetor fixo. Esta condicao é descrita na definicao abaixo.

Definicao 3.3.3 Uma matriz de transicao é reqular se uma poténcia positiva da matriz

tem todas as entradas positivas.
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Esta é uma das mais importantes caracteristicas exibidas por muitas cadeias de
Markov, o comportamento de equilibrio em longo prazo, isso significa que, as probabili-

dades de o sistema estar em cada um dos varios estados pouco ou nada variam.

Exemplo 3.3.12 Vamos supor que o nivel economico de um homem € classificado em
trés categorias: rico (R), classe média (M), e pobre (P). Vamos supor que dos filhos de
um homem rico 95% sao ricos e 5% de classe média. No caso de um individuo de classe
média, 10% sdao ricos, 70% de classe média e 20% pobres, e, finalmente, no caso de um
homem pobre, 30% sdao de classe média e 70% sao pobres. Supondo que cada homem
tem um filho, podemos formar uma cadeia de Markov observando uma familia através de

geracoes sucessivas. A matriz de probabilidade de transicdao é:

R M P
R[0,95 0,05 0

P= M| 0,10 0,70 0,20
Pl 0 0,30 0,70

(3.13)

Observe que existe probabilidades nulas na matriz de transicao, porém

0,9075 0,0825 0,01
P = 0,165 0,555 0,28
0,03 0,42 0,55

tem todas as entradas maior que zero, assim esta cadeia é reqular logo tem um vetor

equilibrio a longo prazo.

Para descobrir um vetor de equilibro de uma cadeia regular nao hé a necessidade de fazer

poténcia de matrizes, basta resolver a equacao:
E=FE-P (3.14)
Sendo E o vetor de equilibrio.

Exemplo 3.3.13 Encontre o vetor de equilibrio do Exercicio (3.3.12).
Seja E = (x y z), e pela equagao (3.14), temos:

0,95 0,05 O
(xyz)=(ryz)-| 0,10 0,70 0,20
0 0,30 0,70
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Que nos leva ao sistema

0,95z + 0,10y = z
0,052 + 0,70y + 0,30z =y ,
0,20y 4+ 0,70z = 2

sabendo que v+ vy + z = 1, devemos substituir esta equagao por uma equacao do sistema,

; _ 6 .3 .2 (6 3 2
e ao resolvé-lo encontraremos, x = 7, Yy = 17 € 2 = 17. Sendo entdo E = (11, e 11).
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Conclusao

Motivado por um histérico de ensino de matrizes sem relacao com a realidade,
onde o professor é um transmissor e o aluno um receptor do conhecimento, sendo esta
uma das criticas a escola dita tradicional, construimos este trabalho com o objetivo de ser
um material de apoio, indicando um caminho para o ensino de matrizes. Para atingir este
objetivo, recomendamos que o professor se apoie no terceiro capitulo para que o aluno
entenda o que estda exposto no primeiro de forma contextualizada. A citada sugestao
de apoio deve-se ao fato de que os contetidos abordados em cifras de Hill, sequéncia de
Fibonacci e cadeia de Markov podem contribuir para uma aprendizagem mais significativa.

Cifras de Hill aborda desde as simples permutacoes com as letras do alfabeto, pas-
sando por nimeros primos e divisibilidade. Descrevemos ainda a sequéncia de Fibonacci,
como os seus termos se manifestam nas mais variadas situagoes, na natureza, em matrizes
e nos determinantes, por fim, mostramos que muitas aplicacoes de matrizes podem ser
obtidas e estudadas por meio das cadeias de Markov, em seus aspectos probabilisticos,
sendo estes conteudos abordados a nivel de ensino médio, oferecendo ao leitor uma nova
visao das aplicagoes de matrizes no nosso dia a dia.

Assim ao planejar uma aula sobre matrizes, escolhe-se qual a habilidade a ser
atingida, e uma estratégia para atingi-las, e a partir, de aplicacoes na realidade do aluno
ou que desperte curiosidade no mesmo.

Uma sugestao para o professor que deseja ensinar multiplicacao de matrizes,
matriz inversa e matriz identidade é utilizar como estratégia ensinar Criptografia através
da cifras de Hill.

Mas se o objetivo for ensinar poténcias de matrizes, fazer a introducao as regras
de determinantes e relacionar as matrizes com sequéncias, um opcao interessante que
provocard curiosidade nos alunos sera a sequéncia de Fibonacci.

Se as habilidades a ser alcancada for produto de matrizes, probabilidade aplicada,
vetores probabilisticos, previsoes, regras de produto matriciais, linha e coluna de uma
matriz ou treinar os alunos a uma leitura diferenciada de matrizes aplicadas em varias
areas do conhecimento, um 6timo caminho é a cadeia de Markov.

Desta maneira o professor desmistificara o conceito de ciéncia inerte no ensino de
matrizes, que necessita apenas de memorizacao de procedimentos e férmulas. Também,

colocara os alunos como sujeito ativo do processo de ensino e aprendizagem.
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Apeéendice A
Inducao matematica

Indugao matematica é uma poderosa ferramenta matematica usada para provar
a verdade de um ntmero infinito de proposigoes e Teoremas.

E comum vermos tal principio enunciado em dois passos:
(i) A base: mostrar que a afirmagao é vélida para n = 1.
(ii) O passo indutivo: mostrar que se a afirmacao é vélida para n = k, entao também é

valido paran =k + 1.

O Principio da Boa Ordem, que serd assumido como um postulado, sera im-
portante na compreensao da demonstracao do Teorema intitulado Principio da Inducao

Matemaética.

Postulado 1 (Principio Boa Ordem) Todo subconjunto nao vazio de nimeros natu-

rais contém um elemento minimo.

Teorema A.0.1 (Principio de Indugao Matematica) Seja B um subconjunto dos nimeros
naturais. Se B possui as sequintes propriedades:
(i))1eB

(1)) k+1 € B sempre que k € B, entdo B contém todos os naturais.

Demonstragao: Desejamos provar que se B é um subconjunto dos naturais, possuindo
as propriedades (i) e (ii), entdo B necessariamente contém todos os naturais. Vamos
provar por reducao ao absurdo. Vamos supor que, mesmo possuindo as propriedades (i)
e (i1) B nao contém todos os naturais. Seja A o conjunto dos naturais nao contidos em
B. Pelo Principio da Boa Ordenacao, A possui um menor elemento e este é maior que 1,
pois 1 € B. Seja ag este elemento. Note que ag — 1 € B e como B satisfaz (ii), entdo o
sucessor de ag — 1, que é ag também deve pertencer a B. O que é um absurdo, logo A é
vazio, o que prova o resultado. |

Percebamos que esse método funciona provando que a afirmacao é valida para

um valor inicial, isto é, o caso base, e provando que o processo utilizado para ir de um
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valor para o préximo valor também é verdadeiro, entao podemos obter qualquer valor
repetindo esse processo.

A situacao a seguir ilustra bem como funciona o Principio de Indugao Matematica
e é conhecida como “efeito domind”.

Imagine que tenhamos uma fila de dominds em pé, se pudermos garantir que:
(i) o primeiro dominé caira.
(i) sempre que um dominé cair, seu préximo vizinho também caira.
Entao podemos concluir que todos os dominds cairao.

Vejamos agora algumas aplicacoes do Principio de Inducao Matemaética.

Exemplo A.0.1 Este exemplo ilustra o primeiro registro da utilizacdo do Principio de
Inducao Matemdtica feita por Francesco Maurolycus em 1575. Trata-se da determinagao
de uma formula exata em funcdao de n> 1 para a soma dos n primeiros numeros impares,

ou seja, busca-se uma formula para

Sp=14+34+54+7+...+2n—-1). (A1)

Solucao: Vamos calcular a soma para alguns valores particulares de n, isto é, para
n=1,2,3,4,5 e 6. Assim, usando (A.1), obtemos:

S1=1;
So=14+3=4;
S3=14+3+5=09;
Sy=14+34+5+7=16;
Ss=1+34+5+7+9 =25
Se=1+34+5+7+9+11 = 36.

Analisando os casos particulares, tudo nos leva a crer que uma férmula para tal
soma é S, = n?, mas como nao provamos tal fato, a chamaremos de conjectura. Utiliza-
remos o Teorema (A.0.1) para verificarmos se a nossa conjectura é ou nao verdadeira.
Demonstragao: Seja p(n) : S, = n?

p(1) = 12 = 1, logo p(1) é verdadeiro.

Suponhamos que p(n) seja verdadeiro para algum n = k € N, isto é,

p(k) : Sy = k> (A.2)
Queremos mostrar que p(k + 1) também é verdadeiro, ou seja,
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p(k4+1): Spyr = (k+1)%

Com efeito, somando o termo seguinte (2k + 1) em ambos os membros de (A.2),

obtemos

Sp+ (2k+1) =k* + (2k 4+ 1). (A.3)

Como Si + (2k + 1) é Syyq, entdo (A.3) torna-se
SkJrl == kQ +2k5+ 1 = Sk+1 = (k?‘i‘ 1)2,

que é o p(k 4+ 1). Assim, p(k + 1) é verdade, e portanto, pelo Teorema (A.0.1), p(n) é
verdade para todo n € N. |

Conta-se que certo dia, com a intencao de manter a turma em siléncio, um
professor pediu aos alunos que somassem os numeros naturais de 1 a 100, ou seja,
(1+2+34...+100) e, assim que terminassem, colocassem a solugdo sobre sua mesa.
Quase que imediatamente, um garoto de 10 anos chamado Carl Friedrich Gauss colocou
sobre a mesa do professor a resposta encontrada. Ele olhou para o menino com pouco
caso, enquanto os demais alunos trabalhavam arduamente. Quando conferiu os resulta-
dos, o professor verificou que a unica resposta correta era a de Gauss, 5.050, mas sem
faze-la acompanhar de nenhum célculo. Vejamos no exemplo abaixo a solucao da questao

resolvida por Gauss, mas estendida para um n € N.

Exemplo A.0.2 Determine uma formula para a soma dos n primeiros niumeros naturais.

Seja
S,=1+2+3+..+n.

Demonstragao: Seja S, a soma de tais nimeros, isto é,

Sp=14+24+3+..+n (A.4)

Notemos inicialmente que S, pode ser escrita também como

Sp=n+Mn—-1)+...+3+2+1, (A.5)

Somando (A.4) com (A.5) obtemos:
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2S5, =n+1)+n+1)+...+(n+1). (A.6)

e assim, a equagao (A.6) reduz-se em

S, = @ (A7)

Verificaremos, por indugao sobre n, a validade da férmula de (A.7). Seja p(n) : S, =
n(n+1)

5 . Notemos que

logo p(1) é verdadeiro.

Suponhamos que p(k) seja verdadeiro para algum n = k € N, isto é,

k(k+1)

p(k) = Sp = —— (A.8)
Queremos mostrar que p(k + 1) também é verdadeiro, ou seja,
k+1)(k+2
Pli41): Sppr = B )2( +2)
Com efeito, somando (k + 1) a ambos os membros de (A.8), obtemos:
k(k+1
Sk+(k+1):(k+1)+u. (A.9)

Como Sk + (k+ 1) é Sy41, entao (A.9) torna-se

k(k+1)+2(k+1)
5 :

Sk+1 =

Colocando (k + 1) em evidéncia, temos

(k+1)(k+2)

Sk—l—l — 2 9

que é o p(k+1). Logo p(k+ 1) é verdadeiro, e portanto, pelo Teorema (A.0.1) temos que
(A.7) é valida para todo n € N. N
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