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Aos estudiosos da Matemdtica que an-
setam em contribuir para a melhoria da
educagao, relembro a frase atribuida a
Pitagoras: Nao € livre quem nao con-
seque ter dominio sobre si mesmo.
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Resumo

Em Matematica, Teoria dos Grupos é o ramo que estuda as estruturas algébricas chamadas
de grupos. Os métodos da teoria dos grupos influenciaram fortemente varios ramos da
Algebra. Na analise combinatéria, a nocao de grupo e de permutagao de um grupo
é frequentemente utilizado para simplificar a contagem de um conjunto de objetos. A
compreensao da teoria de grupos é fundamental na Fisica, onde é utilizada para descrever
as simetrias que as leis da Fisica devem obedecer. Em Quimica, grupos sao utilizados para
classificar estruturas cristalinas e as simetrias das moléculas. Diante do exposto, neste
trabalho faz -se um estudo envolvendo conceitos e propriedades da Teoria dos Grupos,
com foco em grupos abelianos finitamente gerados. Apds apresentado a teoria envolvendo
os citados grupos, propoem-se algumas atividades didaticas para serem trabalhadas com
os discentes do ensino médio. Tais atividades enfatizam algumas propriedades abordadas

no ensino médio. O suporte tedrico estd alicergado em autores como (GARCIA, 2003),
( GONCALVES, 2008) e ( FRALEIGH, 2000 ).

Palavras chave: Ensino de matematica, Proposta pedagdgica, Grupos abelianos.
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Abstract

The Group Theory is a branch of Mathematics which studies Algebraic Structures called
Group. The methods of Group Theory have strongly influenced various branches of
algebra. In Combinatorial Analysis the notion of permutation group from a group is a
commonly used to simplify the counting of Objects Set. The Group Theory understanding
is key role in Physics. It is used to describe symmetries which Physical Laws must obey. In
Chemistry, groups are used to classify crystalline structures and molecules symmetry. In
view of what has been exposed here, the objective of the present work was to realize a study
on concepts and properties of Group Theory with special reference to Generated finitely
abelian Groups. After theories on groups referred above it was proposed some didactic
activities to be developed by high school students. Such activities emphasized some

properties discussed in high school. The theoretical background was based in following
authors (GARCIA, 2003), (GONCALVES, 2008) and (FRALEIGH, 2000).

Keywords: Mathematics Teaching, Pedagogical Proposal, Abelian Groups.
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Introducao

Em nossa sociedade, o conhecimento matematico é necessario em grande diver-
sidade de situacoes, seja no apoio a outras areas do conhecimento, como instrumento
para lidar com situacoes da vida cotidiana, ou ainda, como forma de desenvolver habi-
lidades de pensamento. Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio, (MEC
(2002)), sinalizam que a Matematica deve ser compreendida como uma parcela de conhe-
cimento humano essencial a formacao de todos os jovens, a qual contribui na construgao
de uma visao de mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades
que deles serao exigidas ao longo da vida social e profissional. Além disso, relatam que
aprender matematica no ensino médio deve ir além da memorizagao dos resultados dessa
ciéncia e que a aquisicao de conhecimento matematico deve estar vinculado ao dominio
de um saber pensar matematico. O professor tem importancia fundamental no processo
de oportunizar uma melhor aprendizagem aos discentes do ensino médio, mostrando por
exemplo, as demonstragoes de algumas propriedades inseridas na Algebra, Geometria,
Matematica Financeira, etc. No caso da Algebra, apesar de conter um certo formalismo
em sua linguagem e necessitar da utilizacao de procedimentos nao muito simples, exigindo
um maior grau de abstragao, é importante lembrar que a forma do professor trabalhar
conteudos matematicos deve abranger também a linguagem formal. Por exemplo, para
os alunos torna-se mais facil, memorizar que menos com menos ¢ mais do que entender a
justificativa algébrica do porque —(—xz) = z para V € R.

Diante da abordagem supracitada, o foco neste trabalho é fazer um estudo so-
bre alguns conceitos e resultados da Teoria de Grupos, especificamente sobre os grupos
abelianos finitamente gerados, visando no final deste, apresentar sugestoes aos docentes
do ensino médio para que os mesmos possam ter um olhar nao apenas informal ao tra-
balharem as demonstracoes de algumas propriedades que sao imprescindiveis no ensino
aprendizagem. Para atingirmos o objetivo proposto, organizamos este trabalho como
segue.

No primeiro capitulo introduzimos conceitos e resultados que fazem parte da
literatura usual da Teoria de Grupos e que serao necessarios para o desenvolvimento de
nosso trabalho.

Na segunda parte fizemos uma abordagem sobre uma apresentacao de grupo,

enfatizando a definicao de palavra, gerador, relacao e relatores.



No terceiro capitulo, abordamos o conceito de grupos abelianos livres e alguns
resultados, e por fim enunciamos, demonstramos e aplicamos o Teorema Fundamental
para Grupos Abelianos Finitamente Gerados.

Ja no ultimo capitulo, apresentamos algumas atividades, com intuito de que

sirvam como propostas para o ensino da Matematica béasica.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo, mencionaremos alguns conceitos e propriedades da Teoria dos
Nimeros' e da Teoria de Grupos® importantes para o desenvolvimento dos capitulos
subsequentes. Omitiremos as demonstragoes de quase todos os resultados que podem ser
encontradas em Fraleigh (2003); Garcia e Lequain (2003); Hefez (2011).

1.1 Relacao de equivaléncia

Nesta secao faremos uma breve revisao, introduzindo a nogao de produto carte-
siano e de relagao de equivaléncia bem como apresentaremos alguns exemplos e contra-
exemplos envolvendo os referidos conceitos. Vale ressaltar que relacao de equivaléncia
¢ fundamental para os matematicos entenderem certas classes de objetos. Como por

exemplo, temos a congruéncia, que sera explicitada na secao 1.4.

Definicao 1.1.1 Dados dois conjuntos X e Y, é chamado de relagao de X em 'Y todo

subconjunto S do produto cartesiano X X Y.

Exemplo 1.1.1 Considerando X o conjunto dos niumeros inteiros e Y o conjunto dos
nimeros naturais, entdo o conjunto S = (x,y) € Z x N/z* +y* = 25} € uma relagdo de
Z em N, onde os elementos sio: S = {(—5,0),(—4,3),(—3,4),(0,5),(3,4), (4,3), (5,0)}.
Graficamente, percebemos que este produto cartesiano possui pontos da circunferéncia de
centro O (0, 0 ) e raio 5, dada pela equacdo de circunferéncia 2* + y*> = 25. A relagdo

S de X em Y consiste em 7 pontos sobre ela.

Vale ressaltar que podemos definir uma relagao S de um conjunto X nele mesmo. Neste
caso, dizemos que S é uma relagao sobre X.

Uma relacao S sobre X pode ser uma relacao de equivaléncia, conforme segue.

'E o ramo da Matemética que estuda propriedades dos niimeros em geral, e em particular dos nimeros
inteiros.

2E o ramo da Matemética que estuda as estruturas algébricas chamadas de grupos.



Definicao 1.1.2 Dizemos que a relagdo S sobre X € uma relacdo de equivaléncia em X,
se ela cumpre as sequintes condigoes:

i)(x,z) €S, para todo x € X;

it) Se x ey sao elementos de X tais que (x,y) € S, entdo (y,x) € S;

iti) Se x, y e z sao elementos de X tais que (x,y) € S e (y,z) € S, entao
(x,2) € S.

Portanto, para que uma relagao seja de equivaléncia, ela tem que satisfazer as propriedades

denominadas reflexiva, simétrica e transitiva, respectivamente.

Exemplo 1.1.2 Seja S uma relagao sobre X, sendo X = {triangulos que possuem a
mesma drea K }. A relagcio S é de equivaléncia. De fato, se o triangulo a tem drea
K ¢é claro que ele possui a mesma drea que ele mesmo, isto é, aSa, Ya € K. Com o
triangulo a tendo a mesma drea do triangulo b, entdo o triangulo b tem a mesma drea
do triangulo a, ou seja, aSb e bSa. Neste caso, verificamos que em S vale a propriedade
simétrica. Sabendo que o triangulo a possui a mesma drea que o triangulo b, se b possuir
a mesma drea que o triangulo c, entao o triangulo a possui a mesma drea que o triangulo
¢, especificamente tem-se que, aSb e bSc entdo aSc, ou seja, vale a propriedade transitiva.
Como a relacao S € reflexiva, simétrica e transitiva, entao S € uma relagdo de equivaléncia
sobre X.

Exemplo 1.1.3 Seja X o conjunto que reune todos os parentes de uma familia, até
terceiro grau e S a relagao de irmaos de X. Se a pertence ao conjunto X, entdo a nao é
1rmao do proprio a. Sabendo que a € irmao de b, logo b € irmao de a, tomando a irmdao de
b e b irmao de ¢, podemos ter a irmao de c, todavia pensando no caso de ¢ ser o proprio

a, entao a ndo pode ser irmao de a. Logo S nao € uma relagao de equivaléncia em A.

Exemplo 1.1.4 A seguir verificaremos se a relagio S = {(z, y) € Z X Z | v —y €
par } € de equivaléncia, isto €, se a relagcdo cumpri as propriedades refleziva, simétrica e
transitiva. Vejamos:

i) Para qualquer x € 7Z, temos que x se relaciona com x, ou seja, t —x =0, e 0
€ um numero par, dai temos que S € refleriva;

i1) Suponhamos que (z,y) € S para x,y € 7Z, entdo x —y € par, como o oposto
de qualquer inteiro também € par entio —(x — y) € par e consequentemente y — x € par,
portanto (y,x) € S, ou seja S é simélrica;

iii) Suponhamos que (x,y) € S e (y,z) € S para x,y,z € Z , assim temos que
r—Yy ey—z saGo pares, como a soma de dois nimeros pares € par, entio (r—y)+(y—z) =
x — z € um niumero par, portanto (x,z) € S, o que mostra que S € transitiva. Logo S é

uma relagdo de equivaléncia sobre 7.

Exemplo 1.1.5 Considerando agora a relagdo dada por S = {(x,y) € Z*XZ* /mdc(z,y) =

1}, werificamos que esta relagao € simétrica, mas nao € reflexiva pois, mdc(6,6) =

4



6 # 1. Além disso nao € transitiva, porque mdc(16,21) = lemdc(21,26) = 1, porém

mde(16,26) = 2 # 1. Portanto concluimos que S ndo é uma relagdo de equivaléncia.

Observe que na rela¢ao dada no Exemplo 1.1.4, isto é, S = {(z,y) € Z x Z /x—y é par }
podemos encontrar todos os x de Z que se relacionam com 5, isto é, £S5. Especificamente,
podemos obter z € Z tal que x — 5 = 2k, k € Z. Portanto, x pertence ao conjunto
{...—5,-3,—-1,1,3,5,...}. O citado conjunto é denotado por T, denominado classe de

equivaléncia de x segundo a relagao S.

1.2 Classe de equivaléncia

Definicao 1.2.1 Dada uma relacao de equivaléncia S sobre um conjunto X, chamamos
de classe de equivaléncia de a € X sequndo a relagdo S, que denotamos @, o conjunto
{z € X/xSa}.

Definicao 1.2.2 O conjunto formado por todas as classes de equivaléncia maodulo S, é

chamado de conjunto quociente de X por S e denotamos por X/S.

Exemplo 1.2.1 Vimos que S = {(z,y) € Z x Z/x —y € par } é uma rela¢io de equi-
valéncia sobre Z. ( Exemplo 3 ). Assim, inicialmente para todo x € Z, existe T € 7/S.
Em particular, para x = 0 temos que 0 = {...,—2,0,2,4,...}. Além disso, para v = 2
seque que 2 ={...,—=2,0,2,4,...}.

Apds os célculos das classes 0 e 2 podemos concluir que Vo € Z, tal que x é par,
segue T = 0. Ainda no citado exemplo podemos encontrar as classes 1,3, ou seja,
T={..,-5-3,-1,1,35.. e3={..,-5-3,—-1,1,3,5,...}.

De modo geral, se x € Z ¢é impar, segue que T = 1. Desta forma, temos que o
conjunto de todas as classes de equivaléncia em Z terd apenas dois conjuntos distintos, 0 e
1. Assim, o conjunto quociente de Z por S, é dado por Z/S = {0,1}. O teorema a seguir
estabelece condicoes para que duas classes de equivaléncia sejam iguais. Omitiremos a

demonstragao do mesmo, a qual podera ser encontrada em [2].

Teorema 1.2.1 Seja S uma relagdo sobre X e a,b € X. Entdo as sequintes proposi¢oes
sao equivalentes:

i) (a,b) € S;

i) a € b;

i) bea;

iv)a=b.



1.3 Particao de um conjunto

Definicao 1.3.1 Seja X um conjunto nao vazio. Diz-se que uma classe P de subconjun-
tos nao vazios de X ¢ uma particio de X se:
i) Dois membros quaisquer de P sao iguais ou sao disjuntos;

i1) A unido dos membros de P € igual a X .

Exemplo 1.3.1 Seja P = {(—0,3),[3,4),[4,5], (5,00)} € uma particio de R, pois os

seus membros sao dois a dois disjuntos e, além disso, a uniao deles € igual a R.

A seguir apresentaremos dois teoremas que relacionam conjunto quociente e particao. As

suas demonstragoes podem ser encontradas em [2].

Teorema 1.3.1 Se S ¢ uma relagao de equivaléncia sobre X, entdo o conjunto quociente
X/S é uma particao de X.

Teorema 1.3.2 Se P € uma particao de X, entdao existe uma relagao S de equivaléncia
sobre X de modo que X/S = P.

1.4 Relacao de congruéncia médulo m

A teoria das congruéncias é um vasto campo da Matemadtica, inserido na Teoria
dos Numeros. Abrange propriedades e teoremas cujo entendimento e aplicabilidade variam
dos niveis mais basicos aos mais avangados.

Em Matemaética a aritmética modular (chamada também de aritmética do reldgio)
¢ um sistema de aritmética para inteiros, onde os ntimeros voltam, quando atingem um
certo valor, o médulo. O matemaético Euler foi o pioneiro na abordagem de congruéncia
por volta de 1750, quando ele introduziu a ideia de congruéncia moédulo um nimero m € N
com m > 1. Vale ressaltar que a aritmética modular foi desenvolvida posteriormente por

Carl Friedrich Gauss em seu livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado em 1801.

Definicao 1.4.1 Sejam a e b dois numeros inteiros e m um numero inteiro positivo maior
que 1. Dizemos que a e b sao congruentes modulo m se o m divide a diferenca a — b.

Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escrevemos:

a = bmodm.

Exemplo 1.4.1 Veja que 21 = 13 mod 2 pois, 2|(21 — 13) e 21 nao € congruente a
13 mod3, pois 3 nao divide (21 — 13). Dizer que m|(a — b) € equivalente a dizer que os

restos da divisao de a por m e b por m sao iguais.



Exemplo 1.4.2 Um exzemplo envolvendo o nosso cotidiano, refere-se aos relégios analdgicos
que trata-se de um caso de uma congruéncia modulo 12. Note que 13 horas é congruente
a 1 hora, no modulo 12. Ambos divididos por 12, deizam resto 1 e que 17 horas é congru-
ente a b horas, modulo 12. Tanto 17, como 5, divididos por 12, deizam resto 5, e assim,

sucessivamente.

1=13=25mod 12
5=17=29 mod 12

Assim, as horas marcadas num relégio analégico constituem também um caso cldssico de

congruéncia, nesse caso com modulo 12.

A congruéncia modulo m é uma relagao de equivaléncia em Z.

De fato, considere S = {(a,b) € Z x Z/a = b mod m}. Entdo S é uma relagao de
equivaléncia sobre Z. Uma vez que:

i) Temos a = a mod m, pois m|(a — a) = 0. Portanto ¢ reflexiva;

i1) Se a = b mod m, entdo b = a mod m, pois, como m |(a — b) entdo m divide o
oposto, e dai m|(b — a). Logo vale a propriedade simétrica;

i1i) Se a = b mod m e b = ¢ mod m, entdo a = ¢ mod m, pois como m|(a —b) e
m|(b— c), entdo m divide a soma, dai m|[(a —b) + (b — ¢)], assim m|(a — ¢), portanto S é
transitiva.

Logo, pela Definicao 2, S é uma relacao de equivaléncia sobre Z.

Definicao 1.4.2 A relagao de congruéncia modulo m sobre 7 determina um conjunto
quociente /S que é indicado por L., , ou seja, Z,, € o conjunto de todas as classes de

equivaléncia sobre S.
A seguir mostraremos que em Z,, existem exatamente m elementos distintos.
Proposicao 1.4.1 O conjunto Z,, tem exatamente m elementos, isto €,

Tow = {0,1,2,3,...,m=1}.

Prova 1.4.1 Dado a € Z, efetuamos a divisao euclidiana de a por m. Sendo q o quociente

e r o resto dessa divisao, temos: a = mq+r, como 0 < r < m logo, a —r = mgq, isto

€, a = r mod m, ou amda, a=7. Comor € {0,1,2,3,...,m — 1}, temos que a €
Ly = @ € {0 1,2,3,. — 1}. Suponhamos agora que existam duas classes iguais em
{0,1,2,3,. — 1}, isto é:

)
F=3 com0§r<s < m. Neste caso, temos: T =35 = r = s mod m = m|(s —r). Como

< s—r < m, entao isto € impossivel. Logo, o numero de elementos de Z,, ¢ exatamente



1.5 Operacoes em Z,,

Vimos que uma aplicagao da aritmética modular esta relacionado com os ponteiros
do relégio, no qual o dia é dividido em dois periodos de 12 horas cada. Por exemplo, se
agora sao 7 horas, entao quantas horas serao daqui 8 horas 7 A adicao usual sugere que o
tempo futuro deveria ser 748 = 15, mas esta é a resposta errada por que o relégio ”volta
pra tras” a cada 12 horas, nao existe 15 horas no relégio de ponteiro. Da mesma forma,
se o relégio comega em 12 : 00 (meio dia) e passam 21 horas , entao a hora serd 9 : 00
do dia seguinte, em vez de 33 : 00. Como o nimero de horas comec¢a de novo depois que
atinge 12, essa aritmética é chamada aritmética médulo 12. E 12 é congruente nao sé a
12 mesmo, mas também a 0, assim a hora chamada 12 : 00 pode também ser chamada
0 : 00, pois 0 = 12 mod 12.

Definicao 1.5.1 Sejam ™ ey elementos do conjunto Z,,, assim a opera¢ao T+7y, chamada

adi¢ao modulo m , € o resto da divisao x + 1y por m, ou sejaT+y=x+Yy .
Exemplo 1.5.1 Sejam 3, 4 € Zs entdao 3 + 4 é um elemento em Zs, o qual € igual a

7T=2.

A tabela abaixo, chamada de tdbua da adicao moédulo 5, mostra a soma de todos ele-
mentos de Zs. Na referida tabela iremos omitir as barras dos elementos de Zs, para nao

sobrecarrega-la.

w N o= o4

w o R oo
[ S SURY NCRR G
— O R W NN
N O~ O R W W
W N = O

4 14

Tabelal.1l: Adicao em Zs

Definicao 1.5.2 Sejam T e y elementos do conjunto Z,,, a operacdao T.y, chamada de

multiplicacao modulo m, é o resto da divisao x.y por m, ou seja, Ty = T.y .

Exemplo 1.5.2 Veja que 3.2, € um elemento de Z4, sendo 6 = 2, pois a divisao de 6 por

4 deixa resto 2.

Assim, construindo a tabua da multiplicacao médulo 4, com omissao das barras, obtemos:

01 2 3
0(0 0 0 O
110 1 2 3
210 2 0 2
310 3 2 1




Tabelal.2: Multiplicagao em Z,4

Um fato a observar é que nem todos os elementos de Z; , possui inverso. Um exemplo
pode ser visto em Z; = {1,2,3}, pois 2 € Z; no entanto 2 nao tem inverso em Zj.
A seguir exibiremos um resultado que estabelece condicoes para que @ € Z seja

invertivel.

Proposicao 1.5.1 Sejam a e m inteiros, com m > 2. Entao:

i) @ é elemento invertivel de 7, se, e somente se a e m sao primos entre si, ou seja, se,
e somente se mdc(a,m) = 1.

i1) Se a e m sdo primos entre si, existem inteiros v e s satisfazendo ra + sm = 1. Nesse

caso, o inverso de @ em Z, ¢ dado pora ' =T.

Prova 1.5.1 Suponhamos que @ ¢ invertivel em Z%,. Entdo existe b € Z,, com b € Z,

m
satisfazendo @.b = 1. Dai, temos que ab =1 e pelo Teorema 1 seque que ab = lmodm =
ab — 1 = mgq, para algum inteiro q. Logo ab—mq =1 e portanto mdc(a, m) = 1, ou seja,
a em sao primos entre si.

Reciprocamente, se a e m sao primos entre si, entao ra + sm = 1 para certos
inteiros r e 5. Dai, ra+sm =1 =Ta+sm =1=7a+35m = 1. Comom = 0,
chegamos a7.a = 1, e portanto a é invertivel, jd que a multiplicacio em Z,, é comutativa.

Sendo assim, provamos simultaneamente as duas propriedades enunciadas.

Exemplo 1.5.3 Note que em Z} os elementos 3 e 5 sao invertiveis ( Proposicao 2, item

i). Além disso, como 3.5 =5.3 =1 entdo 3 é o inverso de 5 e vice versa.

Vale ressaltar, por exemplo, que em Z; = {1,2,3} o elemento 2 € Zj nio tem inverso
no referido conjunto.
A seguir apresentaremos uma funcao que nos auxilia na obtencao dos elementos

inversiveis em Z; .

1.6 Funcao ¢ de Euler e a congruéncia médulo m

A fungao representada por ¢(m) é na Teoria dos Numeros, definida para um
nimero natural x como sendo igual a quantidade de niimeros menores ou igual a = co-

primos com respeito a ele.

Defini¢ao 1.6.1 Dado m € N, designaremos ¢(m) a quantidade de nimeros naturais
entre 0 e m — 1 que sdo primos com m. Isto define uma importante funcao, chamada de

fungao ¢ de Euler:

¢ :N—= N tal que p(m) ={n e N/(m,n) =1 1 <n <m}.



Exemplo 1.6.1 Veja que ¢(8) = 4 uma vez que 1,3,5 € 7 sdo co-primos de 8. Um outro
exemplo, ¢(1) =1 pois mdc(1,1) = 1.

A fungado ¢(m) é importante principalmente porque fornece o tamanho do grupo multi-

plicativo de inteiros médulo m.

Corolario 1.6.1 Pela definicio, temos que o(m) < m — 1, além disso:
i) p(m) = m —1 se, e somente se, m € primo;

it) Se m = pq, com p e q primos, entdo p(m) = p(pq) = ©(p). p(q) = (p —1)(¢ — 1);

iii) Se n = p*, isto ¢, se n € poténcia de um primo p, entio p(n) = p(p*) = p* — pFL.

Exemplo 1.6.2 Pautado no coroldrio anterior, seque:
)e(7)=6=T7-1;

i) p(21) = 12 = 2.6 = ¢(3).(7);
iii) p(8) =4 =8 —4 =23 - 2571,

Teorema 1.6.1 (Euler): Sejam m, a € N com m > 1 e mdc(a,m) = 1. Entao,

a?™ =1 mod m (1.1)

O Teorema de Euler pode ser usado para determinar o inverso de alguns elementos a €

Z;,, pois da Equacao 3.1.6 segue que

o™t = a?™ Lmod m. (1.2)

Exemplo 1.6.3 Por meio da Equagaol.2 temos que o inverso de 7 € Zj, pode ser

obtido da sequinte maneira:

771 = 7900~ = 741 = 73 = 343 = 3 mod 10,

ou seja, T ' =3. De fato, 7.3 =37 =21 = 1.

1.7 Grupos

O conceito de grupo, definido abaixo, emergiu do estudo de equacoes de po-
linébmios, com Evariste Galois na década de 1830. Apés contribuicoes vindas de outros
ramos da Matematica, como Teoria dos Numeros e Geometria, a no¢ao de grupo foi ge-

neralizada e se estabeleceu firmemente por volta de 1870. A Teoria dos Grupos moderna
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é uma area muito ativa de pesquisa que estuda os grupos em si mesmos. Além das pro-
priedades abstratas, matematicos estudam as diferentes maneiras em que um grupo pode
ser expresso concretamente, tanto de um ponto de vista tedrico quanto pratico e compu-
tacional. Em particular, uma teoria ricamente desenvolvida é a dos grupos finitos, que

culminou com a monumental classificagao dos grupos simples finitos, completada em 1983.

Definicao 1.7.1 Seja G um conjunto ndao vazio e

*: G —@d
(z,y) —> T xy

uma operacao em G.

Dizemos que G € um grupo em relacao a operagao x se, e somente se, sao verificadas as
propriedades i), i), iii) abaizo:

i)ax(bxc)=(axb)xc,Va,b, ¢ €G; (Propriedade associativa)

it)de € G tal que axe=exa=a, Ya € G; (Eristéncia do elemento neutro)

ii)Va € G, 3b € G tal que axb="bxa = e; (Existéncia do simétrico)

Se para um grupo (G, x)verifica-se também a propriedade.

iv) axb="0bxa,Va,be G. (Comutativa)

Dizemos que o grupo (G,*) é um grupo abeliano.
O elemento neutro e o simétrico sao unicos conforme proposicoes a seguir.

Proposicao 1.7.1 (Unicidade do elemento neutro).Numa operacdo bindria associativa,

o elemento neutro de cada elemento, caso exista, € unico.

Prova 1.7.1 Suponha que a * b define uma operagcao bindria e temos dois elementos
neutros e; e ey. Entdo temos que es = e; % ey por que e; € o elemento neutro, mas
€9k €1 = €1 Por que ey € o elemento neutro. Com ey = ey % e = €9 % €1 = €1, logo e; = eg.

Assim, nao pode haver mais de um elemento neutro.

Proposicao 1.7.2 ( Unicidade do elemento inverso). Numa opera¢ao bindria associativa

o elemento inverso de cada elemento, caso exista, € unico.

Prova 1.7.2 Suponha que a x b define uma operacdao bindria associativa, com e sendo o
elemento neutro. Se b e b'sdo elementos inversos de a, temos que bxa = e e axb = e.
Assim, b=bxe=0bx(axl) = (bxa)xb =exb =b. Assim, nao pode haver mais de

um elemento inverso.

Exemplo 1.7.1 O conjunto de simetrias do triangulo equildtero, denotado por Sa, com
a operagcao de composi¢cao ¢ um exemplo de grupo, haja vista que seus elementos sao
o elemento neutro Ry = id , que corresponde a nao rodar nada ou girar um numero

qualquer de voltas, outro elemento seria uma rotacdo de 120° (R%w) ou 120° mais um
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nimero de woltas, o terceiro elemento é uma rotagio de 240 (. 4%) ou duas rotacoes de
120° que resulta em uma rotacdao de 24(0°, mais wm nimero de voltas. O quarto elemento
R1é encontrado se fizarmos o primeiro vértice do triangulo efetuando uma translacao em
que o vértice 2 ocupe a posicao do vértice 3 e o vértice 3 assume a posicao do vértice
2, 0 quinto e o sexto elementos sao encontrados de forma andloga que correspondem a
fixar os vértices 2 e 3 efetuando também uma translacao, que denotamos por Ro e Rj
respectivamente. Note que o elemento neutro pertence ao conjunto G, para cada elemento
de G existe um unico tnverso, e 0s elementos com 0s seus respectivos InVersos sao: neutro
com seu inverso sendo o proprio neutro, o inverso de girar 120° ¢ girar 24P e vice versa,
os inversos de Ry, Ry, R3 sdo eles mesmos. Uma vez que fixar o vértice 1 e efetuar
novamente uma translagao, faz com que retornemos na posicao inicial. Vale também a

propriedade associativa.

Figura 1.1: Simetria no triangulo equildtero

O grupo supracitado nao ¢ abeliano, pois Rj0Ry = Ry /3 # R20R) = Rz /3.

Exemplo 1.7.2 O conjunto dos nimeros inteiros modulo m, com a operagao de adig¢ao,

¢ um grupo abeliano, representado por (Zy,,+).

Em um grupo G existem subconjuntos, nao vazios, que também possuem estruturas de

grupo, conforme segue.
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1.8 Subgrupos

Na Teoria de Grupos, algumas vezes fica muito complicado estudar todas as ca-
racteristicas de um dado grupo, entao podemos estudar e mostrar situagoes em subgrupos

e compreender, em muitos casos, qual o comportamento do grupo maior.

Definigao 1.8.1 Seja (G, *) um grupo. Dizemos que um subconjunto nao vazio, H C G
¢ um subgrupo de G se, e somente se,
i)Va,be H=axbe H,;

it)(H,*) também € um grupo.

Teorema 1.8.1 Seja H um subconjunto nao vazio de um grupo G. Entao H é um subgrupo
de G se, e somente se, as duas condigoes sequintes sao satisfeitas:

i) hy *hy € HNhy, hy € H;

ii) h™' € H,VYh € H.

Subgrupos podem ser caracterizados da sequinte forma.

s

Exemplo 1.8.1 Usando G = Sa, como no Exemplo 14, entdo H = {id, Ror/3, Rix/3} €

um subgrupo de G.

Exemplo 1.8.2 O conjunto dos inteiros médulo 4, Zy, = {0, 1, 2, 3 }, com a operag¢ao

adigdo, possui o subconjunto H = {0, 2 } de Z4 que é um subgrupo de G.

Exemplo 1.8.3 O conjunto dos nimeros inteiros, representados por Z,possui 08 subgru-
pos 2 7, 3 7, tendo a intersecao 6 Z como subgrupo. Em geral os subgrupos de Z sao da

formanZ, n € Z. Pode ser mostrado que os referidos subgrupos sao inicos.

Existe subgrupo de um dado grupo G que é obtido a partir de um elemento do grupo,
isto €, os elementos deste subgrupo podem ser escritos como poténcias ou multiplos deste

elemento.

1.9 Poténcias e multiplos

Definigao 1.9.1 Em um grupo multiplicativo (G, .)(grupo em que a operagdo € a multi-
plicacio que serd denotado por . e o simétrico do elemento a serd denotado por a™*) com

elemento neutro e, dados x € G en € Z, definimos a poténcia x" da sequinte forma:

", sen>1
T =< e, sen =10

(71", sen<0
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0 n -1 ,.-1 ,.-1 -1

Pela definicao x” = e, 2" =x.x.x.....x , comn fatores,sen > 0ex ™" =2 "2 .2 . ... .x
o

n
com n fatores, se n < 0.

Definigao 1.9.2 Em um grupo aditivo (G, +) (grupo em que a operag¢ao € a adi¢io que
serd denotado por + e o simélrico do elemento a serd denotado por —a) com elemento

neutro 0, dados x € G en € Z, definimos o multiplo nx da sequinte forma:

(n—1zx+x, sen>1
nr =4 0, sen =10

(—n)(—x), sen <0

Pela defini¢ao 0x = 0, nx =g+ + 2+ ... + 2 , com n parcelas, sen > 0 e

n

-nx = (-x) + (-x) +(-x) +...4(-x), com n parcelas, se n < 0.

1.10 Grupos ciclicos

1.10.1 Grupo gerado por um elemento

Seja x um elemento de um grupo multiplicativo (G, .). O subgrupo gerado por a,

denotado por < a >, é o conjunto de todas as poténcias de expoente inteiro de a:
<a>={d"ln€ Z}={...,a % a?a"0,aad*d*. .}

Se (G, +) for um grupo aditivo e b € G, entao < b > é o conjunto de todos os multiplos
de b,

<b>={nbn € Z}={...,-3b,—2b,—b,e,b,2b,3b, ... }.

Exemplo 1.10.1 Considere G = Sa e Razj3 € Sa. Temos que < Rorjs >= {id, Rar/3, Ruz3}.

1.10.2 Grupos ciclicos

Um grupo G é denominado ciclico se existir a € G tal que G =< a >. Neste caso,

todos os elementos de G sdo poténcias (ou miltiplos) de a que é denominado gerador de
G.

Exemplo 1.10.2 O grupo dos numeros inteiros, com a operacdo de adi¢cdo dado por
(Z,+) é um grupo ciclico porque todo inteiro é miltiplo de 1, ou seja, Z = < 1 >. Um
grupo ciclico pode ter mais de um gerador. Note que neste caso temos também 7 =
< —=1>.
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Exemplo 1.10.3 O grupo ciclico (Z%, .) € gerado por?2 porque < 2 >= { 50, 51, §2, 2’ } =
{1, 2,4,3}=(Zt,)).

Visto que um grupo pode ter mais que um gerador e em particular se a é o gerador de um

grupo e b é o inverso de a, entao b também é um gerador do grupo, observe os exemplos.

Exemplo 1.10.4 Seja o grupo formado pelos elementos { 1,—1,i,—i }, com a multi-
plicagao usual de complexos. Tem-se um grupo ciclico gerado pelo elemento i, bem como

0 seu inverso -i que também € um gerador, basta ver que < —i > = G.

Exemplo 1.10.5 O grupo (Z%,.) possui os geradores 3 e o 5, uma vez que < 3 >=

também é um gerador de (Zr,.).

Proposicao 1.10.1 Seja a um elemento de um grupo G. Entao se a™ = e para certo
m>1e{eaad, ..., a™ '} forem distintos, entio < a >C { e, a, a*, ..., a™ '} e,

nesse caso, a™ = a’®, se, e somente se, m|p ( m divide p).

2

Prova 1.10.1 E imediato que < a >C {e,a',a® ...,a™ '} Veja que se k >0, a divisdo

euclidiana nos fornece k = qm +r com q, v € Z e0 < r < m, onde d* = a™a".
Portanto, < a >C { e, a, a*, ..., a™ ' }.

Se a" = a” entao a""P = e, e portanto, pelo mesmo argumento, n —p = qm + r, com
0<|r| <m, e obtemos a" = e, donde r = 0, ou seja, m|n — p. Isso termina a prova da

PTroposicao.

Quando um elemento a satisfaz a condigao ii), da Proposigao 5, dizemos que m é a ordem

de a e denotado por (a) = m.

Exemplo 1.10.6 Dado o grupo de simetria do triangulo equildtero, Sa, que ndo € um
grupo ciclico, mas possui o subgrupo G' = {id, Rar/3, Ruix/3 }, que € ciclico e gerado por

R%‘r; ou seja 0(Rar3) = 3.

Exemplo 1.10.7 O conjunto dos niumeros inteiros, com a operacao usual de adi¢ao, é
um grupo ciclico infinito: Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}. Ele pode ser gerado por a = 1 ou

a = -1.

1.11 Produto direto

Seja {Gi}i<i<n uma familia ndo vazia de grupos multiplicativos e seja G =
Gi1 x Gy x ... x Gn o produto cartesiano dos conjuntos Gi, Ga, ...,G,. Sejam
(91, 925 -+ gn) € (h1, ha, ..., hy,) dois elementos quaisquer de G e definamos em G a

seguinte operacao:
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(917 g2, -, gn) (hla h27 EIR) hn) = (glhb 92h27 ) gnhn)

Desta forma, G munido desta operagao é um grupo chamado produto direto da familia
{ G; }1<i<n. De fato, para todo g; € G existe g;' € G;, paratodoie€ {1, 2, ..., n},
pois G; é um grupo. Logo, se (g1, g2, --., gn) € um elemento qualquer de G, o seu inverso

¢ um elemento de G e é dado por:

(91, G20 -y gn) "= (91" o2 g,") €G.

Da mesma forma, se g; e h; sao dois elementos quaisquer de G;, entao g;h; e G, Vi e
{1, 2 ... ,n}. Logo,se (g, g2, ---, gn) € (h1, ha, ..., hy,) s@o dois elementos

quaisquer de G entao:

(917 g2, -, gn)(hh h27 ey hn)il = (91, g2, -, gn)(hflﬂ h51’ R hr:1> =
(@hi's gahy!s oo, galy') €G.

A propriedade associativa é evidente em G. Portanto, G é um grupo. Além disso, o
elemento neutro de g é (e, €3, ..., e,), onde e; é o elemento neutro de G;, V i €
{1, 2, ..., n}.Portanto, com a operagao definida acima G' é um grupo.

Afirmamos que G = G; x Gy x ... x G, é abeliano se, e somente se, G;
¢ abeliano, Vi € {1, 2, ..., n}. De fato, se G é abeliano entdo para quaisquer dois

elementos (g1, g2, .-+, gn), (h1, ha, ..., h,) de G temos

(917 g2, -« gn ) (hla h27 EIR) h’n) - (hb h?a CIR hn) (917 g2, -, gn)7

se, e somente se,

(glhh gghg, cey gnhn> = (h191, h2g2, e hngn); Vi € { 1, 2, ey n}
Assim, G; é abeliano, Vi € { 1, 2, ..., n }. Por outro lado, se G; é abeliano
Vie {1, 2, ..., n} entdo g;h; = h;g;. Assim,
(917 92, .-, gn) (h17 h27 R h’n) = (glh17 92h27 SRR gnhn) =
(h191, hggg, ey hngn) = (hl,hg, ceey hn)(gla ga, ..., gn)

Portanto G é abeliano.

Exemplo 1.11.1 Considere Gy = Zy ={0, 1} e Gy =Z3 = {0, 1, 2 }. Assim, omi-
tindo as barras dos elementos de Gy e Go, temos Zy x Zz = { (0,0), (0,1), (0,2), (1,0),
(1,1), (1,2) }.
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1.12 Classes laterais

Se H é um subgrupo de um grupo G' e x € G, o subconjunto de G, dado por
H,={hx: h € H} échamado de classe lateral a direita de H em G. Analogamente,
definimos classe lateral a4 esquerda de H em G. Quando o conjunto das classes laterais
a direita ou & esquerda de H em G for finito, dizemos que H é um subgrupo de indice
finito em G, e o nimero de classes laterais disjuntas é chamado o indice de H em G e
denotado por |G : H|. Se G for escrito com notagao aditiva, uma classe lateral de H em
G se escreve: H+x ={h+a2:h € H}. Como Hx é uma classe lateral de H em G,
dizemos que x é um representante da classe lateral Hzx. E claro que se ' = h'z para certo
h' € H, entao Hz' = Hz, e portanto 2’ é outro representante da mesma classe lateral
Hzx. A razao é que as classes laterais sao classes de equivaléncia com a seguinte relagao
de equivaléncia em G, x ~ y se, e somente se 2y~ ' € H. Para melhor compreensio dos

conceitos acima mencionados, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.12.1 Vimos no Ezemplo 19 que H = { 0, 2 } € subgrupo de Z4. Desta
forma, podemos calcular as classes laterais de H em Z4. Obtendo as classes laterais d

direita e d esquerda de H em Z,, respectivamente.

Exemplo 1.12.2  Vimos no Exemplo 1.8.2 que H = { 0, 2 } ¢ subgrupo de Z,. Desta
forma, podemos calcular as classes laterais de H em Z4. Obtendo as classes laterais a
direita e a esquerda de H em 7Z,, respectivamente.

NVH+0={h+0,he H} ={0,2}

ii)H+1={h+1,he H}={1,3}

iii)H +2={h+2,he H} ={0,2}

w)H +3=1{h+3,hc H} ={1,3}

v) 0+ H ={0+h,he H} ={0,2}

vi)l+ H={1+h,he H} ={1,3}

vii)2+ H ={2+h,h € H} ={0,2}

viii)3 + H={3+h,h € H} = {1,3}

Exemplo 1.12.3 Seja G = 7Z o grupo aditivo dos niimeros inteiros e H = < 2 > o sub-
grupo dos nimeros pares. Temos duas classes laterais distintas: H+0 = {...,—2,0,2,...}
eH+1={...,-3,-1,1,3,...} e portanto |G : H| = 2.

Se D e E representam respectivamente o conjunto das classes laterais & direita e & esquerda
de H em G. Pode ser mostrado que a funcéo f : D — E dada por Hx — 2 ' H esta-
belece uma bijecao entre os dois conjuntos, de modo que a definicao de indice independe

de tomarmos classes laterais & direita ou & esquerda. Para mais detalhes veja [2].
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1.13 Subgrupo normal

Sendo (G, %) um grupo, um subgrupo H de G é denominado normal, se para todo

elemento = de G tivermos x * H = H % x. Denotaremos H normal em G por H < G.

Exemplo 1.13.1 Seja G = Z4 ¢ H = {0,2}. Veja que H é normal em G ( Conforme
Ezemplo 1.12.2).

Se H é um subgrupo de um grupo G, é usual denotarmos o conjunto das classes laterais

de H em G por G/H.

1.14 Grupo quociente

Dado H < G, o conjunto de todas as classes laterais médulo H é um grupo com a
operacao definida por (aH) * (bH) = (abH), Ya, b € G e é denominado grupo quociente
de H em G que denotamos por G/H.

Se H é um subgrupo normal de G, entao o quociente G/H admite uma estrutura

de grupo, chamada de grupo quociente.

Exemplo 1.14.1 Seja 4Z = {0,F4,F8, ...} o subgrupo de Z dos maltiplos inteiros de 4.

Vamos construir o grupo quociente Z/47. Consideramos as classes laterais de 47 em Z.:

0+ 4Z={...,-4,0,4,8, ...}
1+472=4...,-3,1,59,...}
2447 =1..,-22610,...}
3+ 42 =14 ,-1,3711,..}
O teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em [2], auxilia a demonstragao
do Teorema de Lagrange que é uma ferramenta de grande utilidade para a Teoria de
Grupo.

Os exemplos anteriores levantam questoes como : Quando é que aH = bH 7

Quantos elementos tém em comum aH e Hb ? O seguinte Teorema ajuda a esclarecer.

Teorema 1.14.1 Seja G um grupo, H < G e a, b € G. Entao:
i) a€ aH;
ii) aH = H se e s se a € H;
iti) aH = bH ou aH N bH = @;
iv) aH = bH se e s6 se a” b € H;
v) #aH = #bH;
vi) aH = Ha se, e s se, H = aHa™;

vii) aH é um subgrupo de G se, e s6 se a, € H.
Teorema 1.14.2 ( Lagrange ) Se G € um grupo finito e H é um subgrupo de G, entdo:
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|G| =|H|.|G:H|

Prova 1.14.1 Sejam a1 H, axH, ..., a.H as classes laterais a esquerda de H em G. Como
cada elemento de G pertence a alguma classe lateral esquerda de H (do Teorema anterior),

tem-se:
G=aHU wHU...UaAH.
Como esta uniao € disjunta do Teorema anterior, tem-se:
|G| = #a1H + #axH + ... + #a,.H.

Usando agora v do Teorema anterior, tem-se : | a;H | = | H |, para qualquer i, logo
| Gl =r|HI

O Teorema de Lagrange tem diversas consequéncias, dentre as quais:

Corolario 1.14.1 A ordem de um elemento de um grupo finito divide a ordem do grupo.

Corolario 1.14.2 Todo grupo de ordem prima € ciclico.

1.15 Homomorfismo

Em Algebra abstrata, um homomorfismo, que serd definido abaixo, é uma aplicagao
que preserva a estrutura entre duas estruturas algébricas, como por exemplo grupos. A
palavra homomorfismo vem da lingua grega, haja vista que homos significa mesmo e

morphe significa formato.

Defini¢ao 1.15.1 Sejam (G, .) e (J, *) dois grupos. Uma funcdo f : G — J satisfazendo
f(a.b) = f(a) * f(b), para todos os a, b € G € dito um homomorfismo de grupos.

Se f € um homomorfismo bijetor, entao dizemos que f é um isomorfismo entre G
e J e escrevemos G = J, € possivel verificar que a func¢do inversa f~':J — G também

¢ um homomorfismo de grupos.

Exemplo 1.15.1 A fungdo logaritmo f : RT — R dada por f(x) = log(x) é uma
bijecao, como log(z.y) = log(x) + log(y), os grupos (R*,.) e (R,+) sdo isomorfos. Note

que a sua fungdo inversa exponencial dada por exp(z), € igualmente um isomorfismo.

Exemplo 1.15.2 Nado podemos estabelecer um isomorfismo entre Zy € Zo X Zs, uma vez
que em Zg temos um elemento de ordem 4 e em Zo X Zs todos os elementos tem ordem
2. Em outras palavras, os referidos grupos ndao possuem a mesma estrutura, isto €, nao
sa@o isomorfos.

Para que seja candidata a isomorfismo de Zy em Zo X 7o, necessariamente de-

veriamos ter apenas o zero no primeiro conjunto para obter o zero no outro conjunto .
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Isto €,
f(0) = ( ,0)
(1) =(1,1)
fR)=f1+1)=f1)+f(1)=(11)+(1,1)=(0,0)
fB)=f1+2)=f1)+f(2)=(1,1)+(0,0) = (1,1).

Isto mostra que f nao € injetora, pois f(0) = f(2) e f(1) = f(3), e nem sobre-

~
/\

jetora , com Im(f) = {(0,0),(1,1)} e portanto ndo hd nenhum isomorfismo de (Z4, + )

em ZQ X ZQ.

Exemplo 1.15.3 Sejam os grupos (Z¢ = {0,1,2,3,4,5} e Zy x Zs = {(0,0 ),
(1,1),(0,2),(1,0),(0,1),(1,2)}. Podemos estabelecer um isomorfismo entre os citados

grupos da sequinte forma:

(0,0)—0
(1,1)— 1
(0,2) — 2
(1,0) — 3
(0,1) — 4
(1,2)—5

Exemplo 1.15.4 O grupo (Zs, +) ={0,1,2,3,4,5 } ndo € isomorfo a Sa, uma vez

que o grupo Sa nao € ciclico.

Teorema 1.15.1 (1 Teorema do Homomorfismo) Sejam G e J grupos com identidades
ey e ey, respectivamente e ¢ : G — J um homomorfismo.

Entao:

i) Imo =¢(G)={¢ (9)/ g€ G} éum subgrupo de J;

it) Kerp ={ g€ G/ ¢ (9) =e1 } éum subgrupo normal de G, denominado kernel do

homomorfismo ¢;

i11) =~ Im .

Kerp
Exemplo 1.15.5 Seja ¢ : Z — Zy, um homomorfismo definido por ¢(g) = ¢ . Entdo,
pelo Teorema 1.15.1, seque:

0)P(Z) = L

i)Kerp ={mq, q € Z} = mZ ;

~7

Z”)Kergo

Teorema 1.15.2 O grupo Z,, X Z, € isomorfo a Z,,, Se, e somente se, m e n sao

relativamente primos, isto €, o maximo divisor comum entre eles € 1.
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n
Corolario 1.15.1 O grupo H Loy, € ciclico e 1somorfo a Ly, my - ..My, S€, € Somente
. Z:1 . . . .
se, os numeros m; para i = 1, 2, 3, ..., n sao tais que o mdximo divisor comum de

quaisquer dois deles € 1.

Exemplo 1.15.6 O corolario anterior nos diz que se n é escrito como produto de poténcias
de niimeros primos distintos, ou seja, n = pit.py* ... p, entio Z, € isomorfo a Zym X

Zp2n2 X Zprnr.

1.16 Grupos de permutacoes

Exemplo 1.16.1 Podemos pensar em uma fila com & pessoas, entdo para a primeira
posicao existem 3 possibilidades, para a sequnda posicao existem 2 possibilidades, e para

a ultima posicao temos 1 possibilidade.

Uma permutacao de um conjunto A a uma fungao bijetiva o que leva A em A, ou seja, «
: A — A. Um grupo de permutacoes de um conjunto A é um conjunto de permutacoes
de A que, com a operagao de composigao, forma um grupo. Quando B = {1,2,3,...,n},

indicaremos uma permutacao 7 de B pela notacao matricial:

(1 2 3 .. n>
(1) 7(2) 7(3) ... 7(n)

Com esta notacao, a permutacao idéntica de B denotamos por I que representa

123 ... n
123 ... n

O numero total de permutacoes de um conjunto finito B com n elementos é igual ao

a matriz.

produto dos n primeiros inteiros positivos, ou seja, 1 . 2. 3. ... .n = n!
Denotaremos os conjuntos das permutacoes do conjunto B, contendo n elementos,

como Sp ou S,.

Exemplo 1.16.2 Quando G = Ss3, entdo os elementos de S3 sdo:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 23)°\13 2 3 21)'\213/)"\231/)'\'312]
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1.17 Permutacao inversa

Defini¢ao 1.17.1 Seja B={ 1, 2, 3, ..., n}, ey uma permuta¢io de B, entdo a inversa

de v serd a permutagdo v ' =

Exemplo 1.17.1 Se o conjunto B = {1,2,3,4,5}, entdo uma permuta¢io de B é p =

1 23 45
4 3 1 5 2

A permutacio inversa de ¢ é a aplicacio bijetora ¢! =
43152\ (12345
12345) \35214
Exemplo 1.17.2 Se o conjunto B = {1,2,3,4}, considere as permutagies:
1 2 3 4 1 2 3 4
Y= eV
2 31 4 341 2

As aplicagoes compostas ¢ o ¥ : B — B e ¥ 0o ¢ B — B sao bijetoras e, portanto,

também sao permutacoes de B. Temos:

1 23 4 1 23 4 1 23 4
QOO\III 0] s

23 1 4 341 2 1 4 2 3
34\ (1234
1 4] \4 132

=
e}
©
I
N
W
=~ DN
— W
N B~
S~
Q
/N
NGy
w N

. Veja que ¢ o U # W 0 .

1.18 Notacao de ciclo

As matrizes sdo convenientes para descrever permutacoes. Mas hd um modo
mais simples que é a notacao de ciclos. Um ciclo pode ser pensado como uma série de

tranposicoes de estado que acaba por retornar ao estado inicial.
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Exemplo 1.18.1 Considere a permutacao:

1 2 3 4
3 2 41

Voltando a pensar nas filas das pessoas, esta permutacao faz o sequinte: A pessoa que
estava na posicao 1 vai para a posicao 3, a pessoa que estava ma posi¢ao 3 vai para a
POSICA0 4, a pessoa que estava na Posicao 4 vai para 6 posicao 1, a pessoa que estava na
posicao 2 vai continuar na posi¢cao 2. Repare no modo como as pessoas 1, 3 e 4 transitam
em circulo. Podemos representar o transito das pessoas da sequinte forma o : 1 — 3
— 4 —— 1, significando que a pessoa da posicdo 1 vai para a posicao 3, que a pessoa da
posicao 3 vai para a posicao 4, a pessoa da posicao 4 vai para a posicao 1 e a pessoa da
posicao 2 continua na posi¢ao 2. Melhor ainda, podemos simplesmente escrever o : (1 8

4), significando a mesma coisa. Esta é chamada de notagao de ciclos de o.

Na notacao de ciclos os n elementos entre parénteses formam um n-ciclo. Da mesma
forma que as matrizes, os 3-ciclos (1 3 4), (34 1), (4 1 3) sdo iguais. E convenientemente,

comegamos um ciclo pelo menor elemento. Assim escrevendo a permutagao

(123456

2135 6 4>:<12)(456)

Logo esta permutacao consiste em um 2-ciclo e um 3-ciclo.

1.19 Grupo das permutacoes de um conjunto

Os elementos do conjunto das permutacgoes S,, possuem algumas caracterizacoes,

as quais seguem.

Definigao 1.19.1 Seja B = {1,2,3,...,n}. Uma permutacio o de S, é chamado de

r-ciclo se existem elementos distintos a;, ag, as,..., a. € {1,2,3,...,n} tais que a(ay)

=ay, afay) = ag, ... aa,_1) = a, a(a,) = a;.

Proposicao 1.19.1 Todo elemento de S,, € produto de transposicoes, isto €, S, € gerado
por transposicoes. O conjunto das permutacoes de S,, tem estrutura de grupo, como mostra

o teorema abaizo.

Teorema 1.19.1 Seja B um conjunto nao vazio e S, = {1t : B — B/T € bijetora },
entao:

i) ( Sg, 0 ) é um grupo, onde o é a operagdo composi¢ao.

it) Se #(B) > 2, entdo (Sg, o ) ndo € abeliano.
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Prova 1.19.1 Temos que © € imediato, pois dados Ty, To, T3 € Spg, valem:

a) Tomy € Sp,V11, 9 € Sp( fechamento);

b) (1 01m2) 013 =11 0 (T2 0713) (associativa);

c)m olg =1Ig o1 (existéncia do elemento neutro, denotado por Ig);

d)mormt =1 orn =1Ig (com 1" sendo o inverso de 1, ).

Para o item ii) temos que se o conjunto B tem mais de dois elementos, o grupo
(Sg,0) nao € abeliano. Como #(B) > 2, sendo B a uniao dos conjuntos disjuntos dada
por B = {by,be,b3}U B’. Considere as permutacoes 7 e p € Sg, assim definidas: 7(by) =
ba, 7(ba) = b3, 7(b3) = b1, 7(x) = 2Vx € B", p(b1) = bz, p(b2) = b1, p(bs) = b3, p(z) =
xvr in B’
Temos que: Top(by) = 7(p(b1)) = T(b2) = b3 e ainda (p7)(b1) = p(71)) = p(b2) = by.

Portanto, pT # Top, isto mostra que o grupo (Sg,0) ndo € abeliano.

Consideremos o grupo S3 = { id, (1 2), (13),(23),(123),(132)}. Sejam

=(123)ef =(12),temos: ® = (123)(123)=(132),a®=(132)(123)=id,
B = (12)(12) =id fa=(123)(12) = (13), af = (12)(123) = (23), 0?8 = (1 3
2)(12) =(23).

Observe acima que « e 5 geram o grupo S3, isto é, que todos os elementos do grupo
sao produtos finitos de fatores iguais a a e . Dadas duas permutagoes é possivel opera-las,
isto é, suponhamos que o conjunto a ser permutado seja {1,2,3,4,5}. Desejamos fazer o
= (124)(35) seguido de 7 =(1 3 5)(2 4), que é, obter a composigao dessas permutagoes,
ou seja, T 0o o . Basta seguir, cada elemento do conjunto e ver onde ele ird parar. Por
exemplo, o leva 1 no 2 e 7 leva 2 no 4, logo 1 vai no 4. Em seguida , o leva 2 no 4 e 7 leva
4 no 2, logo o 2 nao se move. E ainda, o leva o4 no 1 e 7 leva o 1 no 3, entao 4 vai no 3.
Assim o leva 3 no 5 e 7 leva 5 no 1 logo o 3 vai no 1. Fechando temos ainda que o 5 vai
no 3 e o 3 vai no 5, logo o 5 ndo se move. Portanto oo = (135)(24)0(124)(35) = (143).

1.20 Permutacoes pares e impares

Definicao 1.20.1 Seja o uma permutacao. Se o pode ser fatorada com um niumero par
de transposicoes, entao dizemos que o é uma permutacao par. Se o pode ser fatorada com
um numero impar de transposigoes, entao ela é chamada permutacao impar. Em geral, a

fatoragao de uma permutacdo em transposicoes nao € unica.

A composicao de permutacoes pares resulta numa permutacao par. A composicao de
permutacoes impares e a composicao de uma permutagao par com uma permutacao impar

resultam em uma permutacao impar.

Proposicao 1.20.1 Se A,, € o conjunto de todas as permutacoes pares em S, entao A,

¢ um subgrupo de S,,.
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Prova 1.20.1 De fato, A, € um subgrupo de S,, pois temos que, dados o,y € A,,

1

aoy € A,. Além disso, se a« € A, = o € A,. A, € denominado grupo alternado

de grau n.
n!

Pode ser mostrado que a quantidade de elementos de A,, é 5

Exemplo 1.20.1 Seja o grupo Sy de permutacoes com 24 elementos. Entao o grupo das

! 4' 4. 3 2.1
permutacgoes pares, Ay, tem o = = 12 elementos, a saber: Ay = { id; (1

2)(34), (14)(23), (13)(24), (1 34) (143) (123),(132),(2534), (243), (12
4)e(142)}.
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Capitulo 2

Uma abordagem sobre apresentacao

de grupos

No capitulo supracitado explicitaremos alguns conceitos e resultados presentes
na teoria de apresentacao de grupos. Tal explanacao estara alicercado em Magnus et al.

(2004).

2.1 Apresentacao de grupos

Podemos descrever um grupo em termos de um conjunto de geradores e de
relacoes. Por exemplo, um grupo ciclico de ordem 12 pode ser apresentado por um inico
elemento b (gerador ) e a relacao b'? = 1.

J& o grupo de Klein ® pode ser apresentado por dois geradores a e b com relacoes
a? =e, b = e, ab = ba.

O conjunto constituido de geradores e relagoes tais que todos os elementos po-
dem ser originadas, é denominado apresentacao de grupo. Para melhor compreensao do
que vem a ser uma apresentacao de grupo, no sentido mais geral, explicitaremos alguns
resultados e conceitos, que de certa forma, generalizam as relacoes algébricas presentes

nos exemplos anteriores.

2.2 Palavra

Definicao 2.2.1 Sejam a, b, c, ... simbolos distintos e os novos simbolos formados a™",
b1, ¢, .... Uma palavra nos simbolos a, b, c, ... é uma sequéncia finita dada por:
f17f2a~-'>fn—1afna (21)

°E o grupo de 4 elementos isomorfo a (Zy X Zg, + ).
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onde cada f, ;v € { 1,..., n} éum dos simbolos a, b, c, ... a”*, b*, ¢t

E comum usarmos a Equacao 2.1 da forma:

Jifa oo a1 S (2.2)
Uma palavra W nos simbolos a, b, ¢, ... serd denotada por W (' a, b, c, ... ).
Exemplo 2.2.1 Uma palavra nos simbolos a, b, c, ... dada por a*ba™" ¢~ serd denotada

por W(a, b, ¢) = a*ba"'c .

Observagao 2.2.1 O comprimento de uma palavra W, denotado por L(W), é um inteiro

n. Assim, na palavra W(a, b, ¢) = a*ba™%c™?, temos que L(W) = 9.

Observacao 2.2.2 Por conveniéncia introduziremos a palavra vazia de comprimento zero

e a denotamos por 1.

Observacao 2.2.3 Vale ressaltar que a palavra Wi(a, b, ¢) = a2a®b e tem com-

primento 12 e nao zero.

Finalizamos esta secao dizendo que é comum abreviar um bloco de n simbolos consecu-

1 _.-1

tivos de a™!, da forma a~t.a”'.....a7! por a ™

. Por exemplo, a palavra W (a, b, ¢ ) =

a’b*bta2c! coincide com a palavra aaabbb 'a ta~lc¢™!

aaaba la ta ¢l

, porém ¢ diferente da palavra

2.3 Palavra inversa

A inversa de uma palavra W, nao vazia dada pela Equagao ?? é a palavra

S U e P (2.3)

A inversa da palavra vazia é ela mesma.

Exemplo 2.3.1 Se considerarmos W (a, b, ¢ ) = aa”'c, Wa(a, b, ¢ ) = aaba b~ 'b~'b,
Ws(a, b, ¢ ) = 1, entdo Wy (a, b, ¢ ) = ¢ taa™", Wo '(a, b, ¢ ) = b bbab 'ata"t e
Wst(a, b, c) =1

No exemplo acima, veja que L(W;) = L(W; 1), L(Wy) = L(Wy™!) e L(W3) = L(W5™1).
Na realidade essas igualdades nao sao véalidas apenas para estes casos particulares. Es-

pecificamente se W é uma palavra dada pela Equacao 2.2, entao podemos mostrar que

LW)=LW He(W?H)!=W
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2.4 O produto de duas ou mais palavras

Se W é a palavra f; f5 ... f, e U é a palavra g; g ... g, entao definimos o produto

das palavras W e U por justaposicao das palavras, ou seja, f; f5 ... f, g1 g2 ... g.

Exemplo 2.4.1 Se Wy (a, b, c)=aa 'ce Wy (a, b, ¢ ) = c ‘b entio, Wy Wao=aa ‘cc'b
e além disso, L(W\ W) = 5 = L(Wy)+L(Ws). Temos ainda que, (W, Wo)™' b ec aa™
=Wy twh

Proposicao 2.4.1 Para duas palavras W (a, b, ¢, ... ) e V (a, b, ¢, ... ), seque que:
(WV)'= V' WleL(WV)=L(W)+ L(V).

2.5 Geradores

Definigcao 2.5.1 Quando todo elemento g € G € obtido a partir de seus elementos a, b,

¢,. .., entdo dizemos que a, b, c,... sio geradores de G.

Exemplo 2.5.1 Dado G = S3, coma = (1 23) eb = (12), entao os elementos de Ss
sdo descritos pelas sequintes palavras Wy(a, b) = 1, Wi(a, b) = a, Wa(a, b) = a*, Ws(a,
b) =b, Wy(a, b) = ab, W5(a, b) = ba. Em suma, a e b sao os geradores do grupo G.

2.6 Relator e relacao

A palavra R(a,b,c,...) que define a identidade 1 em G é chamada de relator. In-
tuitivamente um relator é apenas um auxiliar para ocorrer a relacao que leva um elemento
do grupo ao elemento neutro. No Exemplo 2.5.1, a® e b? sdo relatores, uma vez que a’ =
leb®=1.

A equacdo R(a,b,c,...) = S(a,b,c,...) é chamada uma relacio se a palavra RS~
é um relator, equivalentemente, se R e S definem o mesmo elemento em G.

Em qualquer grupo a palavra vazia e as palavras aa™ ', a ta, bb™ ', b7, cc™?,

c¢ e, ..., sdo sempre relatores, eles sdo chamados de relatores triviais.

2.7 Apresentacao

Supondo que P, Q, R sao relatores quaisquer de G. Dizemos que uma palavra é
originada de P, Q, R, ..., se as seguintes condigoes, aplicadas com um ntmero finito de
vezes, transforma W na palavra vazia:

i) Insercdo de uma das palavras P, P~', Q, Q™', R, R™, ... ou dos relatores
triviais entre quaisquer dois simbolos consecutivos de W, antes de W, ou depois de W.

i) Eliminando de uma das palavras P, P™*, Q, Q "', R, R™, ..., ou dos relatores

triviais, se ela forma um bloco consecutivo de simbolos em W.
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Exemplo 2.7.1 A palavra ab(aa) tab é originada da palavra abab.

Claro que se W é uma palavra originada dos relatores P, Q, R, ..., entao W é um relator
de si mesmo.

Se qualquer relator é originado dos relatores P, Q, R, ..., entao P, Q, R, ...,
definem um conjunto de relatores ou um conjunto completo de relatores para o grupo G
com os geradores a, b, ¢, .... Se P, Q, R é um conjunto de relatores definidos para o
grupo G sobre os geradores a, b, ¢, ..., dizemos que < a, b, ¢, .../ P(a, b, ¢, ...); R(a, b,
¢, ...); ... > é uma apresentacao de um grupo G e escrevemos G = < a, b, ¢, ...,P, Q,
R, ... >.

Dizemos que a referida apresentagao é finitamente gerada ( finitamente relatada )
se o numero de geradores ( relagoes definidas ) é finito. Se uma apresentacao é finitamente

gerada e finitamente relatada, dizemos que a apresentacao é finita.

Exemplo 2.7.2 Seja G um grupo tal que G = < a, b / a*> = 1, b* = 1, ab = ba >.

Entao, G tem uma apresentacao finita.

Dado o conjunto de simbolos a, b, ¢, ..., e um conjunto (possivelmente vazio) de palavras
P,Q,R,...,ema, b, c, ..., entdo podemos mostrar que existe um unico grupo ( a menos
de isomorfismo ) com a apresentacdo < a, b, ¢, .../ P, Q, R, ... >.

A afirmacdo acima na realidade esta descrita em [15] sob a forma de um Teo-
rema, no qual existem outros conceitos envolvidos e que, no momento, estuda-los nao sao
convenientes ( devido a sua complexidade ). Para melhor compreensao desta afirmagao

seguem os exemplos.

Exemplo 2.7.3 O grupo G com a apresenta¢io < a | a® = 1 > € tal que G = Zs.

Especificamente, a menos de um isomorfismo, so existe um grupo de ordem 6, e ciclico.

Exemplo 2.7.4 Dado G = < a,b/a® = 1,b* = 1,ab = ba® >, e considerando que em Ss
existem dois elementos, a saber (123)e(12) com ordem 3 e 2, respectivamente e ainda que
(123)(12)=(12)(182), entao, a menos de um isomorfismo, sé eziste um grupo

nao abeliano de ordem 6, isto é, o Ss.

Exemplo 2.7.5 O grupo G com a apresentacio < a/a* = 1> € tal que G = Z4. Espe-

cificamente, a menos de um isomorfismo, so existe um grupo de ordem 4 e ciclico.

Exemplo 2.7.6 O grupo G =< a,b/a* = 1,b* = 1,ab = ba > ¢ tal que G = 7y x Zy, ou

seja, a menos de um isomorfismo so existe um grupo de ordem 4 abeliano e nao ciclico.
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Capitulo 3

Grupos abelianos finitamente

gerados

Neste capitulo usaremos a notacao aditiva, pois todos os grupos que considera-
remos sao abelianos. Iniciaremos este fazendo uma abordagem sobre grupos abelianos
livres, com o intuito de enunciarmos, demonstrarmos e aplicarmos o Teorema Fundamen-
tal para Grupos Abelianos Finitamente Gerados, nosso suporte tedrico esta alicercado em
Fraleigh (2003).

3.1 Grupos abelianos livres

Revisaremos a no¢ao de um conjunto de geradores para um grupo G e grupo fini-
tamente gerado. Além disso, conforme mencionamos acima trataremos de grupo abeliano
finitamente gerado com a notacao aditiva, ou seja:

i) 0 para a identidade, + para a operagao;

ii)nr=x+x+2x+...+x,comn parcelas,sen € Z*ex € Ge —nxr=(—x)+ (—z) +

(—x) + ...+ (—z), com n parcelas;

i11) 0z = 0 para o primeiro zero em Z e o segundo em G.

Continuaremos usando o simbolo x para o produto direto de grupos (Conforme
1.11).

Para reforcar os conceitos acima mencionados, segue:

Exemplo 3.1.1 O conjunto {(1,0),(0,1)} € constituido de geradores para o grupo Z x Z
ja que (n,m) = n(1,0) + m(0,1) para qualquer (n,m) em Z x 7Z. Este conjunto de
geradores tem a propriedade que cada elemento pode ser unicamente expressado na forma

n(1,0) +m(0,1). Isto é, os coeficientes m e n sao unicos.
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Teorema 3.1.1 Seja X é um conjunto de um grupo abeliano G # {0}. As sequintes
condigoes em X sao equivalentes:

i) Cada elemento nao nulo a € G pode ser expressado unicamente na forma a = nyxy +
Noxy + ...+ Nz, comn; #0, em Z e elementos distintos x; em X.

i1) X gera G, e n1xy + noxe + ...+ n.x,. = 0 para n; € Z e elementos distintos x; em X,

se, e somente se, cada n; for nulo, ou seja, ny =ng =...=n, = 0.

Prova 3.1.1 Suponha a condigdo i) verdadeira. Como G # {0}, temos que X # {0}.
Segue de i) que 0 ¢ X, pois se x; = 0 e x; # 0, entdo x; = x; + xj, 0 qual contradiz
a unicidade da expressio de x;. De i), X gera G, e myxy + noxo + ... + nyz, = 0 se
ny =ng = ... =n, = 0. Supondo que nixy + noxs + ... + ny.x, = 0 com algum n; #
0; estando os termos restantes com coeficientes zero e reescrevendo n;, podemos assumir
todos os n; # 0. Entao:

r1 =21 + (nmzy + nexe + ...+ npxy) = (n+ Dy + (noxe + noxs + ... + 0y,

o qual escreve 1 # 0 de duas formas, contradizendo o item i) que afirma existir um unico
modo para escrever cada elemento. Assim a condigdo i) implica a condigao ii).

Mostraremos agora que a condigdo ii) implica a condi¢ao i). Seja a € G como X gera
G, podemos escrever a da sequinte forma a = nixry + noxs + ... + n.x,.. Suponha que
exista outra forma para escrever a em termo de X. Usando os coeficientes nao nulos das
duas expressoes, podemos assumir que eles envolvem os mesmos elementos em X e sao

da forma:
a=mx+nexs+...+nx, =0
a=mxs+mexo+ ... +m,x, =0
Subtraindo as equagoes acima, obtemos:
a= (ny—mi)ry+ (ng —ma)axs + ...+ (n. — m, )z, =0,

assim n; —m; = 0 pala condi¢do ii), e n; =m; para i € { 1, 2, ..., r }. Desta forma os

coeficientes sao Unicos.

Defini¢ao 3.1.1 (Grupo Abeliano Livre) Um grupo abeliano G tendo um conjunto de
geradores X (ndao vazio) satisfazendo as condigoes descritas no Teorema 3.1.1 € um grupo

abeliano livre, e X é uma base para G

Exemplo 3.1.2 O grupo Z x Z € abeliano livre e {(1,0),(0,1)} € uma base. De forma
andloga temos que {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} € uma base para o grupo abeliano 7, X 7, X 7.

Assim, produtos direto finito do grupo Z com ele mesmo sdo grupos abelianos livres.
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Exemplo 3.1.3 O grupo Z,, nao é abeliano livre, pois mx = 0 para qualquer v € Z,, e

m # 0, o que contradiz a condi¢ao ii) do Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.2 Se G # {0} ¢ um grupo abeliano livre com uma base de r elementos,

entao G é isomorfo a Z X 7. X 7. X ... X Z para r fatores.

Prova 3.1.2 Suponha que o grupo abeliano livre G tem uma base finitoX = {x1,xo,... 2, }.

Se a € G e a## 0, entao, pelo Teorema 3.1.1, a tem uma unica expressao da forma:
a = nix1 + nNoxos + ...+ n,x, para ni € 7.
Considere a sequinte aplica¢ao:
¢ :G—=ZLXLX...x1ZL comr fatores, definida por

o(a) = (n1,n2,...,n. ) e (0)=(0,0,...,0). Assim ¢ € um isomorfismo.

Teorema 3.1.3 Se G # {0} € um grupo abeliano livre com uma base finita. Entdo

qualquer base de G ¢ finita, e todas as bases tem o mesmo numero de elementos.

Prova 3.1.3 Se G tem uma base {z1,xs,...,x.}. Entao, G é isomorfo a ZXZ X ... X7
para 1 fatores ( Teorema 3.1.2). Seja 2G = {2g/g € G}. Pode ser verificado que 2G é

um subgrupo de G. Como G =7 X 7 X ... X Z) para r fatores, entdo temos,
GRGZ(Z XL X ...xXL)] (2L X 2L X ... X 270) = Lo X Ly X ... X L,

para 1 fatores. Assim |G/2G| = 2", e neste caso o nimero de elementos de qualquer base
finita X ér = logIQG/le. Portanto qualquer duas bases finitas tem o mesmo numero de
elementos.

Agora mostraremos que G nao pode ter uma base infinita. Seja Y uma base qualquer de
G, e seja {y1, Y2, - .., Ys} elementos distintos em Y. Seja H um subgrupo de G gerado por
{y1,92,...,ys} e seja K um subgrupo de G gerado pelos elementos restantes de Y. Entdo
G= Hx K, com G/2G = (HxK) / (2Hx2K) = (H/2K)x (k/2K).

Como |H/2H| = 2° temos que |G/2G| > 2°. Como |G/2G| = 2" seque que s < r. Entdo

Y nao pode ser um conjunto infinito, pois teriamos s > r.

Definicao 3.1.2 Se G € um grupo abeliano livre, o posto de G € o numero de elementos

em uma base de G. Além disso, todas as bases tem o mesmo niumero de elementos.

Exemplo 3.1.4 Uma base para Zx7Z € {(1,0),(0,1)}, com posto 2. Veja que {(1,1),(0,1)}

¢ outra base para o referido grupo, também com posto 2.

Teorema 3.1.4 Se G é um grupo abeliano finitamente gerado com conjunto de geradores

{a1,as,...,a,}. Seja:
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QL XL X ... XxL— G, comn fatores,

sendo definida por ¢(hq, ha, ..., hy) = hiay.haas. . . .. hna,. Entdo ¢ € um homomorfismo
sobre G.

Prova 3.1.4 Sejam (hy, ha,..., hy) e (ki,ka,. .., k,) elementos de Z X Z % ... x Z — G.
Entao ¢[(h1,hay ... hy) + (k1, ko, ... k)] = o(hy + ki, he + ko, .o By + k)

= (h1 + k1)ay + (ha + ka2)ag + ... + (hy + ki) ay,

= hiay + kia; + hoas + keas + ... + hpa, + kna,

= (h1ay + k1aq) + (heas + keas) + ... + (hpay, + kpay)

= (h1ay + heas + ... + hpay,) + (kray + keas + ... + knay)

=¢ (ky,kay. .. kn ) + & (hi,hoy. .. hy ).

Desde que {ay,as,...,a,} geram G, seque que ¢ é um homomorfismo sobrejetor.

Teorema 3.1.5 Se X = {z1,x9,...,2,.} € uma base para um grupo abeliano livre G e t

€ Z, entao para 1 # j, o conjunto
Y = {.fCl,.fEQ, c 7$j—17txi7$j7$j+1 c. ,.Z'r}
¢ também uma base para G.

Prova 3.1.5 Desde que x; = (—t)x; + (1)(x; +tx;), temos que x; pode ser retirado de Y,
o qual também gera G.

De fato, supondo que:

niry+...+ n;_1Tj-1 + n;x; + nitx,- + Nj1Tj541 +...+tnx, = 0.

entao
mzy + ...+ (nnit)e; + ...+ njx; + .o+ nex =0,
e sendo X uma base, seque ny = ... =nn;t = ... =n, = 0.
Denj; =0 e de ninjt =0, seque que n; =0 e tambémny =ng =...n; =...n, =0, e a

condi¢ao ii) do Teorema 3.1.1 € satisfeita. Assim Y € uma base para G.

Exemplo 3.1.5 Uma base para 7 x Z é {(1,0),(0,1)}. Outra base € {(1,0),(4,1)} e
(4, 1) € da forma 4 (1, 0) + (0, 1) = (4, 1). Contudo {(3,0),(0,1)} nao é uma base.
Por exemplo, nao podemos expressar (2,0) na forma nq(3,0) + nz(0,1) com n e m € Z.

Aqui (3,0)= (1,0)+ 2(1,0).

Um grupo abeliano livre de posto finito pode ter muitas bases. Mostraremos que se K
¢ um subgrupo de G, entao K também ¢é abeliano livre com posto dele nao excedendo o
posto de G.
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Teorema 3.1.6 Seja G # {0} um grupo abeliano livre de posto finito n, e seja K € um

subgrupo nao nulo de G. Entao K € um grupo abeliano livre de posto s < n. Além disso,

se existe uma base {x1,xq,...,x,} de G e inteiros positivos dy,ds, . .., ds, onde d; divide
divy parai =1, ..., s-1, no qual {dyx1,dsxs, ... ,dszs} € uma base de K.
Prova 3.1.6 Suponha que Y = {y1,...,yn} seja uma base de G. Todos os elementos em

K podem ser expressos da forma kiyy + kays + ... + knyn, onde alguns |k;| nao sao nulos.
Entre todas as bases de G, selecitone uma base Y tal que o minimo sendo um valor nao
nulo |k;|, assim todos os elementos de K sao escritos em termos dos elementos da base
em Y.

Substituindo os elementos de Y, se necessdrio, podemos assumir que existe wy € K tal

que
wy = diyr + kaya + ...+ Ky,

onde dy > 0 e dy; € o menor coeficiente para alcancar toda a descri¢cao pretendida.
Usando o algoritmo da divisao, escrevemos kj = diq; +r;, onde 0 < r; < dy para j = 2,

3, ..., n. Entao:

wy =di (1 + @y2+ ..+ ¢uln)

Agora seja x1 = y1 + @y + ... + @uYn. Pelo Teorema 3.1.5 , {x1,y2,...,yn} € também
uma base para G.
Da Equagao 3.1.6 e da escolha do coeficiente minimal em Yy, vemos que r, =1y = ... =
r, = 0. Assim, dixq € K.

Considere agora uma base para G da forma {x1,ys,...,yn}. Cada elemento K

pOde Ser exrpresso na forma:
hlxl + k2y2 + ...+ knyna

Como dixy € K, podemos subtrair um mailtiplo adequado de dyxy e entao usando a mini-
malidade de diy vemos que hy € um maltiplo de dy, € koys + ...+ kny, € K. Dentre todas
as bases {x1,ya, ..., yn} escolhemos uma base Yy tal que conduz a um mesmo k; # 0de
magnitude minimal.

Neste caso, k é gerado por dix.

Renumerando os elementos de Yo podemos assumir que existe wo € k tal que
Wo = dgyg + ...+ knyna

onde dy < 0 e dy € o elemento minimal descrito acima. Desta forma, como fizemos
acima, podemos modificar a base de Yo = {x1,Ys,...,yn} para a base {x1,x2,y3...,yn}
para G onde dix1 € K e dyxy € K. Fscrevendo do = di1q + 1 para 0 < r < dy, vemos que
{z1 + qx2,22,Y3,...,Yn} € uma base para G, e dyxy + doxs = di(x1 + qxs) + ras € k.

Pela escolha do elemento minimal dq, temos que r = 0 e assim dy divide ds.
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Agora, consideremos todas as bases da forma {x1,z2,ys3...,x,} para G examine
os elementos de k da forma ksys, ..., k,yn.

Continuaremos o processo a fim de obtermos a base {x1, %o, ..., Tpn,Ysi1s- - Yn}
onde somente o elemento de K da forma ksi1ysi1 + ... 4+ kayn € zero, isto €, todos os k;
sao nulos. Entao seja Tsi1 = Ysit1,--.,Tn = Yp € assim obtemos uma base para G, como

queriamos demonstrar.

3.2 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

O nosso proximo passo é enunciar, demonstrar e aplicar o Teorema Fundamental

para Grupos Abelianos Finitamente Gerados.

Teorema 3.2.1 Qualquer grupo abeliano finitamente gerado € isomorfo ao grupo da

forma Zg, X Zgy, X ... X Lg, X Z X ... X Z, de onde cada d; divide d;q parat=1,...,r_1.

Prova 3.2.1 Por conveniéncia usaremos as notagoes Z/17 = Z]7 = Z, = {0}.

Seja G um grupo abeliano gerado por n elementos e considere o grupo abeliano
livre de posto n como FF' =7 X 7 X ... X 7.

Do Teorema 3.1.4 seque que ¢ : F' — G é um homomorfismo.

Seja K o kernel desse homomorfismo. Entao, pelo Teorema 3.1.6, existe uma base
de F da forma {z1,...,x,} onde {dyx1,dsxs,...,dszs} € uma base para K e d; divide d; 1,
parat1=1,...,s — 1.

Logo, pelo Teorema 1.15.1 temos que F/K = Im ¢

I

Mas F/IK = (ZXZ X ... X L)/(d1Z X doL X ... X d1Z x 0 X ... x 0)
Zdy X Zdy X ... X Zdg X Lo X L X 7 X ... X Z.

Corolario 3.2.1 Todo grupo abeliano finitamente gerado G = < xy,...,x, > tem uma

apresentacao da forma
G2y, Ymas/Y L < i <myay; =259, 1 <i<j<m+s),
onde dz 2 2 edi/diﬂ 5 1= ]7 2, ... m-1.

Exemplo 3.2.1 Seja G um grupo abeliano de ordem 360. Primeiramente vamos expres-
sar 360 na forma 2°.3%.5. Assim pelo teorema 3.1.6 e coroldrio 1.15.1, temos que:

G1 = 7o X Ly X Diglliz X Tz X L

Go = Ty X Ly X Tz X Lz X L,

Gy = 7o X Ty X Lol X Zs

Gy =7o X Ly X Lg X Vs

Gs = Zg X 13 X 7z X Zs

G¢ = Zg X Zg X Zs

portanto existem seis diferentes grupos (a menos de isomorfismo) de ordem 360.
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Capitulo 4
Proposta

Este capitulo esta alicercado em Noronha (2014).

4.1 Por que (-a).(-b) = ab?

Atualmente, os niimeros negativos sao comuns no dia a dia. Estando presentes
nas medidas de temperaturas, altitudes, deslocamentos, calendario, fuso horario, questoes
de natureza contabil. Mas nem sempre foi assim. Os nimeros negativos tem a origem
incerta, existem registros de obras envolvendo tais niimeros, pelos chineses, 200 a.C., mas
somente no século XVII é que os matematicos passaram a usar os negativos com desem-
barago. O préprio nome desses nimeros nos mostram o quanto eles foram vistos com
desconfianca, pois nimeros negativos representa negacao, ou seja, nao nimero. O ensino
dos numeros negativos é um grande desafio para nds professores, pois a nao compreensao
do conceito de niimeros negativos, faz com que o aluno crie outras dificuldades. Segundo
Borba(2009), a aprendizagem dos nuimeros inteiros relativos é importante a compreensao
de outros conceitos matematicos e para a resolucao de diversos problemas como os que
envolvem algebra, fungoes e o calculo de quantidades. Constata-se entao, que a nao com-
preensao dos numeros inteiros, além de dificultar a aprendizagem de outros conceitos,
prejudica também a resolucao de situagoes que envolvem as operagoes nesse conjunto,
como a multiplicacao e a divisao. Uma dificuldade que temos, em relacao aos nimeros
negativos, é repassar aos alunos a famosa regra de sinal da multiplicacao, pois muitas
vezes esta regra é imposta aos alunos, sem justificativas. O aluno por sua vez, apenas
memoriza tal regra, o que torna sem sentido as operagoes com numeros negativos. Alguns
livros didaticos trazem ilustracoes para justificarem a regra de sinais, estas ilustracoes sao
bons artificios didaticos, mas que na maioria das vezes, tornam-se regras de memorizacao.
Apresentaremos abaixo algumas dessas ilustracoes:

i) Considere (+) sendo amigo e (-) sendo inimigo. Assim:
O amigo de meu amigo é meu amigo, ou seja (+).(+)=(+);

O amigo de meu inimigo é meu inimigo, ou seja (+).( - )=( - );
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(-);

O inimigo de meu inimigo é meu amigo, ou seja ( - ).( - )=(+).

O inimigo de meu amigo é meu inimigo, ou seja ( - ).(+)

i1) Considere um ganho representado por um nimero positivo e a perda por um nimero
negativo, considere ainda o tempo no futuro por um nimero positivo e no passado por
um nimero negativo, assim:
i11)Se uma pessoa perde 5 reais por dia, entao daqui 3 dias terd perdido 15 reais, ou seja
(-5).(+3)= -15;
iv)Se uma pessoa perde 5 reais por dia, entdo ha 3 dias estava com 15 reais a mais, ou
seja (-5).(-3)= +15.
v) Considere a sequéncia: 3.(—2) = —6;2.(—2) = —4;1.(—2) = —2;0.(—2) = 0. Continu-
ando a sequéncia teremos, —1.(—2) = 2; —2.(—2) = 4.
Iremos apresentar agora, uma maneira algébrica que responde a pergunta que foi colocada
como titulo desta segao, porque (-a).(-b) = ab? Consequentemente, justificar a regra de
sinal da multiplicagao.
Pois bem, vimos no Capitulo 1 que (Z,+) é um grupo abeliano e que, mesmo (Z,.) nao
sendo grupo, verificam-se algumas propriedades:
i) Existéncia do elemento neutro, que é o nimero 1;
i1) Além disso a multiplicacao é distributiva em relagdo a adi¢do, ou seja, a.(b + ¢) =
ab+ ac,a,b,c € Z.

As citadas propriedades sdo importantes para mostrarmos que: (—a).(—b) = ab.
De fato, inicialmente mostraremos que a.0 =0, V a € Z.

Considere ¢ um numero inteiro qualquer, assim a + .0 = a.1 + a.0 = a(1 4+ 0) =
a.l =a =a+ 0, portanto a + a.0 = a + 0 e fazendo o cancelamento, temos que a.0 = 0.
Agora podemos mostrar que (—1).a = —a para todos nimero inteiro a.

Considere a um nimero inteiro qualquer, assim a + (—1).a = l.a+ (—=1)a = [1 +
(—=1)].a = 0.a = 0. Assim a e (—1)a sdo simétricos, pois a+ (—1).a = 0, ou seja, (—1)a =
1

—aea = —|[(—1)a]. Em particular, fazemos a = —1, temos que (—1).(—1) = —(—1)
generalizando, temos (—a).(—b) = (—1).a.(—1).b = (—1).(—1).ab = 1.ab = ab.

Com isso terminamos a demonstracao e concluimos que o produto de dois niimeros

Y

inteiros negativos é sempre um numero inteiro positivo. Alguns professores podem achar
que esta demonstracao é muito abstrata para apresentar aos seus alunos, mas se o pro-
fessor partir de casos particulares, conseguird fazer com que o aluno compreenda tal

demonstracao.

4.2 A Criptografia e o conjunto Z,,

Na criptografia, o processo de converter um texto original para um texto cifrado é
chamado de codificagao ou cifragem, e o processo de reverter é chamado de decodificagao

ou decifragem.
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Definicao 4.2.1 Sejam P o conjunto de todas as possiveis mensagens unitdrias u do
texto original e C todas as possiveis mensagens unitdrias c¢ do texto cifrado, assim a

correspondéncia biunivoca

f: P — Ctal que f(u) = ¢ € o processo de codificagdo. E a correspondéncia biunivoca
f':C— Ptal que f' (c) = u

€ o processo de decodificacdo. Qualquer uma dessa bijecoes de P sobre C recebe o nome

de Criptossistemas.

Normalmente substituimos as letras do alfabeto usado por nimeros inteiros 0, 1, 2, ... para
tornar mais agradavel a construcao do criptossistema f. As barras dos elementos de Z,,
serao omitidas ao longo do texto, para nao carregar o mesmo. Fazendo a correspondéncia
identidade entre o alfabeto {A, B,C,... X,Y, Z} e o conjunto dos nimeros inteiros Zg; =
{0,1,2,3,...,26} chegamos:

A B C K Z
! ! ! ! ! ! !
0 1 2 10 26

Teorema 4.2.1 Sejam m € N e a, b € Z,, firados. Se mdc(a,m) =1, entao a fungio f
2 Loy, = Loy, dada por f(x) = ax + b € um criptossistema.

Prova 4.2.1 Como mdc(a,m) = 1 temos que eviste a~' € Z*, tal que a.a™' = 1. Assim
) =a 'z + b ondeb™ = -ba!, étal que f o [t = [t o f = [Ly, isto é, [

€ a func¢ao inversa de f.

O criptossistema f(x) = ax+b é chamado de transformacao afim, onde o par (a, b) é
chamado de chave de codificacao. Quando m = 27, a = 1 e b € Zy; o criptossistema
f(x) = x + b temos as famosas Cifras de César. Apresentaremos agora um exemplo de
criptossistemas, codificaremos o texto original PROFMAT, com a chave de codificagao

(2, 4). Primeiramente faremos a correspondéncia numérica.

P R 0 F M A T
! ! ! ! ! ! !
15 17 14 5 12 0 19

Agora passaremos a codificar o texto original usando a fungao f(x) = 2 x + 4,
onde x representa o correspondente numérico da mensagem original e f(z) representa o
correspondente numérico da mensagem codificada. Dai:
f(15) =2.154+4 = 34 = 7 mod 2T,
f(A7) =217+ 4 = 38 = 11 mod 2T,
f(14) = 2.14 + 4 = 32 = 5 mod?2T,
f(B)=25+44=14;
f(12) =2.12+ 4 = 28 = 1 mod 2T,
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F0)=2.0+4=4;
F(19) = 2.19 4+ 4 = 42 = 15 mod 27.

Fazendo novamente a correspondéncia numérica, temos:

7 11 5 14 1 4 15
! ! ! ! ! ! !
H L F 0 B E P

Portanto o texto original PROFMAT cifrado com a chave (2, 4) ¢ HLFOBEP
Iremos agora decodificar esta mensagem HLFOBEP. Primeiro calculamos a inversa da
funcdo f(x) = 2x + 4 que é a funcio f'(x) = 27" - 4.f7". Daf calculando os inversos

temos:
971 = 9901 = 9¢(1) 7 = 14mod27; -4.27" = -4.14 = 23.14 = 322 = 25mod27

Assim f!(x) = 142 + 25 e fazendo:
f7HT) = 14.7 + 25 = 123 = 15 mod 27
fH11) = 14.11 + 25 = 179 = 17 mod 27
f7H(5) = 14.5+ 25 = 95 = 14 mod 27
f7H(14) = 14.14 + 25 = 221 = 5 mod 27
A
i

Y(1) = 14.1 4+ 25 = 39 = 12 mod 27
'(4) = 14.4 + 25 = 81 = 0 mod 27
f7H(15) = 14.15 + 25 = 235 = 19 mod 27
Portanto apés decodificar o texto cifrado, chegamos em 15 17 14 5 12 0 27 que fazendo a

relagdo numérica chegamos, no texto original PROFMAT.
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Capitulo 5
Conclusao

Motivado por praticas educacionais nao significativas para os alunos, tornando
as aulas de matematica, especificamente as aulas de Algebra, ainda mais complicadas,
levando o aluno a decorar regras que nao contribuem adequadamente para a formacao do
jovem, construimos este trabalho com o objetivo de ser um material de apoio, indicando
um caminho para o ensino de matemaética utilizando algumas propostas. Para atingir este
objetivo, recomendamos que o professor enfatize o quarto capitulo, todavia os iniciantes
ao estudo da teoria de grupos podem usar os capitulos anteriores para fornecer suporte
tedrico para outras propostas e ou até mesmo para um estudo mais aprofundado acerca
da teoria de grupos podendo contribuir para uma aprendizagem mais significativa.

Assim ao planejar uma aula o professor podera escolher uma destas propostas ou
formular outra proposta para fortalecer a aprendizagem , escolhe-se qual a habilidade a
ser atingida, e uma estratégia para atingi-las, e a partir, de aplicagoes na realidade do
aluno ou que desperte curiosidade no mesmo.

Com um professor preocupado em buscar caminhos que facilitarao a aprendiza-
gem de Matematica, teremos melhores condi¢oes para desmistificar o conceito de ciéncia
inerte no ensino de Matemadtica, que necessita apenas de memorizagao de procedimentos
e formulas. Também, colocara os alunos como sujeito ativo do processo de ensino e apren-
dizagem. Fazendo da Matemdtica uma construgao humana, e que deve ser compreendida
como uma parcela de conhecimento humano essencial a formacao de todos os jovens, a
qual contribui na construcao de uma visao de mundo, para ler e interpretar a realidade e
para desenvolver capacidades que deles serao exigidas ao longo da vida social e profissi-
onal. O professor tem importancia fundamental no processo de oportunizar uma melhor
aprendizagem aos discentes do ensino médio, mostrando por exemplo, as demonstragoes
de algumas propriedades inseridas na Algebra, Geometria, Matemética Financeira, etc.

No caso da Algebra, apesar de conter um certo formalismo em sua linguagem
e necessitar da utilizacao de procedimentos nao muito simples, exigindo um maior grau
de abstracao, é importante lembrar que a forma do professor trabalhar conteidos ma-

tematicos deve abranger também a linguagem formal. Por exemplo, para os alunos torna-
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se mais facil, memorizar que menos com menos é mais do que entender a justificativa
algébrica do porque —(—xz) = z para V € R e a tltima proposta que é uma atividade de
criptografia que pode até se aplicada de forma ludica, onde os alunos criarao um cédigo
criptogréafico para se comunicarem e assim poderao estudar criptografia de uma forma

significativa.
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