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Resumo

Neste trabalho temos como objetivo determinar as solugdes de algumas congruéncias quadréticas

da forma x> = a (mod p*), onde p é um primo e k um niimero natural e da congruéncia

x> = a (mod m), onde m é um nimero composto. Apresentaremos o Algoritmo de Tonelli-

Shanks para resolver congruéncias x> = a (mod p), para p primo impar. Como aplicacdo

determinaremos as solucdes inteiras da equagio x> — py = a.

Palavras chave: Congruéncias Quadraticas; Simbolo de Legendre, Residuos Quadraticos.
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Abstract

In this paper we intend to determine the solutions of some quadratic congruences of the form
x> = a (mod p*), in which p is a prime and k a natural number and the congruence x> =
a (mod m), in what respect m is a compound number. We will present the Tonelli-Shanks
algorithm to solve congruences x> = a (mod p), for p odd cousin. As the application will

determine the entire solutions of the equation x> — py = a.

Keywords: Quadratic congruences; Legendre’s symbol; Quadratic Residue.
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Introducao

Existe uma enorme dificuldade na resolugdao de Congruéncias Quadraticas, pois nao
ha uma férmula geral para suas solugdes, diferentemente do que acontece com Congruéncias
Lineares. Antes de tentarmos achar as solu¢des de uma Congruéncia Quadrética, precisamos
saber se a mesma € solivel. Segundo Rocha (2010) “a Lei da Reciprocidade Quadratica lida
com a solubilidade de Congruéncias Quadraticas”, ou seja, a Lei da Reciprocidade Quadratica
se faz necessario para determinar se a Congruéncia Quadratica pode, ou nao, ser resolvida.

Sendo feito uma pesquisa bibliografica do assunto em Rosen (2011), Said (1975), He-
fez (2013), Santos (2011), Oliveira (2011), Vinogradov e Bernardo (1977) ficou claro, que para
resolvermos Congruéncias Quadraticas, serd necessario classifica-las por casos, tendo assim
uma melhor compreensdo, para entendermos quais serdo os métodos empregados para resolvé-
las. Antes de irmos a “caga” de suas solu¢des, devemos introduzir o conceito de Residuo
Quadriético, onde definiremos o Simbolo de Legendre, juntamente com as suas propriedades
e também a Lei da Reciprocidade Quadrética, que serd de suma importancia para determinar
se as congruéncias de grau 2 tem solubilidade, ou seja, se as equacdes diofantinas consideras
como “Ternos Quase Pitagoricos”’possuem solugdes inteiras. Caso tenha solug@o a congruéncia
de grau 2, tentaremos viabilizar métodos para encontrar suas solucgdes.

A utilizacdo das congruéncias se estende desde a modelagem de simples fendmenos
ciclicos ou periddico-discretos, como por exemplo, na contagem das horas, a sua aplicacdo
na criptografia e em ciéncias da computac¢do, como pode ser observado em (Medeiros, 2015),
(Biase e Agustini, 2009) e (Oliveira, 2013), sendo utilizadas ainda em outras dreas, tais como
aplicacdes em acustica, e teoria dos grafos (Rousseau, 2012) . Observa-se ainda que a resolugdo
de Congruéncias Quadrética passa pela solucdo de sistemas de Congruéncias Lineares atraves
do Teorema Chinés dos Restos (Rosen, 2011).

Temos por objetivo apresentar uma discuss@o mais abrangente sobre o estudo de Con-

gruéncias Quadraticas, do tipo ax? + bx + ¢ =0 mod m, ndo apenas com m = p, p primo, mas



para m composto, com foco na busca de suas solugdes.
Este trabalho se dedica a essas discussdes, as quais sao necessarias a busca das solucoes

de uma Congruéncia Quadrética.



Capitulo 1

Um breve historico sobre o

desenvolvimento da Teoria dos Numeros

A Teoria dos Nimeros € o ramo da matemaética responsavel pelo estudo das propri-
edades dos nimeros, principalmente os numeros inteiros. Um de seus principais focos, o es-
tudo das propriedades dos ndmeros primos, ja eram estudados por Euclides (325 a. C./265
a.C), Eratdstenes (276 a.C/194 a. C) e Diofanto (cerca de 200 d.C/ a 284 d.C). Grandes ma-
temadticos se destacaram nesse campo, entre eles Fermat (1601/1665), Euler (1707/1783), Le-
gendre (1752/1833) e Gaus (1777/ 1855). Foi em seu livro Disquisiones Aritmeticae, publicado
em 1801, que Gaus reuniu os resultados previamente obtidos nesse ramo da matematica acres-
centando resultados originais, além de ter introduzido a notacdo de congruéncia atualmente
utilizada e apresentou uma demonstragdo da Lei da Reciprocidade Quadrética, de grande im-
portancia no estudo das congruéncias de grau 2.

O debate sobre esse aspecto da teoria dos nimeros pode ser posto numa perspectiva
historica e assinalar o ponto de apoio, de mutacdo, de readequacao e retomadas de alguns posi-
cionamentos de tal debate sobre a Lei de Reciprocidade Quadrética e do momento preciso em
que tais bases matematicas foram assentadas. Trata-se, dessa maneira, de tracar as condicoes
histdricas para aquilo que posteriormente na matematica convencionou-se chamar Teoria dos
Numeros.

Diante disso podemos perceber que pessoas ja na civilizagdo grega se lancaram ao pen-
samento matemadtico, no sentido em que suas indagacdes, intui¢des e demais trabalhados pro-
duzidos vao constituir algumas bases do pensamento da mateméatica moderna, nessa perspectiva

tomando como experiéncia da modernidade, aquilo que os historiadores convencionaram cha-



mar de Idade Moderna e que cobre um lapso de tempo que vai do século XV aos fins do século
XVIII, em outras palavras o momento em que marca a chegada dos europeus na América e as
Revolugdes (Inglesa, Francesa e Industrial); marcando notadamente um mundo cada vez mais
técnico. O que interessa nesse ponto € justamente o intervalo de tempo, entre os séculos XV e
XVIII em que houve duas formas de retomadas histérica do pensamento classico, da tradi¢ao
grega, helénica e romana pelo movimento conhecido por Renascimento nos séculos XV e XVI
e pelo Iluminismo do século XVIII.

Assim, o percurso histérico que se propde se pauta em nomes como Euclides (325
a.C/265 a.C) e Eratostenes ( 276 a. C/ 194 a.C) que eram, por assim dizer, matematicos gregos
e tinha desenvolvido grandes contribuicdes nesse campo de pensamento. Ja na era crista outro
personagem importante na histéria da matematica é Diofanto de Alexandria, nascido na cidade
egipcia de Alexandria criada em homenagem ao rei macedonio Alexandre, o Grande, no auge
de seu poderio militar, mas que no contexto em que nasceu Diofanto, ja estava sob dominio dos
romanos.

Assim temos o desenvolvimento de uma tradicdo de matemadticos que tem uma forte
ligacdo com o pensamento cldssico do mundo grego e que vao constituir as bases do debate
sobre o0 que futuramente vai se traduzir numa teoria dos nimeros onde nomes como: Euclides,
Eratostenes e Diofanto posteriormente serdo retomados pelos renascentistas e pelos iluministas.

Quem eram esses pensadores? O que levaram estes a conceber um pensamento que se
pautava em principios matemdticos? E em que condi¢des faziam isso? Sabe-se que pouquissimos
registros foram deixados e o que podemos aventar sobre tais questdes se pautam em resquicios
desses registros que até o momento chegaram até nés. Tomemos inicialmente, os nomes de
Euclides e Eratdstenes, ambos gregos, mas que tiveram forte ligacdo com Alexandria, lem-
brando a for¢a que o império macedonico desfrutava nesse periodo, ressaltando que o préprio
Alexandre, o Grande, tratou de consolidar os aspectos culturais do mundo grego para todas as
regides conquistadas, tal apreco pela cultura grega, se dava principalmente por sua ligagdo com
o pensador grego Aristoteles que havia sido seu preceptor nos tempos de sua juventude. A
constituicdo do império macedonio no século IV a.C. conhecido por helenismo, devido a forte
influéncia da cultura grega, mencionada anteriormente, conheceu o seu auge sob o comando de
Alexandre o Grande, cuja grandiosidade, culminard na constru¢ido de uma cidade no Egito em
sua homenagem, que foi exatamente a cidade de Alexandria e que se tornard o centro cultural

do mundo helénico desse periodo. Dessa maneira mesmo que Atenas tenha conseguido manter



a sua hegemonia no campo do pensamento filoséfico, Alexandria tornava-se o grande centro da

cultura cientifica. Assim:

Os trabalhos de construg¢do da cidade, desejada por Alexandre em memoria
do seu préprio nome, iniciaram-se em 332 a.C. e prolongaram-se por muito
tempo. A posic¢ao foi escolhida com intuito infalivel: com efeito, encontrando-
se junto a foz do Nilo, ela se beneficiava a0 mesmo tempo dos resultados do
cultivo das férteis terras adjacentes e dos resultados do comércio. A populacio
cresceu rapidamente, agregando-se aos elementos locais aqueles provenientes
de toda parte, entre os quais destacam-se sobretudo os Hebreus. Naturalmente,
o elemento grego era predominante. Mas foi precisamente nesse contexto cos-
mopolita que a dimensdo cultural propriamente helénica ampliou-se para o
sentido helenistico.(REALE e ANTISERI, 2003, p.311)

Como centro cultural do mundo antigo a partir do século IV a.C. temos a criacdo de

instituicdes de suporte as pesquisas e aos estudos voltados para o pensamento racional como

por exemplo, o museu e a biblioteca de Alexandria, atraindo para 14 uma série de pesquisadores

vindos de varias partes do mundo. Foi assim que:

Nasceram o Museu (que significa instituicao sagrada dedicada as Musas, pro-
tetoras das atividades intelectuais) e a “Biblioteca” a ele anexa. O primeiro ofe-
recia todo o instrumental para as pesquisas médicas, bioldgicas e astrondmicas;
a segunda oferecia toda a producido literdria dos gregos. Sob Ptolomeu II,
a Biblioteca encaminhou-se para a imponente cifra de quinhentos mil livros,
que pouco a pouco cresceu para setecentos mil, constituindo a mais grandiosa
colecdo de livros do mundo antigo. (REALE e ANTISERI, 2003, p.312).

Foi diante desse ambiente cultural que se desenvolveu o pensamento matematico de

Euclides e de Eratostenes' , onde eles puderam ter contato com um amplo material para desen-

volver as suas pesquisas, principalmente no campo da geometria que tinha uma certa valorizagao

pela cultura grega, mesmo estando circunscrita aos postulados filoséficos. Temos nesse sentido

que:

Em virtude da disposicao prépria do pensamento grego, a matemaética foi sem
ddvida, a ciéncia que gozou de maior estima, de Pitdgoras a Platdo. Basta
lembrar que, segundo a tradi¢do, Platdo mandou inscrever na entrada da Aca-
demia a frase “nao entre quem ndo for gedmetra”.(REALE e ANTISERI, 2003,
p.313).

Havia entre a tradicao filoséfica grega do periodo cldssico, um certo apreco pela ge-

ometria, nascida inicialmente da relacdo com os egipcios no que a desenvolveram de uma

forma empirica e pratica para as atividades cotidianas, € o primeiro esfor¢o de traduzir es-

sas preocupagdes em conceitos matematicos foram realizados pelos filésofos gregos no esforco

'Este inclusive foi um dos diretores da biblioteca de Alexandria (REALE e ANTISERI, 2003).



de estabelecer uma forma de explicagdo da natureza (physis) em contraposi¢do com a tradi¢do

mitolégica. Assim temos:

O primeiro grande gedmetra grego foi Tales de Mileto, que teria adquirido
seus conhecimentos mateméticos com os sacerdotes do Egito, onde se prati-
cava uma geometria pratica e empirica, sem cunho cientifico ou preocupagado
tedrica, limitada a receitas para o cdlculo de areas e volumes. Os gregos
transformariam essa incipiente e pragmatica Geometria em uma parte da Ma-
tematica, baseada na axiomatizacao e na deducgdo logica. A Geometria passaria
a ser estudada como Ciéncia em si, € ndo somente pelo seu cardter utilitario.
Nocdes, como as de angulo, ponto, linha, reta e curva, foram criagdes gregas

(Rosa, 2012a, p.144)
Mas o auge da geometria grega alcanga maior notoriedade com Euclides, mesmo que
tenha existido grandes personagens que contribuiram para o pensamento matematico, foi exa-
tamente com Euclides que se formalizou um paradigma, principalmente na geometria, com a

publicacdo de sua obra Elementos:

Os avangos para uma melhor compreensio e utilizagcdo da Geometria se de-
vem, ainda, a extraordindrios gedmetras, como Demdcrito de Abdera, Eudoxo,
Eratdstenes e Hipdcrates de Quios. O periodo dureo da Geometria helénica
correspondeu aos trabalhos de Euclides, de Arquimedes e de Apoldnio, expo-
entes da chamada Geometria euclidiana (plana e no espacgo), consubstanciada
no célebre livro Elementos, que dominaria, de forma absoluta e incontestavel,
por dois mil anos, a Geometria, até o surgimento da chamada Geometria nio
euclidiana, descoberta independentemente por Lobatchesvki, Bolyai e Gauss,
na segunda metade do século XIX. Alguns historiadores da Matemdtica apre-
sentam a evolugcdo da Geometria grega por meio de dois grandes sistemas: o
pitagérico e o euclidiano. (Rosa, 2012a, p.145)

O nome de Euclides também € importante ndo por conta do seu dominio no campo
da geometria, mas cabe também a ele, o primeiro esfor¢o de sistematizacdo do conhecimento

matematico da antiguidade. A esse respeito, Carvalho, estabelece o seguinte posicionamento:

A sistematizacdo clara e rigorosa de toda a matemdtica da antiguidade — da ge-
ometria a teoria das proporcdes, passando pela teoria dos nimeros irracionais
— deve-se a Euclides. Os Elementos de Euclides sdo, possivelmente, o livro ci-
entifico mais reproduzido e mais estudado da histéria. [...]. Com Euclides, os
fundamentos da geometria ainda eram intuitivos (ponto e reta), mas passaram
a ser entendidos como objetos geométricos especificados em afirmacdes nio
demonstradas, ou seja, axiomas e postulados. (Carvalho, 2012, p.53)

Gostaria agora de tratar de outro nome também importante na historia da matematica
e que sucedeu Euclides, compartilhando com este o desenvolvimento de suas pesquisas em
Alexandria, mas, ndo somente isso, ele também foi um dos diretores dessa biblioteca, que

¢ exatamente Eratostenes. O interessante desse matemdtico, € que ele comegou a aplicar o

6



conhecimento matematico em outros dominios do saber, no caso a geografia. Assim:

Em 246 a.C. ele foi chamado pelo rei Ptolomeu II a Alexandria como diretor
da Bibliotecal...] Era versado em muitos campos do saber, mas ndo a ponto
de impor-se de modo peremptério. Seu mérito histdrico foi o de ter aplicado
a matemadtica a geografia e o de ter esbocado o primeiro mapa do mundo se-
guindo o critério dos meridianos e dos paralelos. (REALE e ANTISERI, 2003,
p-320)

Tais conhecimentos matematicos e o conhecimento tedrico lhes permitiu que realizasse
calculos com um nivel de complexidade mais elevada ao ponto de aplicar metodologicamente
algumas adequagdes que tornariam possivel o cdlculo das dimensdes do planeta Terra. Dessa

maneira:

Baseando-se em célculos engenhosos, fundamentados e com corre¢do meto-
dolégica, Eratéstenes também conseguiu calcular as dimensodes da terra. O
resultado por ele obtido foi de 252 mil estddios (aproximadamente 39.960
quiléometros). Na antiguidade, o valor do estddio ndo era uniforme. Mas, se é
verdade que o estadio adotado por Eratdstenes equivalia a 157,5 metros, entdo
a cifra que daf resulta é apenas poucas dezenas de quildémetros inferior a que
hoje se calcula. (REALE e ANTISERI, 2003, p.320)

Nesse campo dos cdlculos complexos, cujas premissas e axiomas, vinham se consti-
tuindo desde o pensamento pitagdrico a partir do pensamento dedutivo, Eratéstenes também se
lanca a outro dominio também muito pesquisado por estes pitagoéricos, que trata exatamente da

propriedade dos niimeros primos:

Eratéstenes criou uma técnica para calculd-los (o famoso Crivo de Eratéstenes
—numa tabela de 1 a 100, eliminar o nimero 1 e todos os niimeros pares, ex-
ceto 0 2, e excluir todos os multiplos maiores de 3, 5 ¢ 7; os niimeros restantes
sdo primos) e Euclides considerou ndo haver nimero finito de nimeros pri-
mos. Os pitagéricos identificaram, ainda, os chamados primos gémeos (3 e 5,
S5e7,11e13,17 e 19, etc.) e os primos entre si. Interessaram-se, também,
os pitagéricos, pelos “nimeros pares’(divisiveis por 2) e impares (ndo di-
visiveis por 2), e pelos igualmente pares, que podem ser divididos em duas
partes iguais de pares, como 4, 8,12, 16, 20,24, etc. Trabalharam, também,
os nimeros quadrados (resultantes da multiplicagdo do mesmo nimero —
9 =3%3,16 = 4x4,25 = 5%5, etc.) e os nimeros ctbicos (resultantes de duas
multiplicagdes do mesmo nimero — 8 = 2x2x2,27 = 3x3x%x3,64 = 4x4x4,
etc.). Os pitagoéricos identificavam os nimeros cardinais (1, 2, 3, 4, 5, etc.) e
os ordinais (primeiro, segundo, terceiro, etc.)(Rosa, 2012a, p.142)

Tais cédlculos dos numeros primos efetuados por Eratostenes vai permitir a criacao dos

nimeros irracionais isso porque até aquele momento:



Consideravam que todos os niimeros fossem racionais, ou seja, limitados ape-
nas a inteiros e fragdes. E que todas as linhas deveriam ser constituidas de
nimero inteiro de pontos, e, no entanto, a diagonal de um quadrado e os
seus lados ndo o sdo. A descoberta, pelos préprios pitagéricos, dos chamados
ndmeros irracionais ou incomensuraveis, sem relacdo com a unidade (raizes
quadradas de dois, de trés, o pi) criou o grave problema da constatacdo da
existéncia de nimero que ndo era inteiro, abalando todo seu sistema filoséfico.
A solugdo foi considerar que ndo se tratava realmente de niimeros, pelo que
sua existéncia foi esquecida, até a publicagdo do Opus Arithmeticae (1167),
de G. Cremona, que o chamou de nimero irracional.(Rosa, 2012a, p.142-143)

Temos enfim um panorama bem geral do pensamento matematico no mundo antigo
que sob uma tradi¢cdo do mundo grego, cuja preocupacdo se pauta inicialmente numa tentativa
filosofica de pensar o mundo em detrimento do pensamento mitoldgico, comecam por intuir
por deducdo uma explicagc@o a partir da materialidade prética do cotidiano (preocupag¢do com
physis) e em torno disso questoes e teorias abstratas comecam a surgir sobre a matematica bem
como forma de operacionalizar célculos.

Lembrando, todos esses nomes apresentados até aqui, mostram que mesmo Sob o
dominio macedonio, os gregos ainda constituiam o centro da atmosfera cultural, mesmo Ale-
xandria fundada no Egito, ndo quebrard essa proeminéncia grega, ao contrario se tornard um
polo de atracdo desses gregos, situacao esta que comeca a entrar em declinio quando um novo

povo tenta impor a sua supremacia cultural, no caso, o império romano. Onde:

O resultado final desse processo perverso foi o declinio paulatino da cultura
helénica, até o ponto de ser perseguida pelas autoridades politicas e religiosas
daqueles novos tempos. A Biblioteca, parcialmente queimada pelas legides
de Julio César, foi danificada por diversas invasdes e insurreicdes. Em 269, a
Biblioteca foi novamente queimada por ordem de Zendbia, Rainha de Palmira,
quando conquistou o Egito. E evidente que a cultura grega prosseguiria pelos
séculos seguintes, ainda que em declinio e em desprestigio, devido, em parte,
pelas novas ideias que comecavam a prevalecer e a forjar uma nova Sociedade.
(Rosa, 2012a, p.119)

E nesse contexto de transi¢do da hegemonia cultural que era representado pela cultura
grega para a hegemonia cultural dos romanos e da disseminacao das ideias cristas pelo mundo
antigo, que o matematico Diofanto (200 d.C./284 d.C.) nascido em Alexandria e falecido nessa
mesma cidade ird desenvolver suas pesquisas. Diante dessa situagao, as reflexdes sobre o pensa-
mento matemadtico, as abstracdes e as teorizagdes realizados no mundo antigo sob preeminéncia
do pensamento grego, que eram todas expressas por frases escritas, ou seja, em discurso, pas-

sam a ser substituidas por simbolos, construindo uma linguagem prépria para o pensamento



matematico:

O papel de Diofanto na evolucdo da Matematica foi um dos mais importantes,
pois ao inovar com as notagdes, substituindo as expressdes, até entdo escritas
com palavras, por simbolos, permitiu uma abreviacao, facilitando o processo
de calculo. Seu Livro de Aritmética é considerado o primeiro na utilizacdo
de simbolos para a indicacdo de incégnitas e poténcias, e na resolugdo de
equagdes indeterminadas (ou diofantinas) e determinadas; um total de 130
problemas de natureza variada é examinado na obra. Foi, assim, o criador
das chamadas diofantinas, método para a solucdo de determinadas equagdes
algébricas. (Rosa, 2012a, p.144)

Os autores que trazemos nesse itinerario, até o presente momento, tiveram grande im-
portancia para a histéria da matematica e formularam seus estudos num ambiente propicio a
isto, ou seja, uma cidade cosmopolita, que teria sido Alexandria que trouxe as mais eminen-
tes cabecas pensantes do mundo grego para 14: entre eles Euclides, Eratstenes, Arquimedes,?
Diofanto entre outros e que aos poucos vao construindo o vocabuldrio semantico do pensa-
mento matematico e da teoria dos ndmeros. Tais autores vao se tornar a base do pensamento
matemadtico moderno, principalmente entre os movimentos culturais do Renascimento e do Ilu-
minismo que colocard toda uma tradi¢cdo da matemadtica em retomadas e novas perspectivas.
Nesse processo, por exemplo, vai ser importante a inven¢do da imprensa por Gutemberg no

século XV:

A divulgacdo de obras em latim para um publico académico e universitario
continuaria a se expandir durante o Renascimento Cientifico, em condigdes
bem melhores, de qualidade e preco, que na Idade Média, gracas a tipogra-
fia, que permitiu a substituicdo do manuscrito de folhas de pergaminho pelo
livro de folhas de papel. Foi, assim, facilitado o acesso as obras tanto da
Antiguidade grega (Escola de Pitagoras, Platdo, Aristoteles, Apoldnio, Eu-
clides, Arquimedes, Diofanto) e da cultura arabe (al-Khwarizmi, al-Battani,
al-Tusi) quanto de autores da primeira fase do Renascimento Cientifico, como
Bradwardine (Arithmetica, publicada em 1495), Jordanus Nemorarius (Arith-
metica, em 1496 e 1503 e Geometria Speculativa em 1496), Oresme (De La-
titudine formarum, em 1482 e 1486) e Sacrobosco (Algorisme e Sphaera, em
1472). Obras de Chuquet, Leonardo de Pisa e Piero Della Francesca, por exem-
plo, ndo foram, contudo, publicadas nessa época. Registre-se a importancia,
para o desenvolvimento da Matemadtica na Europa, da tradugédo e publicagao,
por Frederico Commandino (1509-1575), dos gedmetras gregos (Apoldnio,
Arquimedes, Aristarco, Euclides, Pappus e Ptolomeu, entre outros). (Rosa,
2012a, p.403)

Diante desse contexto histérico, nomes como Francois Viete (1540/1603) e Simon

2A importancia deste pensador também é capital para a histéria da matematica, mas as anélises de sua producio
exigiriam um espaco maior para discussao e que ndo caberia aqui nesse trabalho. Também foi amigo de Eratdstenes
e cujas cartas foram publicadas com o titulo: Cartas a Eratéstenes em que apresentava as bases de seu pensamento.
Sobre algumas de suas contribui¢des ver:Rosa (2012a)



Stevin (1548/1620) se notabilizaram por seus estudos no campo do pensamento matematico
dedicado a dlgebra, retomando em muitos aspectos algumas premissas da matematica praticada

pelos gregos que apresentamos até aqui. Assim enquanto Viete publica em 1591:

Sua In artem analyticam isagoge (Introducdo a Arte Analitica), na qual sdo
estudadas, separadamente, a logistica numerosa (Aritmética) e a Logistica es-
peciosa (Algebra). Para Viete, “a maneira de penetrar na ciéncia nova é uma
arte especial que consiste em ndo mais exercer a logica sobre os nimeros,
mas uma logistica em que as coisas sdo figuradas por sinais: logistica muito
mais hébil e mais poderosa”. Demonstrou o valor dos simbolos, introduzindo
letras para representar quantidades conhecidas (consoantes) e desconhecidas
(vogais). Usou simbolos para as quantidades em Algebra e para as operacdes
realizadas com elas. Em De aequationum recognitione et emendatione (pu-
blicada postumamente, em 1615) apresentou métodos para resolver equacgdes
de segundo, terceiro e quarto graus. Escreveu, ainda, Viete o De numerosa
potestatum resolutione (1600), no qual apresentou um processo sistematico de
aproximacoes sucessivas de uma raiz de uma equacao. (Rosa, 2012a, p.410)

Em 1585 (seis anos antes da publicac¢do de Viéte) Simon Stevin publica:

Arithmetique de Simon Stevin de Bruges, dividida em duas partes: a primeira,
um grande tratado de Aritmética e Algebra, e a segunda, uma parifrase dos
quatro primeiros livros de Diofanto, e ainda uma cole¢@o de ensaios A Prética
da Aritmética e um comentdrio sobre a teoria das grandezas incomensuraveis,
segundo o livro X de Euclides. Em A Pratica da Aritmética, conhecida também
como A Décima (De Thiende), Stevin trata das fragdes decimais, sua mais im-
portante contribuicdo a Matemdtica. Apesar de terem sido estudadas anterior-
mente (Regiomontanus, Rudolff, Viete), Stevin foi o primeiro a substituir as
fracdes comuns pelas fracdes decimais, que rapidamente seriam adotadas; ou
seja, deve-se a ele a introducgdo de sistema decimal de notagdes fraciondrias.
Sua notagdo para a escrita dos nimeros decimais fraciondrios resultou, posteri-
ormente, no uso da virgula. Stevin declarou, inclusive, que era uma questdo de
tempo para que o sistema decimal fosse empregado nas medidas, nas moedas
e nos pesos. (Rosa, 2012b, p.410-411)

Tais contribuicdes desses matematicos dos séculos XVI e XVII marcam um momento
de revigoramento do pensamento matematico, apds, esta figurar em segundo plano durante o
periodo medieval. Nesse sentido € digno de nota o posicionamento de (Araujo, 2013) onde:
a matemadtica na Europa teve uma renovagao vigorosa apds a Idade Média, onde a Teoria dos
Nimeros por apresentar uma drea particular da matematica de grande desenvolvimento®.

Assim o desenvolvimento de uma posterior Teoria dos Numeros se construiu paula-
tinamente a partir de varios nomes desde tempos antigos, mas a constituicdo desta no campo

da matematica pura, opera por retomadas ou por exclusdes de premissas, de refutacdes ou de

3(Aral’ljo, 2013, p.IX)
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demonstracdes e provas, o que exige um esfor¢o de teorizacdo muito grande. Nesse sentido,
de certa forma explica o fato da matemaética no periodo medieval ter adquirido um aspecto se-
cundario, pois a teorizacdo das coisas se dava no dominio da manifestacdo divina. O campo
aberto pelas pesquisas matematicas entre os séculos XVI e XVIII de nossa era, mostram que
um campo de inteligibilidade para o desenvolvimento de uma ciéncia material e empirica estava
se solidificando cada vez mais com a descoberta de outros mundos (o continente americano) e
com a constituicdo de uma burguesia industrial (principalmente com a Revolucao Industrial do

século X VIII).

O reconhecimento da importancia da Matemética para o desenvolvimento ci-
entifico e industrial geraria um grande interesse nos meios intelectuais, pela
modernizagdo de seu estudo, pela ativa participacdo da Universidade no pro-
cesso de renovacdo e de criatividade, pela ampliacdo da cooperagdo inter-
nacional, pela fundacao de Associacdes especializadas de pesquisas, e pela
divulgacdo dos estudos e investigacdes. As Academias perderiam a exclusi-
vidade da pesquisa cientifica em favor das Universidades, e a “profissdo de
matematico” seria prestigiada nos meios intelectuais. (Rosa, 2012b, p.45)

Isso significa condi¢des favordveis para o desenvolvimento de calculos cada vez mais
precisos para se aventurar em mundos cada vez mais distantes bem como capitalizar tempo,
forcas e trabalho para as nascentes sociedades industriais. O fato € que a matematica se tornava
cada vez mais complexa e com cédlculos cada vez mais minuciosos e rigorosos. Nao € o escopo
dessa pesquisa aventar todas as contribuicdes da matemdtica desse periodo, mas sim, dos es-
tudos de Congruéncias Quadraticas, que serd apresentado com mais acuidade a seguir. Nesse
sentido, gostaria de apresentar alguns nomes importantes sobre esse tema e concluir apresen-
tando as etapas que constituem o nosso estudo. Nesse sentido grandes mateméticos afloraram
suas ideias sobre o campo das Congruéncias Quadréticas entre finais do século X VII e finais do
século X VIII culminando na sistematiza¢do de tais estudos por Gauss no século XIX. Nesse in-
tervalo de tempo passou nomes importantes entre eles: Fermat (1601/1665), Euler (1707/1783),
Legendre (1752/ 1833) e finalmente Gaus (1777/1855).

Fermat (1601/1665) na histéria da matematica foi pioneiro na formulacao das premis-

sas das congruéncias quadréticas, conforme (Araujo, 2013, p.X.):
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(...) o primeiro matemaético a estudar reciprocidade quadratica foi Fermat, que
tinha a Matemdtica como uma atividade de lazer em uma época em que nio
existiam revistas matematicas. Fermat tinha um costume curioso de apresentar
resultados matematicos em margens de livros que ele leu e em carta de cor-
respondéncia com outros matematicos. Ainda assim, esta forma peculiar de
estudar matemética muito contribuiu na dire¢do da demonstragdo da recipro-
cidade quadrética. [...] Fermat foi crucial na deducdo do caréter quadrético de
—1, £2, £3, mas foi Euler que prosseguiu com o trabalho de provar as conjec-
turas de Fermat.

Com Euler (1707/1783) se da a elaboracdo das provas das premissas langadas por
Fermat, desenvolvendo com mais rigor as formulagdes criadas por este ultimo, lembrando que

€ nesse contexto que se comecga a formular a Teoria dos Nimeros. Ainda conforme (Araujo,

2013, p.X.):

(...) Devido ao grande interesse na Teoria dos Numeros e por comecar a desen-
volver os trabalhos de Fermat, tendo contato com Christian Goldbach, Euler
percebeu a relacdo entre a Lei de Reciprocidade Quadrdtica e os estudos dos
diversos bindrios de certas formas quadraticas.

Percebe-se assim, a constituicio de um campo cada vez mais forte no dominio da
matematica com a necessidade de provas, de comprovagdes, de demonstracdes da natureza
intrinseca e extrinseca dos ndmeros com a Teorias dos Numeros que estava nascendo, a qual
Euler e outros mateméticos estavam emersos, retomando inclusive premissas de outros ma-

tematicos. Como se pode ver:

O objeto de estudo da Teoria dos Nimeros € o sistema de nimeros inteiros
(.. -3,-2,-1,0, 1, 2, 3...), assunto de capital importincia da Matemdtica,
desde os gregos. Euclides ja demonstrara o famoso Teorema Fundamental
da Aritmética, segundo o qual, todo nimero inteiro ’n”maior que 1 pode ser
representado de modo dnico como um produto de fatores primos, razdo do
grande fascinio dos matematicos pelos nimeros primos. Ao longo da Histéria
da Matematica, o assunto mereceu muitos estudos, tendo permanecido o in-
teresse no século XIX, quando o tema teria grande desenvolvimento. (Rosa,

2012b, p.49).
O que se tem dessa maneira, € que as primeiras sistematizacoes de Fermat, Euler, Le-
gendre e Gauss sobre a Lei de Reciprocidade Quadratica se d4 no mesmo contexto da formalizac¢ao

da Teoria dos Numeros, gestados no mesmo ambiente cultural dos séculos XVIII e XIX.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833), autor de Ensaios sobre os Numeros
(1798, reeditado em 1808, e com apéndices em 1816 e 1825) e de Teoria
dos Numeros (1830), contribuiu, de forma decisiva, para o desenvolvimento
do tema, ao examinar sua evolugd@o, ao sistematizar seu exame e ao formular
a famosa Lei da Reciprocidade Quadratica, que viria a ser demonstrada por
Gauss. (Rosa, 2012b, p.49)
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Legendre, por exemplo, publica como foi dito acima dois livros explicitamente mar-
cados pela preocupacdo de conhecer as propriedades numéricas tanto no Ensaios sobre os
Numeros como também a Teoria dos Numeros, obras que vao de certa maneira apresentar a
problematica sobre a natureza dos nimeros e que serd profundamente analisada por outros ma-
temadticos de grande nome, inclusive Gauss.

Em relacdo a Lei de Reciprocidade Quadratica, uma das grandes contribui¢coes de Le-
gendre foi o de criar uma notacao para simbolizar de maneira mais adequada a Lei de Recipro-
cidade Quadrética na matemética moderna e que inclusive € usada nos dias de hoje, conhecida
como simbolo de Legendre.

Por fim gostariamos de apresentar, algumas contribui¢cdes de Gauss para a Lei de Re-
ciprocidade Quadratica e por muitos considerados o maior génio da matematica, e concluir
demarcando as etapas que constituem o presente trabalho.

Gauss se insere num momento de transformacdo cultural na Europa, marcado ainda
pelo paradigma iluminista, que entre outras caracteristicas se tinham uma posi¢c@o otimista do
mundo por meio do caréter libertador da educacdo na direcdo do ideal almejado pelo progresso e
pela civilizagdo. Assim passa haver cada vez mais interacao entre ensino e pesquisa e o trabalho

de Gauss coaduna-se docéncia e pesquisa:

C.F. Gauss foi professor da Universidade de Géttingen até sua morte, em 1855.
A interacdo entre ensino e pesquisa foi incrementada depois dessa data, com
a vinda de Dirichlet de Berlim. Tal aquisi¢do deu inicio a uma nova fase para
a matemadtica nessa universidade, com a presenca também de Riemann. Os
cursos de ambos inauguraram o processo que transformaria essa universidade,
no final do século XIX, com a chegada ainda de Klein e Hilbert, em um dos
centros matematicos mais importantes do mundo, ao lado da Universidade de
Berlim. (Roque, 2012, p.418)

Temos entdo um ambiente cultural propicio ao desenvolvimento de uma sistematica
elaborac@o de principios para uma moderna teoria dos nimeros, que vinha sendo constituida
desde os matematicos da Grécia cldssica, mas o mais surpreendente é que Gauss tenha se des-
tacado em varios campos do pensamento matemadtico sendo conhecido como o Principe da

Matematica.
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O reconhecido génio matematico do alemao Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
estd presente, praticamente, nos varios dominios da Matemadtica. Sua ex-
traordindria, diversificada, fecunda, pioneira e extensa contribuicdo em Ma-
temdtica pura inclui demonstracdes dos teoremas fundamentais da Algebra e
da Aritmética, demonstracao da Lei da Reciprocidade Quadratica, formulacao
da Lei dos Residuos Quadriticos, Algebra linear, integracio numérica, séries
infinitas, equacdes diferenciais, secdes conicas, fungdes hipergeométricas, Ge-
ometria diferencial, Geometria ndo euclidiana, Teoria potencial, Andlise ve-
torial, Probabilidades e Estatistica (curva de Gauss, distribuicdo de Gauss).
Génio precoce, Gauss, aos 19 anos (1796), ja consignava em seu famoso
didrio: 1) a descoberta do método para a constru¢cdo, com régua e compasso,
de um poligono regular de 17 lados (heptadecdgono) e de ndo ser possivel a
construcdo de um de sete lados (heptdgono); ii) o desenvolvimento do método
dos quadrados minimos; iii) a descoberta de que todo inteiro positivo é soma
de trés nimeros triangulares; iv) a descoberta da periodicidade dupla de cer-
tas funcoes elipticas, e, pouco depois, a periodicidade dupla para o caso ge-
ral. Em sua tese de doutorado, na Universidade de Helmstidt, deu a primeira
demonstragdo satisfatdria, tentada por Newton, Euler, D’ Alembert, Laplace e
Lagrange, do "Teorema Fundamental da Algebra”(uma Equagio polinomial,
com coeficientes complexos e de grau maior que zero, tem pelo menos uma
raiz complexa); trés demonstragdes posteriores seriam apresentadas por Gauss,
em 1801, na Disquisitiones Arithmeticae, em 1816 e 1850. (Rosa, 2012b, p.45-
46)

Gauss, portanto, apresentou vdrias contribui¢des para o desenvolvimento da matemadtica,
que partindo dos pressupostos e conjecturas de toda uma tradi¢do de matematicos, coube a ele
um aprimoramento e refinamento de tais premissas, enfim, nao € por acaso que muitos o consi-

deram que a concepc¢ao moderna da Teoria dos Numeros se da justamente com a publicacio de

(Gauss et al., 2006):

(...) tida por muitos como uma das obras-primas da Matematica: ela prega,
por exemplo, a necessidade de rigor meticuloso em Matematica... a Teoria
dos Nimeros ultrapassa em muito todos os trabalhos feitos em teoria das
funcoes ou em Geometria até ao menos a metade do século. Ela preside
com a Algebra pura o nascimento das Matematicas modernas tais como
serao concebidas no século XX; das sete secdes do livro, apenas a dltima
ndo trata da Teoria dos Numeros. O subsequente desenvolvimento da Teoria,
objeto de grande interesse, de intensa pesquisa e de crescente complexidade,
teria um desdobramento com repercussdes em virios campos da Matemaética.
[...] Nesse sentido, sua Disquisitiones Arithmeticae ¢ um marco na evolugdo
do assunto. Do total de sete secdes, as quatro primeiras sdo, essencialmente,
uma reformulagdo mais compacta da Teoria dos Nimeros do século XVIII; a
quinta versa a respeito da Teoria das Formas Quadréticas bindrias; a sexta, de
vdrias aplicacdes; e a sétima secdo trata da resolugdo da equacio ciclotobmica
geral de grau primos.(Rosa, 2012b, p.49-50)

Todo esse desdobramento histdrico sobre a constitui¢ao da Teoria dos Numeros € perti-
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nente na medida em que apresenta algumas condi¢des histéricas de sua efetivagdo no campo da
matemadtica. Nesse sentido, a ancoragem de nosso trabalho busca contribuir no campo geral da

Teoria dos Numeros, em particular, no que diz respeito ao estudo das Congruéncias Quadréticas.
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Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Nesse capitulo serdo apresentadas nocdes basicas de divisibilidade, defini¢do de Maximo
Divisor Comum, Minimo Multiplo Comum e de Equagdes Diofantinas Lineares. Além da
defini¢cdo de Congruéncia Linear e suas propriedades, apresentando resultados que possibilitam
a determinagao de suas solu¢des, quando existentes e Residuos Quadraticos e as propriedades
do Simbolo de Legendre, assim como a Lei da Reciprocidade Quadratica, que serdo necessarios

ao estudo dos tépicos abordados nesse trabalho.

2.1 Divisibilidade

Daqui em diante escrevemos Z = {0,+1,+2,+3,---} para indicar o conjunto dos

nimeros inteiros e N* = {1,2,3 .-} para indicar o conjunto dos nimeros inteiros positivos

Definicao 2.1 Se a e b sdo inteiros, dizemos que a divide b, se existe um inteiro positivo c tal

que b = ac. Neste caso escrevemos a | b. Se a ndo divide b escrevemos a { b.
Proposicao 2.1 Se a, b e c sdo inteiros, a |be b | c, entdo a | c

Demonstracao: Como a | b e b | ¢ existem inteiros t; e t, que satisfazem b = tja e ¢ = t,b.

Logo, ¢ = ,(t,a), o que implica na existéncia de t = t,t, que satisfaz ¢ = ta e assim a | c.

Exemplo 2.1 Como 6 | 36 e 36 | 108, entdo 6 | 108.
Teorema 2.1 A divisibilidade tem as seguintes propriedades, para n,a e d inteiros:
in|n
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ii Sed|nentdoad|an

ili Sead|anea # Oentdod|n

ivl|n

vnl|lO

vi Sed|nen #0entdo|d| < |n|

vii Sed|nen|dentdo|d = |n|

viii SedlnediOentdog | n.

Demonstracao:

1 Como n = 1 - n segue da definicdo que n | n, inclusive para n = 0O;

ii Se d |nentdon = cd para algum inteiro c. Logo an = cad implicando que ad | an;

iii Se ad | an entdo an = cad para algum inteiro c. Como a # 0, dividindo ambos os lados da

igualdade por a, obtém-se n = cd concluindo que d | n;
iv Como n = n - 1 conclui-se que 1 | n;
v Como0=0-nentdon|0;
vi Comod |nen # 0 entdo n = td para ¢ inteiro. Assim, tem-se |d| < |td| = |n|;
vii Pelo item anterior |d| < |n| e |n| < |d| implicando que |d| = |n|;

~ o no, . . n
viii Se d | n entdo n = kd para algum k inteiro e portanto g ¢ inteiro. Como (2) d = n segue

por defini¢do que g | n.

2.2 Algoritmo da Divisao

Para que seja demonstrado o Algoritmo da Divisdo apresentamos o Teorema de Eu-

doxiusque serd util na demonstracao do algoritmo da divisdo. Dados a e b inteiros com b # 0
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entdo a € multiplo de b ou se encontra entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, para cada

par de inteiros a e b # 0, existe um inteiro ¢ tal que, para b > 0,

gb<a<(g+1)b

e parab < 0,

gb<a<(g-1)b.

Exemplo 2.2 Sea =7 e b =4, teremos que g = 1

1x4<7<2x4.

Sea="7Teb= -4, teremos qg = —1

D) x(=4) <7 <(=2)x(-4).

Sea=-T7eb =4, teremos qg = -2

(-2) x4 <-7T<(-1)x4.

Sea=-T7eb=—4, teremos q =2

2x(-4) < -T<1x(-4).

Teorema 2.2 (Algoritmo da Divisao) Dados dois inteiros a e b, b > 0, existe um vinico par de
inteiros q, r tais que

a=qgb+r, com0<r<b;

q é chamado quociente e r é o resto da divisdo de a por b. Quando r = 0 dizemos que b | a.

Demonstracao: Pelo teorema de Teorema de Eudoxius, como b > 0, existe g tal que:

gb<a<(g+1)b.

O que implica0 < a—gb e a—gb < b. Assim, definindo r = a — gb, garantimos a existéncia de
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g e r. Suponhamos, agora que existe outro para g; € r; que satisfazem
a=qb+ricoma<r <b.

Disto, obtém-se (gb+r)—(q1b+r;) = 0 obtendo b(q—¢q,) = r; —r, 0o que implicaem b | (r; —r).
Mas,r <ber; <b. Assim |ry —r| <becomo b | (r; —r), temos r; —r = 0, o que implica em

ry = r. Logo, g1b = gb. Assim, q; = g, ja que b # 0, garantindo assim a unicidade de g e r.

2.3 Maximo Divisor Comum

Definicao 2.2 O Mdximo Divisor Comum de a e b, denotado por (a,b) = d, é o maior inteiro

que divide a e b simultanemente.

Teorema 2.3 (Bachet-Bézout) Sejam a,b € Z. Entdo existem x,y € Z com
ax + by = (a,b).

Portanto, se c € Z é tal que c | a e c | b, entdo c | (a, b).

Demonstracao: O caso a = b € trivial e tem como solugdo x = ley =0Qoux =0ey = 1.
Para os outros casos consideremos o conjunto de todas as combinacdes lineares I(a, b) = {ax +
by, x,y € Z}. Esse conjunto claramente, contém valores positivos, negativos e nulos. Seja
d = axy + by, o menor valor positivo desse conjunto, o qual existe pelo Principio da Boa
ordenacdo. Dado m = ax + by € Z, sejam ¢, r € Z o quociente e o resto da divisdo euclidiana

de m por d de modo que m = dg + re 0 < r < d. Temos
r=m—dq = a(x—qxo) + b(y — qyo) € I(a, ).

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de I(a, b), segue que r = 0 e portanto d | m.
Como m é um elemento qualquer de I(a, b), concluimos que d divide todos os elementos de
I(a, b).

Como a,b € I(a,b) temos d | aed | b, logo d < (a,b). E possivel ainda notar que se
c|aec|bentio c | axy+ by, implicando em ¢ | d. Tomando ¢ = (a, b) temos (a, b) | d € como

d < (a,b), concluimos que d = (a, b).
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Teorema 2.4 (Teorema fundamental da Aritmética) Todo niimero natural maior do que 1 ou
é primo ou se escreve de modo tnico (a menos da ordem dos fatores) como um produto de

nimeros primos.

Demonstracao: Se n = 2, o resultado é 6bvio, pois 2 € primo. Suponhamos que o resultado seja
valido para todo ndmero natural menor do que n e vamos provar que vale para n. Se o nimero
n € primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos, entdo, n seja composto. Logo, existem
nimeros naturais n; € n, tais que n = ny.np, com 1 < ny < nel < n, < n. Pela hipétese de
inducgdo, temos que existem primos py,---,p, € q1,- - ,(, tais que ny = py...p, € Ny = qi...qs.
Portanton = py.--- .p,.q1.- -+ .q5. Vamos provar a unicidade da escrita: se n = py...p, = qi...qs,
sendo p; e g; nimeros primos, i = 1,..r, j = 1,...,5, como p; | qi.--- .q,, segue que p; = g;
para algum j, que, apds reordenamento de ¢y, -- , g, podemos supor que seja g;. Portanto
P2 Pr=¢q2.- .q5. Como py.--- .p, < n, ahipétese de inducdo acarreta que r = s e 0s p; e

g sao iguais aos pares.

e

Proposicio 2.2 Se a = p{'py°p3* -+ py" e b= p' pSp5 --- py, onde pi, py,- -+, py G0 primos

que compoe a e b, entdo

(a b) — pmin{al,el} min{a;,ez} minf{a,,e,}

1 p2 pn

Demonstracao: Pela definicdo de Méaximo Divisor Comum, nenhum dos fatores p; pode ter
expoente maior que @; ou ¢;. Tomando o menor dos expoentes de p;, temos ndo apenas um

divisor comum, mas o maior dos divisores comuns de a e b, concluindo a demonstracgao.

2.4 Minimo Miiltiplo Comum

Definicao 2.3 O Minimo Miiltiplo Comum de dois inteiros positivos, a e b, denotado por [a, b]

€ o menor inteiro positivo que é miiltiplo simultaneamente de a e de b.

e

Proposicio 2.3 Sea = p{'py°p3* -+ py" e b= p'pSps - py, onde pi, py,- -+, py G0 primos
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que compoe a e b, entdo

[a,b] = pmax{m,eu} max{a,e} max{a,.e,}

1 P> " Pn

Demonstracao: Pela defini¢do de Minimo Multiplo Comum, nenhum dos fatores p; pode ter
expoente inferior a @; ou e;. Tomando o maior dos expoentes de p;, temos niao apenas um

multiplo comum, mas o menor deles, concluindo a demonstragao.

2.5 Equacoes Diofantinas Lineares

Definicao 2.4 Uma equacdo da forma ax + by = ¢, onde a,b e c sdo inteiros, é chamada de

equagdo diofantina linear.

Exemplo 2.3 5x +7y = 1 e 6x + 4y = 5 sdo equacoes diofantinas lineares. A primeira delas

possui solugdo inteira, enquanto a segunda ndo admite nenhuma solugdo inteira.

A seguir € apresentado um teorema que discute a resolubilidade de equagdes diofantinas linea-

res, além de caracterizar as suas solucoes.

Teorema 2.5 Sejam a e b inteiros e d = (a,b). A equagcdo ax + by = ¢ possui solucdo inteira
se, e somente se d | c. Além disso, se (xo,Yo) € uma solu¢do particular, entdo todas as solugoes

sdo dadas por

em que k é inteiro.

Demonstracao: Se d 1 ¢ a equacdo ax + by = ¢ nao possui solucdo, pois, como d | aed | b,
deveria dividir ¢, que € combinacdo linear de a e b. Para o proximo passo da demonstracdao

utilizaremos o Teorema (2.3), que nos diz que, existem ng € my tais que

ang + bmy = d (2.1)
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Suponha, agora, que d | c. Entdo existe um inteiro k tal que ¢ = kd. Se multiplicarmos ambos
os membros de (2.1) por k obtemos a(nok) + b(mok) = kd = c. Dessa forma, o par (xg, yp) com
Xo = nok e yo = mpk é uma solugdo de ax + by = c. Para provar a reciproca, basta tomar o para
(nok, mok) como solugao.

Tomando o par (xg, y9) como uma solugdo particular, queremos mostrar que os pares

da forma

sdo solugdes. De fato, temos

ax+by:a(x0+(§)k)+b(yo—(g)k)

ab ab
= + —k+ by — —k
axo d Yo 4

= axy + byy.

Mostrando assim, que conhecida a solugdo particular (x, yo) podemos gerar, a partir dela, infi-
nitas solucoes.

Basta-nos mostrar, agora, que todas as solucdes podem ser escritas dessa maneira.
Suponhamos, entdo, que (x, y) seja uma solugdo, isto é, ax + by = c.

Mas, como ax, + by, = ¢, obtemos, subtraindo membro a membro
ax + by —axy — byy = a(x — xo) + b(y — yo) = 0,

o que implica a(x — xo) = b(yy —y). Ao dividirmos os dois membros da ultima igualdade por d,

obtemos

b
g(x - x0) = 200 = ). 2.2)

b . .
Portanto, p | (x — x0). Entdo, existe um inteiro k, tal que

x—xozk(g),
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ou seja,
b
X = xok(g).

Substituindo este valor de x na equagdo (2.2) temos

b
y:yo—(a)k

mostrando que todas as solu¢des da equacdo ax + by = ¢ sao da forma

b
X=X0+(a)k

a
y=Yo— (c_z’)k

Exemplo 2.4 Tomando a equacdo diofantina linear 5x + 7y = 1. Podemos utilizar o par

(10, =7) como solugdo particular. Como (5,7) = 1, todas as solucdes sdo dadas por:

x=10+7k

y = -7 -5k,

onde k € Z.

Mais detalhes podem ser vistos em Campos (2013).

2.6 Congruéncia Linear

2.6.1 Congruéncia

Definicao 2.5 Sejam a,b e m niimeros inteiros dizemos que a é congruente a b médulo m,
m > 0, denotado por

a = b (mod m)

se m | (a — b). Caso contrdrio, diz-se que a é incongruente a b méodulo m e denota-se por

a £ b (mod m)

Exemplo 2.5 Dessa forma, dizemos que 37 = 2 (mod 7), ja que 7|37 —2 e 17 # 4 (mod 7), ja
que T 1 (17 -4)
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Proposicao 2.4 Se a e b sdo niimeros inteiros e m um niimero natural, tem-se a = b (mod m)

se, e somente se, existir um inteiro k tal que a = b + km.

Demonstracao: Se a = b (mod m), entdo m | (a — b). Esse fato implica na existéncia de um
inteiro k tal que a — b = km, isto é, a = b + km.
Reciprocamente, se existir k que satisfaca a = km + b, tem-se km = a — b, ou seja,

m | (a — b) o que implica a = b (mod m).

Proposicao 2.5 Se a, b, c e m sdo inteiros, tais que a = b (mod m), entdo
1 a+c=b+c(modm)

2a-c=b-c(modm)

3 ac = bec (mod m)

Demonstracao: Como a = b (mod m), tem-se a — b = km. Assim, para o item 1, como
a-b=(a+c)—(b+c)tem-se a+ c = b+ c (mod m). Analogamente para 2. Para 3 tem-se
(a — b)c = ckm implicando em m | (ac — bc), e pela defini¢do de congruéncia, ac = bc (mod m).

[
Proposicao 2.6 Se a, b, c,d e m sdo inteiros, tem-se:
1 [(Reflexividade)] a = a (mod m).
2 [(Simetria)] Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m).

3 [(Transitividade)] Se a = b (mod m) e b = d (mod m) entdo a = d (mod m).

Com isso, dizemos que a congruéncia é uma relacdo equivaléncia.

4 [(Compatibilidade com a soma e diferenca)]

a = b (mod m) a+c=b+d(modm)
=
¢ =d (mod m) a—-c=b-d(modm)

Em particular, se a = b (mod m), entdo ka = kb (mod m), para todo k € Z.
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5 [(Compatibilidade com o produto)]

= ac = bd (mod m).

a = b (mod m)
¢ =d (mod m)

Em particular, se a = b (mod m), entdo a* = b* (mod m), para todo k € N

6 [(Cancelamento)] Se (c,m) = 1, entdo

ac = bc (modm) & a = b (mod m).

Demonstracao: Para 1 € suficiente observar que m | a —a = 0.

Em2,sem|a—-b,entiom | —(a—b),ouseja,m|b—-a

Em3, m|a-bem|b—-c,logom|(a—b)+(b—-c)eassimm|a—c.

Para4,sem | a—-bem| c—d,entdom | (a—b)+(c—d), implicando em m | (a+c)—(b+d).
Poroutroladom | (a—b)—(c—d)=>m|(a—c)— (b —Ad).

Para 5, m | (a - b)c + (c —d)belogom | ac— cl.

Para 6, tem-se m | ac — bc, o que implica que m | (a — b)c. O fato de (c,m) = 1 garante
que m { c. Logom | a —b.

Exemplo 2.6 A congruéncia 22 = 2 (mod 5) é equivalente a 11 = 1 (mod 5), jd que (2,5) = 1.

A seguir apresentaremos o caso geral da propriedade do Cancelamento, ou seja, quando (¢, m) =

dparad > 1.

Proposicao 2.7 Se a,b,c e m sdo inteiros e ac = bc (mod m), entdo a = b (mod @), onde

d = (c,m).

Demonstracao: ac = bc (mod m) € equivalente a ac — bc = c(a — b) = km, para algum k € Z.

Dividindo os dois membros por d = (¢, m), se obtém

SJa-=1(2) = 3 5

m c\ (mc) . m c . (m .
Como (E;l) =—0 = 1, significa que (d) 1 (d) Entao (d) | (a — b) o que implica
a=b |mod —
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Exemplo 2.7 A congruéncia 80 = 10 (mod 35) pode ser reescrita na forma 10 x 8 = 10 x

1 (mod 35) e como (10, 35) = 5, podemos simplificd-la a congruéncia 8 = 1 (mod 7).

Definicao 2.6 Se h e r sdo inteiros, tais que h = r (mod m), dizemos que r é um residuo de h

modulo m.

Definicao 2.7 O conjunto de inteiros {ry, ra,- - - , rs} € um sistema completo de residuos modulo

m se
(1) r; #rj (mod m) para i+ j
(ii) para todo inteiro n existe um r;, tal que n = r; (mod m).

Exemplo 2.8 {0,1,2,--- ,m — 1} é um sistema completo de residuos modulo m. Para verificar
esse fato, tomemos os inteiros ty,ti,-- ,t,—1 com t; = i, demonstraremos que eles formam um
sistema completo de residuo modulo m. Pelo Teorema 2.2 sabemos que para cada n, existe um
linico par de inteiros q e s, tal que n = mq+ s, 0 < s < m. Logo n = s (mod m), sendo s um dos
ti. Como |t; — t;| < m— 1, temos t; # t; (mod m) para i # j. Portanto o conjunto {t,t1, "+ , ty-1}

€ um sistema completo de residuos modulo m.

Proposicao 2.8 Se a = b (mod my), a = b (mod my),- - -, a = b (mod my) onde a,my,my, - - , my,
sdo inteiros com m; positivos, i = 1,2,--- |k, entdo

a = b (mod [m,my,--- ,my])
onde [my,my, - -+ ,my] € o minimo miiltiplo comum de my,my, - - - , my.
Demonstracao: Seja p, o maior primo que aparece na fatoragao de my,my, - -- ,m;. Cada m;,
i=1,2,---,k pode ser expresso como

€1j €2} €ni

mi=p, Py " "Pn>

sendo que alguns e;; podem ser nulos. Como m; | (a—b),Vi=1,2,--- ,k temos p;'” | (a=b),i =

1,2,--- ,k,j=1,2,--+,n. Logo se tomarmos

e; = max{e,-,-}
1<i<k
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teremos que

PPy py | (a—Db).

Mas,

el ..e en
PPy py = mymy, -y

o que implica a = b (mod [my, my, - - - ,my])

2.6.2 Congruéncia Linear

Uma congruéncia linear na varidvel x € uma congruéncia da forma ax = b (mod m)
onde x € uma incognita e a, b, m sdo inteiros e m > 0

Se xy € uma solugdo, isto €, axy = b (mod m) e x; = xy (mod m) entdo x; também é
solucdo ja que ax; = axy = b (mod m). Dessa forma, se um representante de uma classe de
equivaléncia, definida pela relagdo de equivaléncia, € solu¢do, entdo todo elemento dessa classe

¢ solucgdo.

Exemplo 2.9 A congruéncia 5x = 9 (modl1) tem como solugdo xy = 4. O fato de 15 =
4 (mod 11), garante que 15 pertenca a mesma classe do 4, sendo também, solucdo da con-

gruéncia.

O Teorema a seguir apresenta o critério que garante se uma congruéncia linear tem
solucdo ou ndo. Além disso, o Teorema também trata a respeito da quantidade de solugcdes
incongruentes das congruéncias resoldveis.

Antes de apresentd-lo, porém, é necessdrio observar que um inteiro x, € solucdo de
ax = b (mod m) se, e somente se, existe inteiro y tal que axy = b + my, ou, reescrevendo
axo — my = b. Essa relacdo entre congruéncias lineares e equacdes diofantinas lineares sera

utilizada para demonstrar o Teorema que se segue.

Teorema 2.6 Sejam a,b,m € Z tais que m > 0 e (a,m) = d. A congruéncia ax = b (mod m)
possui solucdo se, somente se, d | b. Quando isso ocorre, ela possui exatamente d solucoes

incongruentes modulo m.

Demonstracao: Do fato de ax = b (mod m) possuir solucdo se, somente se, ax — my = b
também possuir, concluimos que, para que essa congruéncia seja solivel é condi¢dao necessaria

e suficiente que d | b.
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Quando isso ocorre ela possui infinitas solugdes, dadas por
(X, yio) = (xo — (m/d)k, yo — (a/d)k)

onde (xy, yo) € uma solugdo particular de ax — my = b. Portanto, a congruéncia ax = b (mod m)
possui infinitas solu¢des dadas por

Xy = Xo — (%)k

Estamos interessados em saber o nimero de solu¢des incongruentes. Para verificar isso, toma-

remos as solugdes

m m
Xk, = Xo — (E)kl € Xk, = Xo — (E)kz,

para descobrir sob que condigdes sdo congruentes. Se x; € x, sdo congruéntes modulo m, temos

(3] = (3)) i

o que implica

(@)kl = (%)kz (mod m).

Como (%) temos (m/d,m) = m/d. Assim d = i, o que implicando que k; = k, (mod d).

(3]

Concluimos assim, que as solu¢des incongruentes siao obtidas ao tomarmos k; # k; € isso ocoree

quando k percorre um sitema completo de residuos médulo d.

Exemplo 2.10 E interessante perceber que a congruéncia 8x = 4 (mod 12) é equivalente a
resolver a equagdo 8x + 12y = 4. Essa congruéncia tem 4 solugcoes, uma vez que (8,12) = 4.
Tomando xy = 2 temos

12
Xk:XO—(Z)k:)CO—3k
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onde k =0,1,2,3. Assim temos:

Xo=2-0=2(mod 12)
x1=2-3=-=1=11 (mod 12)
X, =2—-6=-4=8 (mod 12)

x3=2-9=-7=5 (mod 12)
Assim, as solugoes sdo dadas por 2,5,8 e 11. Por outro lado, a congruéncia
4x =9 (mod 16)

ndo possui solugcdo, uma vez que (4,16) =4 e 4 1 9.
O teorema, anterior, além de precisar a quantidade de solu¢des de uma congruéncia

m
%o = (z)"’

onde xy € uma solugdo particular e 0 < k < d. Com os proximos resultados, serd possivel

linear, garante que elas sdo da forma

caracterizar a solugao particular e consequntemente definir com mais precisao todas as solucoes

incongruentes de uma congruéncia linear.

Definicao 2.8 Dizemos que uma solugcdo xy de ax = b (mod m) é vinica modulo m quando

qualquer outra solucdo x; for congruente a xyo modulo m.

Definicao 2.9 Uma solucdo a de ax = 1 (mod m) é chamada de inverso de a médulo m.

Do Teorema 2.6 segue que se (a,m) = 1, a possui um tnico inverso modulo m. Caso
(a,m) # 1, a ndo possui inverso, uma vez que a congruéncia ax = 1 (mod m) nao tem solugdo,

jaque (a,m) 1 1.

Exemplo 2.11 Como as congruéncias 8x = 1 (mod51) e 8x = 1 (mod63), tem solucdo dadas,
respectivamente, por 32 e 8, dizemos que 32 é o inverso de 8 mddulo 51 e 8 é seu proprio

inverso modulo 63. Esse fato serd caracterizado a seguir.

Proposicao 2.9 Seja p um niimero primo. O inteiro positivo a é seu proprio inverso méodulo p

se, e somente se, a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p).
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Demonstracdo: Se a € seu proprio inverso a> = 1 (mod p). Logo p | (a®> — 1), ou seja,
pl@+1)a—-1). Como péprimo, p|(a+1)oup|(a—1),0queimplicaema = 1 (mod p)

oua = —1 (mod p). Facilmente verifica-se que a reciproca € verdadeira.

2.6.3 O Teorema Chinés do Resto

Teorema 2.7 (Teorema Chinés do Resto) Se (a;,m;) =1, (m;,m;) = 1 parai # jea;, b;,c;,m;

inteiros, comi=1,--- ,r, entdo o sistema

a1 x = ¢y (mod my)

arx = ¢, (mod my)

azx = ¢z (mod m3)

a,x = ¢, (mod m,)

possui solucdo vinica modulo m = mymy - - - m,.

Demonstracao: E importante observar que, como cada uma das equagdes tem solucao o sistema
pode ser reescrito da forma

x = by (mod m,)

x = by, (mod m»)

X = by (mod m3)

x = b, (mod m,)

~ ~ . 7 m e
onde o0s b}s sdo as solugdes. Consideremos os numeros n; = —. Dessa forma, (n;,m;) = 1, ja
m;

que (m;,m;) = 1 parai # j. Logo n;x = 1 (mod m;) possui solug@o unica que denotaremos por

n;. Portanto, n;n; = 1 (mod m;), comi =1,2,---,r. Assim, temos o nimero dado por
X0 = blnln_l + bzl’lzl’l_z + -+ b,n,n_,

solugdo para todas as equagdes. De fato, quando i # j, n; € multiplo de m; e portanto n;n; =
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0 (mod m;). Assim temos

Xo = bll’lll’l_l + bzl’lzn_z + -0+ bﬂ’lil’l_,' + -+ b,n,n_,

Xo = b;n;n; (mod m;) = b; (mod m;)

logo, garantindo que xj € solucdo. Supondo x; outra solugdo, obtemos xy = x; (mod m;). Logo
, o~ . o .
m; | xo — x; para todo m;. Os m’s sdo dois a dois primos entre si, dessa forma temos m | xo — x;.

Entdo xy = x; (mod m), mostrando, assim, que a solug¢do € tinica médulo m.

Exemplo 2.12 O sistema de congruéncias

x =1 (mod>5)
x =2 (modT)
x =3 (mod 11)

Como (5,7) = (5,11) = (7,11) = 1 o sistema tem solucdo. Logo m = 5x 7 X 11 =385 e

n =7x11,ny =5x%x11en3 =5x7. Para determinar os n; s basta resolver

7x11ny =1 (mod 5) =2n, =1 (mod 5) = n; =3
S5x11ny=1(mod7)=2n,=1(nmod7)=>n;, =6

SxTnzs=1(mod11) =2n,=1(mod 11) > n3 =6
Como by =1, b, =2, by = 3 temos

Xo = byniny + bynyng + bynszns
Xo=1XT77%X34+21x55x6+31%x35%x6

Xo = 366 (mod 385).

Esse Teorema serd de grande importancia na busca das solu¢des de um Congruéncia
Quadrética, apresentada no proximo Capitulo. E necessario, porém, observar que, para que o

sistema tenha solu¢do € necessario que cada uma das Congruéncias seja solavel.
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2.7 Teoremas Fermat e Wilson
Teorema 2.8 (Wilson) Se p é primo, entdo (p — 1)! = —1 (mod p).

Demonstracao: Pelo Teorema (2.6) sabemos que a congruéncia ix = 1 (mod p), em que i €
{1,2,---,p — 1}, possui solu¢do tnica moédulo p. Assim existe j € {1,2,---,p — 1} tal que
ij = 1 (mod p). De acordo com a Proposicdo (2.9) sabemos que se i* = 1 (mod p) entdo
i=1(mod p)oui=-1=p-1(mod p). Assim, ao agruparmos os pares (i, j) tais que

ij =1 (mod p)ei# jobtemos

2:3---(p=3)p—-2)=1(mod p)

€ portanto
1-2---(p=-2)(p—-1)=p—-1=-1(mod p).
n
Teorema 2.9 Se n é um inteiro tal que (n — 1)! = —1 (mod n), entdo n é primo.
Demonstracao: Suponhamos que n ndo seja primo e (n — 1)! = —1 (mod n), ou seja, n | ((n —

1)!+1). Logoexistemre stalquen = rstalque 1 < r, s < n. Dessaformar | (n—1)!e, como ré
um divisorde n, r | (n—1)!+1). Logo deve, também, dividir a diferenca (n—1)!+1-(n—-1)! =1

o que é um absurso ja que r > 1. Portanto, n deve ser primo.

]
Teorema 2.10 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se p £ a entdo a’~' = 1 (mod p).
Demonstracao: O conjunto {0, 1,---, p — 1} forma um sistema completo de residuo médulo

p. Assim, qualquer conjunto contendo no méximo p elementos incongruentes moédulo p pode
ser colocado em correspondéncia biunivoca com um subconjunto de {0, 1,---, p — 1}. Consi-
deremos os numeros a,2a, - - - , (p — 1)a. Como (a, p)=1, nenhum desses nimeros € congruénte
a zero modulo p e sdo todos incongruentes médulo p, ja que aj = ak (mod p) implica que
Jj = k (mod p) e isto s6 acontece quando j = k.

Temos, entdo, um conjunto de p—1 elementos incongruentes médulo p e ndo divisiveis
por p. Logo, cada um deles € congruente um dos elementos do conjunto {1,2,--- , p—1}. Assim
temos

aa)3a)---(p—1a=1-2-3---(p—1) (mod p),
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ou seja,

a”'(p-1!'=(p-1! (mod p).

O fato de ((p — 1)!, p) = 1 nos permite cancelar o fator (p — 1)! de ambos os lados, obtendo

a’~! =1 (mod p).

Corolario 2.1 Se p é primo e a é um inteiro positivo, entdo a? = a (mod p).
rep 14 p

Demonstracao: E necessério analisar dois casos: p | a e p £ a. No primeiro caso obtemos
p | a(@~' — 1) o que implica em a” = a (mod p). No segundo caso segue do Teorema anterior

que p | (@' — 1), donde p | a(a”"! — 1) implicando em p | (a” — a) e assim a” = a (mod p).

2.8 Residuos Quadraticos

Vamos responder a seguinte questdo: se p € um primo impar e @ um inteiro positivo

relativamente primo com p, quando a é um quadrado médulo p?

Definicao 2.10 Seja m um inteiro positivo e a um inteiro positivo com (a,m) = 1. Dizemos que

2 =

a é um residuo quadrdtico modulo m, se exite x € Z tal que x~ = a (mod m). Caso ndo exista

tal inteiro x, dizemos que a é um residuo ndo quadrdtico médulo m.

Exemplo 2.13 Note que

12=1(@mod7), 2>=4(mod7), 3>=2(modT7)
42 =2 (mod7), 52=4(modT), 6=1(mod7).

Logo 1,2 e 4 sdo residuos quadrdticos modulo 7 e 3,5 e 6 sdo residuos ndo quadrdticos modulo

7. Também escrevemos RQ7 = {1,2,4} e RNQ; = {3, 5, 6}.
Exemplo 2.14 Quais os inteiros sdo residuos quadrdticos moédulo 11? Note que

12=1(mod 11) 22 =4 (mod 11) 3> =9 (mod 11) 4?> =5 (mod 11) 5% = 3 (mod 11)
6>=3(mod11) 7> =5@mod 11) 8> =9 (mod 11) 9 =4 (mod 11) 10251(m0d11)'

Assim RQqq = {1, 3,4,5,9}. Observe que RNQq; =1{2,6,7,8, 10}.
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Agora vamos determinar o ndmero de inteiros que sao residuos quadraticos médulo p

primo.

Teorema 2.11 Se p é um primo impar, entdo existem exatamente residuos quadrdticos

modulo p e (P residuos ndo quadrdtico médulo p.

Demonstracao: Para encontrar todas os residuos quadraticos médulo p entre os inteiros
1,2,3,4,---,p—1,
calculamos os quadrados médulo p desses (p — 1) inteiros
12,22,3%,4%,-.. ,(p — 1)’ (mod p).

Pela Proposicdo (3.1) da pdgina 51, x> = a (mod p) ndo tem solucdio ou tem duas solucdes
-1)

incongruéntes modulo p, segue que temos residuos quadraticos modulp p entre os in-

-1 -D. . e ~ .
(p 3 ) = (p 5 ) 1nte1ros positivos restantes sao residuos

teiros 1,2,3,4,--- ,p—1. Os (p—1)—

ndo quadraticos médulo p.

Definicao 2.11 Seja p primo impar e a um inteiro positivo tal que p 1 a. O Simbolo de Legendre
a

(—) é definido por
p

) 1 se  aéumresiduo quadrdtico modulo p

—1 se aé um residuo ndo quadrdtico modulo p

3
Exemplo 2.15 (H) = 1, pois existe x € Z tal que x* = 3 (mod 11), por exemplo x = 5 e 6.

2
Exemplo 2.16 (H) = —1, pois ndo existe x € Z tal que x* = 2 (mod 11).

Agora, temos interesse em responder a seguinte questdo: Quando um inteiro € um residuo
quadratico médulo p primo?

Primeiro vamos lembrar que:

Observacao 2.1 Sejam a,b,m € Zcomm >0 e d = (a,m):
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i) se d 1 b, entdo a congruéncia xa = b (mod p), ndo tem solugdo,

ii) se d | b, entdo a congruéncia xa = b (mod p), tem exatamente d solucoes incongruentes

modulo m.

Teorema 2.12 (Critério de Euler) Seja p um primo impar e a um inteiro positivo tal que p 1 a.

Entdo
a (=D

(—) =a ? (mod p).
p

a ) . ~
Demonstracao: Suponha que (—) = 1, ou seja, a congruéncia x> = a (mod p) tem solug@o,
p

digamos x = Xx, logo x% = a (mod p). Pelo Teorema de Fermat a”~! = 1 (mod p), assim

(2] (2] (-1

az =(x3) 7 =(x)"'=1(modp). Entioa = = (E) (mod p). Suponha que (ﬁ) = -1,
p p

ou seja, a congruéncia x> = a (mod p) nio tem solugdo. Pelo item ii) da observagio anterior,

temos para cada k com 1 < k < p — 1, (k, p) = 1 um tnico inteiro [ tal que k - [ = a (mod p).
Como x*> = a (mod p) ndo tem solugdo segue que k # [. Portanto agrupando os inteiros

~1
1,2,3,4,---,p—lem (”2 )

pares (k/) cujo produto k/ = a (mod p), obtemos

(=
2

1-2-3 4. (p-2)(p—1)=a"T (mod p)

(=D

(p—D!'=a 7> (mod p).

Pelo teorema de Wilson

(p-1)

a? =(p-1D!=-1(mod p)

a -
entdo (—) =a'7 (mod p).
p

5
Exemplo 2.17 Para p = 23 e a = 5, temos 5'' = —1 (mod 23). Logo (ﬁ) = —1, portanto 5 é
um RNQ23.

Algumas Propriedades do Simbolo de Legrendre.

Teorema 2.13 Seja p primo impar e a, b sdo inteiros ndo divisiveis por p

i se a = b (mod p), entdo (ﬁ) = (é)
p

(e
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2
iii (a—) =1
p

Demonstracao:

i se a = b (mod p), entdo x> = a (mod p) tem solucio se e somente se

x* = b (mod p)

b
tem solucdo. Portanto (E) = (—) =1
p p

: b = b
ii Por hipétese e pelo Critério de Euler (ﬁ) =a 2z (mod p), (—) = b (mod p) e (a_) =
P P 4

=

(ab) = (mod p). Entao

2 2
iii Como (ﬁ) = +1, por ii) (a_) = (ﬁ) (ﬁ) = (ﬁ) =(x1)* =
p p P/ \P p

Observacao 2.2 Por ii) do Teorema anterior: Seja p um primo impar e a um inteiro positivo

@] @2

1 P>

(- () )
p p p p p p

75 3-5-5 3\(5? 5 52
Exemplo 2.18 (a) = ( 97 ) = (ﬁ) (a) Como 10° = 3 (mod 97) e (a) = 1, temos

75
(9—7) =(1)(1) =1

tal que p 1 a. Vamos escrever a = £2%p - pt, entdo

O proximo resultado, conhecido como Lema de Gauss, nos dard mais um método para

. a . p .
determinar (—), para todo primo impar p e todo nimero natural a, tal que (a, p) = 1.
p

Proposicao 2.10 (Lema de Gauss) Seja p um primo impar e a um inteiro ndo divisivel por p.

(3) = (-1,
P
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onde s é a quantidade de residuos positivos modulo p dos niimeros
-1
a,2a,3a, ..., (PT) a,

~ . p
que sao maiores que 5

~ . L (p-1 .
Demonstracao: Considere os inteiros a, 2a,3a, - - - , a. Sejam uy, u, - -+ , Ug, 0OS MeNOres
, .. . . - . p ,
residuos positivos destes inteiros que sao maiores do que 5 e vy, Vo, ,V,;, 0s menores residuos
positivos que sdo menores do que 5. Como
(p—-1
(a,p)=(2a,p)=(3a,p)=---=( D =1,

estes menores residuos sao menores do que p, ou seja, estdo entre 1 e p — 1.
Os inteiros
P—ULp =y, D= UG VLV, Yy (2.3)

o -1
sdo exatamente os inteiros 1,2,3,4,---, (P )

(mod p). De fato, quaisquer dois inteiros de
(p-1
2

(2.3) ndo sdo congruentes modulo p, pois existem exatamente

(p=1)
2

inteiros em (2.3) e todos

sd0 inteiros positivos maiores ou iguais a . Em outras palavras,
u; # u; (mod p) e v; # vj (mod p), Vi # j.

Caso uma dessas congruéncias venha ocorrer, teriamos

ma = na (mod p)

-1 -1
onde m e n sdo inteiros positivos com 1 < m < (P > ) el <n< % Como (a,p) = 1
teriamos
m = n (mod p)
-1 -1
0 que seria impossivel, pois 1 < m < (P 3 ) el <n< (P > ). Também temos p — u; #

vj (mod p). Caso fosse congruente, teriamos

p —ma = na (mod p)

—ma = na (mod p).
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Como (a, p) = 1 terfamos ma = —na (mod p) o que seria impossivel, pois

(p_l)eISns(p_l).

1< <
=M= 2

Portanto
P—ul,P—uz,"' 9p_u‘&"vl’v29"' s Vi

(p—1
2

sdo os inteiros 1,2,3,-- -, em alguma ordem. Entdo

-1
(p—u)(p—uz)---(p=ug)-vy-va---- v = ((p 5 ))! (mod p)

(p—-1
2

D)) - (ug).vivy v, = ( )! (mod p)

Como uy, up, - -+ ,us, vy, Vv, -+, v, 20 0s menores residuos positivos de

-1
a,2a,3a,4a,- -, (P > )a (mod p)
temos
-1
Uy -up----- Ug V- Vyren v, = a,2a,3a,4a,- - ’(p2 )a(modp)
p- -1
ul .u2 ..... us'vl -vz ..... VtEa(ZI)-((pz ))! (modp).

-1
Como (((p 5 ))!,p) = 1, segue que

(—1)%a"" = 1 (mod p)

multiplicando por (—1)°, obtemos

(0

a7 = (-1)' (mod p)
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Pelo Critério de Euler
a
(—) = (=1)" (mod p)
p
|

5
Exemplo 2.19 5 é um residuo quadrdtico modulo 11?7 Queremos calcular (ﬁ) Pelo Lema de

Gauss, Devemos calcular o niimero dos menores residuos positivos dos inteiros
1-5,2-5,3-5,3-5,4-5,5-5@nod 11) =5,10,4,9, 3.

. . . . p ~
Logo existem exatamente dois desses niimeros maiores do que — = — = 5,5, que sdo 10 e 9.

2 2
5
Portanto (ﬁ) = (=1)* = 1, logo 5 é um residuo quadrdtico médulo 11.

2.8.1 Leida Reciprocidade Quadratica

Segundo Hefez (2006), Gauss demonstrou, em 1796 aos dezoito anos, o belo Teorema
da Reciprocidade Quadrética, anteriormente descoberto, sem demonstracao completa, por Eu-
ler e Legendre. Atualmente existem 2071 demonstra¢des da Lei da Reciprocidade Quadratica

(Mota, 2006).

Teorema 2.14 (Lei da Reciprocidade Quadratica) Sejam p e g primos impares distintos. Entdo

(g
q;\p

Trés demonstragdes distintas podem ser encontradas em Araujo (2013).

Observacao 2.3 Também podemos escrever (E) = (—1)“751) o (2)

q p
Observacao 2.4
- _
5 é par quando  p =1 (mod 4)
-1
(P 5 ) é impar quando p = 3 (mod 4).
Segue que
-1)(g-1
1. (p2 )4 3 ) é par quando

p=1(mod4d) e q=1(mod4)
ou

p=1(mod4) e p=3(mod4).
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(p—-D@-1) ,

2. 5 € impar quando
p =3 (mod4)
e
q = 3 (mod 4).
Portanto

sep=1(mod4)eq=1(mod4)
(1_’)(2) = oup=1(mod4)eq=3(mod4)
=1 se p=3(mod4)eq=3(mod4).

Como (B) =+le (z) = +1, escrevemos
q p

(q) sep=1(mod4)eq=1(mod4)
(1—’): P} oup=1(mod4)eq=3(mod4)

—(%) se p=3(mod4)eq=3(mod4).

: . . ~ (P _[4 ~
Podemos dizer que se p e q sdo primos impares, entdo | — | = | = |, a ndo ser que

q
p =3 (mod4)eq =3 (mod4) que neste caso (g) = — (%)
713
E lo 2.20 Calcul
xemplo Cacue(loog)

e p=713=23-31eq = 1009 é primo.

713 23 31
Pelo T 2.13-ii da pdgina 35: = '
e Pelo Teorema 2.13-ii da pdgina 35 (1009) (1()09)(1009)

23
e Como 1009 = 1 (mod 4) e 23 = 31 = 1 (mod 4), pela Observacdo 2.4: ( ) = ( R

1009
31\ (1009
6(1009) ‘( 31 )
e Como 1009 = 20 (mod 23) e 1009 = 17 (mod 31), pelo Teorema 2.13-i:
1009\ (20 1009\ (17
[55)=(3)<(50) - 5)

..... 20\ _ (45)_(2*\[5 5
e Pelo Teorema 2.13-ii-iii. (ﬁ) = (g) = (ﬁ) (Z) =1- (E)
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e Como5 =1 (mod4)e?23 =3 (mod4), pela Observacdo 2.4 e pelo Teorema 2.13-i

[5-(5)-69

e Como5=1(mod4)e5 =2 (mod3), pela Observagdo 2.4 e o Teorema 2.13-i:
3No(2) = (3
5] \3) \3/

5 | 23
e Pelo Critério de Euler( ) = (-1)7 =2= -1 (mod 3). Assim (1009)

17 31
e Como 17 = 1 (mod 4), pela Observacdo 2.4: (31) (17)~

31 14
e Como 31 = 14 (mod 17), pelo Teorema 2.13-i: (ﬁ) = (ﬁ)

14 2.7 2\(7 2
o Pelo Teorema 2.13-ii: |—=| = |—=| = |-—=||-=| e pelo Critério de Euler
17 17 17)\17 17

2T =1 (mod 17).

14 7 7 17
L 4 2.4: —
080 (17) (17) Como 7 = 3 (mod 4), pela Observagado (17) ( 7 )

e Como 17 = 3 (mod 7), pelo Teorema 2.13-i; (%) = (%)

3 7
Como 7 = 3 (mod 4) e 3 = 3 (mod 4), pela Observacdo 2.4: (5) =- (5)

7 1
Como 7 = 1 (mod 3), pelo Teorema 2.13-i: — (—) = - (—) =1.

3 3
. 31 7 1
Assim (m) =" (5) - ‘(5) =l

713 23 \( 31
P = = —1 _1 = 1.
ortanto (1009) (1009)(1009) DD

Como consequéncia da Lei da Reciprocidade Quadratica temos que:

Corolario 2.2 Seja p um niimero primo impar. Tem-se

(2) 1, sep=1oup="7(mod?38)
-1, se p=3oup=5(mod?8)

Demonstracao: (Vamos usar o Lema de Gauss). Se s € o nimero dos menores residuos

postivo dos inteiros

1.2,2.2,3.2,...,

(p— 1).2
2
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que sdo maiores do que 3 £ , entao

2
p

Todos esses inteiros sao menores do que p, entre eles precisamos contar 0s que sao maiores do

que £, para encontrar quantos sdo os menores do que £, ou seja, para encontrar o nosso s. Note

<(p)

que o inteiro 2j para 1 < j ¢ menor do que = (p01s 2j< 5 logo j < = ) quando j < %

Entdo existem inteiros [ ] no COIl_]uIltO

{1.2, 22.32..... (p; 1).2}

~ p .
que sdao menores do que 5 Consequentemente existem

-0

(p D

maiores do que £. Portanto pelo lema de Gauss ( ) =D ~[5] Afirmamos que

_ (-1 [p] _ (" -1) (mod 2).

2 4 8

De fato, Precisamos cosiderar as classes de congréncias de p médulo 8, em dois casos:

(" -1)

1?) Consideremos Se p ==+1(mod 8),entdo p =8k + 1 parak € Z, logo

(»*-1) ) (Bk=1)-1) 6P 16k+1-1 8 (8K + 2k)
8 8 B 8 - 8

2 _
(p < 1) :(8k2i2k):2k(4ki1)50(mod2>-

Se p = +3(mod 8), entdo p = 8k + 3 para k € Z, logo

(»*-1) ) (Bk=3)"-1) 64K £ 48k +9 — 1 8 (8k% 6k + 1)

g 8 - 8 - 8
2
(p B 1) 2
c = (8K® £ 6k + 1) = 2k (4k £3) + 1 = 1 (mod 2).
. . (p-1 [p _ ~ _
2%) Consideremos > |z Se p = 1(mod8),entdo p — 1 = 8k para k € Z, logo

42



=4k -2k =2k =0(mod 2).

002wl

-1 3
Se p =3(mod 8), entdo p — 3 = 8k para k € Z, logo (p2 ):4k+1,§:2k+ze

=4k+1-2k=2k+1=1(mod?2).

(p_l)—[g]:4k+1—

3
2 _
2 4 K+

-1
Se p =5(mod 8), entdo p —5 = 8k para k € Z, logo (p2 ):4k+2,§:2k+1+ie
(p-1 [p]_ 1 _ _
> |2 =4k +2 - 2k+1+1 =4k+2-2k+1)=2k+1=1(mod?2).
_ " 3 (p-1 _ P _ 1
Se p =7(mod 8), entdo p —7 = 8k para k € Z, logo > —4k+3,Z_2k+3+Ze
(pgl)—[g]:4k+3—[2k+%]:4k+2—(2k):2k+250(m0d2).

2
(p - 1)_[3]6(1’ ‘1)
2 4 8
com as quatro possiveis classes de conguréncias do primo p médulo 8, temos

Fazendo a comparacao das classes de conguréncias médulo 2 de

M_[P]Jpz—l)(modz)

2 417 8

Portanto para todo primo p

Em outras palavras

P

(2) Ise p =+1(mod 8)
—1se p = +3(mod 8) .

Portanto

(2) ( 1)@ | Lsep = +1 (mod 8)
—1se p = +3(mod 8) .
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Corolario 2.3 Se p um niimero primo maior do que 3. Entdo

p -1, se p=5oup =7 (mod12).

(3) { I, sep=1oup=11(modl12)
Demonstracao: Pela Lei de Reciprocidade Quadratica.

)
): —]se p=1(mod4)

< | W

Q0 —

= sep = 3 (mod 4).

S—

[5)--

Temos(‘g) =lsep=1(mod3)e (%) = —1se p =2 (mod 3). Analizando os casos:

i1) (E) =lsep=1(mod4)ep=1(mod3),ouse p=3(mod4)e p =2 (mod 3), ou seja,
quando p = +1 (mod 12).

111) (E) =-1l,sep=1(mod4)e p=2(mod3),ouse p=3(mod4)ep=1(mod3), que

implica que p = 5 (mod 12)

Corolario 2.4 Se p um niimero primo maior do que 5. Entdo

(5) 1, se p =i(mod?20),i=1,3,7,9
-1, sep=i(mod?220),i=11,13,17,19.

Demonstracao: Pela Lei de Reciprocidade Quadratica.

1)
(é) — (lg)) se p=1(mod4)oup=3(mod4)

p
(2) = - (%) nao existe, pois 5 # 3 (mod 4).
p

Temos(ls—)) =1lsep=1(modS)oup=4(mod>5)e (%) = —-1se p =2 (mod5) ou

p = 3 (mod 5). Analizando os casos:

ii) (é) =lsep=1(mod4)ep=1(@modS)ouse p=1(mod4)e p =4 (mod>5)ouse
ou seja, quando

P
p=3(mod4)ep=1(modS)ouse p=3(mod4)ep =4 (mod)5H),
= +1 (mod 12) ou p = £11 (mod 20).
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5
p
e

iif) (
S

p = £3 (mod 20) ou p = £7 (mod 20)

):—l,sepz1(mod4)ep52(m0d5)ouseps1(mod4)ep53(m0d5)ou
p=3(mod4)ep=2(mod5S)ouse p=3(mod4)ep =3 (modS5), implica que
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Capitulo 3
Congruéncia Quadratica

Uma congruéncia quadratica € uma equagdo do tipo
ax® + bx + ¢ = 0 (mod n) (3.1)

em que x € incognita, a, b, ¢ sdo inteiros € n € um numero inteiro maior que 1 que ndo divide a.
As Congruéncias Quadraticas, ao contrario das Congruéncias Lineares, ndo possuem uma regra
geral de resolucdo, sendo assim, se faz necessdrio um estudo mais detalhado das resolugdes.
Esse capitulo terd como objetivo determinar se uma congruéncia quadratica € solivel ou nao,

além disso, discutir e elencar métodos e ferramentas para determinar as solucoes de (3.1).

3.1 Estudo das Congruéncias Quadraticas

Para analisar as solucdes de uma congruéncia quadrética, tomemos 3. Suponhamos

que existe um nimero primo p que divide a e n. Analisaremos, agora, 0s seguintes casos:
i) plb e plc: A congruéncia pode ser simplificada da seguinte maneira

b
e+ Zx+S=0 (modz)
p p P p

iil) p 1 be p| c: Neste caso as solugdes da congruéncia sdo da forma x = py, onde y € Z, pois

ax* +bx+c=knecomop|a,p|nep]|c,temos que p | bx, ji que bx = kn — ax* — c.
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Como p 1 b, segue que p | x. Ao substituirmos x na congruéncia obtemos
a(py)* + bpy + ¢ = 0 (mod n)

que pode ser simplificada da seguinte maneira

A . ~ c -
iii) p | be p {f c: Nesse caso, a congruéncia ndo possui solu¢do, uma vez que — ndo € um
p
niimero inteiro. Pois a congruéncia ax’ + bx + ¢ = 0 (mod n) equivale a ax* + bx + ¢ = nt,
para algum ¢ € Z, e por sua vez nt — ax> — bx = ¢, mas por hipétese p divide a,b e n o

que implica que p divide nt — ax? — bx logo p divide ¢, o que é uma contradicdo.

iv) p f be p 1 c: Se x € uma solu¢do da congruéncia, entdo p | (bx + c), ou seja, bx + ¢ =
0 (mod p), o que implica em x = —cb (mod p), em que b é o inverso multiplicativo de
b médulo p. Assim, existe 7 tal que x = 7p — cd, onde d = b (mod p). Substituindo

X = tp — cd na congruéncia obtemos
a(tp — cd)* + b(tp — cd) + ¢ = 0 (mod n)

logo,
a(tp — cd)* + btp + (¢ — bed) = 0 (mod n)

o que implica em
apzt2 + (bp — 2acdp)t + ac’d® + (¢ — bed) = 0 (mod n).

Temos ac’*d? divisivel por p, pois, por hipétese a é divisivel por p, e ainda, p?, (bp —
2acdp) sdo miltiplos de p; desse modo ¢ — bed = 0 (mod p), ou seja, p | (¢ — bed).

. o o qe A . A . 7z n
Assim, podemos dividir a congruéncia por p, obtendo uma congruéncia médulo —.
p

Dessa forma, concluimos que se existe um primo p que divide n e a, a congruéncia nao teré
solugdo, caso ela se enquadre no caso iii), caso contrario, serd equivalente a uma congruéncia
do tipo

dxX*+bx+c =0 (mod ﬁ),
p
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onde a’p = a. Caso haja algum outro primo que divide a’ e — repete-se o processo. Apresenta-
p

remos a seguir alguns exemplos .

Exemplo 3.1  a) A congruéncia 28x*> + 42x + 10 = 0 (mod 70) tem o fator primo 2 comum

a todos os termos. Simplificando a congruéncia pelo caso i), obtemos
14x* + 21x + 5 = 0 (mod 35).

E possivel perceber que a congruéncia ndo possui solucdo usando o caso iii), uma vez

que 7 é um divisor de 14, de 21 e de 35, mas ndo divide 5.

b) Agora na congruéncia 5x* + 4x + 10 = 0 (mod 45), é possivel observar que 5 é um fator
comum aos coeficientes 5 e 10, mas 5 1 4. Logo nos deparamos com o caso ii). Portanto

as solucoes devem ser da forma x = Sy. Reescrevendo a congruéncia, temos
5(5y)* + 4(5y) + 10 = 0 (mod 45)
que por sua vez pode ser simplificada em
25y* + 4y + 2 = 0 (mod 9)

que ndo pode ser ser mais reduzida por esse processo.

c) Na congruéncia 6x> + 5x + 2 = 0 (mod 105), observamos que 3 | 6, 3 1+ 5 e 3 £ 2, nos
remetendo ao caso iv). Logo, se x é uma solucdo da congruéncia, entdo 3 | (Sx + 2), ou
seja, Sx+2 = 0 (mod 3), implica que x = 2 (mod 3). Assim existe um t tal que x = 3t + 2.

Substituindo x = 3t + 2 na congruéncia obtemos
6(3t +2)* + 5(3t +2) + 2 = 0 (mod 105)

541 + 87t + 36 = 0 (mod 105),

que por sua vez pode ser simplificada para
187 +29¢ + 12 = 0 (mod 35)

que também ndo pode ser mais reduzida por esse processo.
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Dessa forma, € possivel concluir que a resolucao de congruéncias quadraticas se reduz a resolucao

de

ax* + bx + ¢ = 0 (mod n)

emquea,b,ceZ,meNe(a,n)=1.

) a2

Analisando agora, a decomposi¢io em fatores primos de n. Sendo n = 2%p{' p5* - - - p;”

e (a,n) = 1, a congruéncia ax’ + bx + ¢ = 0 (mod n) € equivalente ao sistema.

ax® + bx + ¢ = 0 (mod 29)
ax* + bx + ¢ = 0 (mod p{")

ax* + bx + ¢ = 0 (mod p3?

ax* + bx + ¢ = 0 (mod pi")

Pelo Teorema Chinés do Resto, concluimos que o nimero de solugdes da congruéncia ax* +
bx + ¢ = 0( mod n) é igual ao produto do nimero de solu¢des de cada congruéncia do sistema

(caso exista). Dessa forma, o estudo da congruéncia médulo n se reduz ao estudo de
ax* + bx + ¢ =0 (mod pk)
onde a,b,c € Z, péprimo,k e Ne p 1 a.
3.1.1 Primeiro caso: p primo impar
Consideremos a equagao

ax? + bx + ¢ = 0 (mod p), (3.2)

onde p € primo, os coeficientes a,b,c € Ne (a, p) = 1.

Observacao 3.1 :Para p = 2, a congruéncia (3.2) é equivalente a uma Congruéncia Linear da
forma (a + b)x + ¢ = 0 (mod 2), pois x> = x (mod 2). Daqui por diante consideraremos p um

primo impar.
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Sendo p primo impar, tal que (a, p) = 1, a congruéncia
ax®> + bx + ¢ = 0 (mod p)

ao ser multiplicada por 4a, (observando que (4a, p) = 1), € equivalente

4a*x* + 4abx + 4ac = 0 (mod p)
que, por sua vez, completando quadrado € equivalente a

(2ax + b)? = b* — 4ac (mod p),
como 2a e p sio primos relativos podemos tomar y = 2ax + b e A = b*> — 4ac, obtendo

y? = A (mod p) 3.3)

Portanto o estudo das solucdes das congruéncias quadréticas (3.2) se reduzem ao estudo das
solu¢cdes da congruéncia (3.3). Finalmente, para cada solugao y, de (3.3) temos que resolver a
congruéncia linear 2ax + b = yy (mod p), para determinar as solucdes da congruéncia (3.2).

O préximo resultado fornece critérios para que uma congruéncia quadratica médulo p

primo do tipo (3.2) possua solug@o ou nao.

Teorema 3.1 Seja p primo, p >3 ea,b,c € Z, p{ a. A congruéncia
ax® + bx + ¢ = 0 (mod p)

A A
possui duas solucoes incongruentes modulo p se (—) = 1, uma se (—) = 0 e ndo possui solucdo

p
A
se (—) =—1.
p

A Demonstracio deste Teorema pode ser encontrada em Oliveira (2011).
Deste modo temos uma caracterizacdo de solubilidade das congruéncias quadraticas.

Apresentaremos a seguir um critério para constatar se x> = —1(mod p) € soldvel ou ndo.

Teorema 3.2 x> = —1(mod p) tem solucdo se e somente se p = 4k + 1 para algum inteiro k
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Demonstracao: =) Seja a um inteiro tal que
a* = —1 (mod p).

Entdo pelo Teorema de Fermat,

p-1

' =1= ()7 =(- 1T (mod p),

-1
resulta que P € par e consequentemente p é da forma 4k + 1.
&) Teremos que aplicar o Teorema de Wilson: (p — 1)! = —1 (mod p).
-1 +1
1:2:3(p=3)(p-D(p-D=1-(p- 1)-2-(p—2>---(p7)("’2 )

Como p —a = —a (mod p), temos

“1\( p-1
120300 (=3 = D= D =1 (D)2 (2o (22 (<25

2 2
Sai) ( (p =)
2
1\
=(-1)7 ( 2 ) (mod p)
Como p € da forma 4k + 1, segue que P € par e como (p — 1)! = —1 (mod p), obtemos

1);1')2 = —1 (mod p)
! = .

Exemplo 3.2 Determine se a equagdo diofantina x* — 17y = 5 possui solugcdes naturais.
Temos que x* — 17y = 5 equivalente a x> = 5 (mod 17). Basta verificar se 5 é ou ndo um
residuo quadrdtico médulo 17, caso seja, se a equagdo diofantina possui solucdo. Para esta
verificacdo, serd usado o Lema de Gauss. Temos a =5, p = 17, g =75e P ; ! = 8.
Calculando 1.5,2.5,3.5,4.5,5.5,6.5,6.5,7.5,8.5 (mod 17) temos os seguintes resultados.

1.5=5 mod 17 5.5=8 mod 17
2.5=10 mod 17 6.5=13 mod 17
35=15 mod 17 75=1 mod 17
45=3 mod 17 8.5=6 mod 17.
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17
assim que a equagdo diofantina x* — 17y = 5 ndo possui solugcdes naturais.

5
Nos quais apenas trés deles sdo maiores que 7,5. Logo s =3 e (—) = (=1)} = —1. Concluindo

Exemplo 3.3 Analisaremos, agora, a congruéncia 8x* + 5x + 1 = 0 (mod 23).
Observe que p = 23 é um primo impar, (8,23) = 1 e (32,23) = 1 Multiplicando a equacdo por

4a, ou seja, por 32 obtemos
256x" + 160x + 32 = 0 (mod 23)
Completando quadrado temos a seguinte congruéncia
(16x + 5)* = 16 (mod 23).
Tomando y = 16x + 5 e A = 16, iremos resolver a seguinte congruéncia.
y* =16 mod 23

Efdcil observar que (+4)*> = 16 (mod 23) e que y = +4 (mod 23). Resolver a congruéncia
8x> +5x+1 =0 mod 23 é o mesmo que resolver as congruéncias 16x +5 = 4 ( mod 23) e

16x + 5 = —4 ( mod 23), obtendo as seguintes solucoes, x = 10 (mod23) ou x = 21 (mod?23).

Podemos resolver a congruéncia quadratica do Exemplo (3.3) usando o conceito de
inverso multiplicativo médulo p. O exemplo a seguir serd usado um método alternativo, do

proposto inicialmente, para resolu¢io da congruéncia quadrética apresentada no Exemplo (3.3).

Exemplo 3.4 Resolveremos, agora, a congruéncia 8x* +5x+1 = 0 (mod 23), usando o inverso
multiplicativo do coeficiente a médulo p, ou seja, estamos interessados em saber quem é o

inverso multiplicativo de 8 modulo 23. Para isto devemos resolver a equacdo Diofantina
8t—23z=1

ou construindo tabua de multiplicacdo completa para o corpo de inteiros médulo 23. Fazendo
um dos dois processos, descobre-se que o inverso multiplicativo de 8 modulo 23 é o 3. Multi-
plicando a congruéncia 8x* + 5x + 1 = 0 (mod 23) por 3 obtemos,

X%+ 15x + 3 = 0 (mod 23)
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Observe que o coeficiente do termo x é impar, ao completarmos quadrado, desta maneira,

teremos ,
15 219
()C + 7) = T (mod 23)
15 219 . .. . . .
onde > e = € Q. Assim, podemos adicionar ou subtrair modulo 23, desta maneira teremos

o coeficiente do termo x par e uma classe de equivaléncia modulo 23, para obter a congruéncia
x* +38x +3 = 0 (mod 23).
Procedemos, entdo a completar o quadrado da seguinte forma.
x* +38x +361 = 361 — 3 (mod 23)

(x + 19)* = 358 (mod 23)
(x + 19)? = 13 (mod 23)

Tomando y = x + 19, devemos resolver a congruéncia y* = 13 (mod 23). Para encontrar
as solucoes para y, continuamos adicionando o modulo p = 23 até obtermos um quadrado
perfeito. Isso significa, encontrar um inteiro y tal que y = + V23t + 13, com t € N. Atribuindo
valores para t, vemos que quando t = 1 implica que y = +6. Agora, podemos encontrar a
solugdo da congruéncia quadrdtica original, resolvendo as congruéncias x + 19 = 6 mod 23

e x + 19 = -6 (mod 23), que resulta as mesmas solu¢oes do Exemplo (3.3) da pdgina 52.

Observacao 3.2 Uma progressdo aritmética de razdo p primo, gera quadrados perfeitos, se

somente se, o seu primeiro termo for um Residuo Quadrdtico médulo p.

O proximo exemplo serd uma congruéncia quadratica que ndo possui solugao.

Exemplo 3.5 Seja a congruéncia 5x*> +2x + 1 = 0 (mod 11).
Observe que p = 11 é um primo impar, (5,11) = 1 e (20,11) = 1 Multiplicando por 4a a
congruéncia, obtemos

(10x +2)* = 6 (mod 11)

tomando y = 10x +2 e A = 6 temos y* = A (mod 11), mas a congruéncia ndo possui solucdo,

uma vez que 6 é um residuo ndo quadrdtico modulo 11, ou seja, o Simbolo de Lagendre (ﬁ) =
-1.
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A seguir veremos uma congruéncia quadratica que possui uma solucao.

Exemplo 3.6 Seja a congruéncia 4x*> + 5x + 3 = 0 (mod 23)
Como 23 t 4, multiplicando por 4a = 4.4 = 16 a congruéncia, teremos 'y = 2ax+b e A =

b* — 4ac, obtendo uma congruéncia equivalente & y* = A (mod p), dai segue que,

V= (8x+5)* = A =25-48 = -23 = 0 (mod 23).

Temos 8x + 5 = 0 (mod 23), o que implica que a solucdo da congruéncia quadrdtica original é

dada somente por x = 8 (mod 23).

Proposicio 3.1 Se p é um primo impar e p 1 A, entdo a congruéncia y* = A (mod p) néo tem

solucdo ou tém exatamente duas solugées incongruentes modulo p.

Demonstracao: Pelo Teorema (3.1) da pagina 50 a congruéncia ndo tera solugdo se

A

(—) = —1. Suponha que a congruéncia tenha uma solugdo, digamos y = z, isto é, 72 =
p

A (mod p). Claramente y = —z também é uma solucdo, desde que (-z%) = z> = A (mod p).

Também z # —z (mod p), porque se z = —z (mod p), isto implicaria que 2z = 0 (mod p), que é
um absurdo, uma vez que p é impar e ndo divide z, j4 que 2> = A (mod p) e p { A.

Basta mostrar que as duas solucdes (quando existem) sao as Unicas. Suponhaquey = z,y = w
sdo duas solugdes desta congruéncia quadritica, consequentemente z> = y*> = A (mod p), entdo
22—y =22-w?=a-a =0 (mod p). Isto significaque p | z+ w ou p | z— w, que implica

que z = —w (mod p) ou z = w (mod p). De qualquer jeito, ficamos apenas com duas solucdes

distintas, y = (mod p) e y = —z (mod p).

Observacao 3.3 Quando a congruéncia (3.3) da pdgina 50 tem uma solucdo, significa que o
nimero A é miiltiplo de p. Quando a congruéncia (3.3) tem duas solugoes, diz-se que o niimero
A um residuo quadrdtico modulo p. Caso contrdrio, se a congruéncia (3.3) ndo tem solugoes,

o nimero A é dito um residuo ndo quadrdtico modulo p.

3.1.2 Segundo Caso: p = 2F

Dividiremos em dois sub-casos, o primeiro quando b € par e o segundo quando b é

impar:
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i) Sendo p =2, com 2 { a e b par, temos que a congruéncia

ax® + bx+ = 0 (mod 2

ao ser multiplicada por q, fica

a*x* + abx + ac = 0 (mod 2%)

uma vez que (a,2) = 1, e completando quadrados obtemos

2 DY _ (P ‘
(ax +2) _(2 ac)(modZ).

Caso anélogo ao mostrado anteiormente para p primo.

ii) Se b € impar, c deve ser par, uma vez que a € impar. Caso contrério a congruéncia nao tem

solucdo. Ao tomarmos a congruéncia

ax* + bx + ¢ = 0 (mod 25)

e multiplica-la por 4a, obtemos

4a* + 4abx + 4ac = 0 (mod 2**?)
que, por sua vez, pode ser reescrita completando quadrados na forma

(2ax + b)* + 4ac — b* = 0 (mod 2¥+?)

implicando em
(2ax + b)* = (b* - 4ac) (mod 2K2).

Exemplo 3.7 Analisaremos um exemplo que tem o coeficiente b da congruéncia quadrdtica

par.

Dado a congruéncia 3x* + 4x + 5 = 0 (mod 16) temos 2 1 3 e 4 é par, logo ao multiplicarmos

por 3 a congruéncia, fica
9x? + 12x + 15 = 0 (mod 2%),
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completando quadrado, obtemos
(Bx+2)*=4-15=5 (mod 16).

Exemplo 3.8 Analisaremos agora uma congruéncia quadrdtica que tem o coeficiente b da con-
gruéncia impar.

Seja a congruéncia 3x*> +5x+1 = 0 (mod 8). Observe que 8 1 3, 5 é impar e 1 também é impar.
Logo a congruéncia proposta ndo possui solugdo, uma vez que, se x| fosse uma solugdo par, o
mesmo ndo satisfaria a congruéncia, jd que 3x; + 5x; + 1 teria paridade respectivamente par
+ par +impar = impar que é incongruente moédulo 8. De maneira andloga se x, fosse uma

~ . P ~ ) . . P A .

solugdo impar, também a expressdo 3x;5 + 5x, + 1 teria paridade impar. Portanto a congruéncia

3x% + 5x + 1 = 0 (mod 8) ndo possui solugdo.

Assim, concluimos que a congruéncia ax? + bx + ¢ = 0 (mod 2¥) tem o estudo de suas

solucdes reduzido ao estudo de uma congruéncia da forma x?> = d (mod 2°).

3.1.3 Congruéncias x> = a (mod p*)

Tomemos a congruéncia

x* = a (mod pk),

em que a, k € Z. Podemos considerar que p { a pois, se pla entdo p|x’ e consequentemente p|x.
Assim se a congruéncia tiver solug@o sera da forma x = py para algum y € Z. Substituindo a

2.2 _

solucdo na congruéncia obtemos p?y* = pb (mod p*), que ao ser simplificada é reduzida a

py2 = b (mod pk_l).

Devemos ter k > 1 pois, caso contrdrio, a congruéncia teria como tinica solucdo, x = 0 (mod p*).

Se p|b, o processo € repetido até que seja obtido uma congruéncia

x* = d (mod p"),

’
a N . ~
em que p 1 a’, observandoque ser =1¢ (—) = 1 a congruéncia ndo admite solugao.

Desta forma o estudo das solu¢oes de Congruéncia Quadraticas pode ser realizado considerando

uma congruéncia do tipo x> = a (mod p*) em que p é primo e p | a.
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Exemplo 3.9 Analisaremos uma congruéncia em que r = 1.
Seja a congruéncia x* = 18 (mod 27). Temos 27 = 3° e 3 | 18. Assim se a congruéncia tiver

solugdo, serd da forma x = 3y para algum y € Z. Substituindo na congruéncia obtemos
3%y? = 3.6 (mod 3°)
que ao ser simplificada é reduzida a
y* =2 (mod 3"

Fdcil perceber que r = 1 e 3 1 2 e, por sua vez, 2 é um residuo ndo quadrdtico médulo 3.

Concluindo assim que a congruéncia 3*y* = 3.6 (mod 3*) ndo admite solugdo.

A finalidade nas proximas secOes € determinar métodos para encontrar as solugdes das
congruéncias quadraticas. Veremos, ainda, que para determinar as solu¢des de x> = a (mod p*)

é necessario resolver a congruéncia x*> = a (mod p).

3.2 Estudo das solucoes da Congruéncia Quadratica p primo
impar

O intuito desta se¢iio é mostrar como resolver congruéncias da forma x> = a (mod p)

sem recorrer a método de tentativas, como mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo 3.10 Resolva x> = 5 (mod 61).
De acordo com o Critério de Euler, a equagdo x* = 5(mod 61) tem solugdes desde que 5° =
1 (mod 61), de fato,

5 =125 =3 (mod 61)

(53)'0 = 31 (mod 61)

Mas temos que 3° =243 = —1 (mod 61), portanto
59 = (3°) = (1)’ = 1 (mod 61).

Isso mostra que 5 é Residuo quadrdtico modulo 61. Agora para encontrarmos as solugoes,

continuamos adicionando o médulo p = 61 até obtermos um quadrado perfeito, assim como no
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Exemplo 3.4.
¥ =5=54+461=5+261)=---=5+20(61) = 1225 = 35> (mod 61)

Entdo temos x* = 35 (mod 61), que dd x = 35 ou x = —35. As solugées sdo x = =35 =

26(mod 61) e x = 35 (mod 61).

3.2.1 Primos impares congruentes a 3 médulo 4

Teorema 3.3 Dado p primo impar da forma p = 3 (mod 4) e a um residuo quadrdtico médulo

p. Entdo, x' = +a'T (mod p) é solucdo da congruéncia x* = a (mod p).

Demonstracio: Ao substituir X’ na congruéncia x> = a (mod p), obtemos
D+ 2 .
(X)? = (a%) (mod p), ou seja,
(¥)? = a’T (mod p).

Pelo Critério de Euler temos (x')> = a- (ﬁ) (mod p). Como a é um Residuo Quadratico médulo

p, implica que (ﬂ) = 1. Logo, (¥)*> = a.1 = a(mod p).
p

Veremos no proximo exemplo a aplicagdo do Teorema (3.3).

Exemplo 3.11 Resolva a equagdo x* + 25x + 24 = 0 (mod 31).
E equivalente a resolver y* = A (mod p), onde A = b* —4ac ey = 2ax + b. y* =
252 —4-24 =529 = 2 (mod 31), pelo Teorema (3.1) da pdgina 50 temos que a equagdo possui

solugdo, visto que (—) = 1, além disso, 31 = 4 - 8 + 3, aplicando o Teorema, temos que as

31
solugées sdo da forma y = +2% (mod 31). Temos

2° =1 (mod 31)
23 = 8 (mod 31)
2% =2°.2° = 1.8 = 8 (mod 31).
Logo, y* = 2 (mod 31), tem como solugcao y = +8 (mod 31).
e Para?2x+ 25 = 8 (mod 31) a solucdo é x = 19 (mod 31)

e Para?2x + 25 = -8 (mod 31) a solugdo é x = 12 (mod 31).
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3.2.2 Primos impares congruentes a 5 médulo 8

Teorema 3.4 Se a é um Residuo Quadrdtico médulo p e p = 5 (mod 8) em que s = a’% . Entdo

(p-1)

a congruéncia x* = a (mod p) terd como solucdo +s ou 2+ - s.

2
Demonstracao: Como p = 5 (mod 8), pelo Corolério (2.2), temos (—) = —1. Pelo
p

. (=D . N
Critério de Euler, temos 2 2 = —1 (mod p). Assim, a congruéncia
g (e e e o,
s=la® ) =a? =a7? a =a (modp)

o ) ) -1 . ~
implica em s° = +a (mod p) se s~ = —a (mod p), consequentemente 2"+ - s serd solucdo para

x> = a (mod p).

Exemplo 3.12 Resolva a equagdo 11x* + 15x + 5 = 0 (mod 61)
Essa congruéncia é equivalente a resolver y* = A (mod p), onde A = b*> —4ac ey =

2ax+b. Segue que y* = 15*—4-11-5 = 5 (mod 61). Usando a Lei de Reciprocidade Quadrdtica

1

-1 61— 1 1
temos (%) = (—1)%% (%), mas (%) = (g) = 1, isso implica que (65_1) = 1, pelo Teorema

(3.1) da pdgina 50 a equagdo possui solucdo. E possivel verificar que 61 = 5 (mod 8), logo

61+3

aplicando o Teorema (3.4) da pdgina 59, s = 53 = 5% = 390625 = 42 (mod 61), que ndo é
solucdo da congruéncia, uma vez que (42)*> = 56 = =5 (mod 61). Logo a solucdo serd dada
por 2% s =215.42,

Temos

2% = 64 = 3 (mod 61)
2% = 8 (mod 61)
215 =20202%=33.8=72=11 (mod 61)
Logo a solugdo de y* = 5 (mod 61) serdy = 11 - 42 = +35 (mod 61).
e Para22x + 15 = 35 (mod 31) a solugdo é x = 12 (mod 61).
e Para22x + 15 = —-35 (mod 31) a solugdo é x = 49 (mod 61).

Portanto as solugées de 11x* + 15x + 5 = 0 (mod 61) sdo dadas por x = 12,49 (mod 61).

59



3.2.3 Algoritmo Tonelli-Shanks

O algoritmo Tonelli-Shanks € usado para resolver congruéncias da forma
x* = a (mod D),

onde a é um residuo quadratico (mod p) e p € um primo impar.

O algoritmo de Tonelli-Shanks nao pode ser usado para médulos compostos. Encon-
trar raizes quadradas modulo nimeros compostos € um problema computacional equivalente a
fatoracdo inteira.

Uma versao equivalente, mas ligeiramente mais redundante deste algoritmo foi desen-
volvida por Alberto Tonelli em 1891. A versa que serd apresentada, foi desenvolvida indepen-
dentemente por Daniel Shanks em 1973, que explicou:

“Meu atraso na aprendizagem destas referéncias historicas foi porque eu tinha empres-
tado o Volume 1 da Histéria de Dickson a um amigo e ele nunca mais me devolveu o livro”,
Shanks (1972).

2 =

O objetivo de exibir este algoritmo € resolver a equacdo x~ = a (mod p) onde p é um

primo impar satisfazendo p = 1 (mod 4) e a é um residuo quadratico modulo p, isto é o Simbolo
de Legendre (ﬁ) =1.
p

Processo do Algoritmo
1. Fatorar o inteiro par p — 1, obtendo p — 1 = 2°.Q. Onde Q € impar
2. Achar um inteiro positivo y tal que (%) =—1.
3. Calcular os seguintes valores.

e R=a> (mod p)
e ¢ =y? (mod p)
e t=a? (mod p)
e F=F§

4. Processamento das solucdes (Laco ou Loop)

A Set =1 (mod p), entdo o algoritmo pard e as duas solucdes da congruéncia sdo R e

p—R. Set # 1 (mod p), entdo execute as duas etapas a seguir
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B Encontre o minimo i tal que 0 < i < E e que 2 =1 (mod p).

i-1

C Calcularb = ¢ mod p e substituir as quantidades R, ¢, t e E da seguinte maneira

i R = Rb (mod p)

ii ¢ =b%(mod p)

iii = bt (mod p)
iv E=i

Voltando para a Etapa A.

O valor inicial de R = a* (mod p) € uma estimativa inicial da solu¢do para a con-
gruéncia. O restante do algoritmo € refinar repetidamente esta estimativa para alcangcar uma
solu¢do. Observe que o passo 4-B € para determinar a ordem do niimero t. Cada vez que um
novo valor de t € calculado, a ordem do novo t € menor que a ordem do t anterior. O objetivo
¢ alcancar um t de ordem 1, o que significa que o nimero t em si seria congruente a 1 médulo

p, a altura em que a estimativa R se torna uma solucdo. A demonstracdo do algoritmo pode ser

vista em Dan Ma (2015).

Exemplo 3.13 Use o algortimo de Tonelli-Shanks para resolver x* = 67 (mod 193).
67 67 \ (193
O nuimero 193 é primo e o valor do Simbolo de Legendre é (—) =1, ( )( ) =

193 193/\ 67
e [ 67 67\ (59
e (O (00 2 (22
D 1193 193] |67

59 s (67) s\ (2\(2)_
Mas (a) = (—1) 22 (E) = (—1)(5) = (—1)(5) (E) = (—1) -1- (—1) LOgO

67 .
( = 1. Portanto a congruéncia possui solucdo.

193

A seguir mostraremos as etapas.
Etapal p—-1=192=2°.3;S=6eQ=3
Etapa 2 Pelo Coroldrio (2.4) da pdgina 44, y = 5 é um Residuo ndo Quadrdtico modulo 193.

Etapa 3 Calcular os seguintes valores. Todos os cdculos sdo modulo p = 193
e R=a'? =673 =67*=50

e c=y2=5'=125

e t=a?=67"=69

e =S5 =6.
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Observe que t ndo é congruente a 1 modulo 193. Por isso, precisamos executar o Loop

Loop Iteracao 1

Achamos o menor natural i, 0 < i < E, tal que 2 =1. Dado b = "', substituimos os

valores,R, c,t, e E como segue:

e [ =35, o menor inteiro i, 0, i, E, tal que =1,

69? = 129 (mod 193)

(692) = 1292 = 43 (mod 193)
1\2 2

(69*)" = 432 = 112 (mod 193)
8\2 2

(69 ) = 1122 = 192 (mod 193)

(6916)2 = 1922 = 1 (mod 193).

e b=c"" =125""" = 125.

Ry =Rb=50-125 =74

c; = b* =125 = 185.

t =ci.t = 185-69 = 27 (mod 193).

L E1:5.

Observamos que t;, também, ndo é congruente a 1 modulo 193, Novamente faremos o

Loop.

Iteracao 2

o i=4 omenori, 0 <i< Ey, tal que tfi =1;

2 _ 2\2 _ 1502 —
27% = 150 (textmod 193) (27) = 150% = 112 (mod 193)

(27) = 11222 192 (mod 193)  (27%) = (=1)° = 1 (mod 193)

o b=l =185 =185

R2 ER]Z’):74' 185 =180

c,=b> =185 =64
® 1H =cy.t; =64-27 =184 (mod 193)
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° E2:4

Observamos que t,, também, ndo é congruente a 1 médulo 193, Novamente faremos o

Loop.

Iteracao 3

e [ =3, 0menori, 0 <i<E,, tal que t%i =1,

1842 = 81 (mod 193)

(1844)2 = 812 = 192 (mod 193)

(1848)2 = (=1)* = 1 (mod 193

° b = C§E2ﬂ?l — 64247371 = 64

e Ry = Rsb=180-64 = 133

c3 =b* =642 =43
® 13 =c3.tp =43-184 =192 = —1 (mod 193)

.E3:3

Observamos que t;, também, ndo é congruente a 1 modulo 193. Novamente faremos o

Loop.

Iteracao 4

o i=1,0omenori, 0 <i< Ej, tal que tgi =1;
(=1)* = 1 (mod p)

o b= =437 2432 = 112

Ry=Rsb=133-112=35

cs=b?=1122=-1
o 1y =cyt3 =43 - (=1)(-1) =1 (mod 193)
o F,=1
Agora encontramos ty, = 1 (mod 193), Portanto as solugées da congruéncia dada sdo x = Ry =

35 (mod 193) e x = p — Ry = 193 — 35 = 158 (mod 193).
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3.3 Solucoes das Congruéncias Quadraticas x*> = a (mod p")

O prop6sito desta secdo € averiguar em que condi¢do a congruéncia x> = a (mod p"),

quando p é primo impar, possui solucdo e como encontra-las.

3.3.1 Solubilidade e construcio das solucdes de x> = a (mod p")

Teorema 3.5 Se p é um primo impar e (a,p) = 1, entdo x* = a (mod p") tem exatamente

duas solucoes se a é um residuo quadrdtico de p, e nenhuma solucdo se a é um residuo ndo

quadrdtico de p.

Demonstracio: Suponha que x> = a (mod p") pode ser resolvido, ¥n € N entdo

2 _

. P a . a P
X a (mod p) também € soluciondvel, logo [ —| = 1. Inversamente, deixe (—) = 1; Isto é,

p p

2 = g (mod p) € soltivel. Vamos agora provar por indugdo que x> = a (mod p")

suponha que x
€ soluvel para cada inteiro positivo n. Claramente é verdade quando n = 1. Entdo suponha que
é verdade para um inteiro arbitrdrio k > 1 : x> = a (mod p*) é solivel. Vamos mostrar que
x*> = a (mod p**!') também é soluciondvel, construindo assim uma solucio.

2

Seja & uma solucdo de x> = a (mod p*), entdo @ = a (mod p¥), isto &, @ = a + ip* para algum

2

inteiro i. Agora geramos uma solu¢io da forma a + jp* da congruéncia « a (mod p*h).

Entao

(@ +jp') = a® + 2ajp" + fPp*
= o + 2ajp* (mod p*), desde que 2k > k + 1

= (a + ip") + 2ajp* (mod p*)

= a+ (i + 2a))p* (mod p**h).

Agora escolha j tal que i + 2aj = 0 (mod p). Tal j existe, ja que desde que (2a, p) = 1. Com

tal j, (@ + jp*)* = a (mod p**!). Assim +(a + jp*) é uma solugio de x> = a (mod p**!).

Portanto concluimos, por indug¢io, que x> = a (mod p") é soltvel para cada inteiro positivo n.

n

Outra Demonstra¢ao do Teorema 3.5 pode ser dada da seguinte maneira.
Demonstracao: Tomemos f(x) = x*> — a, temos que f'(x) = 2x e se x = x; (mod p)

é uma soluciio de x> = a (mod p), entdo como (a,p) = 1, (x;,p) = 1 e como p é impar

(2x1, p) = 1. Portanto, f’(x) nao é divisivel por p. Do fato de x = x;(mod p) concluimos que

64



X = x1 + pt;, onde t; € Z. Utilizando a Expansdo em série de Taylor, podemos escrever f(x) da

seguinte maneira:
SO (x = x,)° N S e (x = x1)

f) = 0l T ,

o que implica, ao colocarmos x = x; + pt; em f(x) = 0 (mod p?), em

fx) = f(x) + f'(x)x + pty — x1) = f(x1) + pt1 f(x1) = 0 (mod Pz)-

Simplificando a congruéncia por p, obtemos

f(;) +11f'(x1) = 0 (mod p).

Como p | f(x1) e p 1 f'(x1), entdo p | ;. Assim, temos uma solucdo,
t =1, (mod p) = t; = 1] + pty.

Temos, agora, que x = x;+pt|+p*t, = xo+p°t,. Utilizando esse valor de x em f(x) = 0 (mod p*)
temos

f(x2) + p*taf’(x2) = O(mod p?),

que por sua vez implica em

f(x2)

R tf'(x2) = 0 (mod p*).

Como x; = x; (mod p) e f'(x) = f'(x1) (mod p), entdo p 1 f’(x,). Logo, a tltima congruéncia
tem uma solucao:

h =t, (mod p) = 1, = t; + pts.

Assim,

X=X+ pty+ p'f = x5+ ps.

Continuando esse raciocinio encontramos, a partir da solucio de x> = a (mod p), a solucdo

2 =

de x a (mod p*). Assim com a condi¢do que f’(x;) ndo seja divisivel por p toda solugio

x = x; (mod p) de f(x) = 0 (mod p) proporciona uma solugio de f(x) = 0 (mod p*) dada por:
X =X+ pklk
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x = x; (mod ph).

n
Constatando, assim, que o caso p = 2 é diferente, e o método de resolubilidade é dada

na Secc¢ao (3.4).

Observacao 3.4 Este resulta refere-se a solubilidade e construgdo das solugées das congruéncia
quadrdticas médulo p* com p primo impar. Se x* = a (mod p) é soliivel, entdo x* = a (mod p")
também é soliivel. E suas solucoes podem ser usadas, passo a passo, para gera as solugoes de

x* = a (mod p").

Exemplo 3.14 Encontre a solugdo de x* = 23 (mod 7°).

Primeiramente constataremos se a congruéncia x> = 23 = 2 (mod 7) é soluvel. Como (%) =1,

a congruéncia x* = 23 (mod 7) é soliivel e é fdcil verificar que as solugdes sdo x = 3,4 (mod 7).
Tomando uma das solucdes de x* = 23 (mod 7), construimos as solucdes de x* =

23 (mod 7%). Elegendo o 3 como solugdo de x* = 23 (mod 7), implica que 3> = 23 + 7i para

algum inteiro i, a saber i = —=2. Entdo 3* = 23 + (=2) - 7. Seguindo os passos da demonstracdo

do Teorema (3.5), segue que, a = 3 + 7j é uma solucéo de x> = 23 (mod 7%). Imediatamente

@* = 23 (mod 7%),

B+7)>=9+42j+49,°
=9 + 42 (mod 7%)
= [23 + (=2) - 7] + 42 (mod 7%)

=23 +7(2 — 6j) (mod 7°).

Segue que at = 23 +7(2 - 6) = 23 (mod 7%), simplificando a congruéncia, obtemos =2 + 6 =
0 (mod 7), resolvendo, concluimos que j = 5 (mod 7). Uma vez estabelecido o valor de j
encontramos o valor de a. Assim, concluimos que a1 =3 +7j=3+7-5 = 38 (mod 7%), ou
seja, +38 é uma solucdo de x* = 23 (mod T?).

Usaremos agora 38 para gerar uma solucdo de x* = 23 (mod 7°). Como 38> =
23 (mod 7%), é o mesmo que 382 =23+ k- 7% para algum k inteiro, a saber k = 29, Entdo

382 = 23 + 29 - 72. De maneira andloga para encontrarmos as solucées de x* = 23 (mod 7%),

66



temos ay = 38 + 7% - | uma solugdo de x* = 23 (mod 7).

(38 + 7°1)> = 38 + 76.7%.1 + 7!
= 38% + 76.7%.1 (mod 7°)
= (23 +29.7%) + 76.7* (mod T°)

=23 + 7%(29 + 76.0) (mod 7°).

Com esse processo basta encontrar [ tal que 29 +761 = 0 (mod 7T) para encontrarmos o valor de
@,. Ao resolver 29 + 761 = 0 (mod 7), encontramos | = 1. Entdo a, = 38+ 7%-1 = 87 (mod 7°),
logo +87 é uma solucdo da congruéncia x* = 23 (mod 7*). Para a outra solucéo x = 4 (mod 7),

fazemosa=23ep =11
1° Tome « e k (expoente do médulo7), a =4 ek =1

2

2° Tome o = a + ipk e resolva para i, a® = 23 + 7i, obtemos i = —1

3° Resolva i +2aj = 0 (mod p) para j, entdo

—1+2-4j=0(modT7)

encontrando j = 1 (mod 7)

4° A solucdo de x* = a (mod p)

a+ jp=4+1.7=11¢éuma solucdo de (x* = 23 (mod 7%)

5° Utilizeaek:a=11ek =2

Repita os passos 2 — 4 para encontrar para encontrar uma solugdo de x* = a (mod 7°).
6° Expressar o’ na forma a + ip?, a® = a + ip?, obtemos 121 =23 +i.7%; i =2

7° Resolver a congruéncia Linear

i+ 2aj =0 (mod p) para j.

2+42-11j=0(mod7); j=5

8° Gerar as solugdes de x* = a (mod p?)
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a+ jp* =11 +5-7% =256 é uma solucdo de x* = 23 (mod 7°).
Portanto as solugées do Exemplo proposto sdo: x = 87,256 (mod 7°).

Exemplo 3.15 Resolva a congruéncia x* = 3 (mod 121).

Como {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} é um Sistema Completo de Residuo modulo 11 e 5 e 6
satistfazem a congruéncia x> = 3 (mod 11) podemos escrever que x =5+ 11t e x = 6 + 11¢. Se
atribuirmos valores a t, as solugcées naturais menores que 121 que satisfazem o médulo 11 sdo,
16,17,27,28,38,39,49,50,60,61,71,72,82,83,93,94, 104,105, 115, e 116, dos quais duas
satisfazem o modulo 121. Testando todas elas, x = 27 (mod 121) e x = 94 (mod 121) sdo as

solucoes buscadas.

A abordagem acima aumenta a dificuldade a medida que aumenta a base do expoente,
dado o nimero de operagdes realizadas. Para evitar essa situagdo o préximo exemplo serd

resolvido de acordo com a segunda demonstracdo do Teorema (3.5) da pagina 62.

Exemplo 3.16 Resolva a congruéncia x* = 3 (mod 121)

Para verificar se x* = 3 (mod 121) é soluvel, devemos constatar se 3 é um residuo
quadrdtico médulo 11, de fato é. Usando a Formula de Taylor de tal forma que toda solugdo
x = x1 (mod p) da congruéncia f(x) = 0 (mod p) e com a condigcdo da derivada f’(x\) ndo
ser dividida por p, proporciona uma solucdo da congruéncia f(x) = 0 (mod p") da forma
X = X, + p't,. Deste modo x* = 3 (mod 121) equivale a x* — 3 = 0 (mod 121). Calculando de
x* = 3 (mod 11), temos como solugcdo x, = 5+ 11t; e x; = 6+ 117,. Tomando f(x) = X2 -3
para

f(5)=22e £(6) =33

e para a derivada de f'(x) = 2x, os valores sdo
f S =10e f(6) =12
onde, nem 10 e nem 12 sdo divisiveis por 121. Resolvendo
FO) + 11t f'(5) = 0 (mod 121)

que é equivalente a

22 + 11t - 10 = 0 (mod 121)
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resulta em

2+ 10t; =0 (mod 11)

se dividirmos tudo por 11 e fazendo as operacdes, t| = 2 que é equivalente a t; = 2 + 11t.
Substituindo em x;

x1=5+112+117) =27+ 121z

Resolvemos, agora, f(6)+ 11t f(6) = 0 (mod 121) equivalente a 33 + 11t} - 33 = 0 (mod 121).
Dividindo por 11 e fazendo operagoes, t; = 8 (mod 11) que representamos como t; = 8 + 111.
Subsitituindo

X, =6+ 118+ 111 =94 + 121z

Portanto as solugdes de x* = 3 (mod 121) sdo x = 27,94 (mod 121).

Exemplo 3.17 Resolva a equagéo 4x* + 13x + 15 = 0 (mod 19?).

A equagdo 4x* + 13x + 15 = 0 (mod 19?) terd solugdo se somente se

4x* + 13x + 15 = 0 (mod 19)

Para 4x* + 13x + 15 = 0 (mod 19) as solugdes sio

x1=2+19%ex; =9+ 19¢

Os valores para estas raizes, para a equa¢do e sua derivada sdo

29
85

2 57 "2
f(x):4x2+13x+15{f() e f'(x)=8x+13 ;@

) 456 V)

Aplicando estes valores a equacdo f(x) + f'(x)- p-t; = 0 (mod p"), resulta:

57 +29-19¢ = 0 (mod 19°)

que dividindo por 19 nos fornece 3 + 29t = 0 (mod 19). Calculando t = 13 (mod 19) resulta em
X1

xp =3+ 19(13 + 17£) = 249 + 19°¢.
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Agora para x,

456 + 85 - 19t = 0 (mod 19°)

que dividindo por 19, resulta em 24 + 85t = 0 (mod 19). Calculando, t = 10 (mod 19) que
implica que x;:

X2 =9+ 19(10 + 19¢) = 199 + 19%¢.

Portanto as solugcoes da equagdo proposta, sdo:
x = 199,249 (mod 19°).

Proposicao 3.2 Se a é um Residuo Quadrdtico modulo p entdo as solucdes da congruéncia

x? = a (mod p*) em que (a, p) = 1 sdo x = iPQ onde

_ @+ Vo) + @ - V) 0- (z+ Va) - (z- Va)

P
2 2+a

e 22 = a (mod p) e Q o inverso de Q médulo p*.

Demonstracao: Mostraremos que P e Q sdo inteiros.

k
(Z + \/E)k = ; (i)zk_p . ag = (g)zk + (llc)zk_l . a% + (];)Zk_z . a% + (I;)Zk_3 . a% 4+ -0 4 (l]z)zk_k . a%

k
S [ e B

i=0
k
k . , k k k k 3 k .
—(z— Va) = Z( )Zk—z_az_(_l)tﬂ _ _(O)Zk_'_(l)zk—l_a;_(z)zk—z_a§+(3)zk—3_a2_. . _+(k)zk—k_a’2"(_l)z+l
—\P
i=0
Dai, se k € impar, temos

k - ko (k k k k k -
(z + Va) ;(Z Va) _ (())Zk+(2)zk_2'a% +( )Zk—4_a;‘ +( )Zk—6_ag +.__+(k )Zk—l .

k—

_ (Z+ \/a)k'i'(z_ \/E)k - k k—2c_ac
- 2 2 )

P

c=0
k=1

2
k N
Como Z ( ) )zk_zc - a° é inteiro, temos que P =
c

c=0

(z+ Va)t + (z— Va)
2

¢ inteiro, para todo k
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impar pertencente aos naturais. Agora, se k € par, temos

(z+ Va) + (z = Va)

k
ol LATE Y e L.
Como Z y Z - a® € inteiro, temos que P = ¢ inteiro, para todo

c=0 2
keN
k_ (o _ k
Tomando, agora, Q = (z+ Vo) = @ = Va) , se k € impar temos
2+a
5
k k k k k\ k . ‘
0= (I)Zk—l " (3)Zk—3 a + (S)Zk—s i+ (7)Zk—7 e (k)a"zl _ . (zj)zk—(2]+l) a

2
k : D
Como Z 1D L gJ ¢ inteiro, temos que Q =
5 \2J
k impar pertecente aos naturais.

(z+ Va)t = (z— +a)
2+a

¢ inteiro, para todo

Agora se k é par, temos

I R L I S R A W N L W ke _ A WECIRI
Q—(l)z +(3)z a+5z a+7z a + +k_1a2—. »iFF a.

k
2
k ; e .
Como E (2, Z=CiHD . 4l ¢ inteiro. Assim Q =
i
i=0
Ao substituirmos a por z> em Q obtemos

(z+ Va)t = (z— +a)
2+a

€ inteiro, para todo k € N.

_ G N - Vo) _ @ ND - - VB (2
= Va = 2VZ 2z

Q (mod p)

o que implica em

0 = 211 (mod p)

Por hipétese a é um residuo quadratico médulo p, com isso (a, p) = 1, implicando que
(Q,p) = 1. Dessa forma, 0 pode ser determinado através da congruéncia 00 = 1 (mod Ph.

Tomando

@+ Vo) + (z - \/E)k)z_a((Z+ Va) - (z - \/5)")2

P2_ 2:
aQ ( 2 2
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que é igual a

ki, _ k
4z + \/5)4(z Va)' _ (z+ Va)z — Ya))* = (Z — @) = 0 (mod p*)

implica em

P? —aQ? = 0 (mod p)

Assim,

P? = aQ? (mod p*) = (PQ)* = a (mod p")

demonstrando o resultado.

Exemplo 3.18 Para exemplificar esse algoritmo tomaremos a congruéncia do Exemplo (3.14)
da pdgina 66. Onde vimos que 7> = 23 (mod 7) admite duas solucdes dadas por 7> =

+3 (mod 7). Calcularemos os valores de P e Q paraz, =3 e zp = 4:

3+ V23 +(3- V23 468

=234
2 2

Py

Analogamente para z,, obtemos P, = 340 e

3+ V23 -(3-+V23)° 100V23 _

- = 50.
2423 2423

Qi

De maneira andloga, para z,, obtemos Q, = 71.
Recordando que Q, e Q, sdo os inversos multiplicativos de T3, respectivamente, iguais a 295 e

29. Dessa forma, temos:

x1 = 234 x 295 = £87 (mod 343)

Xy = 340 X 29 = +£256 (mod 343).

Basta-nos agora, constatar que as solugoes x, e x, sdo iguais, uma vez que +87 = +256 (mod 343)
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3.4 Solucoes da Congruéncia x> = a (mod 2¢)

Consideremos a congruéncia
2 _ k
x° = a (mod2”). (3.4)

De acordo com a segunda demonstracido do Teorema (3.5) da pagina 63, o fato de f’(x;) = 2x,
impossibilita a aplicacio do mesmo, uma vez que (f’'(x;),2) # 1. Se xy € uma solucio da

congruéncia (3.4), o fato de (a,2) = 1 implica em (x(,2) = 1 e ao reescrevé-la na forma
(x* = 1)+ 1 = a (mod 2%),

observa-se que:

e Se k = 1, a congruéncia (3.4) tem solu¢do somente se a = 1 mod 2, isso ocorre quando

x =1 (mod 2).

e Se k = 2, a congruéncia (3.4) admite solucdo se a = 1 (mod 4), ou seja, quando x =

+1 (mod 4).

e Se k = 3, a congruéncia (3.4) € solivel se @ = 1 mod 8. Dessa forma, a congruéncia

(3.4) apresenta 4 solucdes dadas por x = £1 (mod 8) ou x = +3 (mod 8).

e Para k > 3, a congruéncia (3.4) tem 4 solucdes e assim como no caso anterior, para que

haja solucgdo, € necessario que a = 1(mod 8).
O Teorema a seguir caracteriza as solucdes da congruéncia x*> = a (mod 2%).
Teorema 3.6 Se k > 3 e a € Z, tal que a = 1 (mod 8), a congruéncia x* = a (mod 2*) admite 4
solugoes, e se x; é uma solugdo, entdo as solugoes dessa congruéncia sdo dadas por

Xy —Xp, X + 2k=le — X — 21 mod 2F

Demonstracao: O resultado ja foi mostrado para k = 3. Para verificar sua validade
para k > 3 tomaremos x = +(1 + 43), tal que #; € Z. E importante observar que x pode

representar qualquer ndmero fmpar. Veremos, para quais valores de x a congruéncia x*> =
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a (mod 16) é satisfeita. Assim, temos
(1 + 413)* = a (mod 16),
que implica em
1+8:+16;=1+8t =a(mod 16) = 1; = %(mod 2).

Dessa forma, podemos escrever #3 = #;+21,4 € consequentemente x = +(1+4r,+814) = +(x4+814).

Testaremos, agora, quais desses niimeros satifazem a congruéncia x> = a (mod 32). Assim,
(x4 + 8t4) = a (mod 32)

e seguindo o raciocinio andlogo obtemos #4 = t; + 2t5. Portanto, x = (x5 + 16ts). Continuando

2 = g (mod 2F) é satisfeita quando

esse processo, conclui-se que para k > 3 a congruéncia x
x = +(x; + 257 ',). Dessa forma, como #; pode assumir os valores 0 ou 1, as 4 solu¢des dessa
congruéncia sao dadas por

Xy =X, X + 281 —x = 2K,

Exemplo 3.19 Verificaremos se o Exemplo (3.7) da pdgina 53 possui solucdo. Vimos que 3x* +
4x + 5 = a (mod 16) é equivalente a resolvermos y* = 5 (mod 16), em que y = 3x + 2, que por

sua vez, ndo possui solucdo, visto que 5 # 1 (mod 8).

Exemplo 3.20 Analisaremos a congruéncia x* = 41 (mod 64). Ela admite quatro solucées,

uma vez que 41 = 1 (mod 8). Escrevendo x na forma x = (1 + 4t3) temos
(1 + 413)* = 41 (mod 16)

que implica

1 + 1615 + 813 = 41 (mod 16).

Assim,

8t3 = 40 (mod 16) = 13 =1 (mod 2).
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Logo, t; = 1 + 2t4. Entdo x = =[1 + 4(1 + 2t4)] = =(5 + 8t4). Assim temos

(5 + 8t4)* = 41 (mod 32)
25 + 64t; + 801, = 41 (mod 32).

Assim ty = 2ts e x = £(5 + 16¢°). Temos, finalmente, que a congruéncia pode ser escrita na
forma

(5 + 16t5)* = 41 (mod 64)

implicando em

25 + 25612 + 160ts = 41 (mod 64).

Dessa forma

160ts = 16 (mod 64) = t;5 = 1 (mod 2).

Com esses resultados concluimos que 2ts = 1 + 2t5 e logo x = (13 + 32t). Como tg pode

assumir os valores 0 ou 1, as quatro solucoes sdo dadas por x = £13, £45 (mod 64).

Sabemos, agora, verificar a existéncia de solu¢des de congruéncias da forma x*> =
a (mod p*) e conhecemos métodos para a sua resolucdo, consoante a p ser impar ou nio. Na
préxima Secdo trataremos a respeito das solucdes de x*> = a (mod m), em que m é um nimero

composto.

3.5 Solucoes da Congruéncia x> =

a (mod m)
Considerando a congruéncia

2:

x“ = a (mod m), 3.5
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] @2

em que m = 2°p{'p5*--- pi" e (a,m) = 1. Como visto no inicio desse Capitulo, a solugdo da

congruéncia quadratica (3.5) passa pela solucao do sistema,

x? = a (mod 29)
(03]

x* = a (mod p

x* = a (mod 2% (3.6)

x* = a (mod pi").

De acordo com o Teorema (3.4) da pigina 56 e Teorema (3.5) da pagina 61, é possivel

resolver o sistema (3.6), quando as seguintes condi¢des sao satisfeitas:
e a=1(mod2),sea=1
e a=1(mod4),sea=2.
e a =1 (mod8), se a > 3.
)31 o)
D1 ) Pr

Se essas condicOes sdo satisfeitas, as solugdes da congruéncia quadrética (3.5), serdo

dadas pelas solugdes dos sistemas da forma:

X = xp (mod 29)
x = x; (mod p{")

x = x, (mod p3?) (3.7

x = x, (mod p}"),

2 =

onde xp sdo as solugdes da congruéncia x a (mod 2%), x; sdo as solugdes da congruéncia

x* = a (mod pi'),- -, x, sdo as solugdes da congruéncia x* = a (mod p;").
e Se @ =0, x*> = a (mod 2%) entdo todo os valores de x sdo solucdes congruentes;
e Sea =1, x* = a (mod 2, entdo temos uma tinica solucio;
e Sea =2, x* = a (mod 4), entdo temos duas solugdes;
e Sea > 3, x* = a (mod 2%), entdo temos quatro solugdes.
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Pelo Teorema (3.5) da pégina 61, as congruéncias x* = a (mod p{") comi = 1,2,--- ,r terdo
duas solucdes cada uma. Usando o Teorema Chinés do Resto para resolver o sistema (3.7), a

quantidade de solucdes da congruéncia quadratica (3.5) sera:
e 2" solugdes, sea =0oua =1,
o 271 solucdes, se o = 2,

e 272 solugdes, se a > 3.

Exemplo 3.21 Suponha que desejamos resolver a seguinte congruéncia quadrdtica
x> =9 (mod 308). (3.8)

Temos 308 = 2% -7 - 8, entdo resolver a congruéncia (3.8) é equivalente a resolver o sistema

x> =9 (mod 2?%)
x> =9 (mod7) (3.9)
x> =9 (mod 11)

Verificaremos se cada uma das congruéncias quadrdticas do sistema (3.9) tem solucdo. Como
9=1(mod4)e (g) = (19—1) = 1, entdo a congruéncia (3.8) é soliivel. Resolvendo cada uma
das congruéncias do sistema (3.8), encontramos, respectivamente, as seguintes solucoes, dadas
por xo = =1 (mod 4), x; = £3 (mod 308) e x, = 3 (mod 11). As solucdes da congruéncia (3.8)

serd dada pelas solucoes dos sistemas de congruéncias lineares:

X = xo (mod 2%)
x = x; (mod7)
X = x, (mod 11),
onde a quantidade de solugées da congruéncia (3.8) serd 2° = 8. Para encontrarmos as oitos

solucoes da congruéncia (3.8), devemos encontrar as solucoes dos seguintes sistemas lineares

x = 1 (mod 2?) x = 1 (mod 2%) x = 1 (mod 2?) x = 1 (mod 2?%)
x =3 (mod7) x =3 (mod7) x = -3 (mod7) x=-3(mod7T)
x=3(mod1l) x=-3(mod 11) x=3(mod1l) x=-3(mod 11)

77



x = —1 (mod 2%) x = —1 (mod 2°) x = —1 (mod 2%) x = —1 (mod 2%)
x =3 (modT) x=3(modT) x = -3 (modT) x = -3 (mod7)
x =3 (mod 11) x = -3 (mod 11) x =3 (mod11) x = -3 (mod 11)

Para resolvermos os sistemas lineares usaremos o Teorema Chinés do Resto. Como

4,7) = (7,11) = (4,11) = 1, as solugcdes dos sistemas lineares serdo dados por X = xongng +

_ _ m —_

xymny + xpnpn, (mod 308), onde n; = —, tal que m = 308,my = 4,my =T emy = 1l en; é
i

solugdo de nix = 1 (mod m;) comi =0,1,2.

Resolvendo, por exemplo, o sistema linear:

x =1 (mod 2?%)
x =3 (mod ) (3.10)
x =3 (mod11),

segue que n;en; comi=0,1,2, ény=77,n =44,n, =28 e

Tix=1(mod4) | 44x=1(mod7) | 28x =1 (mod 11)

no=1@mod4) | ni=4(mod7) | n, =2 (mod11)
Portanto a solugdo do sistema (3.10) serd dada por

X=T77-1-1+44-3-44+28-3-2="773 =157 (mod 308)

Resolvendo os outros sistemas de maneira andloga ao sistema (3.10), as oito solucdes da con-
gruéncia (3.8), sdo x = 3 (mod 308), x = 25 (mod 308), x = 129 (mod 308), x = 151 (mod 308),
x = 157 (mod 308), x = 179 (mod 308), x = 283 (mod 308) e x = 305 (mod 308).

3.6 Aplicacao

E de suma importincia o estudo de pontos racionais sobre curva plana, por exem-
plo, sdo empregadas em criptografia e fatoracdo de ntimeros inteiros. O principal problema
envolvendo as curvas algébricas consiste em encontrar pontos com coordenadas racionais que
satisfacam a sua equagdo. Encontrada suas coordenadas, podemos obter a estrutura de grupo
destas curvas.

Quando a pardbola x> — 7y = —2 possui coordenadas inteiras?

Transformaremos a equagio da parabola dada na forma de congruéncia, ou seja, x> — 7y = =2
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2
é equivalente a x> = 2 (mod 7). A congruéncia terd solucdo inteira se (5) =1, de fato, 3> = 2
mod 7.

As coordenadas inteiras da parabola serdo da forma

x=3+7t x=4+7t
ou

y=1+6t+7¢ y =2+ 8x+ 7t

3.6.1 Como achar as solucdes inteiras de x> — py = a

Se a é um Residuo Quadritico médulo p e x, é uma solucdo particular de x*

a
mod p, entao

X = xxo9 % p -t ¢ésolugdo

Sejam xj e x; solugdes incongruentes modulo p temos:

x2 = a (mod p)
0 p X-x2=0 mod p=  (x;—x) (x; +X) = 0 (mod p)

x1 = a (mod p)

X1 = Xo ou X1 = —Xp = X1 =Xp+ pt ou X1 = —Xp+ pt

Subsitituindo temos: x*> = a (mod p) = x> = a + py, dai

a+py = (xo+ pt)°

a+py:)c(2)+2x0pt+pzt2
2

xX5—a

y:

+ 2xot + pt°.
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Apéndice

A.1 Polinémio de Taylor

Os polindmios sdo fungdes faceis de serem manipulados. E natural, portanto, buscar
aproximar fung¢des mais complicadas por funcdes polinomiais. A Férmula de Taylor nos fornece
uma regra para determinar o polindmio de grau n que melhor se aproxima de uma dada fungao
em uma vizinhanga de um ponto p no seu dominio. De uma forma geral, se a funcdo dada f(x)

for derivavel até ordem n, procuramos um polindmio p de grau n satisfazendo
k k
PP = fOxo) k=012, n,

tal polindmio terd a seguinte forma

7 n)
f (XO))(x—xo)2+---+(f( (xo0)

2 nl )(X_XO)n

pn(x) = f(x0) + f(x0)(x — Xo) + (

o qual é chamado de polindmio de Taylor de ordem n de f(x) numa vizinhanga de x.

Definimos o polindmio de Taylor de ordem 1 de f(x) numa vizinhanga de p por

p1(x) = f(xo) + f'(x0)(x — Xp)

e p1 € a funcdo linear que melhor aproxima localmente f(x) numa vizinhanca de x.
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