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Resumo

O conceito de médulo M sobre um anel A pode ser visto como uma gen-
eralizacdo do conceito de espaco vetorial V' sobre um corpo K. Neste trabalho,
apresentaremos defini¢des, exemplos e resultados acerca de médulos, sendo o nosso
objetivo principal demonstrar o teorema de estruturas para grupos abelianos que
nos diz que todo grupo abeliano finitamente gerado é a soma direta de subgrupos
ciclicos .

Palavras-chaves: Mdédulos, Anel, Espaco Vetorial, Corpo, Estrutura, Grupos Abelianos.






Abstract

The concept of module M on a ring A can be seen as a generalization of the
concept of vector space V over a field K. In this work, we will present definitions,
examples and results about modules, our main objective being to demonstrate the
theorem of structures for Abelian groups that tells us that every finitely generated
abelian group is the direct sum of cyclic subgroups.

Key-words: Modules, Ring, Vector Space, Field, Structure, Abelian Groups.
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Introducao

Um problema basico de algebra linear é resolver sistema de equacoes lineares, e
nesse caso procuramos as solugoes sobre um corpo dado. Esse problema se torna mais
dificil se consideramos sistemas com entradas em um anel A e procuramos por solucgoes
nesse anel. Dal estudamos o andlogo de um anel A de um espago vetorial sobre um corpo,
chamado moédulo sobre A. Veremos como se resolver sistemas quando A é o anel de inteiros
ou o anel de polinémios sobre um corpo. No caso de um modulo sobre um anel A tem-se
resultados analogos ao de espago vetorial sobre um corpo, no entanto existem afirmacoes
em espaco vetorial de dimensao infinita que nao sao verdadeiras se consideradas em um
modulo, como: nao é verdade que todo conjunto gerador de um A-médulo contém uma
base, também é falso, que todo subconjunto linearmente independente de um A-médulo
possa ser ampliado a uma base. Essas e outras propriedades estao sendo abordadas neste

trabalho e para melhor compreensao de todos, dividimos em trés capitulos:

No capitulo 1, temos a teoria bésica de A-mddulos e dividimos em duas segoes.
Na primeira se¢ao, apresentamos defini¢oes e exemplos de A-médulos e A-submodulos,
da mesma forma que conceituamos espago e subespago vetorial em algebra linear. Defin-
imos também um homomorfismo de A-moédulos, bem como o ntcleo e a imagem de um
A-homomorfismo, assim como temos em algebra linear as transformagoes lineares. Para
finalizarmos essa se¢ao, apresentamos o conceito de A-moédulos quociente, assim como
demonstramos os principais resultados que os envolvem entre eles, o Teorema do Isomor-

fismo e o Teorema da Correspondéncia.

Iniciamos a segunda secao do Capitulo 1 exibindo os conceitos para geradores,
independéncia linear e base de um A-mdédulo e médulo livre. Em seguida, provamos
que se o anel é comutativo e um A modulo é livre entdao duas bases do A mdédulo tem
o mesmo numero de elemento, e com base nisso definimos o posto de A-modulo livre.
Veremos, através de um exemplo, que a condicao de o anel A ser comutativo é necessaria,
ou seja, duas bases de um A-modulo livre podem nao ter a mesma cardinalidade. Além do
mais, se o nucleo e a imagem do A-homomorfismo ¢ : M — M’ sao finitamente gerados
entdao um A-médulo M é finitamente gerado. Depois disso, expomos o conceito de anel
Noetheriano e demonstramos que todos os A-submoédulos de um A-moédulo finitamente
gerado sao finitamente gerados, se A é um anel Noetheriano. (Ver [A], [G-F], [G-L], [J],
[Pe] e [Pi])

No capitulo 2, o objetivo é o teorema de diagonalizacdo de matrizes com entradas
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inteiras. O algoritmo da divisao é o principal argumento da demonstragdao usado nesse
teorema que nos permite descrever um método sistematico para diagonalizarmos uma
matriz com entradas inteiras através de uma sucessao finita de operagoes elementares.
Encerramos esse capitulo com a demonstracao de que um subgrupo de um grupo abeliano

livre de posto m é um grupo abeliano livre de posto menor ou igual a m. (Ver [A], [G-1]

e [Pi])

No terceiro capitulo, que foi dividido em duas secoes, apresentamos o resultado
mais importante do trabalho, o teorema de estrutura para grupos abelianos, onde afirma
que um grupo abeliano finitamente gerado é uma soma direta de subgrupos ciclicos e um
grupo abeliano livre. Na primeira se¢ao, demonstramos esse teorema e mostramos que
todo grupo abeliano finito ¢ uma soma direta de subgrupos ciclicos de ordem de poténcia
de um primo, bem como a unicidade do teorema de estrutura para grupos abeliano. Ja
na segunda secao, temos uma aplicagao a operadores lineares, onde mostramos que existe
uma correspondéncia 1-1 entre operadores lineares de um espago vetorial V' sobre um
corpo K e modulos sobre o anel dos polinémios em uma indeterminada K[t]. E para
terminamos demonstramos que ao olharmos V' como um médulo sobre o anel K[t|, um
espaco vetorial de dimensao finita V' sobre um corpo K possui sua matriz de apresentagao

diagonal em blocos, chamada de forma racional. (Ver [A], [G-L] e [Pi])
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1 Moédulos

O analogo para um anel A de um espaco vetorial V' sobre um corpo K é chamado
de modulos. Sendo assim, neste capitulo apresentaremos algumas defini¢bes basicas de
modulos bem como exemplos e alguns resultados que consideramos significativos. Neste

trabalho, vamos considerar A um anel com unidade.

1.1 Conceitos basicos

Definigao 1.1. Seja A um anel. Um A-médulo M é um grupo abeliano aditivo (M, +)

dotado de uma multiplicagao escalar

AxM — M

(a,m) — am

que satisfaz as seguintes propriedades:

(M1) 1.m =m,
(M2) (ab).m = a.(bm),
(M3) (a+b).m =am+bm,

(M4) a.(my + mg) = a.mq + a.ma.
para todos a, b em A e para todos m, m; e my em M.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1.1. Todo espaco vetorial sobre um corpo K ¢ um K-médulo.

Exemplo 1.2. Sejam A = (Z,+,-) um anel e (G, +) grupo abeliano. Definindo a multi-

plicagao escalar por

x:ZxG — G

v+v4 -+, sea>0
(a,v) — ax*xv:= @ venes :
(—v)+(=v)+---+(-v), sea<0

—a vezes

temos que G é um Z-modulo.
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De fato, para todo a e b em Z e v, v1 e v9 em (G, temos:

(M1) Como 1 > 0 entao 1 xv =v (1 vez).

(M2) Como a e b sao quaisquer nimeros em Z, analisaremos dois casos: a.b > 0 ou
a.b<0.Seab>0,temosquea>0eb>0o0oua<0eb<0. Trataremos apenas
quando a > 0e b >0 (para a <0 e b <0 éandlogo). Assim,

(ab)*xv = v+---+v
—_———

ab vezes
— U+"'+U+"'+U+"‘+U

b vezes b vezes

a vezes

= bxv+---+bxv
a vezes

= ax*(bxv)

Se a.b < 0, temos que —a.b < 0 e segue de maneira andloga ao caso anterior.

(M3) Suponhamos, sem perda de generalidade, | a |>] b | Como a e b sdo quaisquer
nimeros em Z, analisaremos dois casos: a+b>0oua+b<0.Sea+b >0, temos
quea>0eb>0oua>0eb<0. Trataremos apenas quando a > 0 e b > 0 (para
a>0eb<0éandlogo). Assim,

(a+b)xv = v4+---+v
—_———
a + b vezes

= v+ FUFVF U

a vezes b vezes

= a*xv-+bxv

Se a+ b <0, temos que —(a + b) < 0 e segue de maneira andloga ao caso anterior.

(M4) Se a > 0 entao

ax* (v +ve) = (vp4+wv2)+ -+ (v1 + v2)
a vezes
= Ul+"‘+’U1+U2+"'+Ug

a vezes a vezes
= a*vV]+a*vy

Se a < 0, temos que —a < 0 e segue de maneira analoga ao caso anterior.

Logo, G é um Z-mddulo.

Note que, os grupos abelianos, munidos da multiplicacao por escalar usual, sao

exatamente os Z-moddulos.
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Exemplo 1.3. Sejam (A, +,-) um anel e
A" = {(ay,aq,...,a,) | a; € A}.
Definindo a operacgao da adi¢ao por:
(ay,a9,...,a,) ® (b1,be,...,b,) := (a1 + by,as + bo, ... ,an + by)
e a multiplicagdo por escalar da seguinte maneira:
r® (a1, ag,...,a0,) = (r-ap,r-as,...,r-ay),
temos que A™ é um A-moddulo.

Exemplo 1.4. Sejam (A, +,-) um anel e X o conjunto nao vazio. Indicaremos F (X, A)
conjunto de todas as fungdes f : X — A. Podemos verificar que F(X, A) admite uma

estrutura de A-mddulo, definindo a adi¢ao e multiplicacao por escalar do seguinte jeito:

(f +9)(x) = f(z) + g(z)

(af)(x) = af(z),
para todos f, g € F(X,A),a€ Aex € X.

Exemplo 1.5. Sejam (A, +, -) um anel e M,,,«,(A) o conjunto de todas matrizes de ordem
m x n com entradas em A. Definindo, 4+ a adi¢do usual das matrizes e - a multiplicagao

usual de matrizes por escalar, temos que M, 5, (A) é um A-médulo.

Exemplo 1.6. Seja A = (Z,+,.) um anel. Seja (Z x Z,4+) um grupo munido com a
operacgao da adigao usual coordenada a coordenada. Definindo a multiplicagdo por escalar

da seguinte maneira:

x : LX(LXZ) — ZXZ
(a,(x,y)) — ax(z,y):= (3az,3ay),

temos que (Z x Z,+) nao é um Z-mdédulo.

De fato, para todos a,b em Z e (x,y) em Z X Z, temos que:

Lx(z,y) = (3 1x,3 - 1y) = (3z,3y) = 3(x,y) # (2,9).
Como falhou na propriedade (M1) entdo Z x Z com essas operagdes nao ¢ um Z-moédulo.

Definigao 1.2. Sejam A um anel, M um A-moédulo e W um subconjunto nao vazio de
M. Dizemos que W é um submoddulo do A-médulo M ou um A-submédulo de M se as

seguintes condigoes sao satisfeitas :
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(i) Para todos wy, wy € W tem-se wy + wy € W

(ii) Para todos a € A, w € W tem-se aw € W.

Observe que, essa definicao implica que 0 € W. De fato, considere um qualquer
w de W, o que é possivel pois W # (). Tomando a = 0, pela condic¢ao (ii), segue-se que
Oow=0eW.

Exemplo 1.7. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subconjunto S C V é

um K-submédulo de V' se, e somente se, S é um subespago vetorial de V.

Exemplo 1.8. Seja (G, +) um grupo abeliano. Entao os Z-submddulos sao exatamente

os seus subgrupos.
Exemplo 1.9. Os submédulos do A-médulo A sao os ideais de A.

Proposigao 1.1. Sejam S e W sdo submédulos do A-maodulo M. Entdo:

(i) S+W:={s+w|seSweW} éun submddulo de M;

(ii) SNW € um submodulo de M.

Demonstragio. (i) Note que, S+ W # @, pois0 € Se0e W, logo0=0+0€ S+ W.
Agora, sejam vy, vo € S+ W, assim v; = s1 + wy € vo = S9 + wo, onde s1, So € S e wy,
Wy € wW. Dai,

v1+v2:sl+w1+52+w2:(51+32)+(w1+w2)ES—i—W

avy = a(sy +wy) = as; +aw; € S+ W, Va € A.
Logo, S + W é um submédulo de M.

(ii) Note que, SNW # ), pois 0 € S e 0 € W, j4 que ambos S e W sao submé6dulos
de M. Agora, sejam vy, vo € SN W. Entao, v; + vy € S e vy + vy € W, pois S e W sao
submoédulos de M. Portanto, v; +v9 € SN W.

Além disso, sea € Aeve SNW,entaov € S ev € W. Dal, segue que av € S e
av € W. Portanto, av € SNW.

Logo, SNW é um submoédulo de M. ]

Sejam Wy, ... , W, A-submddulos de M. Dizemos que M é a soma direta dos sub-
moédulos Wy, ... Wy, e escrevemos M =W, @ --- B Wy, se:

® M:W1—|—+Wk,
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e Sewy+ -+ w, =0, com w; em W;, entdao w; = 0 para todo 1.

Em outras palavras, M é a soma direta dos submodulos W;, se cada elemento v

em M pode ser escrito unicamente na forma v = wy + - - - + wy, com w; em W;.

Exemplo 1.10. Consideremos o Z-médulo Zg = {0,1,2,3,4,5}. Os subconjuntos N; =

0 = 040
1 = 443
2 = 240
3 = 0+3
4 = 440
5 = 243

Assim, Zﬁ = Nl + NQ, lOgO ZG = Nl @D NQ.

Defini¢ao 1.3. Sejam (M, +) e (M’, ) dois A-médulos. Uma aplicagdo ¢ : M — M’ é
homomorfismo de A-mo6dulos ou um A-homomorfismo se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) @(v1 +v2) = @(v1) W p(va), para todos vi, vy em M;

(i) ¢(a-v) =a® ¢(v), para todos a em A, v em M.

Observacao 1.1. A fim de evitar futuras confusoes, denotaremos as operagoes de adicao
e multiplicagao por escalar no A-moédulo M da seguinte maneira: + e -, respectivamente.
J& as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar no A-médulo M’ denotaremos do

seguinte modo: W e ®, respectivamente.

Exemplo 1.11. Se K é um corpo, os homomorfismos de K-mddulos sdo as transformagoes

lineares entre espacos vetoriais sobre K.

Definicao 1.4. Dizemos que um homomorfismo de A-médulos é isomorfismo de A-

modulos se ele é bijetivo.

Observacao 1.2. Quando existe um isomorfismo entre dois A-médulos M e M’, dizemos

que M é isomorfo & M’, e denotamos por M ~ M’.

Definicdo 1.5. Dado um homomorfismo de A-médulos ¢ : M — M’, definimos o nticleo

de ¢ e a imagem de @, respectivamente, como os seguinte conjuntos:

ker(p) = {v e M | p(v) = 0}

Im(p) = {p(v) € M’ |v e M}.
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Dado ¢ : M — M’ um homomorfismo de A - médulos, temos que se ¢ é injetivo
entdo kerp = {0}. A reciproca também é valida. De fato, sejam vy, vy € M tais que
w(v1) = p(v2). Assim, p(v1) — p(v2) = 0. Dali, segue que ¢(v; —v2) =0 € Ker(p). Como

Ker(p) = {0}, temos que v; — v = 0. Donde segue que v; = v,. Logo, ¢ é injetivo.

Proposigao 1.2. Se ¢ : M — M’ é um homomorfismo de A-mddulos, entdo:

(i) O ker(p) é um submddulo de M ;

(ii) A Im () € um submddulo de M'.

Demonstragio. (i) Observe que, 0 € ker(yp). De fato,
p(0) = ¢(0+0) = p(0) W p(0), entao

©(0) — p(0) = »(0), entao

(0) = 0.
Portanto, ker(y) é um subconjunto nao vazio de M.

Agora,sejam vy, vy € ker(p). Entdo, ¢(vy) = 0 e ¢(ve) = 0. Assim, p(v; + v9) =
o(v1) Wp(ve) = 0W0 = 0. Portanto, vy + vy € ker(p). Além disso, se a € A e v € ker(yp),
entdao ¢(a-v) =a® p(v) =a® 0 = 0. Portanto, a - v € ker(y), mostrando que o Ker(y)

¢ um submodulo de M.

(ii) Note que Im(y) é um subconjunto nao vazio de M, pois ¢(0) = 0 € Im(p). Sejam
wy, we € Im(p) € M’. Tomemos vy, vo € M tais que @(v1) = wy e p(vy) = wy. Assim,
wiWwy = p(v1)Wp(ve) = (v 4+ v2). Sendo assim, w; Wwy € Im(yp). Além disso, se a € A
entdo a ® w; = a ® p(v1) = p(a - vy). Portanto, a ® w; € Im(p). Logo, o Im(y) é um
submoddulo de M. O

Seja M um A-médulo e N um submdédulo de M. Entéo, o grupo quociente (M /N, +),
isto é, o conjunto de {m + N | m € M} das classes laterais de N em M, munido de uma

multiplicacao por escalar de A
ro=r.v+N)=rv+ N=7v,Vre A,Vve M

herda uma estrutura de A-mddulo de M. O A-mddulo M/N chamado de A-mdédulo quo-
citente de M por N.

Os principais resultados sobre médulo quociente estao reunidos no teorema a seguir:

Teorema 1.1. Sejam M e M’ dois A-mdédulos e N um submddulo de M.



1.1. Concettos basicos 19

(i) Considere a projecao candnica

M — M/N

v — v+ N.

Entao m é um homomorfismo sobrejetor cujo ker(w) = N.

(ii) Seja ¢ : M — M’ um homomorfismo de A-mddulos cujo ker(yp) contém N. Entao
existe um unico homomorfismo de A-mdédulos 1 : M/N — M’ tal que ¢ = o .

(iii) (Teorema do Isomorfismo) Seja ¢ : M — M’ um homomorfismo sobrejetor de
A-médulos cujo ker(p) = N. Entdao ¢ é um isomorfismo de A-mddulos entre o

quociente M /N e a imagem do homomorfismo ¢.

(iv) (Teorema da Correspondéncia) Seja 7 : M — M/N o homomorfismo projegao.
Entao existe uma correspondéncia bijetiva entre os submddulos de M/N e os sub-

modulos de M que contém N.

Demonstragio. (i) De imediato, temos que m é homomorfismo, pois

Tv+w)=@w+w)+N=@w+N)+ (w+ N)=n(v)+ n(w)

w(rv)=rv+ N =r(v+ N) =rn(v),

para todo v, w em M e r em A. Além disso, pela definicaio A-mddulo quociente, para
todo v € M/N, tem-se que v € M. Assim, existe um v € M tal que w(v) = 7. Logo, 7 é

sobrejetor.

Agora, seja w € M tal que m(w) = 0. Entao, para todo w em ker(7) temos que
w+ N =0+ N. Dai, segue que w € N. Portanto, ker(7w) = N.

(ii) (Existéncia) Note que,
o) = Yo m(v) = Y(r(v)) = Y(T) = (v + N), Yo € M.

Assim, definimos a fungao ¢ : M/N — M’ por )(v + N) = ¢(v). Observe que, 1 estd

bem definida, pois dados vy, vo € M, obtemos
v+ N=vs+N=uv —vy €N Cker(p) = p(vy —v2) =0=

= p(v1) — p(v2) = 0= p(v1) = p(v2) = P(v1) = P(va).

Além disso, 1) é um homomorfismo. De fato, dados v, vo € M, temos que

¢((’U1+N)+(U2+N)) = w((U1+U2)+N):Q0(U1+Ug)
= p(v1) Wp(vz) =P(vr + N) W (vz + N)
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Yla-(v+N)) = ¢(av+ N) = p(av)
= a®pv)=aoP(v),

para todoa € Aev e M.

(Unicidade) Seja ¢’ : M/N — M’ tal que ¢’ o™ = . Entao,
¢'(v+ N)=p) =9+ N), Vo e M.

Logo, ¢" = .

(iii) Observe que, pelo item (ii), ¢ : M/N — Im(y) é um A-homomorfismo. Para mostrar-
mos que ¢ é um isomorfismo de A-mddulos entre o quociente M/N e a imagem do ho-
momorfismo ¢, bastamos mostrar que 1 é sobrejetor e injetor. De fato, dado s € Im(yp),
desde que ¢ é sobrejetor, existe v € M tal que p(v) = s. Portanto, ¥(v + N) = p(v) = s,

mostrando que ) é sobrejetor.

Agora, dado vy, vy € M, se (v1) = p(v2), entdo (vy —vqy) = 0, ou seja, (v; —vq) €
ker(p) = N. Assim, v; + N = vy + N, mostrando que ) é injetor.

(iv) Seja S um submédulo de M /N e W um submédulo de M que contém N. Para mostrar
que existe uma correspondéncia bijetiva entre os submédulos de M/N e os submddulos

de M que contém N, basta mostrar que:

o (W) =S é um submoddulo correspondente de N, se W é um submoddulo de M que

contém N;
e 7 1(S) =W é um submédulo de M, se S é um submédulo de M/N;

e Ser(W)=Sen }(S)=W, entdo S ~ W.

Primeiramente, vamos mostrar que se W é um submoédulo de M que contém N,
entdo o submédulo correspondente de N é w(W) = S. Se vy, vy € S, existem wy, wy € W,
respectivamente, tais que m(w;) = v; e m(wg) = vy. Como W é submédulo de M que

contém N, temos que w; + wo € W. Assim,
7T(w1 +w2) = 7T(’UJ1) +7T(w2) =v+v€S8= W(W)
Além disso, se v € S, existe w € W tal que m(w) = v. Entao, dado r € A, temos que

rw € W e, dai segue que w(rw) = rv € S. Portanto, 7(W) = S é um submddulo de N.

Agora, mostraremos que se S é um submoédulo de M /N, entao o submoédulo de M
é 71(S) = W. Dados wy, wy € W, temos que 7(wy), m(ws) € S. Assim, 7(w;) + m(wq) =
m(v1+vy) € Se, dal vy + vy € W. Além do mais, se r € A e w € W entao 7(rw) = rr(w).
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Como 7(w) € S, segue que w(rw) € S e consequentemente, rw € W = 7~1(S). Logo,
7 1(S) = W é um submddulo de M.

Finalmente, suponhamos que 7(W) = S e 771(S) = W e seja o homomorfismo
projecao 7 : M — S. Considere o homomorfismo ¢ : M — W pelo item (ii), existe um
unico homomorfismo @ : S — W tal que ¢ = ¥ o 7. Além disso, o ntcleo de ¢ é um
elemento z € M tal que p(z) = p(7(z)) = 0. Como 7(x) € S, temos que z € 7~ (S) =
W. Dal segue que ker(¢) = W e ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Pelo teorema do

Isomorfismo, os submédulos de M/N sao isomorfos aos submdédulos de M que contém
N. m

1.2 Modulos livres

Nesta se¢ao, apresentaremos o conceito de médulo livre bem como alguns resultados
que sao de grande valia para o estudo de médulos. E para isso, iniciaremos definindo

geradores, independéncia linear e base.

Seja [ um conjunto de elementos de um A-mdédulo M.

Definicao 1.6. Dizemos que  é um conjunto de geradores de M, ou simplesmente, que
B gera M se qualquer elemento v € M pode ser escrito como combinagao linear finita (em
geral, nao tnica) de elementos de (3, isto é, existem a;,...,a,4; € Ae v, ..., vy, € [ tais

que

V= a0V + -+ QUi

Um A-moédulos M é dito finitamente gerado se existe um conjunto finito de elementos

que gera M.

Definicao 1.7. Dizemos que [ é linearmente independente se, para todo subconjunto

{vi, ..., viy;} finito de [, sempre que
a;iv; + -+ Qi Ui = 0,
implica a; = ... = a;1; = 0, para todo a;,...,a;1; € A.

Definigao 1.8. Um conjunto 3 de elementos de um A-médulos M é uma base de M se

as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i)  gora M:

(ii) S é linearmente independente.
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Dado um conjunto ordenado = {vy,v,...,v,} de M, podemos definir um ho-

momorfismo de modulos de A" e M:

p: A" — M
T
X +— BX :=(v,v9,...,0,) | | =z01+ - + Ty0,,

Tn
onde B é a matriz das coordenadas dos elementos de 3 na base candnica de A™.

Proposicao 1.3. Seja o homomorfismo ¢ : A" — M definido por p(X) = BX. Entao:

(1) ¢ € injetiva se, e somente se, 5 € linearmente independente;
(ii) ¢ € sobrejetiva se, e somente se, 5 gera M;
(iii) ¢ € bijetiva se, e somente se, B é uma base de M.
Demonstragio. (i) Sejam X = (z1,...,x,), X' = (2),...,2)) € A™.
Se p(X) = ¢(X'), temos que BX = BX’, ou seja,
U1 + -+ T, = 2o+ 2oy,

Dai, segue que
(1 —ay)vr + -+ + (zn, — 2),)v, = 0.

Como f ¢ linearmente independente, temos que z; — z;, = 0, para todo 1 < i < n.

Logo ¢ ¢é injetiva.
Reciprocamente, dado a equacao
v+ -+ v, =0,
com X = (zq,...,x,) € A", temos
o(X) =BX =x1v1 + - + z,0, = ©(0).
Como ¢ é injetiva, temos que X = 0. Logo, [ é linearmente independente.
(ii) Se ¢ é sobrejetiva, para todo v em M, existe X em A" tal que p(X) = v. Assim,
v=p(X)=BX =vz1+ -+ VT,

Portanto, [ gera M.

Reciprocamente, se S gera M entao qualquer v em M pode ser escrito da seguinte

maneira

U =0121 + o Uplp,
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com X = (z1,...,2,) € A™. Assim,
o(X)=BX =vx) + -+ 02, = 0.
Logo, ¢ ¢é sobrejetiva.
(iii) Decorre dos itens (i) e (ii).
[

Defini¢ao 1.9. Um A-médulo M é dito livre se ele admite uma base. Se o A-modulo

livre M ¢é finitamente gerado entdo o médulo M é isomorfo a A™ para algum n.
Exemplo 1.12. Todo espago vetorial nao nulo de dimensao finita é um modulo livre.

Exemplo 1.13. No Z-médulo Z x Z, o conjunto {(1,0), (0,1)} é uma base de Z x Z.

Em seguida, apresentamos alguns exemplos para mostrar que nem sempre os mo-

dulos se comportam como um espago vetorial.

Exemplo 1.14. Nao é verdade que todo subconjunto linearmente independente de um
modulo livre possa ser ampliado a uma base. De fato, o Z-médulo Z ¢ livre e o conjunto
{2} é linearmente independente. Entretanto, esse conjunto nao é e ndo pode ser ampliado
a uma base pois todo conjunto com dois ou mais elementos do Z-modulo Z ¢ linearmente
dependente (Ver [Pe|, Exemplo 1.5.8.).

Exemplo 1.15. Nao ¢ verdade que todo conjunto de gerador pode ser reduzido a uma
base. Novamente, considerando o Z-mdédulo Z temos o conjunto gerador {2,3} que nao é

e nem pode ser reduzido a uma base.

Teorema 1.2. Se A é um anel comutativo e M é um A-mdédulo livre com bases {vy, ..., v,}
e {wy,...,wn} entdo m = n.
Demonstragio. Se {vy,...,v,} e {ws,...,wy,} sdo bases de um A-médulo livre M, entao

existem b;j, cps € A, 1 <0,k <n, 1 <j,5 <m, tais que

m n
vi = ) bijwj e wy =) Crsvs,
j=1 s=1

temos que
m n n m
0 =3 by e wp =3 cpubgu;
j=1s=1 s=1j=1

Sejam as matrizes B = (b;;)nxm € C = (¢ji)mxn. Entdo, BC = I,, e CB = I,,,. Como A é

um anel comutativo entdo n = m (Ver [Pi], Exercicio 3.10.). O
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Considerando o teorema (1.2), podemos definir o posto de um médulo livre M

como sendo o numero de elementos de uma base de M.

O seguinte exemplo mostra que para anéis nao comutativos, as bases de um moédulo

livce M podem nao ter o mesmo numero de elementos.

Exemplo 1.16. Seja Z[X]| o Z-mbdulo dos polindmios na indeterminada X com coe-
ficientes inteiros. Considere o anel de endomorfismos A := EndzZ[X]. O anel nao co-
mutativo A, considerado como um A-médulo, possui duas bases finitas com diferente

cardinalidade.

De fato, A como um A-médulo é finitamente gerado por apenas um elemento,
tendo o endomorfismo identidade como base. Definamos agora fi, fo € A da seguinte

forma: para todo o n € Ny, tomamos

fl (X2n+1) = X" f2(X2n+1> =0
€
[(X?P) =0 fo(X?M) = X7

Estendendo linearmente, temos que cada elemento f € A fica definido pelas suas
imagens nos monémios X", pois estes elementos formam uma base de Z[X]. Assim,

expandimos as aplicagdes linearmente a todos os elementos de Z[X]. Verifiquemos que
{f1, f2} é uma base de A.

Sejam aq, as € A e considere oy f1 + as fo = 0. Entao, para todo n € Ny, temos que

0 = (afi +aofe)(X*)
= a(/i(XP") + ao(fo( X))
= o (X").

Assim, a;(p) = 0 para todo p € Z[X]. Portanto, a; = 0. Fazendo o mesmo célculo para
cada X?" temos ay = 0. Logo, {f1, fo} é linearmente independente.

Agora, seja f € A. Consideremos (31, 32 € A definidos da seguinte maneira: para

todo n € Ny, temos que

Bir(X") == f(X*T)
Ba(X™) = f(X?"),

e estendemos por linearidade. Temos que, para todo n € N,

(Bufr + Bofo) (X)) = Bi(f1(XPHh) + Ba(fo( X))
= [i(X7)
= f(x*H).
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Do mesmo modo, calculando (3 f1 + B2f2)(X?") vemos que coincide com f(X?"). Assim,

por linearidade, temos que f = (31 f1 + (2 fo. Portanto, {f1, fo} gera A. Logo, {f1, fo} é
uma base de A.

Teorema 1.3. Seja ¢ : M — M’ um A-homomorfismo. Se ker(p) e Im(p) sao A-médulos

finitamente gerados, entao M ¢ finitamente gerado.

Demonstragio. Considere {uy, ..., uy,} um conjunto de geradores para o ker(p) e {wy, ..., w,}
um conjunto de geradores para a Im(p). Além disso, existem elementos v; de M tais que
o(v;) = w;, com 1 < ¢ < n. Agora, tome um elemento qualquer v de M. Temos que

o(v) € Im(p). Assim, existem a; em A, com 1 < i < n, tais que

) = arp(vr) + -+ + anp(v,),

ou seja,
p(v = (a1 + -+ a,v,)) = 0.

Dal, temos que & = v—(a1v;1+- - -+a,v,) € ker(y). Entao, existem r; € A, coml < j <m,

tais que
a=T1U] + -+ TpUp.
Portanto,
UV =0a101 + -+ QpUp + 71U+ T Uy
Logo, M é finitamente gerado por {vy, ..., vn, Us, ..., Un}. ]

Neste momento, introduziremos o conceito assim como alguns resultado envolvendo

anel Noetheriano.

Defini¢ao 1.10. Um anel A é dito Noetheriano se todos os seus ideais sdo finitamente

gerados.

Teorema 1.4. Se A é um anel Noetheriano e M é um A-mdédulo finitamente gerado entdo

todos os A-submddulos de M sdo finitamente gerados.

Demonstracio. A demonstracio sera dividida em dois casos. O primeiro caso é quando
M = A™ e o faremos por indugao sobre m. Se m = 1, um A-submoédulo de A é um ideal
de A e portanto, é finitamente gerado, por definicao de A ser Noetheriano. Suponhamos
que m > 1 e que qualquer A-submédulo de A™ ! seja finitamente gerado. Consideremos
a projecao

T A™ — AL

Notemos que m é um A-homomorfismo sobrejetor e seu nucleo é o conjunto de vetores de

A™ cujas primeiras m — 1 coordenadas sao zeros.
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Seja N um A-submédulo de A™ e considere ¢ : N — A™ ! uma restricio de 7
a N. Assim, a imagem o(N) é um A-submoédulo de A™~! e, por hipdtese de inducao, é
finitamente gerado. Além disso, ker(y) = N Nker(7) é um submoédulo de ker(7), que é um
modulo isomorfo a A. Portanto, ker(y) é finitamente gerado. Logo, pelo teorema (1.3), N

¢é finitamente gerado.

Agora faremos a demonstracao do segundo caso que é para qualquer A-moédulo M.
Seja N um A-submédulo de M. Desde que M é finitamente gerado, existe um homomor-
fismo sobrejetor o : A™ — M. Pelo teorema (1.1), temos que S = ¢! (N) é submédulo de
A™ e que N = p(S). Assim, S é finitamente gerado pelo caso anterior. Agora, considere
@ : S — N uma retricdo de ¢ para S. Como ¢ é sobrejetiva, segue que N ¢ finitamente

gerado. ]

Ainda considerando A um anel Noetheriano, seja M um A-médulo finitamente

gerado por {vy,...,v,}. Entdo, existe um A-homomorfismo sobrejetor
m: A" — M.

Temos que ker(r) = N é um submédulo de A™ e portanto, finitamente gerado. Seja
{wy, ..., w,} um conjunto de geradores de N. Assim, temos um A-homomorfismo sobre-
jetor

p: A" - N.

Entretanto, os geradores wj, com 1 < j < n,sao elementos de A™. Desta maneira criamos
um A-homomorfismo

b AT A™,

Como todo A-homomorfismo entre A-modulos livres A™ e A™ é dado por B uma

matriz m X n:

b AT 5 A™
X — BX,

temos que Im(¢)) = BA"™ = N = ker(7). Pelo teorema do Isomorfismo, segue que A™/BA™

¢é isomorfo a M. Neste caso, dizemos que a matriz B é uma matriz de apresentacao de M.

Agora, definiremos relagao entre geradores:

Definigao 1.11. Seja M um A-mddulo finitamente gerado por um conjunto B = {vy,..., vy}

t

Chamamos um elemento Y = (yy,...,v,)" em A™, tal que y1v1 + -+ + YV = 0, um

vetor relagao ou uma relacao entre geradores de M.

Definicao 1.12. Um conjunto S de relagoes de M é um conjunto maximal de M se cada

relagdo de M é uma combinagao linear de elementos de S com coeficientes em A.
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Exemplo 1.17. O Z-médulo que é gerado por trés elementos vy, v9 € v3 com o conjunto

completo de relagoes

3’01 + 21}2 +v3 =
81)1 + 41]2 + 2’03 =
71)1 + 67}2 + 21]3 =

o o o O

9U1 + 6U2 +wv3 =

¢é apresentado pela matriz

3879
B=12 46 6
12 21

Uma vez que varias matrizes apresentam o mesmo modulo ou médulos isomorfos,
exibiremos, a seguir, algumas regras para manipular uma matriz B sem alterar a classe

do isomorfismo do médulo que essa matriz apresenta:

Propriedade 1.1. Seja B uma matriz de apresentacao m x n de um A-médulo M. As

seguintes regras nao modifica o0 moédulo em que B apresenta:

Multiplicar & esquerda de B por Q! com @Q em GL,,(A);

Multiplicar a direita de B por P, com P em GL,(A);

Exclusao de uma coluna de zeros da matriz B;

Exclusao da linha ¢ e da coluna j, caso a j-ésima coluna de B seja e;.

As matrizes P e () usadas na propriedade anterior sao matrizes elementares, de
tamanho adequado, de modo que Q' BP ¢ diagonal da forma descrita pelo teorema (2.1)
(Ver capitulo 2).

Utilizando essas regras com a matriz de apresentacao B do exemplo (1.17), podemos

reduzi-la a matriz
B=][4]

e isso significa M ~ Z,.
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2 Diagonalizacao de Matrizes com Entradas

Inteiras

Seja B = (b;;) uma matriz com entradas b;; nos inteiros. Neste capitulo mostraremos
J J
que qualquer matriz B, pode ser “diagonalizada” através de uma sucessao finita das

seguintes operacoes elementares em suas linhas e colunas:

1. Permutacao de duas linhas (respectivamente de duas colunas).

2. Substitui¢do de uma linha (respectivamente de uma coluna) pela soma desta linha
com um multiplo inteiro de uma outra linha (respectivamente pela soma desta coluna

com um multiplo inteiro de uma outra coluna.

3. Multiplicar uma linha ou coluna por —1.

Vejamos, através de exemplos, que as operagoes elementares (1), (2) e (3) sdo obti-

das por multiplicacao, a direita ou a esquerda, da matriz B por certas matrizes invertiveis.

b bz big )

Exemplo 2.1. Seja B =
bo1 Do ba3

a) Permutacao de linhas ou colunas.

bir bz bio _ bir b2 bz
b1 Doz Doy bar baa o3
note que a permutacao entre a segunda e a terceira coluna foi obtida pela multipli-
100

cagdo a direita de B pela matriz quadrada | 0 0 1 |, cujo o determinante é 1.

010
Analogamente em relagao a permutacao de linhas, temos

bai  baz  bao _ 01 b1 bia b3
b1 b1z b2 10 ba1 Doy bos

b) Substitui¢do de linha ou coluna.

b1 bia big 4 dbiy _ b1 bia i3
ba1  baa  bog 4 dboy ba1  baa  bos

o O =

0 0
01 |;
10

o = O
— O Q.

1
0
0
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vemos que a substituigao da terceira coluna pelo resultado de (terceira coluna)+d.(primeira

coluna), onde d é um inteiro, foi obtida pela multiplicacao a direita de B pela ma-
1 0 d
triz quadrada | 0 1 0 |, cujo o determinante é 1. Analogamente em relacao a

0 0 1
substituicdo de linhas, temos

b1 + dbay  bio + dbay  big + dbos _ 1 d b1 bia bis
ba1 bao bas 01 ba1  bag  bos

c) Multiplicar uma linha ou coluna por —1. Esta operagao também é obtida pela

multiplicacao, a direita ou a esquerda de B pela certas matrizes inteiras invertiveis.

b bia b biy b2 D Lo
11 12 b} 11 012 013 0 -1 0 |:
bar  —baz o3 ba1 baa b3 0 0

1
b bz b3 _ r 0 bir bz b3
—ba1 —baa —bo3 0 -1 b1 baa o3
) 1 2 3 . .
Exemplo 2.2. Seja B= ¢ . Determinemos as matrizes B, Q! e P, tal que

B'= Q7 'BP , onde QQ e P sdo invertiveis.

1ot 23] [1 o2 3

4 1|[466]| |0 -2 -6

: 1 -2 -3

1 2 3 1 0 0
0 1 0=

o] o = <]

(1 o|[1 0o o] [100
0 —1 0 -2 6| |0 26

1 oollt Y 100
101—3:{ ]:B’

0 2 6
- 00 1

Donde segue que

10 0
100 100
B = = 01 —=3|=
020 026
0 0
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- 1T 1 -2 =3 1 0
1 0 10 1 2 3
= 0o 1 0 0 -3 | =
0 -1 -4 1 4 6 6
- - - 0o 0 1 0 1

1 01 2 3 L =23
0 1 -3 |=0'BP
4 1|4 6 6

- - 0 1

Observe que, para obter a matriz Q! basta multiplicar na ordem inversa as ma-
trizes elementares que produzem as operacoes em linhas. Ja para obter a matriz P, basta
multiplicar as matrizes elementares na ordem em que suas respectivas as operagoes em

colunas sao feitas.

No geral, seja B = (b;;), 1 <i <mel < j <numa matriz m xn com entradas b;;
nos inteiros. Fazer uma operacao elementar em colunas (em linhas) significa multiplicar
a matriz & direita (a esquerda) por uma certa matriz inteira invertivel de tamanho n x n
(m xm). Assim, fazer uma sucessao finita de operagoes elementares entre linhas e colunas

da matriz B implica transformar B numa matriz da forma
B' =Q 'BP
b
onde ) é uma matriz m x m invertivel e P é uma matriz n X n invertivel.

Teorema 2.1. Seja B uma matriz com coeficientes inteiros. Existem produtos Q) e P de

matrizes elementares, de tamanhos adequados, de modo que Q 1BP ¢é diagonal, digamos

dy

dk
0

onde as entradas da diagonal d; sao positivas, e d; | diyq para cada i =1,... k—1.

Demonstracio. Se B = 0, nao temos nada a fazer. Suponhamos que B seja nao nula.
Assim, através de permutacoes de linhas e de colunas, podemos considerar uma entrada
nao nula para a posigao by;. Caso esta entrada seja negativa, multiplicaremos a primeira

linha por —1, tornando a entrada by; positiva.

Em seguida, vamos zerar a primeira linha e a primeira coluna e sempre que uma
operacao produzir uma entrada nao nula na matriz cujo valor absoluto ¢ menor do que

b11, retornamos ao inicio do processo.
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Se a primeira coluna contém uma entrada b;; ndo nula ¢ > 1, aplicando o algoritmo

da divisao, existem ¢; e r; inteiros tais que
bir = buiqi + i,
com 0 < r; < byy. Depois, substituimos a ¢-ésima linha de B por:
(i-ésima linha)—g; (primeira linha).

Desta maneira, mudamos b;; para r;. Se r; # 0, retornamos ao inicio do processo. Se

r; = 0, produzimos um 0 na primeira coluna.

Apos efetuarmos um nimero finito de operagoes elementares nas linhas dessa ma-
triz, resulta em uma matriz na qual b; = 0 para todo ¢ > 1. Analogamente, usando
as operagoes elementares nas colunas, limpamos a primeira linha. Assim, obtemos uma

matriz equivalente a matriz original B que é da forma:

d 0 -0
0

0

Agora, suponhamos que alguma entrada b de M, situada na posigao b;; da matriz

By, nao é divisivel por d|. Entao, substituimos a primeira coluna de B; por:
(j-ésima coluna de Bj)+(primeira coluna de By).

produzindo assim uma entrada b na primeira coluna B;. Com isso, repetimos todo o

processo e ao final disso, teremos uma matriz equivalente a matriz B; da forma

d 0 -0
0 do --- 0

M, ’
0 O

onde d; | dy e dy divide todas as entradas de M. Entao, aplicaremos todo o processo na

matriz M, .

Procedendo dessa forma repetidamente, chegaremos a uma matriz diagonal da

forma

dq

no qual dy | dy | -+ | dy. O
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Corolario 2.1. Seja B uma matriz m x n, e sejam P e ) matrizes de numeros inteiros

invertiveis de tal maneira que B' = Q7 'BP tem a forma diagonal descrita no Teorema

(2.1).

(a) As solugoes inteiras das equagoes homogéneas B'X' = 0 sdo os vetores inteiros X'

cujas primeiras k coordenadas sao zeros.

(b) As solugées inteiras das equagoes homogéneas BX = 0 sao aquelas da forma X =
PX' onde B'X' = 0.

(c) A imagem W' da multiplicagio por B' consiste nas combinagoes dos vetores inteiros

dlel, cee ,dkek.

(d) A imagem de W da multiplicagao por B consiste nos vetores Y = QY', onde Y’ é
em W',

O Teorema (2.1) pode ser utilizado para descrever homomorfismos entre grupos

abelianos livres.

Corolario 2.2. Seja ¢ : M — M’ um homomorfismo de grupos abelianos livres. Existem
bases de M e M’ de tal modo que a matriz do homomorfismo tem a forma diagonal do
Teorema (2.1).

Agora, mostraremos que, dado M um grupo abeliano livre de posto m e N um

subgrupo de M, ¢é possivel construir, uma base para N a partir de uma base de M.

Teorema 2.2. Seja M um grupo abeliano livre de posto m, e seja N um subgrupo de M.

Entao N é um grupo abeliano livre e seu posto é menor do que ou igual a m.

Demonstragio. Sejam ' = {wy, ..., w,} uma base de M e = {uy, ..., u,} um conjunto

de geradores de N e ¢ : N — M um homomorfismo inclusao. Escrevemos
Uj = bljwl + -+ bmjwm

e consideramos a matriz B = (b;j)mxn. Pelo Teorema (2.1), obtemos uma matriz B’ =
Q~'BP diagonal da forma
dq

di
0

onde d; | dy | -+ | di, P é a matriz de mudanga de base de Z™ e @) é a matriz de mudanga

de base de Z". Sejam [3; e [3] essas novas bases. Como a base e o conjunto de geradores
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B' foram tomados arbitrariamente, podemos substituir 3, 5" e B por (31, f] e B’. Assim,

uj = djw;, para 1 < j < k.

No entanto, a matriz B pode conter algumas colunas nulas, o que correspondem
aos geradores u;; cujo vetor coordenada com relagao a base 5’ de M ¢é o vetor nulo. Entao,
temos que descartar esses geradores. Quando tivermos feito isso, teremos n =k e n < m.
Agora, mostraremos que o conjunto 5 = {us,...,u,} é uma base de N. Como [ gera N,

basta mostrar que  é linearmente independente. Seja by, ...,b, € Z tais que
biuy + -+ + byu, =0,

ou seja,
bldlwl + -+ bndnwn = 0.

Visto que wy, . .., w, sao linearmente independentes, entao b;d; = 0, para cada 1 < j < n.
Como d; # 0 para todo 1 < j < n, concluimos que b; = 0 para todol < j < n. Logo, 3 ¢é

linearmente independente e portanto, uma base de .

Para finalizarmos a demonstracao, precisamos de um conjunto finito de geradores
de N. Uma vez que N é subgrupo de M, temos que, pelo Teorema (1.4), N é finitamente
gerado. ]
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3 Estrutura dos Grupos Abelianos

Diante do que foi exposto nos capitulos anteriores, temos subsidios suficiente para
demonstramos o intuito principal de nosso trabalho. Sendo assim, neste capitulo mostraremos
que todo grupo abeliano finitamente gerado pode ser expresso como soma direta de sub-

grupos ciclicos. Além disso, faremos uma aplicacao deste resultado a operadores lineares.

3.1 Classificacao de grupos abelianos finitamente gerados

O teorema de estrutura para grupos abelianos afirma que um grupo abeliano fini-
tamente gerado M ¢é a soma direta de subgrupos ciclicos e médulo livre. Sabemos que
existe uma matriz de apresentacao diagonal para M, esse teorema nos permite interpretar
o significado desta matriz para o grupo abeliano. Vale lembrar que um grupo C' é ciclico

quando é gerado por apenas um elemento.

Teorema 3.1 (Teorema de Estrutura para Grupos Abelianos). Um grupo abeliano finita-
mente gerado M € uma soma direta de subgrupos ciclicos Cy,, . ..,Cyq, e um grupo abeliano

livre L,ou seja,

M=Cyd - -®Cy &L,

onde a ordem d; de Cy, € maior que 1 e d; divide d;yq parai=1,...,r — 1.

Demonstragio. Seja M um grupo abeliano finitamente gerado por 5 = {vy,...,v,}.
Consideramos B uma matriz de apresentacao para M determinada pelo conjunto de
geradores 8 e Y um conjunto completo de relagdes de M. Pelo Teorema (2.1), a matriz
B tera a forma diagonal

di

no qual dy | dy | -+ | dy.

Vamos eliminar qualquer linha 7 e coluna j cuja entrada da diagonal seja igual a
1 pois, do contrario teriamos como relagdo v; = 0 e o elemento zero ¢ inutil como um

gerador. Além disso, eliminaremos qualquer coluna de zeros. Assim, depois de reordenar
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os d;’s, B tera forma

dy 0
d,
B— ,
0
0 --- 0
L JdmXr
onded; >1ed |dy|--|d., comr <k<m. Como isso,

dlvl = 07--‘drvr == O,

formando um conjunto completo de relagoes de M.

Agora, seja C; o subgrupo ciclico gerado por v;, para 1 < j < m. Entao, C; ¢é
ciclico de ordem d;, se j < r e C} ¢ ciclico infinito , se j > r. Mostraremos que M ¢é a

soma direta destes grupos ciclicos.

Como g gera M, temos que M = C+---+C},. Basta mostrar que wy+...+w,, =0
implica w; = 0, para w; em Cj. De fato, considere a equagao wy + --- + w,, = 0, com
w; em C;. Uma vez que v; gera C; segue que w; = y;v;, para algum inteiro y;. Assim,

Y = (y1,...,ym)" é uma relacao de M.

Visto que as colunas de B formam um conjunto completo de relagoes de M, Y =
BX para algum vetor X. Isto significa que y; ¢ um multiplo de d;, se j < rey; =0,
se j > r. Como d;v; = 0 se j < r, temos que w; = 0 se j < r. Portanto, w; = 0 para

1 <5 <m. Logo,
M=Cy® - ®Cy &L,

onde o grupo abeliano livre L ¢ a soma direta dos grupos ciclicos infinitos C;, com j >
r. O]

Exemplo 3.1. Considere M um Z-modulo finitamente gerado por vy e vy, com as relagoes

U1+4U2 =0
201 +4vy = 0.

A matriz de apresentacao de M é dado por

B_[iilw[4}.

Assim, M ~ 7Z,.
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Exemplo 3.2. Seja M um grupo abeliano finitamente gerado por vy, vy e vz, com as

relagoes

2U1 -+ 2U2 -+ 2U3 =0
21}1 + 2U2 =0
27)1 + 21}3 = 0.

Encontremos uma soma direta de grupos ciclicos isomorfo a M.

A matriz de apresentacao de M é dado por

Diagonalizando B, obtemos

Portanto, M ~ Zo & Zo & Zs.

Exemplo 3.3. Considere M um grupo abeliano finitamente gerado por vy, vs e v, com

as relagoes

Tvy +bvg +2v3 = 0
3?]1 + 3’02 =0
13v1 4+ 11y +2v3 = 0.

Vamos escrever M como soma direta de grupos ciclicos.

Temos que

é uma matriz de apresentacao de M. Ao diagonalizar B, obtemos
6
E

Proposicao 3.1. Se a e b sdo inteiros relativamente primos, entdo o grupo ciclico Cyy, €

B~

Assim, M ~ Zg ® 7.

isomorfo a soma direta Cy ® Ch.
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a
Demonstragio. Seja B = 0 b uma matriz de apresentagao do grupo abeliano finito

C,®C,. Suponha, sem perda de generalidade, a < b. Como a nao divide b, a matriz diago-
nal B ainda nao estd na forma do teorema (2.1). Para isso, faremos algumas manipulagoes

na matriz B.

Primeiramente, substituimos a 1* coluna pela soma da 1* coluna com a 2* coluna

a 0
b b |’

Aplicando o algoritmo da divisdao em a e b temos que existem inteiros q; e r; tais que

e obtemos

B ~

b= aq + 1, com 0 <| r; |< a. Assim, multiplicamos a 1* linha da matriz por —¢; e

somamos a 2% linha. Depois, trocamos a 1* com a 2? linha e teremos

. Se r; = 1, faremos as seguintes operacoes:

1 b 1 b 1 0
a 0 0 —ab 0 ab |

Se r; # 1, aplicaremos novamente o algoritmo da divisdao em a e 71, ou seja, existem

B ~

inteiros ¢y e 7o tais que a = r1ga + 19, com 0 <| ry |< r1. Deste modo, multiplicamos a 1*

. . e b . .

linha da matriz 0 ] por —¢o e somamos a 2% linha. Depois, trocamos a 1* com a 2*
a

linha e obteremos

B~

T2 _QQb]

™ b

Assim, repetindo os procedimentos anteriores um nimero finito de vezes, encon-

tramos que
1 0
B~ .
0 ab
Eliminando a linha e a coluna cuja entrada da diagonal é 1 teremos B ~ [ ab } . Logo,
Ca P Cb ~ Cab' D

Combinando o teorema (3.1) com a proposi¢ao (3.1) resulta no seguinte corolario.

Corolario 3.1 (Forma Alternativa do Teorema de Estrutura). Todo grupo abeliano finito

¢ uma soma direta de grupos ciclicos de ordem poténcia de um primo, ou seja,
M~Coauni @B Cure B ®Courm B D Clours,
Pq Ps Pq Ds

onde uy; S ugy < - <y el < g <os.
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Teorema 3.2 (Unicidade do Teorema de Estrutura). Se um grupo abeliano finito M é
uma soma direta de subgrupos ciclicos de ordens poténcia de um primo pgij, coml<i<r

el < j <s, entdo os inteiros d; do teorema (3.1) sdo unicamente determinados pelo grupo

M.

Demonstracdo. Sejam pq, ..., ps os primos distintos na decomposicao de M. Vamos listar

todas as poténcias de um primo que aparecem na decomposicao de M da seguinte maneira:

U1l U112 (7

pl p2 psls
w21 u22 (7

pl p2 psgs
. . . )
U] Ur2 U

plr pQT psrs

onde r € o nimero de ocorréncia dos primos que aparecem mais vezes e u; < Ugj < -0 <

urj, 1 < j < s. Eventualmente, alguns dos w;; terao que ser nulos. Seja d;; o produto das

poténcias de um primo na linha 7, ou seja,

Uil Uis

d; = pi* - py® .. pe,

onde 1 < i <r. Eclaro que dy | dy | --- | d, . Como as poténcias de um primo que

aparecem em cada d; sdo primas entre si, pela proposi¢ao (3.1) podemos concluir que
Dai, segue que

MﬁcquuEB'.'EBCPZISEB”.EBCI)?"I69‘..@0#:7”5 ngl@...@CdT_

. Uqg 4 . .
Em suma, dado uma lista dos p;”, os d;’s ficam determinados , a menos de associ-
. . Ui ~ A . .
ados. Reciprocamente, dado uma lista dos d;’s, os p;” sao as poténcias de um primo na

decomposi¢ao dos d;’s. Logo, os d;’s sao unicamente determinados por M. O

Exemplo 3.4. Seja o grupo abeliano finito G = Zag @ Zyo ® Z1s. Pelo corolario (3.1), G

¢ uma soma direta de subgrupos ciclicos de ordens poténcia de um primo, ou seja,
G:Z22 EBZ5EBZQ3 @25@222 @233.

Assim, as poténcias de um primo que aparecem na decomposicao de G sao 2%, 5, 23, 5, 22

e 3% e dispoem-se de acordo com a seguinte tabela:
22 30 50
22 30 5 .
23 3 5
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Portanto,

d = 22=14
dy = 22:5=20
d; = 2%-.3%.5=1080.

Logo, G =~ Z4 ® Zay © Zioso-

Exemplo 3.5. Vamos encontrar explicitamente todos os grupos abelianos de ordem 400 =

24 .52 a menos de isomorfismo.

Temos que, a menos de isomorfismo, existem exatamente 5 grupos abelianos de

ordem 2%, a saber:
Dioa, Lo @ Zigs, Lig2 D Zig2, Luo ® Lo B Zig2 € Lo B Ly D Ly B Zio.
A menos de isomorfismo, existem exatamente 2 grupos abelianos de ordem 52, a saber:
Ls2 € Ls ® Zs.

Entao, os grupos possiveis sao:

G1 = Zgs @ Lz = Ly,

Gy = Zos B Ls® Ls >~ L5 D Lso,

Gs = Zo® Loz ® L2 =~ Ly @ Lo,

Gy = Zo®Zos ®ZLs® ZLs ~ Lo D Ly,

Gs = Zo2 @ Ln2 B Lsz ~ ZLg B Lo,

G = Zox ® Lo ® Ly B Ls = Loy P Loy,

Gr = Zo@®Zy® Lo2 ® Lz ~ Ly ® Ly D Lo,

Gy = Zo@ 2Ly ® Lo ®Ls® Ly = Lo ® Zaog D Loy,

Gy = Zo®loBZloBZo® Lsz > Lo ® Lo P Lo P Zsy,

Gio = Zo®Zy® LoD ZLy® Lis D ZLs ~ Ly ® Ly ® Lo © ZLno.

3.2 Aplicacao a operadores lineares

Podemos fazer uma classificacado andloga a de grupos abelianos para o anel de
polinémios em uma varidvel A = K]t|, sobre um corpo K. Lembremos que o principal
argumento usado na demonstragdo do teorema (2.1) para a diagonalizagdo de matrizes

com coeficientes inteiros foi o algoritmo da divisdo que tem sua versao no anel A. Pelo
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teorema da base de Hilbert [A] tem-se que A é um anel Noetheriano, assim todo A-mddulo
V' ¢ finitamente gerado e tem uma matriz de apresentacao. Temos a seguinte versao do

teorema (2.1) para uma matriz com entradas em A:

Teorema 3.3. Sejam A = K]Jt| o anel de polindmios na varidvel t sobre um corpo K
e B uma A-matriz de tamanho m X n. Ezxistem matrizes P e @), produto de A-matrizes

elementares, tal que B' = Q7' BP ¢é diagonal, sendo que cada entrada nao nula da diagonal

d; de B' é um polindmio ménico, e ainda dy|ds . .. |dy.
Exemplo 3.6.
2 —3t+1 t—2 tinha | 2 —=3t+1 t—2 | oy
= 5 L , =
t—17° 2-3t+2 2t 0
ﬂ -1 t-2 ﬂ —1 0 lil>ha 1 0
22—t 0 22—t 331242t 0 t3—324+2t |

Na sequéncia vamos estender o teorema de estrutura para anéis de polindmio.
Vamos considerar um A-modulo ciclico C' sendo um A-moédulo gerado por um tnico
elemento. Dessa forma, existe um homomorfismo sobrejetor ¢ : A — C' tal que r — rv,
onde o ntcleo I = ker(¢) é um ideal principal de A e pelo teorema do isomorfismo
C ~ A/(d), para algum polindémio d. Isso significa que o médulo de relagdes é gerado por

um unico elemento.

Teorema 3.4 (Teorema de Estrutura para Moddulos sobre Anéis de Polindmio). Seja
A = K|[t] o anel de polinomios em uma varidvel sobre o corpo K. Seja V' é um A-mddulo
finitamente gerado. Entdo V' é uma soma direta de modulos ciclicos Cy,...,Cy com um
A-médulo livre L, onde C; é isomorfo a A/(d;), os elementos d; sdo polindmios monicos

de grau positivo, e dy|dy . .. |dy.

Observacgao 3.1. A condigao di|ds . .. |dr pode ser trocada por: cada d; é uma poténcia
de um polinémios moénico irredutivel. Além disso, mostra-se a unicidade dessas poténcias

de primos que nao vamos provar.

Voltando ao exemplo (3.6), com A = Q[t] o A-mddulo V' apresentado pela matriz
B é o médulo apresentado pela matriz B’ e usando a propriedade (1.1), V' é representado
pela matriz [f] onde f = 3 — 3t? + 2t = t(t — 1)(t — 2) e portanto V ~ A/(f). Mas como

fatores t,t — 1,¢ — 2 sdo polindmios irredutiveis em A temos o isomorfismo

Ve A/ @A —1) B At —2).

Agora vamos a nosso principal objetivo que é aplicar esse conceito a operadores

lineares. Dado um operador linear 7" : V — V em um espago vetorial V' sobre um
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corpo K podemos definir nesse espago vetorial V' uma estrutura de A-médulo por definir

o produto

AxV — V

(f(t),v) — ft)-v,
onde a agao f(t).v = a,T™"(v)+an_1T" *(v)+...4+a1T(v) 4 agv para qualquer polindémio
f(t) = ant™ + an_1t" 7 + ...+ art +ao € K[t

Vamos usar a seguinte notagao:

f(t).v =[f(T)]v ou simplesmente f(t)v = [f(T)]v,

onde f(T') denota o operador linear associado ao polinémio f(t). Com essa notacgao tem-se

tv = T'(v). Definida a operagao ., é facil verificar que V' é um A-mddulo. Reciprocamente,

Proposicao 3.2. Seja A = K|t] o anel de polindmios em uma varidvel sobre um corpo
K. Se V. é um A-mdédulo, entdo temos um operador linear T : V. — V no K-espago

vetorial V.

Demonstracdo. Desde que V' é um A-modulo, podemos definir a multiplicacao por polinémios
constantes que sao os elementos de K, e assim V' se torna um espaco vetorial sobre K.
Novamente pelo fato de V' ser um A-moédulo, podemos definir a multiplicacao de elemen-
tos de V pelo elemento t € A. Vamos denotar essa operacao de multiplicacdo por t em V'

como sendo T', ou seja, T' ¢ a aplicacao

V -5 V tal que T(v) = to.

Sendo V um A médulo, em particular vale a distributividade da soma sobre o
produto e entao t(v 4+ v') = tv + tv’ o que significa T'(v + v') = T'(v) + T (v'), para todo
v,v" € V. Além disso, dado ¢ € K temos tcv = ctv e assim T'(cv) = ¢I'(v). Portanto, a

aplicacao 1" é um operador linear no espago vetorial V. O

Resumindo, constatamos que as regras que associa a cada K [t]-m6dulo V' um op-

erador linear de V' e vice-versa sao operagoes inversas.

Exemplo 3.7. Considere o K[t]-médulo V = K][t], ou seja, V' é um mddulo de posto
1. Por outro lado, V' é um espaco vetorial sobre K de dimensao infinita tendo como base
B ={1,t,t% ...}. Isso nos possibilita identificar V' com o espago vetorial Z de dimensdo
infinita dos vetores linhas (ag, a1, as, . . .) onde apenas um ntimero finto de entradas é nao

nulo. Mediante essa identificagao, temos o operador associado ao K[t]-médulo V = K|t]

(ao,al,ag, .. ) )i) (al,ag, .. .),
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chamado de operador shift. Tendo a relagao entre K[t]-mddulos e operadores lineares
vamos agora considerar V' um K-espaco vetorial de dimensao finita n e 7" um operador
linear em V. Podemos ver V' como um K [t]-mddulo, este finitamente gerado como um K [¢]-
modulo e portanto possui uma matriz de apresentagao. Dessa forma, estamos trabalhando
com duas matrizes: a matriz de apresentacao r x s que apresenta o modulo V' com entradas
sendo polindmios em K[t] representado por s relagdes entre r geradores; a outra matriz

n X n é a do operador linear T

Sendo V' um K|[t]-médulo aplicamos o teorema (3.3) obtendo uma decomposi¢ao

de V em soma direta de submédulos ciclicos como segue

V=C®...0C

onde cada C; é isomorfo a K[t]/(f:;), fi polindmio monico em K[t|, e a parte livre é zero
desde que V' é de dimensao finita. Considerando ; uma base de C;,i = 1,... k temos
que 5= (B1,..., ) ¢ uma base de V' sendo que cada espago C; é invariante por T' o que

significa a matriz de T' tem uma forma de diagonal em blocos.

Seja V' um K[t]-médulo ciclico gerador por um elemento vy, ¢ como K[t] é um
dominio de ideais principais ja vimos que V' é isomorfo a K|[t]/(f) para algum f(t) =
t" + ap_1t" ' + ... + ayt + ag monico de grau n em KJt]. Mas precisamente, temos o

isomorfismo Kt]/(f) — V dado por 1+ . Pelo algoritmo da divisao,

K[t]/(f) = {bp_1t" "+ ...+ byt + bolb; € K},

e portanto o conjunto {1,¢,...,¢t""'} é uma base de K|[t|/(f) como K|[t]-médulo, con-
sequentemente o conjunto 3 = {vg,tvy,...,t" tvy} é uma base de V como K-espago
vetorial. Se consideramos o operador shift do exemplo (3.7) 7 : V' — V', multiplicacao
por t, e escrevemos os vetores da base 3 da forma (vg,v1,...,v,_1), onde v; = T%(vg)

temos

T(’UO) =1, T(’Ul) = TQ(U()) =V2,... ,T(Un_g) = T”_l(vo) = Unp—1

[f(T)](’U()) = Tn(U()) + an_lT"_l(vo) 4+ ...+ CLlT(UQ> + agVy =
= T(vp-1)+ an-1Vp_1+ ...+ ayv; + agvg =0

e portanto,
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T(Un_l) = —Up—-1Vp—1 — ... — A1V — QQy.

Dessa forma, vamos ter a matriz de T" na base 3

0 0 0 —ap

00 —aq
[T],={0 10 - 00 —a |,
(000 - 01 —a,y

cujo polinémio caracteristico é f(t).

Teorema 3.5. Seja T um operador linear em um espago vetorial de dimensao finita V
sobre um corpo K. Eziste uma base para V' tal que a matriz de T' é composta de blocos

do tipo descrito acima.

Essa matriz ¢ chamada de forma canonica racional do operador T

Exemplo 3.8. Seja K = R. Considere a matriz B na forma racional

oy

I
S = O
= o O
o O =

que tem como polindmio caracterfstico f(t) = t*—1 = (t—1)(t*+t+1). Desde que (t—1)
e t? +t+ 1 sdo polindmios irredutiveis sobre K, o K[t]-médulo ciclico V' que B representa
¢ uma soma direta de médulos ciclicos, que mediante a consideracao acima sua matriz de

apresentacao em blocos é dada por

B = 0 —1
1 -1

Sobre o corpo dos niimeros complexos o polindmio ¢2 +t+ 1 é redutivel com fatores

irredutiveis ¢t — w,t — w?, onde w = e e a matriz de apresentacao do médulo V é

diagonalizavel, mais precisamente,

B// — w
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