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Resumo

Um codigo ciclico é um tipo especifico de codigo linear. Sua relevincia
consiste no fato de que todas suas principais informacgoes sdo intrinsecas a
estrutura dos ideais no anel quociente K[z]/(z"™ — 1) via um isomorfismo.
Neste trabalho, caracterizamos os c6digos ciclicos em correspondéncia biuni-
voca com os ideais deste anel quociente. Apresentaremos também sua matriz
geradora, a matriz de paridade e aboradaremos sua codificacao e decodifica-
Gao.

Palavras-chave: codigos corretores de erros, c6digos ciclicos, matriz gera-
dora, matriz de paridade, anel quociente.



Abstract

A cyclic code is a specific type of linear code. Its relevance consists in the
fact that all its main information is intrinsic to the structure of the ideals
in the quotient ring K[z]/(z™ — 1) via an isomorphism. In this work, we
characterize the cyclic codes in biunivocal correspondence with the ideals
of this quotient ring. We will also present its generating matrix, the parity
matrix and we will discuss its codification and decoding.

Keywords: Error correction codes, cyclic codes, generating matrix, parity
matrix, quotient ring.
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Introducao

Em diversas situagoes do cotidiano os cddigos corretores de erros estdo pre-
sentes: no uso do celular, internet e wi-fi, por exemplo. Tais cédigos tem
como principal finalidade corrigir informagGes que sofreram algum tipo de
alteracdo durante sua transmissao ou armazenamento.

Pensar em tudo o que hé por trés do envio de uma simples mensagem por
telefone ou envio de fotos por sondas espaciais é um estimulo ao estudo deste
tema. Além disso, por ser uma teoria largamente utilizada e com problemas
em aberto, desperta também o interesse profissional.

A teoria sobre codigos corretores de erros nasceu em 1948, fundada pelo
matematico C. E. Shannon, foi bastante desenvolvida pelos matematicos
da época e, a partir dos anos 70, despertaram o interesse de engenheiros
que ajudaram a continuar no desenvolvimento da mesma. Hoje, sempre
que se deseja transmitir dados com confiabilidade, os c6digos corretores sao
utilizados.

Neste trabalho, exploramos aplicagdes para conceitos abstratos bastante
conhecidos na matemaética, alguns desde o ensino basico, tendo como finali-
dade principal a caracterizacao dos cédigos corretores lineares ciclicos. Para
isto, o texto foi dividido em trés capitulos da seguinte forma:

No primeiro capitulo abordaremos conceitos de Algebra necesséarios para
o entendimento do tema, tais como: Anéis de Polinémios sobre corpos finitos,
Ideais de um Anel e Anéis Quocientes.

O segundo capitulo traz o conceito de cddigo linear e como funciona a
sua codificacao e decodificagao.

Por fim, traremos no capitulo trés o conceito de cédigo linear ciclico, cujo
diferencial é a velocidade de codificacao e decodificacao.

O texto requer do leitor certo conhecimento algébrico, como por exemplo:
o conceito de Espaco Vetorial, base, dimensao e dependéncia linear.



Capitulo 1

Polinémios

1.1 Anéis de Polinémios

1.1.1 PolinOdmios

Nesse texto decidimos abordar a definicdo de Polindémios de forma pouco
convencional, afim de dar ao leitor uma oportunidade de estudar essa teoria
de forma alternativa.

Definicao 1 Seja A um anel comutativo. Uma sequéncia infinita (ag, ay, az,
as,...) com a; € A, onde todos os elementos sao nulos exceto para uma
quantidade finita de indices é chamada Polinémio. Os as sio chamados
coeficientes do Polindémio.

Diremos que dois polinémios (ag, a1, az, as, ...) e (b, b1, be, bs, ...) sdo iguais
se a; = b;, Vi € {0,1,2,...}. Além disso, a sequéncia nula (0,0,0,...) seré
chamada de polindémio nulo e representada apenas por 0.

Neste trabalho denotaremos por Alz| o conjunto de todos os polindmios
p(x) com coeficientes em A, mais adiante explicaremos o aparecimento desse
"x"em nossa notagao.

Defini¢ao 2 Chamaremos de grau de p(x), ou simplesmente gr(p(x)), o
indice 1 tal que

gr(p(x)) = maz{ila; # 0}

Obs.: Seguiremos a convengdo de que gr(0) = oo.

1.1.2 Operagoes em A|z]

Teorema 1 As sequintes operacoes em Alz] estao bem definidas:



Adicao:

(ag,a1,a2,as,...) + (bo, b1, b2, b3, ...) = (co, c1, 2, C3, ...)
onde ¢; = a; + b;Vi € {0,1,2,...}.

Multiplicacgao:

(ao,a1,az,as,...) - (bo,b1,ba,bs,...) = (do,dy,d2,ds, ...)

onde d; = ZJ—O ajb —j = = apb;+aib;_1+- - -+a;_1b1+a;bgVi € {0, 1,2, }
Prova: Sejam p(z),q(z) € Alz], se p(x) ou q(z) € o polinémio nulo, entdo
p(x) + q(x) é p(z) ou q(z) e p(x) - q(x) = 0. Suponhamos entio p(z) e q(x)
nao nulos, com graus n e m respectivamente. Se tomarmos um valor t >
maz {n,m}, entdo a; + by = 0, onde a; e b; sdo os coeficientes de p(x) e
q(x) respectivamente. Além disso, pela defini¢cao 2, teriamos gr(p(x)+q(x))
igual a n ou m. Dessa forma p(z) + q(x) é uma sequéncia infinita com um
nimero finito de coeficientes nao nulos e portanto estd em Alx].

Para mostrar que a multiplicaciao p(x) - q(x) também é um polinémio
em Alz|, tomemos t > n + m, assim teremos dy = 0, onde d; representa o
coeficiente de indice t do polinémio p(x) - q(x). De fato, se tivermos j > n,
entao a; = 0, donde a;bi_; = 0. Caso tenhamos j < n, entdo —j = —n,
ddi t > n+m implica t —j > n+m —n, ou seja, t —j > m e portanto
a;bi—; = 0 pois bi—; = 0. Sendo assim, todas as parcelas do somatdrio que
define dy seriam nulas e consequentemente dy = 0. Dessa forma, mais uma
vez temos uma sequéncia infinita com um numero finito de termos ndo nulos,
logo p(z) - q(x) estd em Alx].

Teorema 2 O conjunto A[x] munido das operagées de soma e multiplicagio
definidas acima € um Anel comutativo.

Prova: Basta verificarmos que A[x] satisfaz as propriedades de um Anel
comutativo:
Considere os polinémios em Alx]: p(x) = (ag, a1, az, ...), g(x) = (bo, b1, b2, ...)
e s(x) = (co,c1,c2,...).

A1) Associatividade:
(p(z) + q(x)) + s(z) =
( ao,al,ag,...) (bo,bl,bg,...)) (60,61762,...) =
= (ao + bo, a1 + b1, a2 + by, ...) + (co, c1,¢2,...) =
= (ap + bo + co,a1 + b1 + cc,aa + by +ca,...) =
= (

CLo,CLl,CLQ,...) (b0+60,b1+61,b2+62,...) =



= (ao,al,ag, ) + ((bo, bl, bg, ) =+ (Co,Cl, ca, )) =
= p(z) + (q(z) + s(z))

As) Comutatividade:
p(z) +q(z) =
(ao,al,aQ, ) + (bo, b1, ba, )
(CLO + bg, a1 + by, as + ba, )
(bo + ap, b1 + a1, b2 + ag, ...)
(b(), bl, bg, ) + ((10,(11,(12, )
= q(z) + p(x)

As) Eristéncia de um elemento neutro para adigdo:
O polinémio nulo 0 = (0,0,0,...) € tal que p(z) +0 = 0+ p(z) = p(x) (A
verificagdo deste fato € trivial).

Ay) Todo elemento em Alz| possui inverso aditivo:
Sendo p(x) = (ag,a1,a2,...), entdo —p(z) = (—ag, —a1, —az,...) € Alz| € tal
que p(x) + (—p(x)) =0

M; ) A multiplicagao é associativa:
O n-ésimo coeficiente de (p(x) - q(x)) - s(x), pela definigao serd:

((ao,al,ag, ) . (bo,bl,bg, )) . (00,61,62, ) =
= (do,dl,dg, ) . (Co,Cl,CQ, ), com dl = Z;:O ajbi,j
=" o dicn_i

= > oD =0 ajbi—j)cn—i, tomando u = j,v =i — j,w = n — i, temos
u+ v+ w=n, dessa forma o somatdrio pode ser reescrito desta forma:

= Zu+v+w:n aubvcw; com u, v, w > 0 (*)

De forma andloga podemos analisar o n-ésimo coeficiente de p(x) - (q(x) -

(ag, a1, ag,...) - ((bo, b1, b, ...) - (co,c1,C2,...)) =
= (ag, a1, as,...) - (do,d1,da,...), com d; = Z;:O bjci—j
= im0 Giln—i

= i0ai(X_ =g bjcn—i—j), tomando u = i,v = n—i,w = n—i—j, temos
U+ v+ w=n, dessa forma o somatorio pode ser reescrito desta forma:



=D utvtwen GubuCuw, com u,v,w >0 (*%)

Por (*) ¢ (**), temos (p(x) - 4()) - 5(z) = p(x) - (a(a) - 5(x))
My ) A multiplicacao é comutativa:

Sendo o Anel A comutativo, entdo

p(z)-q(z) = E;:O ajbi_j = E;ZO bi—ja;, fazendo a mudanga de varidvel
k=i—j, temos Y ;_obrai—r = q(z) - p(z)

Mj3) Ezisténcia de um elemento neutro para a multiplicagdo:

O Elemento 1 = (1,0,0,0,...) € A[z] € tal que p(xz)-1=1-p(x) = p(x).
A wveracidade dessa afirmagdo € clara, pois mo somatdrio Zj’:o ajbi_; =
agb; +aib;—1+ -+ a;—1b1 + a;bg, que define a multiplicacdo de dois poliné-
mios, todas as parcelas da soma sao zeradas sempre que i — j # 0

AM) A multiplicacao é distributiva com relag¢io o adi¢do:
Tomando p(x) - (q(x) + s(z)) =

= (ag, a1, as,...) - ((by, b1,ba,...) + (co, c1, c2, ...))

= (ap, a1, as,...) - (bg + co, b1 + c1,b2 + c2, ...)

=3 oaj(bij+cing) =Y i_gajbij+ Y 5gaci;

=p() - q(z) + p(x) - 5(x)
|

Teorema 3 Seja A[z] o anel dos polinémios sobre um anel A. Se A* C Alz]
¢ o conjunto de todos os polinémios da forma (a,0,0,...), a € A, entdo A* é
subanel de Alz] e isomorfo a A.

Prova: Defina a aplicagio ¢ : A — A*, a — ¢(a) = (a,0,0,...). Dessa
forma, temos

¢(a+0b) = (a+0b,0,0,...) = (a,0,0,..) + (b,0,0,...) = ¢(a) + ¢(b)

¢(a-b) =(a-b,0,0,..) = (a,0,0,...)- (b,0,0,...) = ¢(a) - ¢(b).

Além disso, $(1a) = (1,0,0,...) = 14[y). Isto mostra que ¢ é um homomor-
fismo, resta verificar se é bijetor. Perceba que se ¢p(a) = (0,0,0,...), entdo



a =0, em outras palavras esse homomorfismo possui nicleo nulo e, portanto,
mnjetivo.

E quanto & sobrejetividade de ¢, como os elementos em A* sio da forma
(a,0,0,...), com a € A, seque que, para todo (a,0,0,...) € A*, existe a € A
tal que ¢(a) = (a,0,0,...).

1.1.3 A notagao polinomial a,2" + a,_ 12" ' + - -+ a12 + a

Defini¢ao 3 Um polinémio do tipo (a,0,0,...) € Alz], serd chamado de
polinémio constante e o representaremos apenas por: a. Além disso, cha-
maremos de x o polinomio (0,1,0,0,...) € Alz].

Proposi¢ao 1 z" = (0,0,...,1,0,...) com 1 na n-ésima posi¢ao.

Prova por inducao em n: Por definicao de poténcia e multiplicacdo
de polinémzos, temos
0=1
=z=(0,1,0,0,...)
z-x=(0,0,1,0,...)
23 =22-2=1(0,0,01,..)

8 8

8
w o

Mostrando assim que a proposi¢do € vdlida para alguns valores de n. Su-
ponhamos agora a proposicao vdlida paran—1, ou seja, z"* = (0,0, ...,1,0,...)
com 1 na entrada de indice n — 1, entdo

2" =a2" 1.2 =(0,0,..,0,1,0,...) com 1 na n-ésima posicdo.

Tendo em maos a proposicao e a definicao acima, é facil ver que
az™ = (a,0,0,...) - (0,0,...,1,0,...) = (0,0, ...,a,0,...)

com a na n-ésima posi¢ao. Daif segue que, dado um polinémio de grau n
(ap,a1,as,as,...) em Alz] pode ser reescrito da seguinte forma:

(GO, ai, az,as, ) =
— (40,0,0,0,...) + (0,a1,0,0,...) + (0,0,0, @z, ...) + . 4 (0,0,0, ... an, ...)

= ag+ a1z + asx® + aszd + ... + apa”



Cada uma das parcelas a;z' da soma serd chamada de termo, sendo
o termo ndo nulo de maior indice chamado de termo lider de p(x), ou
simplesmente TL(p(x)).

Perceba que da defini¢ao de igualdade de polinomios, temos que se by +
bix + byx? + bgx® + ... + b, x™ € uma outra representacio para o polinémio
(ag,a1,as,as,...), entao n = m e a; = b;Vi. Em outras palavras a represen-
tagdo dada acima é tnica.

Proposicao 2 Seja A um dominio de integridade. Temos que

i)V p(z),q(x) € Alz] — {0}, gr(p(z) - ¢(z)) = gr(p(z)) + gr(q(z))

it) Alx] € um dominio de integridade.

iii) Os elementos invertiveis de A[zx] sdo os elementos invertiveis de A.

Prova: i)Sejam p(x) = ap+arz+...+anz™ e q(x) = bo+bix+...+bpz™,
com ap, # 0 € by, #0. Logo, p(z) - q(x) = apby + ... + apbymx™™™. Como A é
dominio, anby, # 0, logo

gr(p(z) - q(x)) = n+m = gr(p(x)) + gr(q(z))
i1)Decorre de i), afinal se p(x) - q(x) # 0, entdo anby, # 0, logo a, #0 e
b, # 0, donde p(x) # 0 e g(x) # 0.

i) E claro que todo elemento invertivel em A também o serd em Alx],

basta entdo mostrarmos que dado um elemento p(x) € Alx| invertivel, entao
p(x) também serd invertivel em A.
Sendo p(z) invertivel, existe entio q(x) € Alz] tal que p(x) - q(z) = 1, logo
p(z) # 0 e g(z) # 0, donde gr(p(x))+gr(q(z)) = gr(p(z)-q(z)) = gr(1) = 0.
Isso implica dizer que gr(p(z)) = gr(q(x)) = 0 e portanto p(z) e q(z) € A
com p(z) - q(x) = 1. Logo, p(x) é invertivel em A.

Defini¢ao 4 Se gr(p(z)) = n e a, = 1, diremos que p(x) é um polinémio
monico.

A partir deste ponto trabalharemos apenas com polindémios sobre um
corpo K. A primeira observacdo que pode ser feita nesse caso é que todo
polinémio é monico em K[z] a menos de uma multiplicacao por uma cons-
tante. Em outras palavras, temos p(z) = ao + a17 + agx? + ... + a2 =
an - (a;tap + aytarx + aytagz? + ...+ ")

A definicao e proposicdo abaixo somente far-se-d0 necessarias quando
formos tratar de codigos ciclicos.

Defini¢ao 5 Seja p(z) € K[z]. Chamaremos de polinémio reciproco de
p(z) o polinémio



p*(z) =a"-p (i)

Ressaltaremos aqui apenas umas das propriedades dos polindmios reci-
procos:

i) (9(z) - d(2))* = g*(z) - d"(x)

Prova: Sejam g(z) = > i ja;z’ e d(z) = Y. o bjx’. Dessa forma, temos

g(z) - d(x) = 37" ¢ia?, sendo ¢; = > j4 ki @bk, donde

(9(x) - d(z))* = am+m . S0, <1)

x

1\’ 1\
Por outro lado, temos ¢g*(z) = 2™> " a; ( > ed*(z) =a™> " b ( ) )

T T
Dai
* * n m n-+m 1 '
g (x) - d*(x) =a™ - 2™ "¢ . ,sendo ¢; =3 5y, a;by.
Portanto, temos (g(z) - d(x))* = g*(x) - d*(x). A

A seguinte proposi¢ao decorre imediatamente da propriedade i).

Proposicao 3 Se p(z) e g(x) em K|z sao tais que g(x) divide p(x), entdo
g*(x) divide p*(x).

1.2 Divisibilidade em K|z]

O algoritmo da divisao entre polinémios é algo simples, lecionado inclusive
no ensino bésico, o que nos leva a esquecer da forga algébrica que ha por tras
deste procedimento. O teorema logo abaixo e a sua prova estao al para nos
lembrar como e porque esta técnica funciona.

Teorema 4 (Algoritmo da divisio) Seja K um corpo e p(z), g(z) € K|z]
com g(x) # 0. Entao existem tnicos polinémios q(x), r(x) € K[z] tais que

p(z) = q(z)g(z) + r(z)
com r(x) =0 ou gr(r(z)) < gr(g(x)).

Prova:(Existéncia) Se p(z) = 0 ou gr(p(x)) < gr(g(x)), basta tomarmos
r(x) = p(z) e g(x) = 0. Por outro lado, suponhamos gr(p(x)) > gr(g(z)).
Nesse caso a prova serd por inducio completa em n = gr(p(z)). E fdcil
verificar a veracidade para o caso gr(p(x)) = gr(g(z)) = 0, pois seriam da
forma p(z) = a e g(x) = b, com a, b € K, donde a = ab~'b+ 0, ou seja,



q(x) = ab™! e r(z) = 0. Vamos agora supor nossa afirmacio vdlida para
todo polindmio com grau menor que n.

TL
O polinémio h(zx) = p(x) — TLEZ;EQ; - g(x) tem grau menor que o de n,
: TL(p(z))
tendo em wvista que p(x) e ———= - g(x) possuem o mesmo termo lider.
)¢ TLig(ay) I

Sendo assim, por hipdtese indutiva, existem qi(x) e r(z) € Kl[z] tais que
hz) = qi(x)g(x) +r(x), com r(x) =0 ou gr(r(x)) < gr(g(x)). Logo,

TLp@)
~TLiey) 9@ = a@)el@) +r(@)

= p(x) = <q1( ]gg g > g(z ), comr(x) =0 ou gr(r(z)) <
gr(g(z))

Logo, pelo principio de inducdo, nossa afirmacdo € verdadeira para todo
n inteiro positivo.

(Unicidade) Para provar a unicidade de q(x) e r(x), vamos supor que
existem q2(x) era(z) € K[z| tais que p(x) = q2(x)g(x)+ra(z), comra(x) =0
ou gr(ra(x)) < gr(g(x)). Dessa forma temos

¢2(7)g(x) +r2(z) = p(z) = q(x)g(x) + r(x), donde
(a(2) — g2(2))g(x) = ra(z) — 7(2)

Perceba que temos acima uma igualdade de polinémios, desta forma o grau
do polinémio que estd a esquerda da igualdade deve ser igual ao grau do
polinémio que estd a direita. Entretanto, pela Proposi¢ao 2, se q(x)—qo(x) #
0 temos gr((g(z) — g2(2))g(2)) = gr(a(z) — aa(2)) + gr(g(x)) que serd um
valor maior ou igual a gr(g(x)). Por outro lado, como ro(x) e r(x) possuem
grau estritamente menor que gr(g(z)), entao gr(ra(z) —r(x)) é estritamente
menor que gr(g(x)), o que gera uma contradigao. Desta forma temos q(x) —
q2(z) = 0, ou equivalentemente q(z) = q2(x), o que nos leva a ra(x) —r(z) =
0, ou seja, ro(x) = r(x).
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1.3 Ideais em K|z]

Definicao 6 Um subconjunto nao vazio I de um dado anel A é um ideal se
as sequintes propriedades forem satisfeitas:

i) Sea,be I, entdoa+bel;

it) Serc Aeacl, entior-acl.

Note que, de acordo com as propriedades acima, dado um ideal I C A, 0 € I,
qualquer que seja este ideal. Além disso, I = A e I = {0} sdo Ideais.

Exemplo 1 O subconjunto P C Z, onde P é o conjunto dos nimeros pares
é um Ideal do Anel Z.

Exemplo 2 Se a € A, entdo o conjunto I(a) = {c-a:ce A} é um Ideal.
Este em particular, serd chamado de Ideal principal gerado por a. Mais
geralmente, se I(ay,...,an) ={c1-a1+...+¢cp-an:c1,...;cp, € A} é um Ideal
de A. Os elementos ay,...,an sdo chamados geradores deste.

Proposi¢ao 4 Todo ideal em K|[z] é da forma I(p(x)), com p(z) € K|[z].

Prova: Seja I um ideal de K[z|. Se I = {0} basta tomarmos p(z) =0 e
a proposi¢ao é vdlida. Caso I # {0}, tomemos p(x) € I ndo nulo com menor
grau possivel. Vamos provar que I é gerado por p(x), ou seja, I = I(p(x)).
Como p(z) € I, entao I(p(x)) C I. Para provar que I C I(p(x)) vamos
considerar um polindémio qualquer g(x) € I. Pelo Algoritmo da Divisao,
existem polindmios q(x) e r(x), com gr(r(z)) = 0 ou gr(r(x)) < gr(p(z))
tais que

Como —p(z) - q(z) € I, temos
r(z) = g(x) —p(x) - q(z) € I

Dessa forma, se r(x) # 0, teriamos um elemento em I de grau menor que
p(x), o que nao € possivel. Sendo assim, tem-se r(x) = 0, logo g(x) = p(x) -
q(z), donde g(x) € I(p(z)). Contudo, I C I(p(x)) e, portanto, I = I(p(x)).

[ ]
Um fato importante sobre a proposi¢ao acima é que o polindémio p(x) que
gera o ideal I(p(x)) nao ¢ tnico, mas ha uma relagdo entre os polindmios

que geram este ideal. Se g(x) € KJ[z] também gera I(p(z)), entao dizemos
que ele é associado a p(z). Sabendo que dois polindmios associados geram
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o mesmo ideal conclui-se que eles sdo iguais a menos de uma multiplicagao
por um polindmio constante:

Dado um ideal I C K|z], com I = I(p(z)) = I(g(x)), temos

p(z) = g(x) - a(z) e g(z) = p(x) - b(z).

Se p(x) = 0, entao g(x) = 0, logo sdo iguais. Se p(z) # 0, das relagoes acima
obtemos

p(z) = p(z) - az) - b(x)
= p(x) - a(z) - b(x) — p(x) = 0
= p(z) - (a(z) - b(x) — 1) = 0, sendo K[z] um Dominio
= a(x)-b(zx) =1

Dessa forma, a(x) e b(x) sao invertiveis em K[z] e portanto invertiveis em
K, de acordo com a Proposicao 2. Contudo, a(z) e b(z) sd@o polindmios
constantes.

Corolario 1 Seja I # {0} um ideal de K|[z]. Eziste apenas um polinémio
monico em K[x] que gera I.

Prova: De fato, pela proposicao 3, todo ideal em Klx| é gerado por
um polinomio p(x) € K[z|, dessa forma consideremos o coeficiente do seu
termo lider como sendo a,. Se an, = 1, nada temos a demonstrar quanto
a existéncia, caso a, # 1 consideremos o polinémio s(z) = a, ' - p(z). Por
definicao de Ideal, s(z) € I(p(x)). Além disso, p(xz) = a, - s(x), donde
s(xz) também gera o ideal I(p(x)). Resta mostrar que s(x) € unico. Seja
t(z) € K[z] um polinémio moénico que gera I(p(x)). Dessa forma s(x) e t(x)
sao assoctados e portanto sdo iguais a menos de uma multiplicacdo por um
polindmio constante, porém multiplicar um deles por um polindmio constante

diferente de 1 acabaria por torna-lo nao ménico, logo s(x) e t(x) sao iguais.

Definicao 7 Um Anel onde todo Ideal é principal é chamado de Anel Prin-
cipal, caso seja um dominio' de integridade podemos chamar de Dominio
Princial ou Dominio de Ideais Principais, DIP.

Pelas proposicoes 4 e 2-ii), temos que K[z] é um Dominio de Ideais
Principais, por exemplo.

'O anel A ¢ dominio de integridade quando: dados a,b € A, se a # 0 e b # 0, entdo
a-b#0
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1.4 O Anel K[x]|/I

1.4.1 Congruéncia Médulo I e Anéis Quocientes

Defini¢ao 8 Seja I um ideal do Anel A e sejam a,b € A. Diremos que a é
congruente a b mddulo I sempre que a —b € I. Notagio: a = b(modlI).

Exemplo 3 Os casos de congruéncia mddulo n no Anel Z, para algum n € Z
sao congruéncias mddulo I(n), mais precisamente, Z, = Z/(n).

Exemplo 4 Seja F' o Anel de todas as fungdes continuas de R em R e seja
I C F o ideal das fungées g tais que g(2) = 0. Se f(x) = 22 +6 e h(z) = 5z,
temos

(f =)@ = £(2) ~ h(2) =0
Logo, f = h(modlI).

Proposicao 5 Seja I um ideal do Anel A. Se a = b(modl) e ¢ = d(modl),
entao

i) a+c=b+d(modl);

ii) a-c=b-d(modl).

Prova: i) Temos por hipdtese que (a —b) € I e (c—d) € I, sendo I um
ideal, a soma de dois de seus elementos também estard em I. Desta forma,
(a—b+c—d) € I, donde (a+c—(b+4d)) € I, e portanto a+c = b+d(modI).
i1)Pela defini¢ao de Ideal, podemos afirmar que c-(a—b) € I eb-(c—d) € I,
dessa forma c-(a—b)+b-(c—d) € I, donde (ac—bd) € I, logo ac = bd(modI).

Defini¢cao 9 Seja A um anel. Dado a € A, chamaremos de classe de con-
gruéncia de a mddulo I o conjunto de todos elementos de A que sio congru-
entes a ele médulo I. Denotaremos essa classe por @.

Denotaremos por A/I o conjunto de todas as classes de equivaléncia de um
dado Anel A modulo 1.
Definem-se em A/I duas operagoes:

Adicdo: a+b =
Multiplicacgao:

+b
b=a-b

a

a -
Veja que de fato as leis acima definem efetivamente operacoes em A/I,

pois sendo B

a={z:a=z(modl)} eb={z":b=2(modl)}, pela Proposi¢do 5 verifica-

se que
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a+b={z+72:z2€a,2ebl={z+72:a+b=2+2(modl)} =a+b
e de forma andloga,
a-b={z-2:2€a,2€b}={2-2:a-b=z-2(modl)} =a-b

Com as operacoes definidas acima, A/I é um Anel, chamado de Anel
Quociente. Onde 0 é o elemento neutro da adicdo, 1 é o elemento neutro da
multiplicacdo e —a é o inverso aditivo de @.

1.4.2 Klz]/I

Seja I um Ideal em K[z]. Sendo K[z] um DIP, existe entao um p(z) € K|z]
monico tal que I = I(p(x)). Se p(z) € nulo temos K[z]/(0) = K|x], ou seja,
se g(x) € K[z], entao g(z) = {r(z) € Klz] : g(z) —r(x) € I(0)} = {g(2)}.
Caso tenhamos p(z) = a , onde a € K — {0}, entao K[z]/(a) = (0), ou seja,
dado novamente um g(z) € K[z], entdo g(z) = {r(z) € K[z] : g(z) —r(z) €
I(a>}1: {7(“1(36) € Klz] : r(z) € I(a) = K[z]} = 0. Vejamos agora o caso nao
trivial, onde

n = gr(p(z)) > 0.

Temos, K[z]/I(p(z)) = {g(z) : g(x) € K[z]}, onde g(z) = {h(z) €
K[z] : g(x) — h(z) € I(p(x))}. Segundo o algoritmo da divisdo em KJz],
existem unicos ¢(z) e r(x), com gr(r(z)) = 0 ou gr(r(z)) < gr(p(z)) =n
tais que g(z) = q(z)p(x) + r(z), sendo que desta ultima igualdade obtemos:

9(x) = q(z)p(x) +r(x) = q(x)p(z) + r(z) = r(z)

Portanto, toda classe g(x) € K[z]/I(p(x)) possui um representante de grau
< n—1, sendo que este representante ¢ tinico, pois se tomarmos r9(x) € K|x],
com gr(ra(z)) < n—1etal que g(x) = r(x) = ro(x), terfamos r(x) —ro(z) =
0, donde r(z) — ra(x) = 0. Se r(x) # ro(x) teremos r(z) — ro(z) = p(z)s(z),
com s(x) € K|z], o que seria uma contradi¢ao, visto que o grau do polinémio
que estd a esquerda da igualdade é sempre < n — 1 e o grau do que esta a
direita é sempre > n. Logo r(x) = ro(x).

Contudo, podemos afirmar que K[z]/I(p(z)) = {r(z) : r(z) € K[z] e
gr(r(z)) <n-—1}

Analisando ainda o caso nao trivial em que n = gr(p(z)) > 0, mostra-
remos agora que o anel quociente K[x]/I é um espago vetorial sobre K
sendo o conjunto {1,Z, 22, ...,2"~1} uma base para ele.

Seja K = {@: a € K} C K[z]/I o conjunto das classes dos polinomios
constantes em K|x]. A aplicacao
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o K= Klz]/I,a—a

define um homomorfismo de nicleo nulo, consequentemente injetivo, e pos-
sui como imagem o conjunto K. Dessa forma, podemos concluir que K &
ismorfo a K e faremos a identificacdo a := a, para todo a € K e obtemos a
inclusao K C Klz|/I.

Pelas conclusdes acima, podemos agora escrever:

Klz]/I(p(z)) = {r(z) : r(z) € K[z] e gr(r(z)) <n—1}
={bo+ .. +bp1z" 1 : b€ K}

={bo+ 01T+ ... + by_12" 1 : b; € K}

= {b() +0T+ ...+ byl b; € K}

Note que dessa forma podemos afirmar que todos os elementos de
K|[z]/1(p(x)) sdo combinagoes lineares de 1,7, ...,a" ! € Klz]/I(p(z)) com
coeficientes em K. Além disso, as propriedades de Espago Vetorial com re-
lacdo & soma entre vetores e multiplicagdo por escalar sdo satisfeitas, pois
K[z]/I & Anel e com respeito a multiplicagdo por elementos de K é distri-
butivo, comutativo e 1-g(z) = g(z), V g(x) € K[x]/I. Por fim, mostraremos
que 1,Z, ..., 2"t € K[x]/I(p(x)) ndo 86 gera esse espago vetorial como tam-
bém é um conjunto linearmente independente e por isso uma base. Suponha
que

o+ AT+ ...+ cp_12" 1 =0, entdo

co+ ... +cp_12"1 =0, ou seja,

co + .. +cp12" 1 = p(x) - g(z), porém, como gr(p(x)) = n, temos
necessariamente que g(x) = 0, donde co = ¢1 = ... = ¢p—1 = 0.

A partir daqui escreveremos K [x]/I(p(x)) apenas como Klz|/(p(x)).

Proposiciao 6 Todo ideal de K[z]/p(z) é da forma I(f(z)) onde f(x) é um
divisor de p(x).

Prova: Seja I um ideal de K|x]/p(x). Considere o conjunto dos polinémios
em K|[z] tais que sua classe pertence ao ideal I:

J={g(z) € K[z];9(x) € I}

A principio perceba que J é um ideal de K|z]|:

i)Se g1(x), g2(x) € J, entao g1(x), g2(x) € I, dessa forma temos

91(x) + g2(x) = g1(x) + ga2(2) € 1

e, consequentemente, g1(x) + ga(z) € J

ii)Se g(x) € J e h(z) € K[z], como g(x) € I e h(z) € K[z]/p(x) temos
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9(@) - (@) = g(@) - h@) € I, logo g(a) - h(z) € J

Note que J # {0}, pois p(x) =0 € I, e portanto p(x) € J. Além disso,
seque da proposicdo 4 que existe f(x) € K|x|, ndo nulo, tal que J = I(f(x)).
Dessa forma, temos que f(x) é divisor de p(x).

Contudo, veja que podemos escrever o ideal I da sequinte forma:

I'={g(x);9(x) € J} = {h(z) f(2); h(x) € K[z]/p(x)} = I(f ().
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Capitulo 2

Codigos Lineares

Afinal, o que é um cddigo? A melhor maneira de entender esse conceito é
imagina-lo como sendo um idioma, composto de palavras. A titulo de ilus-
tracao congsidere o seguinte exemplo:

Imagine que vocé quer passar uma ordem ao seu computador, cujo idi-
oma obviamente nao é igual ao seu, pois estes s6 entendem o chamado c6digo
binario. Obviamente vocé terd que traduzir para que ele entenda, essa mu-
daga de idioma é o que chamamos de codificar, essa primeira codificacao vai
gerar o que chamaremos de cddigo fonte. Codificada a ordem vocé agora
precisa transmiti-la ao computador, por um caminho que chamaremos de
Canal (rede wi-fi, por exemplo), que por vezes pode causar interferéncia no
que esté sendo transmitido e, por conta disso, sua ordem chega ao computa-
dor com erros, digamos que um dos digitos trocados (digo digitos porque o
co6digo binario é composto por niimeros), por conta disso hd uma ma4 inter-
pretacdo e o computador acaba por ndo cumprir tal ordem. E ai que nasce
a necessidade de um "codigo corretor de erros".

Dando continuidade ao exemplo acima, suponha agora que os comandos,
que chamaremos de palavras no decorrer do texto, possiveis para enviarmos
ao computador, j4 escritos em cddigo binario, sao 11 e 00. Além disso, seja
11 a ordem que noés enviamos. Caso de fato ocorra uma interferéncia e o
c6digo chegue ao computador como 10, ele ndo sabera sequer qual dos dois
digitos estd errado e portanto nao poderé corrigir o erro. Mas se imple-
mentarmos nosso cédigo reeescrevendo-o como 1101 e 00107 Essa seria uma
segunda codificacdo, afim de aprimorar nosso cédigo fonte, terfamos agora o
chamado cddigo corretor de erros. Perceba que havendo novamente um erro
na transmissdao e ao enviar a ordem 1101 ela chegue ao computador como
0101, fica mais claro qual é o digito errado, j4 que comparando com as duas
unicas ordens conhecidas ela difere apenas um digito da primeira, enquanto
que da segunda ela difere trés digitos. Essa quantidade de digitos diferentes
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entre as palavras 0101, 1101 e 0010 é o que chamamos mais tarde de distdn-
cia entre elas.

Agora que o leitor estd mais familiarizado com o objeto de estudo deste
trabalho, vejamos algumas defini¢oes que vao formalizar as ideias transmiti-
das no texto acima.

2.1 Definicoes

Formalmente, dado um conjunto finito A e um natural n, chamamos de
c6digo corretor de erros um subconjunto préprio qualquer de A™, sendo este
altimo o conjunto de todas as n-uplas com elementos em A. O fato desse
subconjunto ter que ser proprio vai ser melhor entendido mais a frente, o
leitor perceberé que, se o c6digo corretor fosse o A™, entdo a distédncia minima
entre as palavras seria 1 e, consequentemente, o cédigo corretor nao seria
capaz de corrigir nada, perdendo assim seu sentido.

A seguinte defini¢do formaliza a idéia de distancia entre palavras de um
codigo.

Definiciao 10 (Métrica de Hamming') Dados dois elementos u,v € A", a
distincia de hamming entre u e v € definida da sequinte maneira:

d(u,v) = [{i:u; #vi,1 <i<n}

ou seja, a distdncia entre v e v é a quantidade caracteres diferentes entre
eles, como mostra o seguinte caso:

Sendo A = {0,1}, em A* temos
d(0101,1101) =1 e d(0101,0010) = 3

A disténcia definida acima satisfaz as propriedades usuais de métrica na
matemaética:
(i) Positividade: d(u,v) > 0;
(ii) Simetria: d(u,v) = d(v,u);
(iii) Desigualdade triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

As duas primeiras propriedades seguem diretamente da defini¢do, prova-
remos a seguir apenas a desigualdade triangular.

Prova: A principio, recorde da definicao de distancia de hamming que
a contribuicdo das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a zero
se u; = v;, e igual a um se u; # v;. Analisando cada um desses dois casos,
temos: No caso em que a contribuicao é zero, obviamente a contribuicao das

'!Em homenagem a Richard Hamming, que introduzio o conceito fundamental sobre
codigos de Hamming: Error detecting and error correcting codes, em 1950.
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i-ésimas coordenadas a d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas
a d(u,w) + d(w,v) (que por sua vez podem ser = 0,1 ou 2).

No outro caso, temos que u; # v; e, portanto, ndo podemos ter u; = w;
e w; = v;. Consequentemente, a contribuicdo das i-ésimas coordenadas de u
e v para d(u,w) + d(w,v) é maior ou igual a um, que é a contribuigdo das
i-ésimas coordenadas a d(u,v).

|
Chamaremos de distancia minima de um cédigo C' o0 numero

d = min{d(u,v);u,v € C e u# v}

Definicao 11 (disco e esfera em C) Dados um elemento a € A" e um
numero real t > 0, definimos o disco e a esfera de centro a e raio t como
sendo, respectivamente, 0s conjuntos

D(a,t) ={u e A" d(u,a) < t},
S(a,t) ={ue A" d(u,a) =t}.

Dado um codigo C com distancia minima d, defini-se

o
A==
onde [t] representa a parte inteira de t.

Lema 1 Seja C um cdédigo com distancia minima d. Se c e ¢ sdo palavras
distintas de C, entao

D(e, k)N D(d k) = 0.

Prova: Suponha, por absurso, D(c,k) N D(d,k) # (). Dessa forma, existe
x nesta intersec¢do tal que d(x,c¢) < k e d(z,d) < k. Pela simetria e
desigualdade triangular, temos

d(c,d) < d(e,z) +d(z, ) < 2k.

Como k = [] , perceba que temos 2k = d—1 se d for impar e 2k < d—1

se d for par. Logo,
d(e,d) <d(c,z) +d(z,d) <2k <d-—1,

absurdo, pois d(c,d) > d.
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Teorema 5 Seja C' um cddigo com distdncia minima d. Entao C pode cor-
y d—1

rigir até Kk = —5 | erres e detectar até d — 1 erros.

Prova: Se durante a transmissao de uwma palavra ¢ do codigo cometemos t

erros, com t < k, recebendo assim a palavra r, entio d(r,c) =t < k; dessa

forma temos que c € univocamente determinado por r, pois, de acordo com

o lema 1, a distancia de r a qualquer outra palavra do cddigo é maior que K.
Por outro lado, dada wma palavra ¢ do cédigo, podemos nela introduzir

até d—1 erros sem que ela se torne qualquer outra palavra do cédigo, e assim,

€ possivel detectar o erro.

Vale ressaltar uma pequena sutileza no teorema acima no que se refere a
detectar até d —1 erros: conseguimos detectar apenas que hé erro na palavra
recebida, entretanto nao sabemos quais ou quantos digitos sdo os errados.

Definicao 12 Diremos que uma fungio F : A" — A™ € uma isometria de
A™ se ela preserva distancias de Hamming. Ou seja,

d(F(z),F(y)) =d(z,y); V z,y € A™.

Definicao 13 Sejam C e C’ dois cédigos em A", diremos que eles sio equi-
valentes se existir uma isometria F' de A" tal que F(C) = C".

Teorema 6 2 Sejam C e C' dois cédigos em A™. Temos que C e C' sdo
equivalentes se, e somente se, existem uma permuta¢io m de {1,...,n} e
bijecoes f1,..., fn de A tais que

C'= {(fﬂ(l)(‘rﬂ(l))? s (fﬂ(n)(xﬂ(n))v ($17 7$n) € C}

O teorema acima é muito importante porque caracteriza coédigos equiva-
lentes: Sejam C e C’ dois codigos em A", dizemos que estes sao equivalente
se, e somente se, um pode ser obtido a partir do outro por meio de uma
sequéncia de operacoes do tipo:
i)Substitui¢do das letras numa dada posigao fixa em todas as palavras do
c6digo por meio de uma bijecao de A.

ii) Permutacao das posigoes das letras em todas as palavras do codigo, me-
diante uma permutagao fixa de {1,...,n}.

Exemplo 5 Considere A = {1,2,3,4,5} e o cddigo C' = {112,123, 345,224} C
A3, Vamos através do teorema 6, obter um cdédigo C' equivalente ¢ C. To-
memos f1, fo, f3 como sendo as sequintes bijegoes em A:

2A prova deste teorema pode ser vista no apéndice da referéncia [1].
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fliA—>A fQZA—)A f5A—)A

1—1 1—1 1—2
22 23 23
3—3 3—4 3—~1
44 4+ 2 45
) 5—5 54

Tomemos também a permutagdo de {1,2,3}, m = (2,3). Dessa forma, apli-
cando as operagoes i) e ii) descritas acima, temos

112 --» fi(1)f2(1)f3(2) --» 131
123 --» fi(1)f2(2)f3(3) --» 113
345 --» f1(3)f2(4)f3(5) --» 342
224 --» f1(2)f2(2)f3(4) --» 253

Contudo, nosso cddigo equivalente a C é C" = {131,113, 342,253}.

Denotaremos por K um corpo finito com g elementos tomado como alfa-
beto. Dessa forma, dado um n natural, temos que K™ é um espaco vetorial
de dimensao n sobre o corpo K.

Defini¢ao 14 Um cidigo C C K™ serd chamado de codigo linear se for
um subespaco vetorial de K™.

Perceba que dado um corpo finito K com ¢ elementos, um codigo li-
near C C K" de dimensdo k possui exatamente ¢* elementos, pois, sendo
{v1, ..., v} uma base de C todos os seus elementos sao escritos como combi-
nacao linear dessa base

A1v1 + Agvg + ... + AUk,

onde os \;, 1 = 1,..., k, sdo elementos de K. Dessa forma podemos construir
a relacdo

|C| = ¢*, donde dim C = k = log, = log, |C].
Definigao 15 Seja u € K™, chamaremos de peso de u o inteiro
w(u) == [{i: u; # 0}

ou seja, 0 peso de u é a quantidade de caracteres diferentes de 0 que ele
possui. Dessa forma temos que, w(u) = d(u,0).

Definig¢ao 16 O peso de um cddigo linear C é o inteiro

w(C) == min{w(u) : u € C — {0}}

21



Proposigao 7 Seja C C K™ um cddigo linear com distdncia minima d. Te-
mos que

)V z,ye K", d(z,y) = w(x —y).

2)d=w(C).

Prova: Perceba que dadas as defini¢des de distancia de hamming e peso,
o item 1) se torna dbvio. O item 2) decorre do fato que tomados x,y € C,
comx # vy, temos z=x —y € C —{0} ed(x,y) = w(z), dessa forma se x
e y forem o par de elementos em C' com a menor distdncia possivel, o peso
de z serd também minimo e portanto d = d(z,y) = w(z) = w(C).

Definicao 17 Dados dois cédigos lineares em K", dizemos que estes sao
linearmente equivalentes se existir uma isometria linear T : K™ — K"

tal que T(C) = C".

Esta defini¢ao é muito parecida com a definicao 13, e nos trara um resultado
semelhante ao teorema 6:

Dois codigos lineares sdo linearmente equivalentes se, e somente se, cada
um deles pode ser obtido a partir do outro mediante uma sequéncia de ope-
ragoes do tipo:

i) Multiplicacao dos elementos numa dada posicao fixa por um escalar nao
nulo em todas as palavras.

ii) Permutacao das posi¢oes de todas as palavras do codigo, mediante uma
permutagao fixa de {1,2,...,n}.

Em outras palavras, dado um cédigo C € K", um codigo equivalente a
ele é do tipo:

C' = {Clxﬂ.(l), co0y CnTr(n); (:El, ...,:L‘n) S C}

O caminho até este resultado estd4 mais detalhado em [1].

2.2 Matriz Geradora

Seja C C K™ um codigo linear. Dessa forma C' é um subespaco vetorial e
portanto é gerado por uma base 8 = {vy,...,v;}, onde k < n. Chamaremos
de matriz geradora do codigo C associada & base 8 a matriz:

U1 v11 V12 - Ulp
G j— E =

UV Vg1 Vk2 *° Ukn
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Com uma matriz geradora como esta podemos fazer uma codificagao,
veja: Dado um codigo fonte K* montaremos uma transformacao linear afim
de transforma-lo num c6digo corretor de erros C' € K™

T:KF— K"
r— zG
donde T(K*) = C.
A matriz G ndo é tnica, pois depende da base escolhida de C, mas assim
como podemos obter uma nova base através de operacdes elementares® em

vetores de uma base dada, o mesmo podemos fazer com a matriz G, obtendo
assim uma matriz G’ geradora do mesmo codigo.

Exemplo 6 Tomemos K =75 e

G:

— =
— = O
— O
e )
—_ O

A transformacao linear abaizo possui como imagem um codigo corretor ge-
rado pela matriz G:

T:K?— K°
z— G

Dada uma palavra (1,0,1) em K3, depois de codificada pela transformagdo
acima ela se tornard (0,1,0,1,0) € K?

O processo de decodificagdo de uma palavra y € K" de um cédigo linear
gerado por uma matriz G consiste em encontrar um z € K* que seja solucio
do sistema G = y. Algo que facilita muito esse processo é o escalona-
mento da matriz G, pois como foi dito acima podemos utilizar as operacoes
elementares para obter uma nova matriz geradora do mesmo cédigo.

Definig¢ao 18 Dizemos que uma matriz geradora G estd na forma padrdao se

ou seja, as primeiras k colunas da matriz G formam o matriz identidade de
ordem k e A é uma matriz de ordem k x (n — k).

Note que dada uma matriz G geradora de um codigo C, as seguintes
operagoes sobre G sdo equivalentes as operagoes i) e ii) em C, descritas na
pagina 22 deste trabalho:

C1) Permutacdo das colunas.

3 As trés operacdes elementares sao descritas em livros de Algebra Linear ou até mesmo
nos capitulos sobre matrizes nos livros de ensino bésico.
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C2) Multiplicacao de uma coluna por um escalar nao nulo.

Dessa forma, efetuando operagoes Cl e C2 na matriz G obteremos uma
matriz G', que por sua vez vai gerar um codigo C’ linearmente equivalente
ao codigo C.

Teorema 7 Dado um cddigo C, existe um cédigo C' com matriz geradora
na forma padrao.

A prova deste teorema resume-se a escalonamento de matrizes, feito utili-
zando as operacoes elementares ja comentadas. O fato das linhas de uma
matriz geradora G serem linearmente independentes garante que nenhuma
delas serd nula, mesmo depois do escalonamento. Além disso, G tendo k
linhas, se uma das k primeiras colunas for nula, basta utilizarmos a operagao

Cl1.

2.3 (Cobdigos Duais

Nesta sessao definiremos a matriz teste de paridade de um coédigo corretor
C, uma matriz talvez até mais relevante que a matriz geradora de C, sendo
uma de suas funcoes a de verificar se uma dada palavra pertence ou nao a
um determinado codigo.

Definiremos o seguinte produto interno em K™:
Dados u = (u1,...,un) € v = (v1, ..., v,) em K" temos

(u,v) = uvy + ... + upvy € K

E facil ver que este produto é simétrico, (u,v) = (v,u), e também bilinear
(u~+ Aw,v) = (u,v) + \M(w, v), para todo A € K.

Proposicao 8 Dado um cddigo C C K™ com matriz geradora G, o conjunto
Ct={ve K" (u,v)=0,VYuecC}CK",

conhecido na dlgebra linear como complemento ortogonal de C, é um subes-
pago vetorial de K™ que chamaremos de codigo dual * de C. Além disso,
reCt e Galt =0.

Prova: Considere u,v € C+ e A\ € K. Temos, para todo x € C, que

(u+ v, x) = (u,z) + Mv,z) =0,

e, portanto, u + \v € C, provando assim que C ¢ subespaco vetorial de
K™. Quanto & sequnda afirmacdo temos que x € C* se, e somente se, x ¢
ortogonal (produto interno nulo) a todos os elementos de C, em particular aos
elementos de uma dada base de C, logo x € C* se, e somente se, Gat = 0,
visto que as linhas de G formam uma base para C.

“Em Algebra Linear, o espago dual de um dado espaco vetorial V sobre K é o espaco
dos funcionais linear f : V — K, defini¢do esta diferente da de codigo dual.
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Proposicao 9 Seja C C K™ um cdédigo linear de dimensio k com matriz
geradora G = (Idg|A), na forma padrdo. Entao

i)dim C+ =n — k;

iW)H = (=AY Id,_) ¢ uma matriz geradora de C*.

Prova: i) Pela proposi¢io 8, v = (x1,...,2,) € O se, e somente se,
Gz' = 0. Donde,

10 - 0 agyery - ain
01 - 0 ayp S ay

' 2(‘+1) _ 'n (21, ’xn)t -0
00 -+ 1 aggen @

21404+ 0+ ay(ey1)Thrt + -+ Aindn
0+ 22440+ ag(hg1)Thi1 + -+ + a2nTn

- =0«&
0+0+~~-+xk+ak(k+1)xk+1—i—---—i—aknmn
T1 = —A1(k+1)Tk+1 — = — A1nTn
To = a§+;xk 1 ao2nT 1 Thtl
— T U2(k+1 +1 7 77T U2ndn
& . el |=-A1 |
' Tk Tn
Tk = —Ok(k+1)Tk+1 — " * — QknTn

Portanto, sendo q o nimero de elementos no corpo finito K, o cédigo C+
possui " F palavras, jd que os a;; da matriz A sdo fizos e ezistem q escolhas
possiveis para cada um dos Tjpi1,...,Tn . Logo, C+ tem dimensio n — k.5

it)Por conta do bloco Id,_j podemos garantir que as linhas da matriz
H sao linearmente independentes, portanto elas foram uma base para um
espaco vetorial de dimensao n — k. Além disso, cada uma dessas linhas sdo
ortogonais a G © e, por isso, o espago gerado por elas estd contido em C+
cuja dimensdo também é n — k. Segque dai que o espaco gerado pelas linhas
de H é C*.

Diremos que a matriz geradora do codigo linear C+, H = (—At|Id,, 1),
escrita dessa forma, é também uma matriz na forma padrao. A intencao

’Em caso de divida quanto a relacdo entre nimero de elementos e dimensao, ver pagina
21 deste trabalho.

5Perceba que as linhas de H sdo justamente os vetores = que satisfazem () com Tptm =
1 na linha m.
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aqui é de complementar a definicio dada sobre a forma padrdo da matriz
geradora.

O Corolério a seguir generaliza o item i) da proposi¢ao acima para qual-
quer codigo em K™ independentemente de sua matriz estar na forma padrao.
A prova deste resultado pode ser encontrada em [1] e ndo serd posta aqui
porque utiliza resultados que fogem aos nossos objetivos.

Corolario 1 Se D é um cddigo linear em K" de dimensio k, entido D+ é
um cédigo de dimensdo n — k.

Lema 2 Suponha que C seja um cddigo de dimensao k em K™ com matriz
geradora G. Uma matriz H de ordem (n — k) X n, com coeficientes em K
e com linhas linearmente independentes, é uma matriz geradora de C- se, e
somente se,

G-H!=0.

Prova: Perceba inicialmente que as linhas linearmente independentes de H
geram um subespaco vetorial de K™ de dimensdo n—k, que € igual & dimensdo
de C*. Por outro lado, representando por hi,...,hy_k € Por gi,...,gs aS
linhas de H e G respectivamente, temos que

(G- H"Yijj = (gi, hy).

Desta forma, G - H' = 0 equivale a dizer que todos os vetores do subespaco
gerado pelas linhas de H estio em C, mas como este subespago contido em
C* tem a mesma dimensio que ele, conclui-se que sdo o mesmo.

Um leitor com certo conhecimento em Algebra Linear poderia perguntar-
se por que nao provar o seguinte resultado usando o fato das dimensoes de C' e
C* se completarem, dim C + dim C+ = n = dim K™, como habitualmente
é feito em livros de algebra linear. Porém, em corpos finitos, esses dois
subespacgos vetoriais ndo necessariamente sao disjuntos e dessa forma nao
terfamos uma soma direta. A titulo de ilustracao, veja que no exemplo 8 na
pagina 29 deste trabalho, C+ C C.

Corolario 2 (C4)*+ = C.

Prova: Sejam G e H respectivamente matrizes geradoras de C e C*. Logo,
G-H' = 0. Tomando transpostas dessa tltima igualdade, temos que H -Gt =
0, logo, G ¢ matriz geradora de (C+)*.

Proposicao 10 Seja C' um cédigo linear e suponhamos que H seja uma
matriz geradora de C+. Temos entdo que
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v € C se, e somente se, Hv' = 0.

Prova: Este resultado decorre imediatamente do coroldrio 2 e da Proposicdo
8, pois estes mostram que v € C' se, e somente se, v € (C’J-)l se, e somente
se, Hvt = 0.

Perceba que fazendo uso da proposicao acima podemos determinar se um
vetor v pertence ou ndo a um dado cédigo apenas utilizando a matriz H de
seu codigo dual. Esta matriz é chamada de matriz teste de paridade.

A matriz teste de paridade & de fato muito significativa, pois dado y € K"
seria necessario analisar se o sistema Gx = y admite solucao, afim de desco-
brir se y pertence ou nao ao cddigo gerado por G, algo que requer um custo
computacional maior do que verificar se Hy! = 0.

Dado um cédigo C C K™ com matriz teste de paridade H e um vetor
v € K™, chamaremos o vetor Hv! de sindrome de v.

Exemplo 7 Tomemos o corpo finito Zs e wm cdédigo C' C Zg com matriz
geradora

G:

S O N
o N O

01
0 2
10

N O N

Perceba que multiplicando o primeira e a seqgunda linha da matriz G por 2,
obteremos a matriz G' na forma padrao:

1

00 2 1
G = 1 010
01 0 2

Pela proposicao 9 (ii), é facil obter a matriz teste de paridade H
21 010
= (1 020 1> '

Dados v = (1,2,1,2,0) e v = (1,0,2,0,1) em Z3, vejamos qual destes ¢
uma palavra pertencente ao cédigo C':

Hvt = (0 0) e Hvb=(2 0).
Logo, v1 € C ewvy ¢ C.

A matriz teste de paridade traz também informacdes importantes sobre
o peso do cddigo, como mostra a seguinte proposicao.
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Proposicao 11 Seja H,_)xy a matriz teste de paridade de um cédigo C' C
K™, com dim C = k. Temos que o peso de C € maior do que ou igual a s se,
e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes.
Prova: (<) Vamos supor inicialmente que qualquer conjunto de s — 1
colunas de H é linearmente independente. Seja ¢ = (c1,ca, ..., ¢,) uma pala-
vra nao nula em C' e sejam h;j os elementos de H. Como Hc' =0, temos

hiici + higca + ...hinc, =0
hoici + hosco + .. hopc, =0

hin—myic1 + hn—py2c2 + - Ap—gyncn =0

hi1 hi2 hin
ha1 haa han
< ) c1+ . co+ -+ . cp =0.
h(n—i) P(n—k)2 h(n—t)n

Chamando de h' a coluna i da matriz H, temos
hle; + h%co + ...+ h"¢, =0

Perceba que se ¢ possui t < s componentes nao nulas, ou seja, t = w(c) < s,
teriamos uma combinacao linear nula de t colunas de H,

hilci1 + h,iQC,L-2 + ...+ hifcit =0, onde h™ representa alguma das colunas de
H.

mas como t < s — 1 entdo essas t colunas sao L.1., e por tanto essas t
componentes de c sao obrigatoriamente nulas, donde ¢ = 0, o que é uma
contradi¢go. Logo, w(c) > s, donde w(C) > s.

(=) Reciprocamente, suponhamos que w(C) > s. Suponhamos também,
por absurdo, que H tenha um conjunto de s — 1 colunas que sdo linearmente
dependentes: h'' h'2, ... his—'. Dessa forma, pela definicio de L.D., existem
Ciys Cigy s Cig_, €m K, nao todos nulos, tais que

hilci1 + hizci2 + ...+ his*lcz‘kl = 0.

Logo, ¢ = (0,...,¢iy, .y i _1,0,...,0) € C, e consequentemente, w(c) < s —
1 < s, o que seria wum absurdo, visto que nossa hipétese inicial é que w(C) >
S.

Teorema 8 Seja H a malriz teste de paridade de um cddigo C. Temos que
o peso de C' € igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo
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linearmente independentes e existem s colunas de H linearmente dependen-
tes.

Prova:(=) Supondo w(C) = s, a proposi¢ao 10 acima nos garante que
quatquer s — 1 colunas de H sdao linearmente independentes, além disso, se
ndo existir um conjunto com s colunas de H que sejam linearmente depen-
dentes, entao teriamos w(C) > s+ 1.

(<) Supondo agora que todo conjunto de s — 1 colunas de H sao linear-
mente dependentes e que existem s colunas linearmente dependentes, a pro-
posicao 9 nos garante que w(C) > s. Entretanto, w(C) néao pode ser maior
do que s, pois dessa forma, também pela proposi¢iao 10, todo conjunto com s
colunas de H € linearmente independente, contradizendo nossa hipdtese.

O seguinte exemplo demonstra a utilizacao de alguns resultados apresen-
tados nesta sessao.

Exemplo 8 Construa um cddigo bindrio C de comprimento 7, dimensdo 4
e distdncia minima 3 por meto de uma matriz teste de paridade. Determine
uma matriz geradora para este codigo.

Solugcao: Nossa matriz teste de paridade H possui n — k = 3 linhas
que sao linearmente independentes, além disso, Pelo Teorema 8, para d =
s = 3, € necessdrio que quaisquer par de colunas em H seja linearmente
independente e que exista algum conjunto com trés colunas de H que seja
linearmente dependentes. A sequinte matriz satisfaz estes requisitos:

H:

—_ O =

1
1
0

o~ O
o=
= = O
_ o O

1
0
0

A matriz geradora de C possui k = 4 linhas linearmente independentes que
geram o codigo, uma das formas de obtermos essas linhas € o usar o fato
mostrado na proposi¢io 10: Seja c = (c1,...,c7) € C, temos Hc! = 0, logo

C1
C2
c3 cir+co+cs+cr=0
cu | =0 co+ces+cg+c5=0
Cs c1+cg+c5+cg=0
Cé
cr

_ O
O =
I )
= =
e )
o o
S O =

Uma coisa interessante sobre codigo bindrio € que o inverso aditivo de um ele-
mento € sempre ele mesmo, dessa forma, resolvendo o sistema linear acima
temos
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c=(c1,c2,c2 + 4+ C5,C4,C5,01 +Ca+C5,01 +catcy) =
= -(1,0,0,0,0,1,1) + ¢ - (0,1,1,0,0,0,1) + ¢4 - (0,0,1,1,0,1,1) 4 ¢ -
(0,0,1,0,1,1,0)

Ou seja, todo ¢ € C € uma combinacdo dos vetores acima, donde nossa
matriz geradora serd entao

)
o= O O
_ o o o

1
0
1
1

SO O
[ e =)
[

O codigo que construimos acima é um exemplo de Cddigo de Hamming, um
dos vérios tipos de codigos lineares. Um codigo de Hamming de ordem m
sobre K = Zg é um c6digo com matriz teste de paridade H,,, de ordem m xn,
cujas colunas s@o os elementos de K™ — {0} numa ordem qualquer.

2.4 Decodificacao

Este € um dos pontos altos deste trabalho, afinal a deteccdo e correcao de
erros ocorrem durante a decodificacdo. Definiremos inicialmente o vetor erro
e, que nada mais ¢ do que a diferenca entre a palavra transmitida ¢ e a
palavra recebida r, ou seja, e = r — ¢. Note que desta forma, o peso do
vertor erro corresponde justamente ao nimero de erros cometidos durante a
transmissao da palavra. Outro detalhe importante é que o vetor erro possui
a mesma sindrome que a palavra recebida:

Como e = r — ¢, entdo He! = H(r —c¢)! = Hr! — Hc' = Hrt, ja que
Hct =0.(%)

De forma andloga ao que foi feito na prova da proposicao 11, podemos
chamar de h" a i-ésima coluna de H e se e = (o, ..., ap,), temos

" o o;ht = He! = Hrt.
i=1

Lema 3 Seja C' um cddigo linear em K™ com capacidade de correcdo k. Se
re K" eceC sao tais que d(c,r) < Kk, entdo existe um inico vetor e com
w(e) < K, cuja sindrome é igual 4 sindrome de r e tal que c =1 — e.

Prova: A ezisténcia do vetor e satisfazendo as condigdes acima ¢ dbvia,
basta tomarmos e = r — ¢, ji que w(e) = d(c,r) < k e (*). Para pro-
var a unicidade, vamos supor dois vetores que satisfazem o lema, a saber:
e1 = (a1, ...,an) e ea = (B1, ..., Bn). Dessa forma, seja H a matriz teste de
paridade de C, temos

Hel = Hel, = Y7, a;ht = Yo Bih'
— > i (0 — Bi)ht =0,
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sendo esta wltima uma combinacdo linear das n colunas de H, entretanto,
como 0s vetores ey e eg possuem no mdrimo k termos nao nulos, esta com-
binacao linear é na verdade feita com no mdzimo 2k < d—1 colunas de H e,
pelo Teorema 7, concluimos que a mesma € linearmente independente, donde
a; = B; para todo i, logo e; = eo.

O resultado acima é de suma importancia, pois recebida uma palavra
r existird apenas um vetor e com mesma sindrome, levando em conta as
hipéteses do Lema. A pergunta agora é: Como determinar este tnico vetor
e a partir da sindrome Hr??

A seguir, apresentaremos um algoritmo capaz de detectar e corrigir até
um erro (w(e) < 1). Porém, antes disso, note que supondo um codigo C
com distancia minima d > 3, matriz teste de paridade H e que o vetor e,
introduzido entre a palavra transmitida c e a palavra recebida r, seja tal que
w(e) < 1, temos que se He! = 0, entao r € C e se toma ¢ = r, ou seja,
nenhum erro foi introduzido na transmissdo, por outro lado, se He! # 0,
entdo w(e) = 1 e, portanto, e tem apenas uma coordenada nao nula. Nesse
caso, consideremos que e = (0,...,,...,0) com « # 0 na i-ésima posi¢ao.
Logo,

He! = ah’,

onde h' é a i-ésima coluna da H. Portanto, ndo conhecendo e, mas conhe-
cendo

He! = Hrt = ah?,

podemos determinar e como sendo o vetor com todas as componentes nulas
exceto a i-ésima componente que é a. Note que ¢ acima é bem determinado,
pois d > 3, ou seja, com uma distancia minima igual a 2, por exemplo, po-
deriam haver duas palavras c e ¢’ equidistantes de 7.

Algoritmo de decodificagcao em cddigos corretores de um erro:

Seja H a matriz teste de paridade do codigo C e seja r um vetor recebido.
(Suponha d > e).

(i) Calcule Hr'.
(ii) Se Hr! = 0, aceite r como sendo a palavra transmitida.

t

(iii) Se Hrt = s # 0, compare st com as colunas de H.
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(iv) Se existirem i e « tais que s' = ah', para a € K, entdo e é a n-upla
com « na posicao ¢ e zeros nas outras posicoes. Corrija r pondo ¢ =r — e.

(v) Se o contrario de (iv) ocorrer, entao mais de um erro foi cometido.

Exemplo 9 Considere o cédigo C construido no FExemplo 8. FEsse cidigo
tem matriz teste de paridade:

110100
H=101 1110
100111

S O =

Seja r = (0,1,1,1,0,1,0) uma palavra recebida, logo

0
Het=Hr'=| 1 | =1-h%
0

Portanto, e = (0,0,1,0,0,0,0) e, consequentemente,
c=r—e=(0,1,0,1,0,1,0).
Introduziremos agora algumas definicoes e resultados necessarios na cons-

trucao de um algoritmo que seja capaz de corrijir um vetor r recebido com

mais de um erro. Seja C' C K" um cédigo corretor de erros com matriz teste
d—1

de paridade H. Sejam d a distancia minima de C' e k = — | Recorde

que e e r possuem a mesma sindrome e, se w(e) = d(r,¢) < K, entdo e é

univocamente determinado por r.

Definicao 19 Seja v € K". Chamaremos de classe lateral de v sequndo C
o conjunto

v+C={v+cceC}
E facil ver que
v+C=Csvel

Lema 4 Os vetores u e v de K™ tém a mesma sindrome se, e somente se,
uev+C.

Prova: Hu' = Hv' & Hu—v)! =0 u—v=ccomc € C & u=uv+c
comce(Csucv+C.
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As classes laterias possuem as seguintes propriedades:
HYv+C=v+Cv—-2 €
@) v+O)NEW+C)# V= v+C=v+C;
(ii}) Une (v + C) = K™
(iv) |(v+C)| = |C| = ¢*, sendo k a dimensio de C e g o niimero de elementos
em K.

Demonstraremos apenas a primeira propriedade, afim de ganhar habili-
dade no manuseio de classes laterais:

Prova (i): v+ C=v+Csvev+Cevcv+Csuv=v+e
vV=v+c,comedeC, sv—v=eCev —-v=ceC.

Segue imediatamente de (ii)-(iv) acima que o numero de classe laterais
de C é

claro, afinal como duas classes ou 880 iguais ou sao disjuntas, quaisquer dois
vetores v e v’ em C terdo a mesma classe segundo C, apenas os que terao
classes diferentes sdo os vetores que nao estao em C', justamente n—k vetores.

Definicao 20 Um wvelor de peso minimo numa classe lateral é chamado
de elemento lider dessa classe, podendo haver mais de um lider em cada
classe.

Proposicao 12 Seja C' um cidigo linear em K™ com distdncia minima d.

Se u € K™ € tal que
d—1
< |Z—Z| =
o= |15 =x
entdo u € o unico elemento lider de sua classe. g1

Prova: Suponhamos dois vetores u e v tais que w(u) < [2] ew(v) <

d—1
[2} . Logo, u—v =ce C, além disso

Wl — v) < w(w) + w(v) < [dﬂ ; {d;] <d-1;

sendo assim, teriamos w(u —v) = d(u,v) < d, logo u —v =0, donde u = v.

Mostraremos agora um algoritmo capaz de corrigir palavras que tenham
sido recebidas com um ndmero de erros menor ou igual & capacidade de
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correcao do codigo, que é k = [dzl . Comecamos determinando todos os
elementos u € K™ tais que w(u) < k. Dessa forma, pela proposi¢ao acima,
estaremos encontrando lideres de classes laterais, sendo cada um deles o
tinico lider em sua classe. E claro que ndo h4 no coédigo C' um vetor u tal
que w(u) < K, pois w(C) = d > kK, entdo perceba que esses vetores que
estamos buscando sao todos os vetores erro e com até k erros e que estes
serao lideres de classe.

O préximo passo é organizar estes vetores numa tabela e calcular suas
respectivas sindromes. Feito isso, basta seguir o algoritmo abaixo.

Algoritmo de Decodificagao em cédigos corretores de até « er-
ros
Seja 7 uma palavra recebida. (i) Calcule a sindrome Hr! = s
(ii) Se s = 0, aceite r como sendo a palavra transmitida. Caso contrario va
para (iii).
(iii) Se s esta na tabela, seja [ o elemento lider da classe determinada por s;
troque r por r —[.
(iv) Se s nao esta na tabela, entao na mensagem recebida foram cometidos
mais do que K erros.

t

Exemplo 10 Imaginemos uma situacdo hipotética em que enviamos uma
ordem de movimento & wm robd, sendo que este sé obedece quatro diregoes:
Norte, Sul, Leste e Oeste. Determinemos inicialmente nosso codigo fonte
utilizando o alfabeto Zs:

Direcao | C.F.
Norte 01
Sul 10
Leste 00
Oeste 11

Construiremos aqui um cédigo corretor C com capacidade de corregdo
Kk = 2, para 1850, basta construir uma matriz teste de paridade para este
cddigo satisfazendo o Teorema 7 com s = 5:

T

Il
SO OO OO o
SO OO O o= O
OO OO OO
[N ool oo Ne)
SO R OO oo
O = OO O oo
— o000 OO
O OO
—= == O OO

34



Como H estd na forma padrdo, é possivel chegar rapidamente G matriz ge-

radora de C':
G 111100010
~\0 0011110 1)
Fazendo a codificagao do cddigo fonte para o cidigo corretor C, temos

Diregao | C.F. Cc.C
Norte 01 000111101
Sul 10 | 111100010
Leste 00 | 000000000
Oeste 11 | 111011111

A sequir temos todos os vetores em Z% com peso < 2 e suas respectivas
sindromes.

vetor sindrome vetor sindrome
000000000 | 0000000 | 010000010 | 1011000
100000000 | 1000000 | 010000001 | 0101111
010000000 | 0100000 | 001100000 | 0011000
001000000 | 0010000 | 001010000 | 0010100
000100000 | 0001000 | 001001000 | 0010010
000010000 | 0000100 | 001000100 | 0010001
000001000 | 0000010 | 001000010 | 1101000
000000100 | 0000001 | 001000001 | 0011111
000000010 | 1111000 | 000110000 | 0001100
000000001 | 0001111 | 000101000 | 0001010
110000000 | 1100000 | 000100100 | 0001001
101000000 | 1010000 | 000100010 | 1110000
100100000 | 1001000 | 000100001 | 0000111
100010000 | 1000100 | 000011000 | 0000110
100001000 | 1000010 | 000010100 | 0000101
100000100 | 1000001 | 000010010 | 1111100
100000010 | 0111000 | 000010001 | 0001011
100000001 | 1001111 | 000001100 | 0000011
011000000 | 0110000 | 000001010 | 1111010
010100000 | 0101000 | 000001001 | 0001101
010010000 | 0100100 | 000000110 | 1111001
010001000 | 0100010 | 000000101 | 0001110
010000100 | 0100001 | 000000011 | 1110111

Com esses dados, o algoritmo de decodificacdo jd pode entrar em acdo. Supo-
nhamos uma palavra recebida r = (111011000). Logo Hr! = (1110110)t. Ob-
serve que esta sindrome nado se encontra na tabela, o que significa que na pala-
vra 1 foram cometidos mais do que 2 erros de transmissdo. Agora considere-
mos a palavra recebida r = (111011100). Logo Hr' = (1110111)¢, que estd na
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tabela e é a sindrome referente ¢ (000000011). Logo, na palavra recebida ha-
viam dois erros, fazendo a corre¢io, temos ¢ = (111011100) — (000000011) =
(111011111) € C, palavra esta que para o nosso robd significa "Oeste”.
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Capitulo 3

Codigos Ciclicos

O leitor deve ter percebido que a codificacdo e sobretudo a decodificacao
apresentadas no capitulo anterior apesar de simples requerem muitas contas
e, consequentemente, um custo computacional elevado. Parte daf a necessi-
dade de aperfeicoar a estrutura dos cédigos corretores afim de dar-lhes novas
propriedades que facilitem a codificacio e a decodificagdo. O primeiro passo
a ser dado nessa direcdo sao os codigos ciclicos.

3.1 Caracterizagao dos cédigos ciclicos

Para este capitulo continuaremos tratando K como sendo um corpo finito e
representaremos as coordenadas de um vetor em K" por (xq, ..., Tp—1)-

Chamaremos de R,, o Anel das classes residuais em K[z] médulo (2" —1),
isto é

R, = Klz]/(z™ —1).

Como visto na secéo 3.4, este Anel quociente, é também um espaco vetorial
sobre K de dimensdo n com base {1,Z, 22, ...,2"~1} e, portanto, isomorfo a
K™ segundo a transformacao linear

v: K" — R,
(g, ey an—1) — ao+a1x+ ...+ ap_qz"1!

O isomorfismo acima mostra que dado um cédigo linear C' C K" podemos
transporta-lo para R,, isso dara propriedades adicionais ao cédigo, visto que
agora além de subespago vetorial ele é também um subanel.

Definicao 21 Um cddigo linear C C K™ serd chamado de cédigo ciclico
se, para todo ¢ = (cg,...,cn—1) € C, 0 vetor (¢ph—1,Co, ..., Cn—2) também per-
tence a C.

Equivalentemente, o cédigo linear C serd um codigo ciclico se, dada a
permutacao 7 de {0,...,n — 1} definida por
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w(i):{ 1—1, sei1>1

n—1, sei=0
e sendo
TW(607017 ceey Cn—l) == (Cn—la €o, -~-acn—2)7

temos que Tr(c) € C,Ve € C, ou seja, T(C) C C.

A transformagao linear T em K™ traduz-se, por meio da bijecao v, na
multiplica¢do por T em R,. Ou seja, tomando ¢ = (cg,cq,...,Cp—1), temos
Tr(c) = (¢n-1,C0y -y Cn—2) €

v(Tr(c)) =cpo1+cor+ . +Cpox™ ' =T -co+ 12+ ... +cp1an =
z-v(c).

Exemplo 11 Seja v € K™. O espago vetorial
() = a1v + Ty (v) + ... + a1 T2 (v), com a; € K,

é claramente um cédigo linear ciclico (note que T = Id). Em particular é
ciclico o codigo (0).

Lema 5 Seja V' um subespaco vetorial de R,,. Entdo, V é um ideal de R,
se, e somente se, V € fechado pela multiplicagdo por T.

Prova: (=) Supondo inicialmente V ideal de Ry, por defini¢ao de ideal
e jd que T € Ry, temos T -p(x) € V, V p(x) € V.

(«<=) Suponhamos agora que V seja fechado com relagao & multiplicacao
por T. Como V € subespago velorial, é fechado com relagdo a soma. Basla
entio mostrar que g(z) - p(x) € V, para todo g(z) € R, e todo p(z) € V.
Como V' ¢é subespaco de Ry, € claro que a-p(x) € V,V a € K. Como por
hipdtese,

entao

22-plx)=T -z -p(x)eV.
Indutivamente, obtemos, ¥V m € N, que

am - p(x) = 2™ -p(x) € V.

Agora, escrevendo g(x) = ag + a1x + ... + ap—12"" 1, temos que

g(z) - p(x) = g(x)p(x) = (a0 + a1z + ... + ap_12"7 1) -p(x) =
app(z) + a1 T - p() + ... + ap_12" 1 -p(x) €V,

pois cada parcela da ultima expressao pertence 6 V.
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Teorema 9 Um subespagco C' de K™ é um cddigo ciclico se, somente se,
v(C) é um ideal de R,,.

Prova: Pelo Lema 5, temos que v(C) é um ideal de R,, se, e somente
se, este subespaco € fechado pela multiplicacdo por T. Por outro lado, vimos
que a multiplicag@o por T traduz-se por meio de v~ na acdo Ty, descrita
no inicio desta sessio. Portando, dizer que v(C) € fechado com relacio a
multiplicagio por T é o mesmo que dizer que C' € ciclico.

Portanto, pela proposigao 6 temos que um c6digo C' em K™ é ciclico se,

e somente se, v(C) = I(g(x)), onde g(x) € K[z] é um divisor de 2™ — 1.
No que se segue, g(z) denotara sempre um divisor de 2™ — 1, e poremos

n
h(z) = z" —1

9(x)

O leitor pode perceber uma certa semelhanca entre a base descrita no

teorema abaixo e a base de (v) do exemplo 10, em suma, temos no teorema a
seguir um codigo ciclico visto em R,, equanto que no exemplo 10 temos um
codigo ciclico visto em K™. O corolario 3 mais adiante e sua prova elucidam
bem essa relagao.

Teorema 10 Seja I = I(g(x)), onde g(x) é um divisor de ™ — 1 de grau s.
Temos que g(x),xg(x), 22g(x), ..., 2"~ 1g(z) € uma base de I como espago
vetorial sobre K.

Prova: Vamos verificar inicialmente que os elementos acima sao line-
armente independentes. De fato, suponhamos que

apg(z) + arzg(x) + ... + ap—s—12" 5 1g(x) = 0.

Logo,

g(l’) : (CLO + al1x + ...+ an,sflxnfsfl) = 6

Como a classe do polindmio do lado esquerdo da igualdade igual & classe do
zero, entdo para algum d(x) € Klz|, temos que

g(z) - (ag + a1z + ... + an_s 12" 7Y =d(z) - (2™ — 1)
Dai, seque que
ao+ a1z + ... + an_s 12" 5 =d(x) - h(x).

Como o grau de h(x) é n — s, a tinica possibilidade para a igualdade acima

ser verdadeira € se d(x) = 0. Logo,
ag+ a1z + ... + an_s_12" 5" =0 e, consequentemente,
apg=a] = ... =ap_s-1 =20
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Resta mostrar agora que os elementos sitados no teorema geram o espaco
vetorial I sobre K. Seja p(x) € I, como I é um ideal gerado por g(x), temos
que

), para algum d( ) € Ry, logo,

p(x) = d(z) - g(x
d(z) - g(x) mod(z™ —1).

g
p(z) =

Pelo algoritmo da divisao, temos que d(z) = c¢(x) - h(z) + r(x), com r(z) =
ao+ a1+ ...+ an_s_ 12" 7L pois r(x) = 0 ou gr(r(z)) < gr(h(z)) =n—s.
Logo,

p(2) = d(2) - g(a) = e(a) - h(x) - g(x) + r(a) - g(x) =
() - (@ — 1) + r(2) - g(2) = r(a) - g(x) mod(a” — 1)

e portanto,

p(z) = (ap + a1z + ... + ap_s_12" 571 - g(z) mod(z"™ — 1), donde
p(x) = apg(z) + arzg(x) + ... + an—s—12" 5" 1g(x).

Corolario 3 Dado um cddigo ciclico C, existe v € C tal que C = (v).

Prova: Seja I = v(C). Logo, I é gerado como espago vetorial sobre
K por g(z) + zg(x) + ... + 275" 1g(x), onde g(x) é um divisor de z™ — 1
de grau s. Portanto, colocando v = 1/_1(@), temos que C € gerado por
0, T (v), ..., TP57Y(v) e, portanto, C' = (v).

3.2 Matriz Geradora e Matriz Teste de Paridade

O seguinte corolario é decorrente do teorema 10 e diz respeito a matriz
geradora de um cédigo ciclico.

Corolario 4 Seja g(x) = go+g1x+ ...+ gsx® um divisor de ™ —1 de grau s.
Se I = I(g(x)), entdo a dimensdo de I sobre K é n—s e o cédigo C = v=1(I)
tem matriz geradora

v(g(x)) g G gs 0 0
v (zg(z)) 0 g9 o gs 0
G p— pr—

Perceba que da forma como definimos nosso h(x), temos que ele é também
um divisor de ™ — 1, com grau n — s. Além disso, o polinémio reciproco de
h(z) = ho + hiz + ... + hp—sx"* (Definigao 5),
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1
h*(x) =2 - h <x> =hp_s+ hp_s_1x + ... + hox" 3,

é também um divisor de z™ — 1 (Proposi¢ao 3, capitulo 1), e portanto, é o
polinémio gerador de algum cédigo ciclico que identificaremos adiante.

Teorema 11 Seja C = v='(I) um cédigo ciclico, onde I = I(g(x)), com
g(x) um divisor de " — 1 de grau s. Entdo C* ¢ ciclico e C+ = v=1(J),
onde J = I(h*(x)).

Prova: Sejam

9(x) = go+ g1z + ... + gsz® e h(x) = hg + hiz + ... + hpy_ x5,
Note que gr(h(z)) =n—s, logo hy,—s # 0.

Sejam
g% g1 - gs 0 - 0
G= 0 9:0 9:1 g:s 0 , matriz geradora do codigo C' =
S S
v=Y(I), com I = I(g(x)), e
v=(h*(z)) hn—s hp—s—1 e ho 0
. I/_l(ﬂ?:h*(l‘)) _ 0 hn:fs hn—:s—l o ho
L T () 0 0 R

Mostraremos aqui que da forma como foi definida a matriz H, ela € tal
que G-H' = 0, e portanto, pelo Lema 2, seque que H ¢ uma matriz geradora

de C+ e, além disso, pelo Teorema 11, C+ = v=1(J), onde J = I(h*(x)).

E fdcil ver que as linhas de H sio linearmente independentes.
Além disso, seja {e1,ea,...,en} a base candénica de K™. A i-ésima linha de

Gé
Gi = goei + g1€iy1 + ... + gs€its, 1 <i <m—s,
e a j-ésima coluna de H', ou sejam a j-ésima linha de H, é
H; = hp_sej+hp_s_1€j41+ ...+ hoejin_s, 1 < j <os.
Suponhamos que i < j. O produto interno de G; por H; é dado por
Gj—ihn—s + gj—it1hn—s—1 + ... + gn—shj—i,
onde j —i1=0,...,s — 1.
Mas a soma acima € precisamente igual ao coeficiente 2" 5TI=% no pro-

duto g(x) - h(x) =2 —1. Como1<n—s+j—i<n-—1, temos que esse
coeficiente € igual a zero. O caso j < i é andlogo. Logo, G - H' = 0.
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Note que C+ € ciclico, pois J ¢ ideal de R,,.

Em suma, o que obtemos do teorema acima é que a matriz H que cons-
truimos é geradora de C* e portanto a matriz teste de paridade do codigo
C =v71(I), em que I = I(g(x)).

3.3 Codificagao e Decodificagao de um Coédigo Ci-

clico
Seja
w: K*# — Klz]s—1 C K[x]
(agy...,as—1) +> S at

o isomorfismo de K-espacos vetoriais, onde K[x]s_1 é o espago vetorial dos
polinémios de grau menor ou igual a s — 1. Esse isomorfismo serd de grande
utilidade no que se segue.

Teorema 12 Seja C C K™ um cddigo ciclico. Suponhamos que C = v=1(I),

onde I = I(g(x)), com g(x) um divisor de 2" —1 de grau s. Seja R a matriz
(n —8) X s cuja i-ésima linha €

Ri=—put(ri(z), 1<i<n-—s,

onde r;(x) ¢ o resto da divisio de x>~ 1+

matriz geradora de C.
Prova: Sejam q;(x) e ri(x) o quociente e o resto da divisdo de x
por g(x). Logo,

por g(z). Entio, (R|Id,—s) € uma

s—1+1

5 = g(x)qi(x) + ri(z), com ri(x) =0 ou gr(ri(z)) <s— 1.

Portanto, x5=1%% — ri(x) pertence a I, e se pensarmos nos graus desses po-
lindmios para © = 1,...,n — s veremos que sido linearmente independentes

sobre K e portanto uma base para I1(g(x)) como espago vetorial. Como

v @51 —ry(x) = es 144 — p(ri(x)), temos que a matriz
(@) 10 e 0
(@) 0 1 e 0
—p Hra—s(x)) 0 0 .- 1

é uma matriz geradora de C.
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Vimos na sessao 2.2 deste trabalho que, dado um codigo fonte K*, po-
demos fazer uma codificacdo afim de transforma-lo num cédigo corretor de
erros C' C K™, e que essa codificacdo consiste em multiplicar cada palavra
em K* pela matriz geradora de C. Com codigos ciclicos isso também funci-
ona, entretanto é possivel fazer essa codificacdo utilizando os polinémios da
matriz geradora na forma reduzida como se segue.

Seja K"~ um codigo fonte e C' um cddigo corretor ciclico com matriz na
forma padrao G = (R|Id,—s). Dado (ai,...,an—s) € K™% esse vetor pode
ser codificado como elemento de C' como se segue:

((11, ) an—s)(Rudn—s) = (bo, wbs_1,a1, ..., an—s),
onde
(b0r-wsbomt) = —orp™ (1 (@) = = ! (o) =

—p 1(@1?”1(:63 “+ ap_stn—s(z)) =

—p (2] airi()).

Teorema 13 Seja C C K™ um cddigo ciclico gerado por um polinémio g(x)
de grau s com matriz geradora na forma padrao (R|Id,—s) e matriz teste de
paridade H = (Ids| — RY). Se v = (vo,...,vn—1) € K", entdo a sindrome de
v com relacdo a matriz H é dada por

pH(r (),

onde r(z) ¢ o resto da divisdo de vo + vz + -+ + vy_12" L por g(z).
Prova: Vimos na sessao 2.4 deste trabalho que a sindrome de v € o vetor
Hol = (Ids| — RY)vt, além disso perceba que podemos escrever

Ids = (=t (1), p= Y (2), ..., p =Y (2z*71)), sendo assim,
(Ids| — R* )t =
(B (0 1@, s @), 5 (1 (2)), o ()0 =
(o + 01 + -+ v @ T ogr (@) + -+ vpo1re—s(2),

entretanto,
r(x) =vo + 12+ +vs 125 Fogri(z) + -+ vy ()

¢ o resto da divisio de vo + vix + -+ + v,_12" 1 por g(x). Dai seque o
resultado.

No seguinte exemplo mostraremos na pratica a codificacdo de um co6digo
fonte para um codigo ciclico e o calculo da sindrome de uma palavra recebida.

Exemplo 12 Considere o polinomio 7 — 1 sobre Zy. A fatoracio de 7 — 1
¢ dada por
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27— 1=1+2)(1+z+ 231+ 2%+ 23).

Fatorar polinémios sobre corpos finitos ndo € uma tarefa simples, seria in-
clusive wm bom tema para uma outra dissertacao de mestrado, a referéncia
[4] mostra que jd existem algoritmos que facilitam essa tarefa.

Vamos considerar o cédigo C C Z% gerado pelo polinémio g(z) = z3 +
22 + 1. Analisaremos aqui a codificag¢do e a decodificacio em C. E facil ver
que a dimensdo de C é 4. Agora, pelo Teorema 12, determinaremos uma
matriz geradora para C na forma padrdo:

=@ +22+1) + (22 +1)
=@ +a?+1) (z+1)+ (2?)
=@+ +1)- (2P +ax+1)+F(z+1)
= (@3 4+ 22 +1) (23 + 2% +2) + (22 +2).

Dessa forma, temos

1011000
G| 0010100
1100010
01 10001

Vimos que dado um vetor (ai,az,as,ay) € Z3y, do cédigo fonte, entdo a
codificagao desse vetor é dada por (by,b1,ba, a1, a2, a3,a4), onde by, by e by
s@o os coeficientes do polinémio

ar1(x® + 1) + az(2?) + az(z + 1) + ag(2® + ) =
a1 + a3 + (a3 + as)z + (a1 + az + as)z?.

Portanto, a codificagio de (a1,a2,as,a4) €
(a1 + a3, a3 + ag, a1 + az + as, a1, a2, az, as).

Por outro lado, temos a sequinte matriz teste de paridade para C
1001 010
H=]1 0100011
0011101

O vetor (1,1,1,1,1,1,1) € Z;, pelo Teorema 13, possut sindrome relativa a
H igual a p=t(r(z)), onde r(x) é o resto da divisio de 1+ x+ 2%+ 23+ 2%+
25 4+ 28 por g(x) = 23 + 22 + 1. Portanto, r(xz) = 0 e, consequentemente, a
stndrome é 0, donde podemos afirmar que este vetor pertence ao cédigo C'.

Vimos como é possivel trabalhar com c6digos ciclicos por meio de operagdes
sobre polinémios, isso torna os algoritmos de codificagio e decodificacao mais
rapidos e eficientes. Entretanto, a determinacdo da distancia minima em um
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c6digo ciclico é um assunto delicado e é, em parte, uma questao em aberto.
Parte dai a necessidade de implementar esses coédigos ciclicos, surgindo dessa
forma os codigos BCH!, onde podemos construir familias de codigos cujas
distancias minimas possuem cotas inferiores.

!B, H e C sao as iniciais para Bose, Chaudhuri e Hocquenghem, invetores desse codigo
em 1959-1960
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