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Resumo
Este trabalho onstitui uma investigação que busa analisar nos mapas on-eituais onstruídos pelos alunos durante o desenvolvimento de atividadesque envolvem oneitos vinulados a Topologia uma linguagem mais apro-priada e de forma oneitual. A pesquisa está fundamentada nos pressupos-tos teórios do onstrutivismo(questionário om onheimentos prévios), naTransposição didátia( saber ientí�o, topologia, num saber esolar), Teoriada Aprendizagem Signi�ativa e no uso de Mapas Coneituais. Para tanto,teemos algumas onsiderações sobre o oneito de topologia, sua história,om exemplos lássios e problemas uriosos de aráter topológio. Os mapasoneituais são propostos omo meio de negoiação de signi�ados e omoinstrumentos para a veri�ação de indíios da oorrênia de aprendizagemsigni�ativa. A apliação desse trabalho foi feita no iníio de 2013, om alu-nos do 2o e 3o ano do ensino médio, no Colégio Estadual José Ferreira Pintode Feira de Santana, na Bahia, om resultados que nos estimulam a areditarque temas modernos e ontemporâneos da Matemátia podem e devem sertratados na eduação básia.Palavras-have: ensino médio, topologia, mapas oneituais.
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Abstrat
This work is an investigation that seeks to analyze the onept maps ons-truted by students during the development of ativities that involve oneptstied to a language more suitable topology and oneptually. The researhis based on the theoretial priniples of onstrutivism (questionnaire priorknowledge), in the didati transposition (sienti� knowledge, topology, na-mely a shool), Theory of Meaningful Learning and Conept maps. To do sobrings forth some onsiderations on the onept of topology, its history, withlassi examples and problems topologial urious harater. Conept mapsare proposed as a means of negotiating meanings and as tools for the veri�-ation of evidene of the ourrene of signi�ant learning. The appliationof this work was done in early 2013, with students from 2nd and 3rd yearof high shool in the State College José Ferreira Pinto de Feira de Santana,Bahia, with results that enourage us to believe that modern themes andontemporary mathematis an and should be treated in basi eduation.Keywords: shool, topology, oneptual maps.
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Introdução
Este trabalho onstitui uma investigação que busa nos mapas oneitu-ais, onstruídos pelos alunos durante o desenvolvimento de atividades, mos-trar que a Topologia pode ser apresentada para uma turma de nível médio emuma linguagem apropriada e de forma oneitual, apesar da omplexidadede tal tema, ao onsiderarmos a estrutura ognitiva deles.A topologia em atividades prátias paree estar dissoiada da realidadedo aluno de Ensino Fundamental/Médio e não aparee em livros didátiosexluindo-se assim um saber matemátio neessário ao desenvolvimento doestudante. Para o professor desenvolver o ensino de Topologia de forma efe-tiva, além de atualizar e onstruir seus próprios onheimentos é neessárioque ele re�ita sobre suas esolhas metodológias. Dentre as esolhas possíveisopta-se, ao desenvolver este trabalho, pela tendênia de investigação. E omerteza o professor é responsável por esse proesso, deve ser mediador entreo onheimento matemátio e o aluno,a transposição didátia, para media-ção do oneito de topologia na onstrução de signi�ados ao aluno e que aaprendizagem seja signi�ativa. Portanto, propomos a utilização dos mapasoneituais na onstrução de oneitos, pois além de ser um instrumento quepode auxiliar o professor a onheer a forma omo o aluno assoia de maneiradiferente, possibilita interferir de maneira direta nas launas apresentadas.Nessa pesquisa foi utilizado o método hipotétio dedutivo, que é um mé-todo lógio; as onseqüênias são deduzidas por meio de experimentação.Neste aso, a experimentação foi feita por meio de um estudo da Topologia,12



Introdução 13seu oneito e sua história e omo o ensino, através de mapas oneituais,pode ajudar a ompreende-lo melhor.Para tanto, foi neessário a realização de uma pesquisa bibliográ�a, do-umental e experimental. A pesquisa bibliográ�a serviu para melhor em-basamento teório e ienti�o. Já a pesquisa doumental foi neessária pararefereniar atividades a serem apliadas. E a pesquisa experimental foi feitauma amostragem om alunos do 2o e 3o ano do ensino médio do turno ves-pertino do Colégio Estadual José Ferreira Pinto, em Feira de Santana, naBahia, loal esse esolhido para apliação dessa atividade por ser a esolaque leiono e om turmas que ministro aula.Quanto à oleta de dados foram utilizados fontes primárias (questionários)e seundárias (livros, sites, artigos, dissertações). O tratamento desses dadosfoi qualitativo, pois onsiderou a qualidade da e�iênia da ténia assoiadaà interpretação.Dividimos a pesquisa em três partes.A primeira parte trata de topologia, um pouo de sua história, de�nição,oneitos básios, apresentando alguns exemplos lássios omo as pontesde Konigsberg, a faixa de Mobius, a garrafa de Klein e alguns problemasuriosos de aráter topológio.Na segunda parte, tratamos da parte do referenial pedagógio, as idéiasde onstrutivismo, segundo Piaget. Se através da transposição didátia, omuma aprendizagem signi�ativa, o aluno pode aprender o novo, fazendo re-lação om o onheimento já adquirido e o mapa oneitual omo avaliação.Na última parte, é a análise da experiênia em sala de aula e da relaçãodo ensino de topologia e da avaliação om mapas oneituais. Nele, aborda-mos, ainda, alguns questionamentos importantes aera do ensino, omo asistematização e da metodologia.Finalizando, estabeleemos a onlusão dos trabalhos ao demonstrar quede maneira prátia é possivel trabalhar o onheimento de topologia signi�-ativamente numa sala de aula do ensino médio usando mapas oneituais.



Capítulo 1Topologia
O séulo XX foi marado por avanços no ampo da Topologia, no qualseu estudo abriu aminhos para a moderna teoria dos Grafos, onde podemser apliados para planejar desde as redes de serviços urbanos, omo água eeletriidade, até as de omputadores.Esse apítulo, é dediado ao estudo de Topologia, objeto de estudo dessetrabalho onde falaremos um pouo de sua história, de�nição, bem omo al-gumas apliações. Nessa exposição utilizamos frequentemente os textos deKatz (1998), Munkres (2000), Sampaio (2008), Barr (1989), De Maio (2010)e Borges (2005), além de outras referênias que serão oportunamente itadas.1.1 HistóriaA Topologia é onsiderada uma das mais novas linhas da Matemátialássia e aparee no séulo XVII om o nome de Analyse Situs, ou seja Aná-lise da Posição. Muitos autores onordam que o primeiro a tentar estudarpropriedades topológias foi Leibniz [1646-1716℄, em 1679. Posteriormente,Euler [1707-1783℄, em 1736 publia a solução do problema das pontes da i-dade de Koenigsberg, institulado �Solutio problematis ad geometriam situspertinentis� pois perebeu que o problema pouo, ou nada, tinha a ver om14



Topologia 15geometria. O importante era estabeleer uma rede � grafo � que represen-tasse o rio e as pontes, passando assim a trabalhar om vérties e arestas,interessando-se somente pela forma omo os vérties estavam ligados entresi. É onsiderada omo sendo um dos primeiros resultados topológios, istoé, não dependente de quaisquer medidas. Este é um exemplo de problemaque liga diferentes áreas da matemátia, om a teoria dos grafos.Bem antes, René Deartes [1596-1650℄, por volta de 1639, sabia que seum poliedro tiver V vérties, A arestas e F faes, então V − A + F = 2.Esta relação é onheida por Fórmula de Euler, dado que este publiou umademonstração em 1751.A palavra topologia foi o�ialmente usada pela primeira vez por JohannBenedit Listing[1808-1882℄ em 1847 no artigo Vorstudien zur Topologie,Vandenhoek und Rupreht, em Gottingen em 1848. Entretanto Listing jávinha usando tal termo há pelo menos 10 anos, em suas orrespondênias.O termo �topology� (Topologia em inglês) foi introduzido muitos anos maistarde na revista Nature em um artigo de 1883 om a �nalidade de �distinguira geometria qualitativa da geometria omum onde os aspetos qualitativossão primariamente estudados� (KATZ, 1998, p.74).O estudo dos espaços de funções, realizado por matemátios notáveisomo Georg Cantor [1845 � 1918℄, Vito Volterra [1860 � 1940℄, CesareArzelá [1847 � 1912℄ , Jaques Hadamard [ 1865 � 1963℄, entre outros,ulmina om o trabalho de Maurie Fréhet [1878-1973℄, que introduziu anoção de espaço métrio, muitas de suas araterístias lembrando o ℜn.Atualmente os espaços métrios são onsiderados asos espeí�os, mas muitoimportantes, de uma lasse mais geral onheida omo espaços topológios.A formalização do oneito de espaço topológio é devida a Felix Haus-dor� [1868-1942℄ que de�niu em 1914 o que hoje é onheido omo espaçode Hausdor�. O oneito �nal de espaço topológio é um pouo mais geralque o oneito de espaço de Haussdorf e foi introduzido posteriormente porKazimierz Kuratowski [1896-1980℄ em 1922.Henri Poinaré [1854-1912℄ introduziu em seu livro �Analysis Situs� de



Topologia 161895 os oneitos de homotopia e homologia, sendo onsiderado o maro deriação da topologia algébria. O interesse no estudo da topologia inlui aperepção de que alguns problemas topológios são mais tratáveis que os pro-blemas algébrios, omo mostrar que ℜn não é topológiamente equivalente(homeomorfo) a ℜ2 se n é diferente de 2. As bases da Topologia modernaforam estabeleidas no Congresso Internaional de Matemátia de 1909, emRoma, onde Frigyes Riesz [1880-1956℄ propõe o arater axiomátio á Topo-logia, baseado na teoria do onjuntos.1.2 O que é topologia?Topologia (do grego topos, �lugar�, e logos, �estudo�) é o ramo da ma-temátia que estuda os espaços topológios; é tido omo uma extensão dageometria. A palavra topologia é usada para desrever a área de estudospara designar uma família de onjuntos (onjuntos abertos) assim omo parade�nir o oneito básio da teoria, o espaço topológio. Também é hamadageometria de borraha, transformações ontínuas no estudo da geometria emque omprimento, ângulos e formas podem ser alterados por transformaçõesontínuas e reversíveis, pois trata das propriedades de posição que não sãoafetadas por mudanças de tamanho e forma, quando movidos.De�nição 1.2.1. Uma topologia é uma oleção τ de subonjuntos de A(hamados abertos da topologia), om as seguintes propriedades:(a) ∅ e A estão em τ ;(b) A união dos elementos de qualquer suboleção de τ está em τ ;() A interseção de qualquer suboleção �nita de τ está em τ .A topologia estuda os espaços topológios das estruturas que permitem aformalização de oneitos tais omo onvergênia, onexidade e ontinuidade,elementos que apareem em pratiamente todos os ramos da matemátiamoderna e são noções uni�adoras entrais.



Topologia 17De�nição 1.2.2. Um espaço topológio é um par (A, τ) onde A é umonjunto e τ é uma topologia em A.Como exemplos temos:
• Se A é um onjunto, a topologia τ = P (A) onde P (A) é o onjuntodas partes de A é denominada a topologia disreta sobre A.
• Se A é um onjunto, a topologia τ = {∅, A} é denominada topologiagrosseira sobre A.
• Um espaço métrio (A, d), tem uma estrutura natural de espaço topo-lógio para τ , de�nido omo o onjunto das bolas abertas B(x, δ) =

{y ∈ A : d(x, y) < δ}.
• Nada impede que, a um onjunto A, esteja assoiada mais de uma topo-logia, por exemplo, τ1 e τ2. Quando todo aberto de τ1 for um aberto de
τ2 , diz-se que a topologia τ1 é mais grossa que τ2, ou, analogamente,que τ2 é mais �na que τ1. A topologia grosseira é mais grossa quequalquer outra, e a topologia disreta é mais �na que qualquer outra.Para ompreendermos mais intuitivamente o que é topologia onsideremoso aso partiular da Topologia das Superfíies.De�nição 1.2.3. Um Espaço Topológio de Hausdor� é um espaçotopológio (A, τ) no qual pontos distintos, x e y de A têm vizinhanças U de

x e V de y disjuntas (U ⋂
V 6= ∅).De�nição 1.2.4. Uma superfíie é um objeto geométrio bidimensional,de tal forma que é de�nida omo um espaço topológio de Hausdor� se-gundo ontável e não vazio no qual ada ponto tem uma vizinhança abertahomeomór�a a algum subonjunto aberto do plano Eulidiano E2. Cadasuperfíie, portanto, forma um espaço topológio.Assim, a Topologia é o estudo das propriedades geométrias (por exem-plo, entre as superfíies) que permaneem inalteradas mesmo que existam as



Topologia 184 deformações de: a) estiar, b) enolher, ) torer, e d) ortar e olar nova-mente no mesmo sentido do orte. Tais deformações são funções bijetoras,ontínuas e têm inversas ontínuas. Se uma super�ie é obtida de outra poruma ombinação de um número �nito de vezes, por exemplo (i) de algumasou todas as três primeiras deformações, diremos que elas são isotópias; (ii)e das quatro deformações dizemos que elas são homeomorfas. Obviamente,super�ies isótópias são homeomorfas.

Figura 1.1: Figuras isotópias: sequênia de deformações (SAMPAIO, 2008,p.31).Na �gura (1.1) utilizamos somente as três primeiras deformações paraesta onlusão, ou seja, analisando o seu esquema no sentido anti-horáriopodemos observar que a superfíie omeça a ser deformada estiando-a naslaterais, enolhendo e torendo sua parte entral, na qual o espaço que haviaem seu entro vai diminuindo até que não se tenha mais qualquer aberturaem sua parte entral hegando à superfíie que se enontra no alto do antodireito.Duas superfíies isotópias são homeomorfas mas a reíproa nem sem-pre é verdadeira omprovada através do esquema mostrado na �gura (1.2).Analisando o esquema perebe-se que neste aso, além das três primeiras



Topologia 19deformações, houve a utilização do proedimento de orte e olagem, mos-trando que dessa forma a superfíie (a) e a superfíie (b) são homeomorfasmas não isotópias.
Figura 1.2: Transformação de reorte e olagem apliada a uma superfíie(SAMPAIO,2008, p.32).De�ne-se então topologia de uma super�ie omo um onjunto de aspetosgeométrios dessa super�ie que não se alteram quando a ela apliamos qual-quer uma das quatro deformações. Quando duas super�ies, om suas respe-tivas topologias, transformam-se uma na outra quando apliamos qualqueruma destas quatro deformações, diz-se que são topologiamente equivalentesou superfíies homeomorfas onforme aso mostrado na �gura (1.3).

Figura 1.3: Superfíies homeomorfas: deformação do toro numa anea(BARR,1989, p.4).Diz-se que uma função f : A → B entre espaços topológios é ontínuase a imagem inversa ou ontraimagem de qualquer aberto de B é um abertode A.



Topologia 20Uma função f : E → F , em que E e F são espaços topológios, é sequen-ialmente ontínua em um ponto a ∈ E quanto ela omuta om o limite desequênias, ou, em outras palavras, quando para toda sequênia xi ∈ E ujolimite (em E) seja a, temos que o limite (em F) de f(xi) é f(a). Uma formaelegante de esrever isso é limi→∞ f(xi) = f(limi→∞ xi).De�nição 1.2.5. Dizemos que dois espaços topológios (A1, τ1) e (A2, τ2)são homeomorfos quando existe uma transformação bijetora, ontinua, f :

A1 → A2 uja inversa f−1 : A2 → A1 também é ontinua. Neste aso, fhama-se homeomor�smo de A1 sobre A2.Devido a isso os objetos na topologia podem ser representados por objetosfeitos de um material perfeitamente deformável. Bolas de plástio são mode-los físios de super�ies esférias, já as âmaras de ar, de borraha elástiavulanizada, são modelos de uma super�ie denominada toro bidimensional.Dessa forma, os aspetos de sua natureza, tais omo ângulos, distânias,áreas e urvatura se alteram pelas deformações enumeradas. Uma evidentediotomia entre o quantitativo e o qualitativo.Noções de vizinhança, fora-dentro, interior-exterior, aberto-fehado, longe-perto, separado-unido, ontínuo-desontínuo, alto-baixo, são noções topoló-gias. Claramente, estas noções ostumam vir assoiadas à outras tais omo:adjaênias (proximidade), ordem, et., as quais, igualmente se inluem norol das noções topológias.Assim, para a geometria, uma mapa é uma �gura geométria, enquantoque, para a topologia um mapa, omo por exemplo o do metr�, é um grafotopológio, onde o que importa não são as dimensões reais, mas a ordem dasestações e os entronamentos.De�nição 1.2.6. Grafo é uma �gura onstituida de um número �nito dearos (ou urvas), hamados aros ou arestas do grafo, ujas extremidades sãohamados vérties do grafo. Um mesmo vértie pode pertener a vários arose dois aros podem ter em omum um ou dois vérties de suas extremidades,podendo oinidir dando lugar a um únio vértie.



Topologia 21Um grafo pode ter uma on�guração espaial, omo o grafo das arestase vérties de um ubo. Grafo planar é denominado o grafo que pode serdeformado - quando tem suas arestas estiadas, enolhidas ou deformadas -,de modo a ser desenhado num plano.Um subonjunto de um espaço topológio diz-se �fehado� se o seu om-plementar for um onjunto aberto.Como propriedades do espaço topológio fehado, sendo (A, τ) um espaçotopologio, temos:1. Ø e A são fehados;2. A união �nita e a interseção arbitrária de dois onjuntos fehados éum onjunto fehado.Um ponto x0 ∈ A1 ⊂ A é hamado de ponto interior de A1 quando existeum aberto B tal que x0 ∈ B ⊂ A1. Ver a representação geométria na �gura(1.4).
Figura 1.4: Ponto interior (DE MAIO, 2010, p.190).O interior de um onjunto A1 ⊂ A, do espaço topológio (A, τ), é oonjunto ujos elementos são os pontos interiores de A1, e representamos por

A0
1, já o exterior é o interior do onjunto omplementar de A1, enquanto que afronteira é o onjunto de pontos de A que não são interiores e nem exteriores(vide �gura 1.5).Um oneito importante é o de topologia induzida, pois serve para estu-darmos importantes apliações.



Topologia 22
Figura 1.5: O oneito de interior, fronteira e exterior depende do subon-junto dado e da topologia (DE MAIO,2010, p.191).De�nição 1.2.7. Topologia induzida num onjunto: Seja B um on-junto qualquer e (A, τA) um espaço topológio. Consideremos uma apliação
f : B → A e seja A1 ⊂ A um aberto. O onjunto τB das imagens inver-sas f−1(A1) é uma topologia em B e a topologia τB é hamada de topologiainduzida em B pela apliação f.A Topologia é uma área muito ampla, om muitas sub-áreas. Espaçostopológios estão presentes em quase todos os ramos da matemátia. Talfato permitiu que a topologia se tornasse uma ponte entre diversas teoriasmatem�tias. A topologia geral, ou omo é hamada em inglês, point settopology, de�ne e estuda propriedades dos espaços topológios omo onexi-dade e ompaidade. Além disto, a topologia geral lassi�a apliações entreespaços topológios por meio de termos omo ontinuidade, separabilidade,homeomor�smos e apliações próprias. Já a topologia algébria estuda asdiferentes maneiras em que se pode assoiar a um determinado espaço topo-lógio uma estrutura algébria. Estuda também a homologia e a teoria K deum espaço topológio, que assoiam a um espaço topológio uma sequêniade grupos abelianos e um par ordenado de anéis, respetivamente. Topolo-gia geométria, estuda as variedades e suas apliações, �brados lineares, delinhas inluindo a teoria dos nós. Outro ramo da topologia é a topologiadiferenial, que estuda a topologia de variedades difereniáveis, e quais pro-priedades de�nidas em termos analítios são na realidade onsequênias datopologia de uma variedade. Entre as impliações importantes desta teoria,temos o teorema de Gauss-Bonnet, a teoria de Morse e o teorema do índie de



Topologia 23Hopf. No ontexto da teoria de ategorias existe uma generalização de espaçotopológio, de�nida por Alexander Grothendiek[1928- ℄ e que denomina-setopos.Na matemátia, a topologia é a área em que se estudam os espaços to-pológios; em engenharia, o oneito está assoiado à disposição lógia deelementos; em topogra�a, a topologia refere-se ao estudo das formas exte-riores (relevo) do terreno; em informátia, topologia de rede é a forma pormeio da qual ela se apresenta �siamente, ou seja, omo os elementos derede (network nodes) estão dispostos; em psianálise, é uma araterístia doinonsiente laaniano.1.3 Algumas apliações de topologiaNessa seção apresentaremos alguns problemas lássios da topologia, omopor exemplo, as Pontes de Königsberg, a faixa de Möbius, a garrafa de Kleine algums problemas uriosos de aráter topológio.1.3.1 Problema das sete pontes de KonigsbergA antiga idade alemã Königsberg (hoje onheida omo Kaliningrado eloalizada em território russo) é ortada por um rio que tem uma ilha; setepontes ligavam a idade à ilha que interligam a quatro regiões da idadeatravés do rio Pregel onforme a �gura (1.6) 1.Disutia-se nas ruas da idade a possibilidade de atravessar todas as pon-tes sem repetir nenhuma. Havia-se tornado uma lenda popular a possibi-lidade da façanha quando o matemátio suíço Leonhard Euler, em 1736,provou que não existia aminho que possibilitasse tais restrições.Euler usou um raioínio muito simples. Transformou os aminhos emretas e suas interseções em pontos, riando possivelmente o primeiro grafoda história. Ele perebeu que só seria possível atravessar o aminho inteiro1Duas das sete pontes originais da idade foram destruídas durante o bombardeamentode Königsberg em agosto de 1944.
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Figura 1.6: Diagrama das sete pontes de Konigsberg (SAMPAIO,2008 p.15).passando uma únia vez em ada ponte se houvesse exatamente zero ou doispontos de onde saísse um número ímpar de aminhos. A razão de tal oisa éque de ada ponto deve haver um número par de aminhos, pois será preisoum aminho para �entrar� e outro para �sair�. Os dois pontos om aminhosímpares referem-se ao iníio e ao �nal do perurso, pois estes não preisamde um para entrar e um para sair, respetivamente. Se não houver pontosom número ímpar de aminhos, pode-se (e deve-se) iniiar e terminar otrajeto no mesmo ponto, podendo esse ser qualquer ponto do grafo. Issonão é possível quando temos dois pontos om números ímpares de aminhos,sendo obrigatoriamente um o iníio e outro o �m, onforme mostra a �gura(1.7).

Figura 1.7: O grafo das pontes de Königsberg. Este grafo não é Euleriano,portanto, não existe uma solução (SAMPAIO,2008, p.16).



Topologia 25O oneito introduzido por Euler para resolução do problema das setepontes - Caminho Euleriano - é um aminho em um grafo que visita adaaresta apenas uma vez. Como aso espeial, um Ciruito Euleriano é umaminho Euleriano que omeça e termina no mesmo vértie.Uma das prinipais ondições para um grafo ser Euleriano é que todos osvérties preisam ser de grau par. Esta ondição é também su�iente. Eulerprovou que uma ondição neessária para a existênia de iruitos eulerianosé de que todos os vérties tenham grau par, e a�rmou, sem prova de quegrafos onexos om todos os vérties pares tem um iruito Euleriano. Há,ainda, grafos om aminhos Eulerianos se houver 2 vérties de grau ímpar.Nesse aso, ao se aresentar uma aresta ligando estes dois vérties, o novografo passa a ser Euleriano, onforme a �gura (1.8).

Figura 1.8: Construindo um grafo Euleriano om um exemplo simples u-jos vérties são todos pares, tendo o vértie A omo �nal e iniial (SAM-PAIO,2008, p.20).Teorema 1.3.1 (Teorema de Euler para Grafos). Um grafo G onexopossui aminho euleriano se e somente se ele tem exatamente zero ou doisvérties de grau impar.



Topologia 261.3.2 Relação de EulerSeja um poliedro simples (em um poliedro simples podemos deformar suasuperfíie de uma maneira ontínua até transformá-la na superfíie de umaesfera, tetraedro, ubo, pirâmide, et.) no qual onvenionamos:
• V : soma do número de vérties;
• F : soma do número de faes;
• A: soma do número de arestas.Suponhamos que submetemos este poliedro a uma transformação topoló-gia: toremos suas arestas, dobramos suas faes, en�m, fazemos tudo aquilopermitido em uma transformação topológia. Problema: quais as proprie-dades que permaneem invariantes quando um poliedro simples é submetidoa uma transformação topológia? A resposta é dada pelo Teorema de Des-artes � Euler: em que todo poliedro simples, onvexo se veri�a a seguinterelação:

V − A+ F = 2. (1.1)Esse número 2 dado na equação (1.1) é um invariante topológio, isto édepende apenas da forma que toma o poliedro quando é deformado, de modoa tornar-se uma super�ie suave. Assim, os polidros onvexos assumem formaesféria quando su�ientemente �in�ados�.Seja um ubo oo feito de um material elástio, omo borraha, por exem-plo. Como sabemos, o ubo é limitado por seis faes, doze arestas e oito vérti-es. Enhendo esse ubo até ele se �transformar� numa esfera, então, as faesdo ubo, suas arestas e seus vérties são, respetivamente, �transformados�.1.3.3 Faixa de MobiusUma �ta de Möbius ou faixa de Mobius é um espaço topológio obtidopela olagem das duas extremidades de uma �ta, após efetuar meia volta



Topologia 27numa delas. Deve seu nome a August Ferdinand Möbius [1790-1868℄, quea estudou em 1858. Ele estudou este objeto em 1858 tendo em vista a ob-tenção de um prêmio da Aademia de Paris sobre a teoria geométria dospoliedros. Johann Benedit Listing [1808-1882℄ já tinha trabalhado sobre omesmo objeto alguns meses antes. O fato de tanto Mobius omo Listing te-rem estudado alguns anos antes om Carl Friedrih Gauss [1777-1855℄ sugereque a gênese destas ideias esteja ligada a este matemátio.A importânia do estudo deste objeto, na époa, prendia-se à noção deorientabilidade, que não era ainda bem ompreendida. Möbius introduziutambém a noção de triangulação no estudo de objetos geométrios do pontode vista topológio. Möbius apenas publiou o seu trabalho em 1865, numartigo intitulado Uber die Bestimmung des Inhaltes eines Polyëders.

Figura 1.9: Faixa de Mobius (SAMPAIO,2008, p.38).A faixa de Möbius onforme a �gura (1.9) tem por propriedades ser umasuperfíie om uma omponente de fronteira, não orientável, possuindo ape-nas um lado e apenas uma borda do qual se pode entrar ou sair de um espaçoou superfíie, sem �dar a volta�. A primeira oisa que notamos na Faixa deMoebius é que ela só tem um lado: podemos ir de um ponto de um �lado� dafaixa a qualquer ponto do �outro� lado através de um aminho ontínuo semnuna perfurar a superfíie nem passar pela fronteira. A faixa de Moebiusnão tem um lado de �dentro� nem de �fora�, tem somente uma fae. Alémdisso, ela tem uma únia borda (ujo bordo é também uma irunferênia).



Topologia 28Mais interessante oorre, se tentamos ortar a faixa ao meio. Obtemos umúnio objeto ontínuo: um anel que tem dois meio giros. Esse novo objetonão é uma faixa de Moebius genuína pois possui dois lados distintos. Masse ortamos a faixa de Moebius numa linha que dista 1/3 da borda, teremosdois anéis entrelaçados: uma verdadeira faixa de Moebius e outro um anelque tem dois meio giros.Em matemátia, a orientabilidade de um espaço refere-se à não inverti-bilidade (omo num espelho) de uma �gura que perorre esse espaço. Se a�gura pode voltar ao sítio original invertida, o espaço diz-se não orientável;se não, o espaço diz-se orientável. Uma superfíie é não orientável se ontémum subonjunto homeomorfo a uma faixa de Möbius.Considere o ilindro C = {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, |z| ≤ 1}, om a topo-logia induzida por ℜ . Seja o onjunto dos pares não ordenados: M =

{{c,−c} | c ∈ C}. De forma natural, temos a seguinte funão sobrejetiva:
II : C → M , tal que II(p) = {p,−p}. O par (M, τII) é dito faixa deMoebius.1.3.4 Garrafa de KleinUma garrafa de Klein é um espaço topológio obtido pela olagem deduas �tas de Möbius. O nome se refere ao matemátio Felix Klein [1849-1925℄. A garrafa de Klein é uma superfíie de ompaidade (ompata),orientabilidade (não orientável ou seja não é possível de�nir um �interior� eum �exterior�) e onexidade (onexa).No quinto estágio da onstrução, onforme a �gura (1.10) uma das extre-midades do tubo ilíndrio tem de passar �através� da superfíie, para que ospontos A, B e C possam ser olados sobre os pontos A', B' e C'. Como nãoé permitido ortar a superfíie, a únia saída é onstruir a garrafa em umapelíula � fantasma�. Neste aso, a superfíie da garrafa passa através de simesma, sem porém, auto-intereptar-se.Em estudos, prinipalmente na Astronomia, há muitas apliações para a��ta de möbius� assim omo para a �garrafa de Klein�.
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Figura 1.10: Tentativa de onstrução da Garrafa de Klein no espaço eulidi-ano tridimensional (SAMPAIO,2008, p.35).1.3.5 Água, luz e telefoneO desa�o é ligar água, luz e telefone em ada uma das 3 asas onforme a�gura (1.11), sem haver ruzamento de ligações e nem ligações de uma asaom outra. As ligações podem ser em linhas retas ou não, podem ruzar atrásdas asas, mas é importante salientar, as ligações não podem ser ruzadas.Não é possível tal ligação om a restrição da estrutura de ligação ponto aponto (no aso, asa 1 om água, luz e telefone, asa 2 om água, luz etelefone e asa 3 om água,luz e telefone) é o aso de um grafo.
Figura 1.11: Problema das 3 asas.Modelando o problema, água,luz, telefone e asa tornam-se vérties, e asligações arestas, o problema passa a ser enontrar uma representação para ografo planar (ujas arestas não se ruzam) abaixo, exposto por Cunha (2010,



Topologia 30p.2):Formalmente, os pontos são denominados vérties e as ligações, arestas(no exemplo, om os serviços forneidos até então, são 5 os vérties: asa1, asa 2, água, luz, esgoto; e são 6 as arestas: asa 1 � água, asa 1 � luz,asa 1 � esgoto, asa 2 � água, asa 2 � luz, asa 2 � esgoto, omo o graforepresentado na �gura (1.12).
Figura 1.12: grafo planar om vérties, regiões e arestas, sem a asa 3 (CU-NHA,2010, p.2).Ora, a asa 3 se situa na região II, e essa região faz fronteira apenas omas estações de serviço de luz e esgoto (podemos então inluir estas ligações,o que riaria uma tereira região interna III), onforme grafo mostrado noesquema representado pela �gura (1.13). Como a entral de serviços de águanão faz fronteira om a região II, qualquer ligação da asa 3 om esta estaçãode serviços neessitaria �ultrapassar a fronteira de pelo menos uma região�.
Figura 1.13: Grafo planar om vérties, regiões e arestas, envolvendo partesom a asa 3 (CUNHA,2010, p.2).Fazendo um paralelo om a relação de Euler, equação (1.1), já mostradoomo invariante topólogio, no aso, o número de faes são as regiões.



Topologia 31Ora, para as ligações dos três serviços em duas asas apenas, temos 5vérties, 3 regiões e 6 arestas, e: 5 − 6 + 3 = 2. Aresentando as duasligações possíveis para a asa 3, temos 6 vérties, 4 regiões e 8 arestas, e:
6 − 8 + 4 = 2. Inluindo a aresta 3 −A não iria riar uma nova região, masaumentaria o número de arestas, ontrariando a propriedade de Euler, pois
6− 9 + 4 6= 2.1.3.6 Problema das ino oresQuantas ores são preisas para olorir um mapa, om qualquer númerode países, de maneira que nenhum país tenha a mesma or daquele que lhefor fronteiriço? No plano todo mapa pode ser olorido om 5 ores. Em 1976,por intermédio de omputadores, foi provado que quatro ores são su�ientespara olorir qualquer mapa.Vamos iniiar demonstrando dois fatos que serão utilizados para provaro Teorema das Cino Cores, mostrado por Courant e Robbins (1996).O primeiro deles é entender que a fórmula de Euler 1.1 vale para o mapa.Considere ummapa regular no plano omV vérties, A fronteiras e F regiões,inluindo o oeano. Estamos interessados em veri�ar que vale a relação
V − A+ F = 2 , o que pode ser veri�ado na seção (1.3.5).Com isso, podemos demonstrar o seguinte fato:Lema 1.3.1. Todo mapa regular ontém pelo menos uma região poligonalom menos de seis lados.Demonstração: Seja Fn o número de regiões om V vérties e F onúmero total de regiões no mapa. Se uma dada região não tem vérties outem apenas um vértie, então ela tem apenas um país vizinho e podemosolori-la om qualquer or, exeto om a or do vizinho. Como essas regiõesnão ausam problemas, vamos deixá-las de lado e supor, no resto da prova,que elas não estão presentes. Assim, temos que:

F = F2 + F3 + .... + Fk. (1.2)



Topologia 32Cada fronteira está ligada a exatamente dois vérties e em ada vértie seonetam três fronteiras. Se A é o número total de fronteiras no mapa e Vé o número total de vérties, temos
2A = 3V. (1.3)Os países om dois vérties têm duas fronteiras; países om três vizinhostêm três fronteiras, e assim por diante. Como ada fronteira pertene a doispaíses, o resultado da soma 2F2 + 3F3 + .... , é igual ao dobro do número defronteiras no mapa, isto é,

2A = 3V = 2F2 + 3F3 + ....+ . (1.4)Multipliando ambos os lados da fórmula de Euler, equação (1.1), por seis,temos
6V + 6F − 6A = 12. (1.5)Da equação (1.3), podemos ver que

4A = 6V. (1.6)Substituindo na equação (1.5), temos
6F − 2A = 12. (1.7)Como temos a equação (1.2), hegamos a

6(F2 + F3 + ....)− (2F2 + 3F3 + ....) = 12, (1.8)que pode ser esrita na forma
(6− 2)F2 + (6− 2)F3 + (6− 2)F3 + (6− 2)F4 +

+(6− 2)F5 + (6− 2)F6 + (6− 2)F7 + .... = 12. (1.9)Como o lado direito da equação (1.9) é um número positivo, podemos onluirque pelo menos um dos números F2, F3, F4, F5 deve ser positivo. Ou seja, omapa deve onter pelo menos uma região om menos de seis lados, e o Lemaestá provado.



Topologia 33Teorema 1.3.2 (Teorema das Cino Cores). Todo mapa pode ser oloridoom, no máximo, ino ores.Demonstração 1.3.1. Pelo Lema (1.3.1), podemos onsiderar que o mapapossui pelo menos uma região om menos de seis fronteiras (menos de seisvizinhos). Vamos separar a demonstração em dois asos.Caso 1: O mapa ontém uma região R om 2, 3 ou 4 vizinhosNeste aso, para pintar o mapa M om n regiões, vamos remover uma dasfronteiras da região R, unindo-a, momentaneamente, a alguma região vizinha.O mapa M1 resultante será regular, om (n− 1) regiões, onforme mostradono esquema da �gura (1.14).

Figura 1.14: Mapas: M, M1 e M pintado (TOREZZAN,2004, p.5).Como a região R possui no máximo quatro vizinhos, se M1 puder ser oloridoom ino ores, o mapa originalM também poderá. Para tanto, basta voltarao mapa original (devolvendo a fronteira retirada) e pintar a região R omuma or diferente das de seus vizinhos.Caso 2: O mapa ontém uma região R om 5 vizinhosNeste aso, vamos denotar por W1, W2, W3, W4 e W5 as ino regiões vi-zinhas a R, onforme esquema mostrado na �gura (1.15). Sempre podemosenontrar duas dessas vizinhas que não estejam lado a lado. Vamos suporque W1 e W3 não são vizinhas entre si. Podemos remover as fronteiras de R,formando uma grande região que engloba W1, R e W3.O novo mapa será regular e terá (n−2) regiões. Se este novo mapa puder serolorido om ino ores, o mapa original M também poderá. Para tanto,



Topologia 34basta voltar ao mapa original, devolvendo as fronteiras retiradas. Neste aso,omo W1 e W3 possuem a mesma or, a região R estará em ontato om, nomáximo, quatro ores distintas e uma quinta or pode ser atribuída a ela.

Figura 1.15: Mapas: M, M1 e M pintado (TOREZZAN,2004, p.6).Proedendo de aordo om o desrito nos asos 1 e 2, podemos onverterqualquer mapa regular M em um novo mapa M que tem (n− 1) ou (n− 2)regiões, om a seguinte propriedade: se puder ser pintado om ino ores,M também poderá.Esse proesso pode ser apliado reursivamente aM1, produzindo uma sequên-ia de mapas M1, M2, M3, ..., tal que, se Mj+1 puder ser pintado om inoores, então Mj−1 também poderá.Como o número de regiões nos mapas dessa sequênia sempre diminui, he-garemos a um mapa que ontém ino ou menos regiões. Tal mapa podelaramente ser olorido om, no máximo, ino ores. Assim, retornandoetapa por etapa, onluímos que o mapa original M pode ser olorido omino ores, o que ompleta a prova. .1.3.7 Brinadeira topológia om as letras do alfabetoConsideremos as letras do alfabeto:A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, X, W, Y, ZOs grupos de letras abaixo são topologiamente equivalentes:
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• E, F, G, T, Y;
• C, I, J, L, M, N, S, U, V, Z, W;
• D, O ;
• K, X ; e
• A, R .Além desses, temos os grupos formados por um únio elemento:
• B ;
• H;
• P;
• Q.O onheimento desses 9 grupos possibilita uma aprendizagem do alfa-beto de forma lúdia através de uma brinadeira topólogia, ao deformar umelemento ou letra de um grupo em outras letras desse mesmo grupo. Assim,uma riança ao ser alfabetizada aprenderia iniialmente uma letra de adagrupo para posteriormente, através da brinadeira topológia de deformar,transformar em outra letra topologiamente equivalente do mesmo grupo.1.3.8 Problema do asaoVista-se om um asao deixando-o desabotoado e por debaixo deste,esteja om um olete. Problema: é possível tirar o olete sem tirar o asao?Esta operação tem de ser feita om a restrição de nuna, durante a retiradado olete, seus braços saírem das mangas do asao. Primeiro desabotoe oolete. Em seguida, puxe o lado esquerdo do asao para dentro da aberturado braço esquerdo, a partir de fora. Fore a abertura do braço por ima doombro esquerdo e depois para baixo, até �ar sobre o braço esquerdo. A



Topologia 36abertura envolve agora o asao por trás do ombro esquerdo. Continue aforçar a abertura do braço à volta do orpo, passando-a por ima do ombroe braços direitos, e �nalmente libertando-a do lado direito do asao. Emoutras palavras, a abertura do braço roda ompletamente à volta do orpo(MOREIRA,et all,2009, p.9).



Capítulo 2Refereniais pedagógios
O onstrutivismo tem diversas vertentes, mas todas onordam em on-siderar a aprendizagem omo um proesso no qual o aprendiz relaiona ainformação que lhe é apresentada om seu onheimento prévio sobre essetema. A história da onstrução do onheimento pessoal é a história davida de ada um de nós, pois onstruímos esse onheimento de uma ma-neira espeí�a e individual. Assim esse apítulo irá tratar das ideias doonstrutivismo, sua função om a transposição didátia e a relação om aaprendizagem signi�ativa utilizando mapas oneituais.2.1 Construtivismo: idéias de PiagetAté pouo tempo atrás, e ainda hoje, em muitos lugares do mundo, asteorias de aprendizagem, om suas respetivas epistemologias, dividem-seem duas orrentes: do ponto de vista epistemológio, empirista e apriorista(raionalista), e do ponto de vista pedagógio, pedagogia diretiva e pedagogianão-diretiva.Para os aprioristas, a estrutura do onheimento está no próprio sujeito,ou seja, sua bagagem ultural está genetiamente armazenada dentro dele,onde a função do professor, do ponto de vista metodológio, é apenas esti-37



Refereniais pedagógios 38mular que estes onheimentos a�orem, pois a aprendizagem depende de umproesso de maturação. Já para os empiristas, a base do onheimento pro-vém dos sentidos, está nos objetos, na observação. Para estes, o aluno é meroreeptor, é tabula rasa e o onheimento é algo �uido, que pode ser repassadode um para outro pelo ontato entre eles, seja de forma oral, esrita, gestual,et. O professor usa a metodologia do falar, expliar e o aluno do ouvir erepetir verdades prontas e aabadas. É nesta teoria que baseiam-se a maioriadas orrentes pedagógias que onheemos e que usualmente denominamosde tradiionais.Rompendo om estes dois paradigmas, ou melhor dizendo, fundindo-osem um únio, temos a teoria de Piaget. Jean Piaget[1896-1980℄1, foi um dosprimeiros estudiosos a pesquisar ienti�amente omo o onheimento eraformado na mente de um indivíduo, om estudos em observações de bebês.Observou omo um reém-nasido passava do estado de não reonheimentode sua individualidade frente ao mundo que o era indo até a idade de ado-lesentes, onde já temos o iníio de operações de raioínio mais omplexas.Do fruto de suas observações, sistematizadas por uma metodologia de aná-lise, denominada Método Clínio, Piaget estabeleeu as bases de sua teoria,que hamou de Epistemologia Genétia, uja fundamentação está desritaem um de seus livros, O Nasimento da Inteligênia na Criança (1982): osujeito tem potenialidades e araterístias próprias, mas, se o meio nãofavoree esse desenvolvimento (forneendo objetos, abrindo espaços e orga-nizando ações), elas não se onretizam.Piaget de�ne três oneitos fundamentais para sua teoria:1. interação,2. assimilação,3. aomodação.Ferreira(1998) a�rma em relação a esses oneitos que :1Biólogo por formação, psiólogo pela lassi�ação pro�ssional, mas epistemólogo peloonjunto de sua obra.



Refereniais pedagógios 39É impresindível que se ompreenda que sem uma interação (ati-tude) do sujeito om o objeto, que perturbe as suas estruturas, estenão tentará aomodar-se à situação, riando uma futura assimila-ção do objeto, dando origem às suessivas adaptações do sujeito aomeio, om o onstante desenvolvimento de seu ognitivismo (FER-REIRA,1988)Os estudos de Piaget não foram feitos para apliação em sala de aula -por isso, é um equívoo falar em �método onstrutivista de ensino� -, massuas teorias inspiraram as obras sobre Eduação popular de Paulo Freire[1921-1997℄, sobre Matemátia de Constane Kamii, sobre étia de Yves dela Taille e sobre a psiogênese da língua esrita de Emilia Ferreiro e AnaTeberosky. Têm in�ueniado também investigações nas didátias espeí�asde ada disiplina. Dessa forma, no que tange à Eduação, relaionaremos àepistemologia onstrutivista, a pedagogia relaional.Pela onepção onstrutivista, o professor deve riar ontextos, one-ber ações e desa�ar os alunos para que a aprendizagem oorra. SegundoMauri(1996) em O Construtivismo na Sala de Aula �o onheimento não éinorporado diretamente pelo sujeito: pressupõe uma atividade, por partede quem aprende, formulando hipóteses para entender o objeto de onhei-mento, organizando e integrando os novos onheimentos aos já existentes�.Nesse sentido, é importante que o professor faça uma transposição didátiadaquele novo onheimento.2.2 Transposição didátiaTransposição didátia é um instrumento que possibilita transformar o sa-ber sábio, ou onheimento ientí�o, em saber ensinado, ou onheimentoesolar(POLIDORO E STIGAR,2010). Para tanto, analisa-se o saber sá-bio, busando ompreendê-lo, para, através deste aonteer, modi�ar a suaforma, mantendo os aspetos essenias de seu onteúdo, e estabeleer o saberensinado, ou seja aquele que possa ser ensinado pelos professores e aprendido



Refereniais pedagógios 40pelos alunos, levando em onsideração a estrutura ognitiva destes. A esola,dentre suas prinipais funções, tem o papel de soializar os onheimentosproduzidos pela humanidade.Assim, a transposição didátia enquanto o instrumento aludido aima,tem três etapas importantes: ompreender aprofundadamente o saber sábio(aquele que os ientistas estabeleem); transp�-lo para o saber a ensinar(aquele que está nos livros didátios); e através deste, adequá-lo à estrututaognitiva dos estudantes, transformando-o no saber ensinado (aquele queaontee em sala de aula).Os reursos importantes para instrumentalizar a transposição didátiasão a inter/transdisiplinaridade e a ontextualização (ou reontextualiza-ção). Transposição didátia, inter/transdisiplinaridade e ontextualização(ou reontextualização) são na verdade três faetas inseparáveis de ummesmoproesso omplexo: transformar o onheimento em onheimento esolar aser ensinado; de�nir o tratamento a ser dado a esse onteúdo e tomar as de-isões didátias e metodológias que vão orientar a atividade do professor edos alunos om o objetivo de onstruir um ambiente de aprendizagem e�az.Embora a noção de transposição didátia tenha sido introduzida pelo so-iólogo Mihel Verret em 1975, foi Yves Chevallard em 1985 quem a difundiuom seu livro La Transposition Didatiqueem 1991(POLIDORO E STIGAR,2010), onde mostra as transposições que um saber sofre quando passa doampo ientí�o para a esola e alerta para a importânia da ompreensãodeste proesso por aqueles que lidam om o ensino das disiplinas ientí�as.Segundo Polidoro e Stigar(2010,p.154), �Chevallard oneitua `Transpo-sição Didátia' omo o trabalho de fabriar um objeto de ensino, ou seja,fazer um objeto de saber produzido pelo �sábio� (o ientista) ser um objetodo saber esolar�. Dessa forma a Teoria da Transposição Didátia vem mos-trar que o saber ientí�o difere do saber a ser ensinado, omo, também, dosaber que é efetivamente ensinado; difere na forma, mantendo a essênia doonteúdo.Chevallard parte do pressuposto de que o ensino de um determinado ele-



Refereniais pedagógios 41mento do saber só será possível se esse elemento sofrer ertas �deformações�(mudanças na forma) para que esteja apto (adequado à estrutura ognitivados estudantes) a ser ensinado. Nesse aspeto, india elementos que arateri-zam o funionamento didátio om base no oneito de transposição didátia,sendo que o saber ensinado supõe proessos de: (CHEVALLARD,1991, apudMARANDINO, 2004, p. 97) 2
• desontemporalização: o saber ensinado é exilado de sua ori-gem e separado de sua produção história na esfera do sabersábio;

• naturalização: o saber ensinado possui o inontestável poder das�oisas naturais�, no sentido de uma natureza dada, sobre a quala esola agora espera sua jurisdição;
• desontextualização: existe algo invariante (signi�ante) e algovariável no elemento do saber sábio orrespondente ao elementodo saber ensinado e, nesse sentido, proede-se através de umadesontextualização dos signi�antes, seguida de uma reontex-tualização em um disurso diferente. No entanto, nesse proesso,há algo que permanee desontextualizado, já que não se iden-ti�a om o texto do saber, om a rede de problemátias e deproblemas no qual o elemento desontextualizado enontrava-seoriginalmente, modi�ando dessa forma seu emprego, ou seja, seusentido original;
• despersonalização: o saber onsiderado em statu nasendi estávinulado a seu produtor e se enarna nele. Ao ser omparti-lhado na aademia, oorre um erto grau de despersonalizaçãoomum ao proesso de produção soial do onheimento, que érequisito para sua publiidade. Porém, esse proesso é muitomais ompleto no momento do ensino, pois umprirá uma fun-ção de reprodução e representação do saber sem estar submetidoàs mesmas exigênias da produtividade.2CHEVALLARD,Y. La Transposition Didatique.Paris: La Pensée Sauvage,1991



Refereniais pedagógios 42Temos, então, que as relações entre saberes ientí�os e saberes esolares�am araterizadas por uma transposição de onheimentos, que tem origemno saber ientí�o, destinados a serem inorporados omo onheimentos es-olares. O reonheimento do oneito da Transposição Didátia justi�a aintrodução, no ampo da didátia, das re�exões referentes às esolhas dos sa-beres a ensinar, pois, a partir da maneira de esolher os saberes, ertamente,rompe-se om a idéia de onheimento linear, abrindo espaço para entenderque existem diferentes transformações do saber ientí�o.

Figura 2.1: Esquema da trajetória do Saber na Transposição Didátia (MA-TOS FILHO et all, 2008, p.1193).



Refereniais pedagógios 43Conforme ilustrado no esquema na �gura (2.1) Matos Filho et all (2008,p.1193) retrata a trajetória sobre o aminho realizado pelo saber, do momentoem que é produzido, saber ientí�o, até sua hegada na sala de aula, sabera ser ensinado. Esse proesso tem se mostrado transformador na prátiadoente por oloar o professor numa situação privilegiada, permitindo a ele�enxergar� o proesso ensino-aprendizagem por um ponto de vista �externo�ao seu ambiente habitual.Polidoro e Stigar, a�rma que:No proesso de didátia, há uma profunda relação ente os elemen-tos internos e externos que o in�ueniam. Apresenta-se subordinadoa diferentes onjuntos de regras, omo as forças instituionais da pes-quisa; a própria instituição esolar (tipo de esola, objetivos, projetopedagógio); as forças polítias (programas e urríulos de seretariasde Eduação); e a força do merado (livros didátios e/ou paradidáti-os).[. . . ℄No proesso de transformação do onheimento, o funionamentodidátio e ientí�o do onheimento não são os mesmos. Eles se inter-relaionam, mas não se sobrepõem. Para que um determinado onhe-imento seja ensinado, em situação aadêmio-ientí�a ou esolar,neessita passar por uma transformação, pois não foi riado om oobjetivo de ser ensinado. A ada transformação sofrida pelo onhei-mento orresponde um proesso de Transposição Didátia.Essa transformação do objeto de onheimento ientí�o em ob-jeto de onheimento esolar � para ser ensinado pelos professorese aprendido pelos estudantes � signi�a seleionar e inter-relaionaro onheimento aadêmio, adequando-o às possibilidades ognitivasdos alunos e exempli�ando de aordo om o seu ontexto irun-dante.(POLIDORO E STIGAR,2010, p.155)Apesar das posições distintas do professor em relação ao estudante, éassegurada, a ada momento de introdução de um novo objeto de ensino,uma erta equivalênia entre eles, pois a distânia temporal (experiênia) em



Refereniais pedagógios 44relação aos alunos, tende a diminuir quando da superação da ontradiçãoantigo/novo, isto é, no deorrer do proesso bem suedido de aprendizagem.Nesse sentido, a diferença entre o professor e o aluno estaria no �tempo desaber� e não apenas na relação de ada um om o saber propriamente dito.A idéia da neessidade de algum tipo de adaptação do onheimentoquando se trata de ensiná-lo pode ser onsiderada virtualmente unânime nomeio eduaional omo re�exão aera dos desdobramentos dessa onstata-ção, desenvolvida por diferentes aminhos, om diversos graus de importâniae sentido atribuídos a esse proesso de transformação do onheimento a serensinado. 3As propostas teórias de muitos estudiosos da didátia da matemátia ten-tam expliar a relação entre professor, aluno e saber. Dessa forma, vislumbra-se a teoria da transposição didátia mostrando a importânia de se pensar nopreparo das aulas: omo redigi-las, omo organizá-las, omo ontextualizá-las; isso porque, em essênia, o trabalho de transposição diz respeito aossaberes.2.3 Aprendizagem signi�ativaUma das �nalidades da eduação esolar é propiiar ao aluno meios paraque aprenda de forma que se lembre do que aprende quando preisar seja paraa aprendizagem de novos onteúdos, seja para resolver problemas om que sedepara na sua vida aadêmia ou fora dela, preparando para o exeríio daidadania, abendo formar o aluno om onheimentos, habilidades, valores,atitudes, formas de pensar e atuar na soiedade através de uma aprendizagemque seja signi�ativa.Aprendizagem signi�ativa, oneito entral da teoria da aprendizagemdo psiólogo David Paul Ausubel (2008), estabelee que existe uma interaçãoentre o novo onheimento e o já existente, na qual ambos se modi�am.À medida que o onheimento prévio serve de base para a atribuição de3http://www2.dbd.pu.br/pergamum/tesesabertas/0212105_4_ap_3.pdf



Refereniais pedagógios 45signi�ados à nova informação, ele também se modi�a. A estrutura ognitivaestá onstantemente se reestruturando durante a aprendizagem signi�ativa,o proesso é dinâmio e o onheimento vai sendo onstruído.A araterização dessa aprendizagem está relaionada om a mudançaou evolução da estrutura ognitiva do que é aprendido, permaneendo pormais tempo disponível na memória e, mesmo esqueido, é mais failmentelembrado, bastando para isso oloar o aluno em ontato om atividades quepossam promover esta mudança ou evolução em sua estrutura ognitiva. Umdos desa�os dos eduadores em geral.Segundo Smole, para que uma aprendizagem seja signi�ativa,[. . . ℄se exige que seja vista omo a ompreensão de signi�ados, relaionando-se as experiênias anteriores e vivênias pessoais dos alunos, permi-tindo a formulação de problemas de algum modo desa�antes que in-entivem o aprender mais o estabeleimento de diferentes tipos de re-lações entre fatos, objetos, aonteimentos, noções e oneitos, de-senadeando modi�ações de omportamentos e ontribuindo para autilização do que é aprendido em diferentes situações. (SMOLE, 2002)Santana, a�rma que,[. . . ℄ partindo dos refereniais propostos iniialmente por Ausubel,pode ser admitido ou omeçado a ter onsiênia de que a aprendi-zagem se divide em três grupos omo é proposto por sua teoria: aognitiva, a efetiva e a psiomotora. Na aprendizagem ognitiva os in-divíduos armazenam as informações ou eventos não sendo onstruídoou despertado, nessa fase, nenhum sinal que demonstre prazer, dor,satisfação, desonforto alegria ou tristeza omo aontee na aprendi-zagem efetiva. A aprendizagem que se dá por meio de respostas ouestímulos musulares adquiridos através de treinos ou prátias repeti-tivas Ausubel lassi�a omo psiomotora.(SANTANA, 2009)Pelizzari & outros propõe que,



Refereniais pedagógios 46A intervenção eduativa preisa, portanto, de uma mudança deótia substanial, na qual não somente abranja o saber, mas tambémo saber fazer, não tanto o aprender, omo o aprender a aprender.Para isso, é neessário que os rumos da ação eduativa inorporem emsua trajetória um onjunto de legalidades proessuais.(PELIZZARI &OUTROS, 2001, P.40)Para Santos (2012)a onretização dessa aprendizagem se dá através doque entendemos ser os sete passos da (re)onstrução do onheimento:1. O sentir � toda aprendizagem parte de um signi�ado ontextuale emoional.2. O pereber � após ontextualizar o eduando preisa ser levado apereber as araterístias espeí�as do que está sendo estudado.3. O ompreender � é quando se dá a onstrução do oneito, oque garante a possibilidade de utilização do onheimento emdiversos ontextos4. O de�nir � signi�a eslareer um oneito. O aluno deve de�nirom suas palavras, de forma que o oneito lhe seja laro.5. O argumentar � após de�nir, o aluno preisa relaionar logia-mente vários oneitos e isso oorre através do texto falado, es-rito, verbal e não verbal.6. O disutir � nesse passo, o aluno deve formular uma adeia deraioínio através da argumentação.7. O transformar � o sétimo e último passo da (re)onstrução doonheimento é a transformação. O �m último da aprendizagemsigni�ativa é a intervenção na realidade. Sem esse propósito,qualquer aprendizagem é inóua.As sete fases apresentadas ajudam a araterizar a ação do professorfrente a esse desa�o. A ompreensão das atitudes a serem adotadas em adaetapa, apaita o professor a promover a aprendizagem signi�ativa.



Refereniais pedagógios 47Para Mizukami, os professores preisam mais do que uma ompreensãopessoal da matéria que ensinam.[. . . ℄ Eles neessitam possuir uma ompreensão espeializada da ma-téria/área de onheimento que lhes permita riar ondições para quea maioria de seus alunos aprenda. Deverão gerar formas alternati-vas de lidar om suas disiplinas � análises, ilustrações, metáforas,exemplos, experimentos, simulações, dramatizações, músias, �lmes,asos de ensino, demonstrações et. � que levem em onsideraçãodiferentes habilidades, onheimentos prévios e estilos de aprendiza-gem de seus alunos. O modelo do raioínio pedagógio ontempla,preisamente, o proesso de onstrução desse onheimento de omoensinar.(MIZUKAMI, 2004)A análise do urríulo e o ensino sob uma abordagem ausubeliana, emtermos de signi�ados, impliam para Moreira:1. identi�ar a estrutura de signi�ados aeita no ontexto da ma-téria de ensino;2. identi�ar os subsunçores (signi�ados) neessários para a apren-dizagem signi�ativa da matéria de ensino;3. identi�ar os signi�ados preexistentes na estrutura ognitiva doaprendiz;4. organizar seqüenialmente o onteúdo e seleionar materiais ur-riulares, usando as idéias de difereniação progressiva e reoni-liação integrativa omo prinípios programátios;5. ensinar usando organizadores prévios, para fazer pontes entre ossigni�ados que o aluno já tem e os que ele preisaria ter paraaprender signi�ativamente a matéria de ensino, bem omo parao estabeleimento de relações explíitas entre o novo onhei-mento e aquele já existente e adequado para dar signi�ados aosnovos materiais de aprendizagem.(MOREIRA, 1988, p.5)



Refereniais pedagógios 48Para que a aprendizagem signi�ativa aonteça, é neessario que haja aonstrução de �links� entre as estruturas ognitivas ou mentais preexistentesdos indivíduos e a pré-disposição por parte do aprendiz para aprender, senãoseria possível onstruir onheimento verdadeiro e efetivo em um indivíduopor mero desejo do proesso. A outra ondição é quanto ao nível de organi-zação que o onteúdo a ser aprendido é apresentado omo materiais de apoiodidátio onde permita despertar no estudante a uriosidade e interesse peloonheimento apresentado pelo onteúdo trabalhado.Sugere-se então a partiipação ativa do sujeito, sua atividade auto -estruturante, a partiipação pessoal do aluno na aquisição de onheimentos,seja de tal forma que não sejam uma repetição ou ópia dos formulados peloprofessor ou pelo livro-texto, mas uma reelaboração pessoal.2.4 Mapas oneituaisUma forma de pereber indiativos de aprendizagem signi�ativa é o usode mapas oneituais (MOREIA,1988), e que foi originalmente baseado nateoria da aprendizagem signi�ativa de David Ausubel. São instrumentos quepermitem desobrir as onepções equivoadas ou interpretações não aeitasde um oneito, ilustradas por uma frase que inlui no oneito.Podemos dizer que mapa oneitual é uma representação grá�a em duasou mais dimensões de um onjunto de oneitos onstruídos de tal forma queas relações entre eles sejam evidentes. O tema prinipal �a no topo, porhierarquia dentro de um retângulo, logo abaixo se oloa os oneitos maisespei�os relaionados om o prinipal, também dentro de um retângulo eunido por um segmento ou seta desritiva (om uma palavra ou frase), queestabelee uma onexão entre os elementos oneituais. As frases de ligaçãotêm funções estruturantes e exerem papel fundamental na representaçãode uma relação entre dois oneitos. A dois oneitos, onetados por umafrase de ligação hamamos de proposição, arateristia partiular dos mapasoneituais se omparados a outros tipos de representação omo os mapas



Refereniais pedagógios 49mentais.Mapas oneituais podem ser instrumentos úteis para negoiar signi�a-dos, quer dizer, os alunos sempre trazem alguma oisa deles, não são omouma tábua rasa ou um reipiente vazio que o professor deve preenher. Osoneitos que apareem no mapa, as relações estabeleidas pelo aluno, a pre-sença ou não de linhas de ligação entre os oneitos, bem omo o uso deonetivo adequado para indiar a relação envolvida, são elementos que indi-am a oorrênia de aprendizagem signi�ativa. Como um exemplo, Silveirae Miltão (1999), objetivando mostrar aos estudantes um esboço da origemdo Universo (oneito prévio trazido à baila pelos próprios alunos na sala deaula), e a sua relação om a Astronomia, esolheram a oneito da Tempe-ratura do Universo por ser um tema que engloba uma quantidade essenialde onteúdos físios, os quais poderiam ser trabalhados na sala de aula, uti-lizando os mapas oneituais.Para Moreira,Mapas oneituais podem ser traçados para toda uma disiplina,para uma subdisiplina, para um tópio espeí�o de uma disiplinae assim por diante. Existem várias maneiras de traçar um mapa on-eitual, ou seja, há diferentes modos de representar uma hierarquiaoneitual em um diagrama. Além disso, mapas oneituais traça-dos por diferentes espeialistas em uma mesma área de onheimento,provavelmente, re�etirão pequenas diferenças de ompreensão e inter-pretação das relações entre oneitos-have dessa área. O ponto im-portante é que um mapa oneitual deve ser sempre visto omo �ummapa oneitual�, não omo �o mapa oneitual� de um determinadoonjunto de oneitos. Isto é, qualquer mapa oneitual deve ser vistoapenas omo uma das possíveis representações de uma erta estruturaoneitual. (MOREIRA,2006, p.10)Ainda segundo Moreira,Na medida em que os alunos utilizarem mapas oneituais para



Refereniais pedagógios 50integrar, reoniliar e difereniar oneitos, na medida em que usa-rem esta ténia para analisar artigos, textos, apítulos de livros, ro-manes, experimentos de laboratório, e outros materiais eduativos dourríulo, eles estarão utilizando o mapeamento oneitual omo umreurso de aprendizagem. ( MOREIRA,1988, p.5)Segundo Tavares,Quando um aprendiz utiliza o mapa durante o seu proesso deaprendizagem de determinado tema, vai �ando laro para si as suasdi�uldades de entendimento desse tema. Um aprendiz não tem muitalareza sobre quais são os oneitos relevantes de determinado tema, eainda mais, quais as relações sobre esses oneitos. Ao pereber omlareza e espei�idade essas launas, ele poderá voltar a prourar sub-sídios (livro ou outro material instruional) sobre suas dúvidas, e daívoltar para a onstrução de seu mapa. Esse ir e vir entre a onstru-ção do mapa e a proura de respostas para suas dúvidas irá failitara onstrução de signi�ados sobre onteúdo que está sendo estudado.O aluno que desenvolver essa habilidade de onstruir seu mapa on-eitual enquanto estuda determinado assunto, está se tornando apazde enontrar autonomamente o seu aminho no proesso de aprendi-zagem. Caso ele não onsiga enontrar as respostas nas onsultas aomaterial instruional, ele ainda assim terá onseguido ter lareza sobreas suas perguntas, e desse modo já terá enaminhado a sua aprendi-zagem de maneira onveniente e segura. Pois quando se tem larezadas perguntas, ou das dúvidas, é mais fáil prourar ajuda de pessoasmais experientes.(TAVARES,2007, p.74)No ensino, o uso de mapas oneituais feitos pelo professor apresentavantagens e desvantagens. Moreira aponta possíveis vantagens, entre elaspode-se menionar:1. enfatizar a estrutura oneitual de uma disiplina e o papel dossistemas oneituais em seu desenvolvimento;



Refereniais pedagógios 512. mostrar que os oneitos de uma erta disiplina diferem quantoao grau de inlusividade e generalidade e apresentar esses onei-tos em uma ordem hierárquia de inlusividade que failite suaaprendizagem e retenção;3. proporionar uma visão integrada do assunto e uma espéie de�listagem oneitual� daquilo que foi abordado nos materiais ins-truionais.(MOREIRA, 1979)Dentre as possíveis desvantagens, ainda pode-se itar:1. se o mapa não tem signi�ado para os alunos, eles podem enará-lo omo algo mais a ser memorizado;2. os mapas podem ser muito omplexos ou onfusos e di�ultar aaprendizagem e retenção, ao invés de failitá- las;3. a habilidade dos alunos em onstruir suas próprias hierarquiasoneituais pode �ar inibida em função de já reeberem prontasas as estruturas propostas pelo professor (segundo sua própriaperepção e preferênia). (MOREIRA, 1979)Ainda segundo Moreira e Buhweitz, na prátia, essas desvantagens[. . . ℄ podem ser minimizadas expliando os mapas e sua �nalidade,introduzindo-os quando os estudantes já têm alguma familiaridade omo assunto, hamando atenção que um mapa oneitual pode ser tra-çado de várias maneiras e estimulando os alunos a traçar seus própriosmapas. Além disso, o professor, ao elaborar mapas oneituais parausá-los omo reurso instruional, deve ter sempre em mente um om-promisso entre lareza e ompleteza. Ou seja, nem todas as possíveislinhas que indiam relações entre oneitos devem ser traçadas a �mde manter a lareza do mapa.(MOREIRA e BUCHWEITZ, 1993)Outra possibilidade de uso dos mapas oneituais levantado por Moreira,está na avaliação da aprendizagem.



Refereniais pedagógios 52Avaliação não om o objetivo de testar onheimento e dar umanota ao aluno, a �m de lassi�á-lo de alguma maneira, mas no sentidode obter informações sobre o tipo de estrutura que o aluno vê para umdado onjunto de oneitos. Para isso, pode-se soliitar ao aluno queonstrua o mapa ou este pode ser obtido indiretamente através desuas respostas a testes esritos ou entrevistas orais. (MOREIRA,2006,p.17)Portanto, o uso de mapas oneituais omo instrumentos de avaliaçãoimplia uma postura que, para muitos, difere da usual. Na avaliação atravésde mapas oneituais a prinipal idéia é a de avaliar o que o aluno sabe emtermos oneituais, isto é, omo ele estrutura, hierarquiza, diferenia, relai-ona, disrimina, integra, oneitos de uma determinada unidade de estudo,tópio, disiplina, et. busando informações, signi�ados e relações signi-�ativas entre oneitos-have da matéria de ensino segundo seu ponto devista.



Capítulo 3A topologia na sala de aula
Tendo em vista a importânia da eduação matemátia, faz-se neessárioofereer ao aluno uma boa formação e om erteza o professor é responsávelpor esse proesso e deve ser mediador entre o onheimento matemátio e oaluno. O propósito dessa pesquisa onstitui um relato de experiênia, sobre amediação do oneito de topologia na onstrução de signi�ados para o aluno.Portanto propomos a utilização dos mapas oneituais nessa onstrução deoneitos.Para a elaboração desses mapas oneituais, partimos dos prinípios ause-bianos (Ausubel), em que os alunos devem aprender um onteúdo iniial (on-eitos e idéias), e a partir desse onteúdo, assoiar progressivamente ao novoonteúdo, Topologia, fazendo uma distinção (difereniação) entre esses on-eitos, onde os oneitos originais busam assoiações entre si, interligando-sede forma expansiva e sistemátia através de um questionário om onhei-mento prévios, estruturado no onstrutivismo.Torna-se neessária a disussão sobre as onepções de prátias eduati-vas, que são onduzidas pelas tendênias pedagógias e sobre a forma pelaqual é ompreendido o proesso de ensino-aprendizagem. O problema daaprendizagem na sala de aula está na falta da utilização de reursos que fa-ilitem a passagem da estrutura oneitual da disiplina, para a estrutura53



A topologia na sala de aula 54ognitiva do aluno, ou seja, uma adequação desse proesso para possibilitara aprendizagem signi�ativa.Nossa pesquisa se deu om alunos do 2o e 3o anos do vespertino do EnsinoMédio do Colégio Estadual José Ferreira Pinto, na idade de Feira de Santanana Bahia. A atividade foi dividido em 4 aulas, em dois dias distintos no turnoda manhã.3.1 1o dia: apresentação de topologia de super-fíie e brinadeiras topológiasO primeiro passo da aula foi apresentar um questionário onforme anexoB om onheimentos prévios referentes a onteúdos de topologia a �m deanalisar quais oneitos eles tinham sobre o assunto. Em nenhum momentoapareeu a palavra topologia. Iniialmente �aram sem saber direito o quedeveriam fazer, se estariam ertas ou erradas as respostas às questões propos-tas, deixando-os inquientos, por vezes reorrendo ao olega do lado, mas fo-ram tranquilizados de que o mais importante não era enontrar uma respostapronta, de�nitiva, mas fazer um levantamento dos onheimentos prévios dosalunos, para que em um momento futuro pudessem estabeleer omparações.A onepção onstrutivista justi�a a neessidade de onsiderar esses onhe-imentos prévios omo elemento fundamental do estado iniial dos alunospor fazer parte da própria de�nição onstrutivista da aprendizagem esolar.Em seguida os alunos foram motivados para que �assem uriosos so-bre as novidades que iriam assistir no �lme �Arte e Matemátia:Forma quetransforma - parte 1�, om algumas perguntas: Quem já passou por umaponte que balança? Quem já fez aviãozinho de papel, sem ortar a folhautilizada? Quem já brinou om massa de modelar ou argila? Quem já viuuma inta ou anel om uma únia fae? Foram informados que o �lme queeles assistiriam trata de tudo isto, apresentando uma geometria que estudaas transformações ontínuas, omo as dobraduras para fazer aviãozinho, bemomo as transformações desontínuas, que aonteem quando um objeto se



A topologia na sala de aula 55rompe.Após a exibição do �lme, foram omentadas algumas situações aerado vídeo omo a de�nição de Topologia de uma superfíie, �Geometria deBorraha�, omo o estudo das propriedades geométrias que permaneeminalteradas mesmo que existam as deformações de estiar, enolher, torer,ortar, e olar novamente no mesmo sentido do orte.O novo onteúdo, Topologia, apresentado omo objeto de aprendizagemsigni�ativa, signi�a que ontando om a ajuda e guias neessárias, grandeparte da atividade mental onstrutiva dos alunos deve onsistir em mobili-zar e atualizar seus onheimentos anteriores para entender sua relação ourelações om o novo onteúdo.Foi identi�ando araterístias de ontinuidade e desontinuidade emobras de arte exposto no vídeo, além de algumas questões para a distinçãode transformações ontínuas de transformações desontínuas:
• Continuidade é uma araterístia do onjunto dos números reais?
• A desontinuidade é uma araterístia do onjunto dos números intei-ros?
• Considerando o teido utilizado para onfeionar a roupa que vesti-mos hoje, é possível identi�ar algumas transformações ontínuas oudesontínuas feitas sobre o teido?Dessa forma os alunos puderam omparar e fazer ligações entre o as-sunto apresentado om os onheimentos prévios que foram analisados noquestionário. Sobre perguntas relaionadas om os aspetos quantitativosou qualitativos, onforme questões (1) e (2) do referido questionário, háevidente diotomia entre o quantitativo e o qualitativo. Eles onseguiramelaborar alguns pontos, mas nem todos, ompararando propriedades métri-as(Geometria Eulidiana)om topológias onforme a questão (3). Com adisussão puderam rever que as noções de vizinhança, fora-dentro, interior-exterior, aberto-fehado, longe-perto, separado-unido, ontínuo-desontínuo,alto-baixo, são noções topológias, relaionados a questões do qualitativo.



A topologia na sala de aula 56Na questão (4), se fossem feitos de borraha, quais situações poderia haveruma transformação, alguns exemplos tinham no vídeo, outros eles puderamanalisar se aonteeriam ou não a transformação. O que gerou um questio-namento maior foram as propriedades invariantes (permaneem as mesmas),propostas na questão (5), possibilitando uma disussão entre eles mesmos erelaionando os oneitos de pontos interior e exterior, vizinhança e onti-nuidade.Em seguida foi apresentado o origami, omo a arte de transformar folhasde papel em diversas �guras, através de dobraduras, as transformações on-tínuas. Foi pedido que �zessem um origami partindo de uma folha de papel,observando que a folha toma várias formas onforme a �gura (3.1), devidoàs atividades feitas pelos alunos, mas ontinuará a ser uma folha de papel,uma superfíie, só que agora ela não é mais dita plana.

Figura 3.1: Construção de origami.O estudo das propriedades da topologia também foi demonstrado om aonstrução da faixa de Moebius rea�rmando as araterístias dessas propri-edades. Os alunos se surpreenderam ao veri�ar que a faixa tinha um úniolado, risando om giz de era. Em seguida, brinaram om a onstruçãode outras faixas de Moebius utilizando reortes onforme mostrado na �gura(3.2):
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Figura 3.2: Construção de faixas de Moebius.Foram feitos alguns questionamentos sobre a faixa de Moebius:(a) Uma tira de papel e uma inta de Moebius são topologiamenteiguais? Por quê?(b) Quais são as diferenças entre uma tira de papel e uma inta deMoebius?() Quais são as diferenças entre a inta de Moebius e as intas ob-tidas a partir de um e/ou dois ortes?Foi enfatizado que uma transformação só é ontínua quando for realizadasem furar, sem emendar e sem ortar. Se uma ou mais destas três açõesoorrer, a transformação não é ontínua, ou seja, é desontinua.A outra atividade topológia serviu de on�rmação de que a Topologiaé a � Geometria de Borraha�: em uma bexiga brana vazia foi pedido quedesenhassem nela vários triângulos, quadrados, írulos onforme a �gura(3.3), ou outro desenho de seu gosto, onforme a �gura (3.4); poderia serum desenho de ada vez, para observar melhor. No enhimento da mesma,foram veri�ando omo �aram os desenhos feitos e observando as transfor-mações que eles iam sofrendo, lembrando aos alunos que a bexiga, enquanto



A topologia na sala de aula 58um objeto físio (i.e, uma bexiga) permanee o mesmo (ontinua sendo umabexiga), mudando somente a sua forma, a sua representação. Puderam tam-bém observar no plano, uma irunferênia se transformar em um elipse ouem um ovóide, mas não em uma parábola; e no espaço tridimensional, umaesfera se transformar um elipsoíde, mas não em um toro, ou em uma âmarade ar. Imaginaram que os desenhos e os objetos são feitos de borraha, omoa bexiga.

Figura 3.3: Transformações de �guras geométrias.

Figura 3.4: Transformações de um desenho.Em todas as atividades, busaram-se as transformações ontínuas reali-zadas.



A topologia na sala de aula 593.2 2o dia: aprendizagem de oneitos topoló-gios e onstrução dos mapas oneituaisrespetivosNo iníio da aula foi feito um questionamento do que foi trabalhado naaula anterior (topologia, �geometria de borraha� e as deformações) para ve-ri�armos o que foi �xado pelos alunos. Pudemos omprovar pelas respostasdadas que os temas trabalhados foram �xados. Algumas respostas repre-sentativas foram: a topologia está relaionada a aspetos qualitativos, quese referem a dentro-fora, interior-exterior, aberto-fehado, longe-perto, alto-baixo; que nas transformações sofridas mudam as formas, os ângulos e asdistânias, nas superfíies, e permanee a ontinuidade, os pontos: interiore exterior.Consequentemente, avançamos no estudo, apresentando novos onhei-mentos. Os alunos foram informados que se uma superfíie é obtida de outrapor uma ombinação, de um número �nito de vezes, de algumas ou todas astrês primeiras transformações (estiar, enolher e torer), diremos que elassão isotópias; e se for das quatro deformações (estiar, enolher, torer eortar, e olar novamente no mesmo sentido do orte) dizemos que elas sãohomeomorfas.Em seguida foi passado o �lme �Forma que transforma - parte 2� e o-mentado algumas situações aera do vídeo omo o problema lássio dassete pontes de Königsberg e o aminho euleriano, situação na qual um dosalunos disse que adora desvendar: poder desenhar, om um únio traço, semtirar o lápis do papel, passando o lápis somente uma vez em ada segmento eonsequentemente o estudo dos grafos, proposto no questionário do anexo B,na questão (6) mostrando que tal atividade desperta o interesse dos alunos.Em seguida foi feita uma revisão breve de poliedros, fazendo diferençaentre prismas e pirâmides, e não-poliedros. Foi distribuidas algumas emba-lagens e ou objetos om formatos de poliedros, salientando o que é vértie,aresta e vérties nos mesmos onforme �gura (3.5).



A topologia na sala de aula 60

Figura 3.5: Alguns tipos de poliedros a serem pesquisados.Neles foi utilizada a relação de Euler na transformação topológia depoliedros onvexos para mostrar grafos, fazendo relação do tipo de poliedroom as faes (F ), os Vérties (V ) e as Arestas (A), mostrado nas questões(7) e (8) do questionário B. Os alunos puderam veri�ar que a equação (1.1),
V −A+ F = 2, é um invariante topólogio, isto é depende apenas da formaque toma o poliedro quando é deformado, de modo a tornar-se uma super�iesuave onforme mostra o esquema da �gura (3.6) feita por um deles:

Figura 3.6: Relação dos poliedros om número de lados, vérties e arestas.



A topologia na sala de aula 61Para avaliar os oneitos adquiridos sobre o tema de topologia, foi suge-rido um esquema de atividades de elaboração dos mapas oneptuais baseadoem um modelo proposto por Novak onforme anexo C.
• Pedi que listassem palavras que representem o que foi aprendido.
• Em seguida que enumerassem as palavras de forma hierárquia a partirdos mais inlusos até os mais ordenados, utilizando assim, o prinípioda difereniação progressiva.Essas atividades foram apropriadamente realizadas onforme o esquemarepresentativo da �gura (3.7).

Figura 3.7: Enumeração de palavras do que foi aprendido.A elaboração dos mapas foi realizada de aordo om os prinípios daaprendizagem signi�ativa (a hierarquização dos oneitos, a difereniaçãoprogressiva e a reoniliação integradora).
• Foi pedido que oloassem essa sequênia hierárquia de oneito emretângulos formando um tipo de �árvore�, inentivando a oloarempalavras urtas de ligações entre os retângulos.
• Foi sugerido que essas ligações fossem entre rami�ações não lineares,promovendo assim a �reoniliação integrativa�, ou seja, os onteúdosoriginais busando assoiar-se entre si.



A topologia na sala de aula 62Essas atividades foram apropriadamente realizadas onforme os esquemarepresentativos da �gura (3.8).

Figura 3.8: esboço de dois mapas oneituais onstruidos pelos alunos.Não se pode esperar que o aluno, na sua primeira tentativa, apresentassena avaliação o mapa oneitual �orreto�; o que foi apresentado foi o mapaomo ele ompreendeu o tema abordado, o que nos permitiu a posteriori umaintervenção para a onstrução de um mapa mais adequado. Pois, o impor-tante não é se esse mapa está erto ou não, mas sim, se ele dá evidênias deque esteja aprendendo signi�ativamente o onteúdo. Assim, prourei obterevidênias de aprendizagem signi�ativa, através de expliações orais, em re-lação a seu mapa para failitar a tarefa de orientador nesse sentido. Paratanto, questionamos os alunos sobre alguns pontos oneituais que permi-tissem a onstrução de um mapa mais adequado, tais omo: qualitativo equantitativo, e topologia e geometria eulidiana, que foram palavras retrata-das nos dois mapas apresentados na �gura (3.8).Assim, na onstrução dos mapas oneituais, no modelo proposto, pode-mos a�rmar que o aluno viu a situação onreta e apontou esta visão relai-onada om a interação pessoal dele om o problema. É neste momento que ainteração e os questionamentos provoados pelo professor, orroboram para afailitação da aprendizagem signi�ativa. Assim em dupla, ada um mostroupara o outro seu ponto de vista, explorou seu esboço e puderam identi�arpossíveis erros de ompreensão e depois de disutido, apresentaram o modelo



A topologia na sala de aula 63da �gura (3.9) após modi�ações e om alguns arésimos.

Figura 3.9: mapa oneitual depois de modi�ado.Em seguida eles puderam fazer uma avaliação do que foi trabalhado emsala, onforme anexo D. Todos foram unânimes em a�rmar que o onhei-mento prévio que possuíam de topologia (quantitativo, qualitativo, noçõesde Geometria Eulidiana, poliedros), ajudou na onstrução das atividades aousaram raioínio lógio; que a houve pratiidade na onstrução das ativida-des; que o tema Topologia é relevante e útil, sendo adequada aintervençãodo professor; assim omo o desenvolvimento do urso em relação ao nívelde onheimento do aluno, da mesma forma omo foi abordada a aula deTopologia. Na avaliação evideniou-se fatos relevantes das transformaçõestopologias, omo uma letra se transformar em outra; uma rosa, numa xí-ara, sendo que algumas situações eles já tinham onheimento (onepções



A topologia na sala de aula 64prévias), mas a maneira omo foi abordado se tornou mais signi�ativa eom um nome, Topologia. Como sugestão foram propostas outras aulas maisdinâmias e prátias para onstrução de novos onheimentos.



Conlusão
A Topologia, embora sendo um dos ramos mais reentes da matemá-tia, assume uma importânia muito grande na iênia e na tenologia, masonsiderando que pode apresentar alguma omplexidade, o mesmo pode serlevado para uma turma de nível médio em uma linguagem mais apropriada,onsiderando seus aspetos oneituais por exploração através de materialmanipulativo, questões investigativas, que podem proporionar aos estudan-tes omparar onheimentos de Topologia e Geometria Eulidiana.Observando objetos do mundo material, vemos que eles podem ser agru-pados em lasses, om as mesmas propriedades e estruturas. Dentro daTopologia, as superfíies possuem propriedades que independem da métriae podem ser agrupadas em lasses de equivalênia, as araterístias. Entãopoderíamos lassi�á-las através dessas araterístias, através das transfor-mações, dentro do estudo da Topologia, omo por exemplo: temos 23 letrasdo alfabeto, mas topologiamente temos 9 grupos (E, F, G, T, Y; C, I, J, L,M, N, S, U, V, Z, W; D, O; K, X ; A, R; B; H; P; Q), que seriam muito maisfáeis de serem estudados.Na sua teoria, Ausubel apresenta uma aprendizagem que tenha omoambiente uma omuniação e�az, respeite e onduza o aluno a imaginar-seomo parte integrante desse novo onheimento através de elos, de termosfamiliares a ele. Através da palavra, o eduador pode diminuir a distâniaentre a teoria e a prátia na esola, apaitando-se de uma linguagem queao mesmo tempo desa�e e leve o aluno a re�etir e sonhar, onheendo a sua65



Conlusão 66realidade e os seus anseios. O importante é utilizar a transposição didátiaadequadamente para busar analogias e omparações desses onheimentosque tornem signi�ativos ao individuo, o onstrutivismo tem papel impor-tante nessa onstrução.Aredita-se que os mapas oneituais se onstituem em um instrumentopotenialmente útil para o desenvolvimento dos onheimentos em sala deaula, e as atividades apresentadas nesse trabalho foram pontos motivadorespara as aulas.Espera-se que as experiênias desenvolvida om os alunos tenha ontri-buído para mostrar que o onteúdo de Topologia pode ser trabalhado noensino médio e o material pedagógio produzido sirva omo subsídio meto-dológio para outros professores.
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Assinatura do pai/ responsávelNúmero da IdentidadeNome ompleto do �lho(a)Pesquisadores:Evani Mahado de Melo (pesquisadora)Kalasas Vasonelos de Araújo (orientador)



Anexo BQuestionário
Estamos realizando um questionário para a elaboração da monogra�a deonlusão do PROFMAT na UFS. Pedimos gentilmente a sua olaboraçãopara partiipar de nossa pesquisa, que tem o objetivo de analisar algunsoneitos que serão por nós trabalhados.Consideremos as seguintes perguntas:(a) Qual é o omprimento desta sala de aula?(b) Qual o ângulo feito por aquelas duas paredes?() Qual área desta sala?(d) Qual à distânia do entro da idade para a Universidade deFeira?(e) Aonde vamos hoje à noite?(f) Voê é vizinho de Paulo?(g) Maria derramou o afé fora da xíara?(h) José se enontra separado de Maria?73



Anexos 74(i) Ou ele está entre Maria e João?(j) O móvel já está dentro da sala?(k) Qual a divisa (fronteira) entre Sergipe e Bahia?(l) A porta está aberta ou fehada?1. Quais dessas respostas são quantitativas?2. E quais são qualitativas?Consideremos o quadrado abaixo:
3. Rotulemos algumas propriedades dessa �gura: De todas as proprieda-des abaixo menionadas apenas uma não é estudada na Geometria deEulides; as demais se araterizam por suas propriedades métrias e,pertenem a essa Geometria. Qual seria?(a) ( ) O lado AB mede 5 m.(b) ( ) Seus quatros lados são iguais.() ( ) A distânia do lado AC à margem esquerda é de 5,5 m.(d) ( ) Todos os seus ângulos são iguais.(e) ( ) A �gura divide o plano em três onjuntos de pontos: os pontosque estão dentro dela; os pontos que estão sobre as suas quatrolinhas; os pontos que estão fora dela.4. Quais das situações abaixo poderia haver uma transformação, imagi-nando que fossem feitos de borraha?
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5. Das que são possíveis haver essa deformação, quais propriedades per-maneem as mesmas (são invariantes)?(a) ( ) Ângulos(b) ( ) Vérties() ( ) Pontos: interior e exterior(d) ( ) Lados(e) ( ) Distânias(f) ( ) Vizinhança(g) ( ) Continuidade(h) ( ) Forma6. Quais dessas �guras (grafos) podemos desenhar, om um únio traço,sem tirar o lápis do papel, passando o lápis somente uma vez em adasegmento?7. Nas �guras abaixo, quantos vérties, quantas faes e quantas arestasexistem em ada poliedro?8. Existe uma relação entre eles, voê saberia dizer qual é?
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9. Que área da Matemátia estuda esses oneitos utilizados nesse ques-tionário?(a) ( )Álgebra(b) ( )Topologia() ( )Estatístia(d) ( )Cálulo(e) ( )Aritmétia(f) ( )Geometria Eulidiana



Anexo CEsquema de mapa oneitual
Atividade de elaboração dos mapas oneituais proposto por Novak (1996,pg.49-50)1. Seleione um ou dois parágrafos espeialmente signi�ativos de umlivro de texto ou de qualquer outro tipo de material impresso e peçaaos estudantes que o leiam e seleionem os oneitos mais importantes,ou seja, os oneitos que são neessários para se entender o signi�adodo texto. Depois de estes oneitos terem sido identi�ados, prepareom eles uma lista no quadro ou projete-a om o retroprojetor edisuta om os estudantes qual é o oneito mais importante, qual é aideia mais inlusiva do texto.2. Coloque o oneito mais inlusivo ao prinípio de uma nova lista or-denada de oneitos e vá-lhe aresentando os restantes oneitos daprimeira lista até todos os oneitos terem sido ordenados, da maior àmenor generalidade e inlusividade. Os estudantes não estarão sempretodos de aordo em relação à ordenação, mas geralmente produzir-se-ãopouas diferenças de opinião que sejam relevantes. Aliás, isto é posi-tivo, porque sugere que há mais do que uma maneira de entender osigni�ado de um texto. 77



Anexos 783. Agora, omee a elaborar um mapa, utilizando omo referênia a listaordenada. Inentive os alunos a ajudar, pedindo-lhes que sugiram pala-vras de ligação adequadas para formar as proposições que se mostramnas linhas do mapa. Uma forma de fazer om que eles pratiquem aelaboração de mapas é dizer a alguns estudantes para esreverem on-eitos e palavras de ligação em retângulos de papel e depois reordena-rem estes retângulos à medida que vão desobrindo novas formas deorganizar o mapa.4. Proure, a seguir, ligações ruzadas entre oneitos de uma seção domapa e oneitos noutra parte da �árvore� de oneitos. Peça aos alunosque ajudem na esolha de palavras de ligação para as ligações ruzadas.5. A maior parte dos primeiros mapas têm uma má simetria ou apresen-tam grupos de oneitos om uma loalização de�iente em relação aoutros oneitos ou grupos de oneitos om os quais estão intimamenterelaionados.6. Há que refazer os mapas, se tal se entender omo útil. Explique aosestudantes que, para se onseguir uma boa representação dos signi�a-dos preposiionais, tal omo eles os entendem, há que refazer o mapapelo menos uma vez, e por vezes duas ou três.7. Disuta o ritério de lassi�ação dos mapas oneptuais e lassi�que omapa oneptual que foi onstruído. Reale possíveis mudanças estru-turais que possam melhorar o signi�ado, ou mesmo a pontuação, domapa.8. Peça aos estudantes para esolherem uma seção de texto ou outromaterial e repetirem sozinhos os passos 1-6 (ou em grupos de dois outrês).9. Os mapas elaborados pelos estudantes podem ser apresentados à turmano quadro ou em aetatos. Peça aos estudantes que �leiam� os mapas



Anexos 79que elaboraram para tornar laro aos seus olegas de turma qual é otema do texto, segundo a sua interpretação.10. Soliite aos estudantes que onstruam mapas oneptuais das ideiasmais importantes dos seus passatempos favoritos, o desporto ou tudoaquilo que lhes interesse partiularmente. Estes mapas podem ser o-loados à turma, fomentando-se disussões informais sobre eles.11. No próximo teste, inlua uma ou duas perguntas sobre mapas onep-tuais, para deixar laro que tais mapas onstituem um proedimentoválido de avaliação que exige.



Anexo DAvaliação
1. O onheimento que voês possuiam de topologia ajudou na onstruçãodas atividades?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( ) Não ajudou2. A maneira de omo foi onstruída as atividades foi prátio?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( ) Não ajudou3. O Tema Topologia é relevante e útil?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( ) Não ajudou 80



Anexos 814. Para a onstrução das atividades voês utilizaram raioínio lógio?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( ) Não ajudou5. A intervenção do professor nas atividades foi adequada?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( ) Não ajudou6. O desenvolvimento dado ao urso pareeu-lhe adequado ao seu nível deonheimento?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( ) Não ajudou7. Voês gostaram do modo omo foi abordada essa aula de Topologia?(a) ( )Muito(b) ( )Pouo() ( )Não ajudouDeixe omentários, sugestões, ritias:


