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RESUMO

O presente trabalho busca apresentar um novo modelo de Ensino Aprendizagem
ao conteudo de polinomios, especificamente abordado, em geral, no 3° ano do Ensino
Médio. Logicamente acrescentando esse novo modelo, aos modelos ja existentes, que sao
tradicionalmente trabalhados e inseridos no contexto do ensino de Polinémios. A escolha
do tema foi devido a importancia do mesmo e também com o intuito de estender esse
aprendizado a partir da introducao de novos conceitos e aplicabilidades, que nao sao tra-
balhados no ensino médio. A proposta é realmente desenvolver uma nova abordagem no
ensino de polinomios e um dos tépicos a serem trabalhados com mais énfase é a pseudo
divisao de Polinomios de duas ou mais variaveis, portanto sera necessario que os alunos
adquiram o conhecimento relativo ao conceito de polinomios de duas ou mais varidveis e
como desenvolver as operacoes com esse tipo de polinomio.

Palavras-chave: Polinémios, Divisao de Polinémios, Operagoes com polinémios
de duas ou mais varias variaveis



ABSTRACT

The present work seeks to present a new model of Teaching Learning to the content
of polynomials, specifically discussed, in general, in the 3rd year of Brazilian High School.
Logically, by adding this new model to existing models that have traditionally been de-
veloped and inserted in the context polynomials. The choice of this topic was due to it’s
importance and also in order to extend the common sense that is usual, by introducting
new concepts and applicabilities. We aim to presents to teachers a new approach and tec-
nique for discuss the theme with their students; More precisaly, we suggest the discussion
of polynomials with up 1 to 3 variables and real coefficients and their main operations.
Was due to importance of the theme and also in order to extend this learning from the
introduction of new concepts and applicabilities. The proposal is really to develop a new
approach in the teaching of polynomials and one of the technicians, to be worked with
more emphasis, and the pseudo-division of Polynomials of two or more variables, Therefore
it will be necessary for students to acquire knowledge about the concept of polynomials
of two or more variables and how to develop operations with this type of polynomial.

Key words: Polynomials, Division of Polynomials, Operations with polynomials
of two or more variables



L2 ivisao de Polinomios

L2 1  Ihwvisaces imediatad . . . . . . . . . . ... Lo
L2272 Metododa Chavd . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
L2 s Metodo de Descartes . . . . . . . . . . . ..o 0o
I[.2.4  Divisao por bmomiodo 1~ grau . . . . . . . . . . . ... .. ....
IL.2.0 Dispositivo pratico de briot-umhing . . . . . . . . . . . . . .. ...
.o HEquacoes Polimomiald . . . . . . . . . . . . . ..o
IL.o.l Kaiz de uma FEquacao Polinomia . . . . . . . . . . ... ... ...
L.o.2 Kaizes Complexas em polinomios de coeficientes reald . . . . . . . .
Loo Nnmerode Ralzed. . . . . . . . . . . . .. ...
L.o.4 Multiplicidade de umaralg . . . . . . . . . . . . . . . . . ... ...
IL.o.5o  Relacoes entre Coencientes e haizes . . . . . . . . . . . . . . . ...
L2306 Maximo Iivasor Comuml . . . . . . . . s
IL.o.7  DMetodo das Divisoes pucessivas para calculo domadd. . . . . . . . .
Lox Teorema de Bezoufl . . . . . . . . . . .. .. ...

2 Conceltos e Aplicacoes com FPolinomios de duas ou mais variavels

21 Ordem Monomial

E.2  Algoritmo da Pseudodivisao com FPolinomios de Duas ou mais Variavely . .

a3 BResultanted

Z.o.1

Algumas FPropriedades do hesultantd . . . . . . . . . . . . . .. ..

.4 leorema de Interseccao de bezoutl . . . . . . . . . . . ... ...

b dugestoes de Atividades a serem Desenvolvidas

Bl Atividade ||

B2  Aftividade 4

Ba  Aftividade 3

4  Consideracoes Finaig

SUMARIO

—

31
31
34
40
45
48

51
o1
52
53

54



I[Referencias bibliograficas

54



INTRODUCAO

A Matriz curricular nacional para o ensino da Matematica, inserida nos Parametros
Curriculares Nacionais, foi estabelecida para dar uma orientagao ou sugestao de como de-
vem ser ensinados os conteudos matematicos e quais, objetivamente, devem ser abordados
[M. A algebra estd entre as preocupagoes dos educadores matematicos, sobretudo pela
forma com que esse ramo tao importante da matematica é tratado em sala de aula, ou
seja: quase sempre dando énfase puramente as manipulagoes algébricas, sem contextua-
lizar e sem abordar as conexoes com outros temas da matematica. Isso torna o processo
de ensino aprendizagem desestimulante para os alunos.

O ensino da dlgebra, faz parte da Competéncia 5 da Matriz Curricular Nacional, es-
tando descrita assim: Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioeconomicas
ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas|?]. Essa competéncia traz cinco
habilidades especificas e necessarias para a sua composicao, que sao elas:

e 1) “Identificar representagoes algébricas que expresem relagoes entre grandezas” Essa
habilidade exige que os estudantes saibam encontrar uma equacao que relacione
grandezas, independentemente de serem proporcionais ou nao;

e 1I) “Interpretar grdfico cartesiano que represente relagoes entre grandezas”. Como
todas as relacoes entre as grandezas x,y e z geram um grafico, o estudante precisa
reconhecer de qual funcao ele foi originado;

e 1II) “Resolver situag¢ao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos”.
Essa habilidade exige que o estudante saiba chegar ao resultado esperado por meio
da aplicacao dos dados do problema em uma férmula;

e 1V) “Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a constru¢do
de argumentacao”. E essencial identificar qual a argumentacao correta, por meio das
proprias questoes;

e V) “Awaliar propostas de intervengdao na realidade utilizando conhecimentos algébricos”.
O estudante deve pontuar qual a alteracao que deve ser feita em uma situacao-
problema para que o resultado se altere de acordo com o que é pedido.

Ao tomar posse do conhecimento dessa competéncia e das habilidades concernentes,
percebe-se logo, nas primeiras palavras, a insercao de elementos que nao sao exclusivos
da algebra e até mesmo da matemaética, como a modelagem e varidveis socioeconomicas
ou técnico-cientificas, o que deixa bem claro que a proposta fundamental é a utilizagao



da algebra como uma ferramenta representativa e bastante util, para a resolucao de pro-
blemas que envolvam variaveis.

Desse modo, se faz presente a necessidade de propostas que envolvam novas abor-
dagens para o ensino da algebra em todos os seus conteiidos correlacionados, com o
pré-requisito de que essas propostas de trabalhos estejam de acordo com as competéncias
e as habilidades atribuidas para esse ramo da matemaética.

O tema desse presente trabalho tem como uma de suas finalidades a inser¢ao de no-
vos conceitos e aplicagoes para as divisdes polinomiais (assunto que faz parte do contetido
da dlgebra). Essa nova abordagem busca tornar o processo de ensino aprendizagem mais
interessante e significativo para os alunos, sem deixar de estar inserida nas competéncias
do ensino da &lgebra.

No capitulo 1 serao abordados todos os aspectos dos conteidos que ja sao tradi-
cionalmente trabalhados na educacao basica, ou seja: as divisoes polinomiais com uma
variavel, utilizando a divisao euclidiana e outros métodos de divisao como: método de
Descartes (ou dos coeficientes a determinar) e as divisdes imediatas, também serdo abor-
dados alguns teoremas como o Teorema do Resto e o Teorema de DAlembert, e as divisoes
por binémios do 1° grau utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini. No final do capitulo, a
abordagem tera como foco as equagoes algébricas e algumas aplicagoes, utilizando a di-
visao polinomial com uma varidvel, aplicagoes essas, que nao sao usualmente trabalhadas
no ensino médio, como, por exemplo: o método das divisoes sucessivas de Euclides, que
permite encontrar o M.D.C. entre Polinomios.

O capitulo 2 serd destinado a introdugao de mais uma variavel, em cada polinémio
envolvido na divisao. O que se espera é que os alunos, a principio, tenham alguma
dificuldade em resolver essa operacgao, e comecem a despertar a curiosidade em conhecer
um método que busque a solucao desse tipo de divisao. A partir dai se faz necesséaria a
introducao do conceito de Ordens Monomiais. Em seguida, serd apresentado o algoritmo
para a divisao de polindmios com duas ou mais variaveis, através do conceito de termo
lider; O objetivo é que os alunos aprendam a dividir esses polindémios (inclusive, com
dois polindémios no divisor), de acordo com a ordem monomial escolhida. Serd possivel, a
partir dos resultados obtidos, com a utilizacao desse algoritmo citado, desenvolver com os
alunos as aplicagoes desse tipo de divisao. Para que isso ocorra com eficacia, serd preciso
definir os conceitos de resultante e suas propriedades, além do teorema de interseccao de
Bézout.

Para o capitulo 3 serao apresentados sugestoes de atividades e em que momento
essas atividades deverao ser abordadas em sala de aula.

No capitulo final, serao feitas as consideracoes finais do trabalho, evidenciando os
principais itens que merecem maior importancia, entre outras observagoes apropriadas.



CAPITULO 1

CONCEITOS BASICOS

Um Polinémio p(x) com coeficientes em R e varidvel em x é uma expressao do tipo:

n
p(z) = ag + a1z + axx® + ... + a2 = Zaixi, emqueneN, aq R, para0<i<n
i=0

1.1 Grau

Definigao 1.1.1. Seja p(z) = ap + a1z + asx® + ... + a,2" wm polinémio nio nulo.
Chama-se de grau de p e representa-se por gr(p) o numero natural I, tal que a; # 0 e
a; = 0, Vi > 1. Lembrando que o polinomio em que todos os coeficientes a; sao zeros €
denominado de polinomio nulo

Assim grau de um polinémio p é o maior expoente em x de termo nao nulo em p.

Vale afirmar que dois polindmios sao iguais quando possuem exatamente os mesmos
coeficientes nos termos de mesmo “grau”.

Para o propésito desse trabalho, a abordagem das operagoes polinomiais se dara
maior foco a divisao de polinémios, em detrimento das outras operagoes, tais como: adicao,
subtragao e multiplicagao.

1.2 Divisao de Polinomios

Definigao 1.2.1. Dados dois polinémios f (dividendo) e g # 0 (divisor), dividir f por g
¢ determinar dois outros polinémios q(quociente) e r (resto) de modo que se verifiquem
as duas condigcoes:

Dg-g+r=F;
IT) gr(r) < gr(g), our = 0.

Exemplo 1.2.1. Para f = 2%+ 223 — 324+ 2 por g = 23 + 222 + 22 — 1, obtém-se ¢ = x
er = —22° — 2x + 2 que satisfazem as duas sequintes condigoes:



Dq-g+r=u(®+20>+20 — 1)+ (=227 — 22 +2) = 2* + 22° — 32 + 2;

II) gr(r) =2 e gr(g) =3 = gr(r) < gr(g).

Exemplo 1.2.2. Para f = 32> — 42> — 20 — 4 por g = x — 2, obtém-se q = 32 + 2z + 2
er =0 que satisfazem as duas sequintes condi¢oes:

Dg-g+r=06r*+20+2) - (z—-2)+0=32"—da* — 20 —4 = f;
1) r =0.

1.2.1 Divisoes imediatas

Analisando o polinémio qg + r, onde g # 0 e gr(r) < gr(q) ou r = 0, tem-se que:
i)Seq=0er=0,entdo g9+ r =0.9g+0=0;
ii)Seg=0er#0,entdo gg+7r=0-g+r=r, portanto, gr(gq+r) = gr(r) < gr(g);

iii) Se ¢ # 0 entdo gr(gq) = gr(g) + gr(q) > gr(g), portanto, gr(gq +r) > gr(g) pois a
parcela r tem grau menor que ¢ ou ¢ nula.

Ha dois casos em que a divisao de f por g é imediata:

e 1° Caso: f = 0: Nesse caso, tem-se que gq + r = 0 e, como foi visto, isso ocorre
somente se ¢ =0 e r =0 portanto: f =0=g=0er =0;

e 2° Caso: gr(f) < gr(g): Nesse caso, tem-se que:

9q+1r=f=gr(gg+r)=gr(f) = gr(gg+r) < gr(g)

e como ja foi visto, isto ocorre quando ¢ = 0 e r # 0, logo é imediato que, se
gr(f) < gr(g) entao g=0er = f.

Observe a seguir, dois exemplos da utilizacao das divisoes imediatas:

Exemplo 1.2.3. a) Dividindo f = 0 por g = x> — 22* + 5, obtém-se: ¢ =0 er = 0.

b) Dividindo f = 42® + 31z — 2 por g = 32> + 2* + 5z — 9,0btém-se: ¢ = 0 e
r = 4x* + 3z — 2.

Para divisdes onde o gr(f) > gr(g), aparece de imediato o seguinte questionamento:
como é possivel obter g e 7?7 para obter essa resposta é necessario tratar dois métodos de
divisoes a seguir: o método das chaves e o método de Descartes (ou método dos coeficientes
a determinar).

1.2.2 Método da Chave

Para efetuar a divisao de dois polinémios, pode-se aplicar a mesma ideia da divisao
de dois nimeros naturais usando o método da chave que é um dos métodos mais comu-
mente utilizados. Dividir um polinémio f(x) por um polinémio g(z) significa encontrar
um polinémio ¢(z)(quociente) e um polindémio r(x) (resto) da seguinte forma:

Dividendo | Divisor
Resto Quociente



Ou seja, pode-se escrever na forma:

O que resulta em: f(x) = q(z) - g(x) + r(x). Além disso, n = 0 ou o grau de r(z) deve
ser menor que o grau de ¢(z).

Teorema 1.2.1. Dados 0s polinémios f = ama™ + tpm-12™ " + am_ox™ 2+ ...+ a12 + ay,
com coeficientes feais ou complexos, e a,, # 0, g = b by 12" by o 2 bz +-bo,
com b, # 0. Eziste um unico polinomio q e um unico polinomio r tais que gq+1r = f e
gr(r) < gr(g) our =0

Demonstracao. Deve-se primeiramente provar a existéncia dos polinomios q e r:

I) Existéncia

. - , A . Om
e i) Operacao base: (cancelamento do termo lider: Formar o monémio — = ¢g e
n
construir o polinomio:

r=f—(qpz"™") g (1.1)
Chamando r; de 1° resto parcial, nota-se que:

a
—1 m — —1
1= (amx™ + apmo1x™ T+ .+ ag) — ™ 2™ (™ + by ™ L+ D).
n
O que prova o cancelamento de a,,z™ (pelo menos), portanto, gr(r;) = o < m ou
r1 = 0. Por conveniéncia, escreve-se:

1= ol F Ca1 2 L+ Caor® 222+ 4 17 + co;

e ii) Caso 1 # 0 repete-se a operacgao considerando-se r; em lugar de f, até que
o resultado obtido na etapa anterior enquanto o resultado tiver gr(f) > gr(g).
Percebe-se assim que, em cada etapa, o grau do resto parcial diminui pelo menos
uma unidade, conclui-se entao que, um certo nimero p de operagoes resulta em um
resto parcial 7, de grau inferior ao de g ou entao 7, =0 e

Tp = Tp1 — (@17 ")g (1.2)

Adicionando membro a membro as igualdades de (1) a (p):

r o= f—(q@pz™")g
re = 11— (qa®")g
rs = ro— (g2’ ")g
mp = Tp1— (G127 ")g

conclui-se que: 7, = f — (qoz™ " + @ " + " " + .. + ¢p_12“")g. E entdo
f=qg+rcom gr(r) <gr(g) our=0.



Deve-se agora, provar a unicidade desses polinomios q e r:
IT)Unicidade

Considerando a existéncia de dois quocientes ¢; e ¢y e dois restos r; e ry na divisao
de f por g, prova-se que q; = @2 € 71 = ry. Pela definicao de divisao, tem-se que:

f=qg+r e f=qg+ ryigualando as equagoes e colocando o fator comum em
evidéncia, tem-se que: (q1 — q2)g = (12 —71)

Se 1 # @2 ou 9 # 11 prova-se que a igualdade (¢; — ¢2)g = ro — r1 nao se verifica:

o (i) grl(q1 — @2)9] = gr(q1 — q2) + gr(g9) = gr(9)

o (ii) gr(ry — 1) < max{gr(ra), gr(ri)} < gr(g).

Igualando (i) com (ii), tem-se: gr(g) < max {gr(rs),gr(r1)}, em contradigao com a
premissa que gr(g) > max {gr(rq), gr(r1)}, portanto deve-se ter: ¢y = qa e ry =19. [

Exemplificamos, através do préximo exercicio o passo a passo da divisao de dois
polinomios utilizando o método da chave

Exercicio 1.2.1. Divida P = 8z* — 22> + 42 — 9 por D = 22* + 1 de modo a encontrar
o quociente () e o resto da divisao R.

Solucao:

Primeiramente escreve-se ordenadamente o dividendo P e o divisor D sequndo as
poténcias decrescentes de x, completando-os se necessdrio, com termos de coeficiente zero.

8zt — 243 +4r—9]22%2+1

:

Dividindo o termo de maior grau de P pelo termo de maior grau de D, obtém-se
o primeiro termo de Q que é 4.

8zt — 243 +4x —9]22% + 1
42
Multiplicando o termo encontrado pelo divisor e subtraindo do dividendo,obtém-se
o resto parcial —2x° — 42° + 4x.
8zt — 227 +4r—9|22* +1
— 8z* — 422 4

— 223 — 42% + 4z

Dividindo o termo de maior grau do resto parcial (—2x%) pelo termo de maior grau do
divisor (2x%), obtém-se assim o prézimo termo do quociente (—z). Repetindo o passo
anterior para obter um novo resto parcial.

8zt — 22 +4r —9|220* +1
— 8z — 4a? 4a? — 1
—22°% — 42 4+ 4z
213 +

— 42?24+ 5x—9



A dwisao finaliza quando o grau do resto € menor do que o grau do divisor, ou quando o

resto € igual a zero.
8zt — 223 +4r—9]22% +1
— 8z* — 4a? 4o —x — 2

—22% — 42? + dx
273 +x
—42® + 51— 9
422 + 2
5 — 7

Logo conclui-se que o quociente é Q(z) = 4a* —x — 2 e o resto é R(x) = 5z — 7.

1.2.3 Método de Descartes

Também chamado de método dos coeficientes a determinar, esse método consiste
em obter os coeficientes dos polinomios quociente e divisor a partir da relacdo: f(z) =
q(z).g(x) + r(x), onde f é um polinémio nao nulo, baseando-se nos seguintes fatos:

I) q é zero ou gr(q) = gr(f) —gr(g), pois pela defini¢ao, verifica-se que: gg+r = f,como
r é zero ou gr(r) < gr(g) < gr(gq) segue que gr(q) + gr(g) = gr(f);

II) gr(r) < gr(g) (our =0).
O método é aplicado da seguinte forma:
i) Calculam-se gr(q) e gr(r);
ii) Constroem-se os polinomios ¢ e r deixando incégnitos seus coeficientes;
iii) Determinam-se os coeficientes, impondo a igualdade gq 4+ r = f

Exercicio 1.2.2. Obter o quociente e o resto da divisio de f = 2z* — 23 + 62 — 1 por
g = 22> — 2° + 52 — 2, pelo método de Descartes.

Solucao:

Primeiramente obtém-se o provdvel grau do quociente: gr(q) =4 —3 =1 o que
leva a ¢ = ax + b com gr(r) < 3, portanto na pior das hipdteses tem-se que: gr(r) = 2,
entio escreve-se v na forma: v = cx® + dx + e com gq+r = f, obtendo a equacdo:
(az+b) (22 —2? +55—2)+(ca* +dr+e) = 22" —1*+6x—1. Desenvolvendo a equacdo, seque
para todo x: 2az*+(2b—a)z*+ (5a—b+c)x’+(—2a+5b+d)z+(—2b+e) = 22" — 23+ 621,
0 que resulta em:

2a = 2
2b —a=—1
5a —b+c=0
—2a+5b4+d=6
—2b+e=-1
Portanto, ao resolver o sistema, obtém-se: a = 1,b = 0,c = —5,d = 8,¢ = —1, logo o

quociente é : ¢ =1x e o resto é: 1 = —5x® + 8z — 1.



No conteudo de divisao polinomial, existe um topico muito importante, pois trata
especificamente da divisao de um polinomio p por um binémio do 1° grau. Esse tipo de
divisao deu origem a varios métodos de divisoes especificas que se tornaram ferramentas
bastante tteis ao calculo com polinomios, além disso alguns teoremas importantes na
algebra (Teorema do Resto e Teorema de D’Alembert, por exemplos) foram desenvolvidos
a partir desse tema, e serao vistos na préxima sec¢ao.

1.2.4 Divisao por Binémio do 1° grau

Neste topico serao abordadas as divisoes em que o dividendo é um polinomio f
de grau maior ou igual a 1 e o divisor é um polinomio g de grau 1, observa-se que nesse
tipo de divisdo, o resto r é sempre uma constante, pois gr(g) = 1, portanto: gr(r) = 0
ou r = 0. Verifica-se que, numericamente. Neste caso, o valor de r é independente do
numero a que fora substituido no lugar de z, isto é, r(a) = r,Va € R.

Veja a seguir, um exemplo de divisao pelo método convencional da chave, de-
senvolvendo também, no mesmo exercicio, o cdlculo do valor numérico especifico de um
polinémio p(z).

Exercicio 1.2.3. Divida o polinémio P(zx) = 32 42z + 1 pelo binémio x — 5, em seguida

calcule P(5).

Solugao:

Primeiramente escreve-se ordenadamente o dividendo P e o divisor x — 5 sequndo
as poténcias decrescentes de x, completando-os se necessdrio, com termos de coeficiente
Z€T0.

3a° +2z +1|z-5

Dividindo o termo de maior grau de P pelo termo de maior grau de x —5, obtém-se
o primeiro termo do quociente que € 3z*.

32 +2r +1|z-5
‘ 322
Multiplicando o termo encontrado pelo divisor e subtraindo do dividendo,obtém-se
o resto parcial 15z% + 2.

32° +2z +1|z-5
— 32° 4 1527 | 327
1527 + 2z

Dividindo o termo de maior grau do resto parcial (152%) pelo termo de maior grau do
divisor x, obtém-se assim o prdoximo termo do quociente (15x). Repetindo o passo anterior
para obter um novo resto parcial.

32 +2r +1|z-5
— 32 4 1527 | 32” + 152
152 +2x
— 152° + 75z

Tix +1



A dwisao finaliza quando o grau do resto € menor do que o grau do divisor, ou quando o
resto € igual a zero.

32° +2z +1|z-5
— 32° 4 1527 | 32% + 152 + 77
1527 + 2z
— 1527 + 75z
TTx  +1
— TTx 4 385
386

Logo conclui-se que o quociente ¢ 3x* 4+ 15z 4+ 77 e o resto € 386.
Cdlculo de P(5):

PG5) = 3-(5°+2-(5)+1
P(5) = 375+10+1
P(5) = 386

Verifica-se portanto que o valor de P(5) ¢ igual ao resto da divisdo de P(z) pelo
binémio (z — 5). Isso remete ao préximo teorema a ser abordado, que é bastante util nas
divisées de um polindémio por um binémio do tipo (z — a).

Teorema 1.2.2 (Teorema do Resto). O resto da divisdo de um polinémio p por x — a €
numericamente igual ao valor de p em a. Ou seja: dado um polinomio p com grau maior
ou igual a 1, o resto da divisao de p por x — a € igual ao valor numérico p(a)

Demonstracao. De acordo com a definicao de divisao
qg-(xr—a)+r=p (1.3)

onde g e r sao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de p por x — a. Como
x —a tem grau 1, o resto r ou é nulo ou tem grau zero, logo r € um polinémio constante.
Fazendo o célculo dos valores dos polinomios, tem-se na igualdade (1.5) em a:

q(a) - (a —a)+r(a) = pla) = r = p(a)

Observem dois exemplos da utilizacao do Teorema do Resto:

Exemplo 1.2.4. Obter o resto da divisio de f = 3x> — 22> + 42 — 6 por g = x — 2 sem
efetuar a divisao

Basta utilizar o teorema do resto. Como o numero que anula o divisor g € x = 2,
substituindo esse valor em f tem-se:

f2) = 3-(2°-2-(2*+4-2—6
f(2) = 24—848-6
f(2) = 18
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Exemplo 1.2.5. Se o resto da divisio de (m + 2)x® 4+ 3max — 4 por x + 3 € 14, entdo
determine o valor de m

Anulando o divisor g, tem-se x = —3, e sabendo que, pelo teorema do resto, r =
p(a) entdo substituindo a em x e igualando ao resto dado, obtém-se:

14 = (m+2)-(=3)>*+3m-(-3)—4
14 = (m+2)-(=27)—9m —4

14 = —2Tm—54—9m —4
36m = —58—14
36m = -T2

m = —2

Um teorema bastante importante é o Teorema de D’Alembert, que leva o nome do
matematico, fildsofo e fisico francés: Jean le Rond D’Alembert (1717 —1783). O Teorema
de dAlembert é uma consequéncia imediata do Teorema do Resto, ambos os teoremas sao
voltados para a divisdo de polinémio por um binémio do tipo (za).

Teorema 1.2.3 (Teorema de d’Alembert). Um polindmio P(x) é divisivel por (x — a) se,
e somente se, a € raiz de P(x), istoé P(a) = 0.

Demonstragao. De fato, P(x) é divisivel por x — a, se e somente se o resto r dessa divisao
é igual a zero, e pelo teorema do resto, tem-se que r = P(a) é o resto da divisdo de P(x)
por (z — a). Logo P(z) é divisivel por (z —a) < r =0, ou seja, P(a) = 0 < a é raiz de
P(z), finalizando a demonstragao. O

Observe, nos dois exercicios seguintes, como ¢é simples e pratico a utilizacao desse
teorema:

Exercicio 1.2.4. Sem efetuar as divisées, verifique se P = % — 423 + 42® —4x + 3 ¢
divisivel por g = x — 3.
Solugao:
P3) = 3" —4-(3*+4-(3)>-4-3+3
P3) = 81 —108+36—12+3
P3) =0
Entao conclui-se que P é divisivel por g.
Exercicio 1.2.5. Determine o valor de a, de modo que f = x°+3az® — (2+a)z +8, seja
divisivel por x — 4.

Solugao:

Utilizando o teorema de D’Alembert, queremos que f(4) = 0, desse modo, devemos
ter:

f4) = 43 +3a-(4)*—-(2+a)-(4)+8
f(4) = 64+48a—8—4a

0 = 44a+ 56
—44a = 56



11

vt a— 50 _ 14
portanio a = 44-— 11.

Existe ainda um outro método bastante simples e que facilita a divisao de um po-
linébmio P(z) por um binémio na forma z —a, trata-se do dispositivo, que sera apresentado
a seguir.

1.2.5 Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

O dispositivo pratico de Briot-Ruffini é uma o6tima ferramenta para realizar a
divisao de um polinomio qualquer por binomios do tipo x —a. O algoritmo que representa
o dispositivo foi desenvolvido por dois mateméticos: Paulo Ruffini (Italia/1765 — 1822) e
Charles Auguste Briot (Franga, 1817 — 1882).

Esse método utiliza apenas coeficientes do dividendo P(x) , onde P(x) = a,z" +
U 12"+ ap_ox™ ? + ...+ a1z +ag, e o valor de a que é a raiz do divisor (x —a). Observe
como devem ser arranjados os coeficientes nesse dispositivo:

CL‘ (07% Ap—1 Ap—o2 ... QA a1 Qo
| G-t G2 Qa3 .. @ @ |R

Na primeira linha e coluna do dispositivo encontra-se o zero do divisor, represen-
tado por a, nas demais colunas da mesma linha encontram-se os coeficientes do dividendo
P(z) e sao representados por: ay,, a,_1,Gn_2,...,a02,a01 € ag. Ja na segunda linha, a partir
da segunda coluna até a peniltima, se encontram os coeficientes do quociente, obtidos
através da resolucao do dispositivo e que sao representados por: ¢,_1, ¢n—2, Gn-3,---,q1,qo-
Finalmente na tultima coluna da segunda linha, se encontra o resto da divisao, represen-
tado por R. A resolucao do dispositivo de Briot-Ruffini se processa da seguinte forma:

Sendo @ o quociente da divisao de P(z) por (x — a), entao:
Q= Gn12" "+ g2t P+ a1 + o
Em seguida, aplicando o método dos coeficientes a determinar, tem-se:

Q- (z—a) = (12" + gnot™ * + gusz" 7 + ..+ @) - (z — a)
= u18" + Gu2®" T+ a3t TP 4+ Qo — ageona” T — . — aqur — ago

= Gn12" + (Gn-2 — aGn—1)2" " + (gn-3 — agn_2)z" > + ... + (g0 — aq1)z — ago
Assim, escrevendo f = Q.(x — a) + r, verificam-se as igualdades:
Gn—1 = Gp,

Gn—2 — AQp—1 = Qp—1 10g0 Gn—2 = Q4p—1 + ap_1

Qn-3 — QQn—2 = Gp_—2 1080  @n_3 = AQp_2 + Ap_2

¢ —aqz =az logo q = ags+ ay
o —aq =a; logo qo=aq +a

R—aqy=ay logo R =aqy+ ag.

Observe agora um exercicio que mostra o passo a passo da utilizacao desse dispositivo.
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Exercicio 1.2.6. Determine o quociente e o resto da divisio de P(v) = 22 +2° —dx +1
por x — 2 utilizando o dispositivo de Briot- Ruffini.

Solugao:

Primeiramente, para montar o dispositivo, dispoem-se os valores que participam
do cdlculo, escrevendo os coeficientes do dividendo P(z) na linha de cima e o valor de a
na linha de baixo.

2 1 -4 1

Em sequida € feita a multiplicacdo do valor de a por esse coeficiente, somando o produto
obtido com o préximo coeficiente de P(x) e colocando o resultado abaizo dele.

Multiplicando o valor de a por esse coeficiente, somando o produto obtido com o préoximo
coeficiente de P(x) e colocando esse novo resultado abaizo desse coeficiente, obtém-se:

2 1 -4 1

2 a4 10k
TR
2 5 6

4+ 10+ 12
2*/2 5# 2 6# 2

O 4ltimo resultado é o resto da divisao e os demais numeros obtidos sao os coeficientes
do quociente, dispostos ordenadamente sequndo as poténcias decrescentes de x.

2 1 —4 1

4 10w 124
*/z/ V»zl Y 2/ ¥
2 5) 61" 13
Com esse procedimento, conclui-se que, o quociente é Q(x) = 2z 4+ 52 4+ 6 e o resto

R(z) = 13.

O teorema seguinte é bastante ttil na divisao de um polinémio por um binémio,
podendo utilizar, de forma estendida, o dispositivo de Briot-Ruffini.

Teorema 1.2.4. Se um polinomio f € divisivel por x — a e divisivel por x — b, com a # b
entao f € divisivel pelo produto (x — a) - (x — b).
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Demonstra¢ao. Sejam g o quociente e r = cx+d, o resto da divisdo de f por (x—a)-(z—0),
entao:

f=qlx—a) - (x —b)+ (cx +d) (1.4)
Fazendo os cédlculos numéricos desses polinomios em a e sabendo que f é divisivel por
r—a, entdao f(a) = 0. Da mesma forma, tem-se que f é divisivel por x —b, entao f(b) = 0,
logo, substituindo f(a) e f(b) na equacao (1.6), tem-se:

a(a) - (a = a)(a=b) + (ca+d) = f(a) (15)
R Ry

q(®) - (b= a)- (b= b) +(cb+d) = f(b) (1.6)
IR R

Com as equagoes (1.7) e (1.8) faz-se o sistema:

ca+d=0
cb+d=0
Donde vem ¢ =0 e d = 0, gerando r = 0. Il

Seguem dois exercicios de aplicacao desse teorema.

Exercicio 1.2.7. Determine a e b reais de modo que o polinomio P(x) = x°+ 2%+ (2a —
b)x + (a — b) seja divisivel por d(x) = x> — x.

Solugao:
Fatorando o polinomio d(z) tem-se d(z) =z (x — 1), se P(x) € divisivel por d(z),

entao em particular p(x) tem que ser divisivel por x — 1 e por x, utilizando o teorema do
resto, tem-se que obter P(1) =0 e P(0) =0, sendo assim:

P(0) = 0°+2-(0)>+(2a—0) -0+ (a—b)
P0) = 0+a—-0
0 = a—0»
a = b
P(1) = 1®*4+2-(1)*+(2a—b)-14 (a—b)
P1) = 1+2+3a—2b
0 = 3+4+3a—2a
a —3.
Portanto, como a = b, entao b = —3.

Exercicio 1.2.8. Verifique se P(z) = x° — 32° — 62 + 8 ¢ divisivel por (v + 2)(x — 4).
Caso seja, obtenha o quociente e o resto de P(x) por esse produto.

Solugao:

Pode-se escrever P(x) como: P(x) = q(z) - (v 4+ 2)(x —4) + R(z) em que R(z) =
cx +d, para algum c,d € R. Sem efetuar a divisao, primeiramente verificando se P(x) é
divisivel por x + 2, tem-se que: P(—2) = (=2)* —3-(=2)*>—6-(—2) +8 = 0. Verificando
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agora se P(x) ¢ divisivel por v — 4, tem-se que:P(4) = (4)> =3-(4)? —6-4+8=0. A
sequnda parte do exercicio, consiste em obter o quociente e o resto da divisio de P(x)
pelo produto (x+2)(x —4), efetuando sucessivamente as divisoes por (x +2) e por (x —4)
pelo dispositivo de Briot-Ruffini.

Dividindo P(x) por (x 4 2) tem-se:

1 -3 —6 8
-2+ 10+ —8

Vs ) )y
1 ‘(—_2)5 ‘(—2)4 ‘(—2)0

—2

H-

portanto x> —5x +4 € o quociente que representa a divisdo de P(x) pelo binémio (x +2).
O prézimo passo é dividir o quocienente x* — 5x + 4 por (z — 4), utilizando o dispositivo

de Briot-Ruffini.

1 -5 4
4 44+ — 4
1# e 1 71 OV

obtendo assim o quociente Q(x) = x — 1 e o resto R(x) = 0. Portanto, verifica-se que:

quociente divisor

————
2? — 327 —6z+8=(x—1)-(z —2)(z +4).

Na préxima secao discutiremos a resolucao de equacoes algébricas. Varios ma-
tematicos deram suas contribuicoes para esse importante topico da algebra, tais como:
Al-Khowarizmi (780 — 850) que fez os primeiros registros relacionando as equagoes de pri-
meiro e segundo graus; Os italianos: Girolamo Cardano (1501 — 1576), Niccolo Tartaglia
(1499 — 1557) e Ludovico Ferrari (1522 — 1565) que iniciaram estudos sobre equagoes de
terceiro e quarto graus. Também se destacaram por grandes demonstragoes que sao de
extrema importancia para a algebra, até hoje, os seguintes matematicos: Niels Henrik
Abel (Noruega/1802 — 1829), Carl Friedrich Gauss (Alemanha/1777 — 1855) e o francés
Evarist Galois (1811 — 1832).

1.3 Equacoes Polinomiais
Definicao 1.3.1. Equacdo polinomial ou algébrica ¢ toda equacao na forma:
™ + apy 12" Va0 2t asr? tax+ag=0

sendo x a incognita e ap,ay_1,Gy_9,...,02,01,0dg, 0S coeficientes reais. Para a qual se
busca valores numéricos para x que satisfacam a equacdo. Observa-se também que essa
equagdo com a, # 0, é um polinomio P(x) de grau n, ou seja: a equagdo algébrica tem
grau n.

Exemplo 1.3.1. a) A equacio z° + 22° — 32* + 2 — 1 =0 € de grau 5.
b) ka® 4+ 5z +7 é de grau 3 se k # 0 e de grau 1 se k = 0.
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1.3.1 Raiz de uma Equacao Polinomial

A raiz de uma equagao algébrica P(x) = 0 de grau n é todo niimero complexo «
que é raiz de P(z), ou seja:

Q" 4 a1 a0 asa® Faja+ag =0

Resolver uma equacao algébrica consiste em determinar os valores de x em um dado
conjunto universo, que a tornam verdadeira. O exercicio seguinte ajuda a entender, de
forma pratica, o conceito de raiz.

Exercicio 1.3.1. Verifique se os nimeros: —2 e 4 sdo raizes da equagdo f(r) = z° —

20° — 9z +4 = 0.
Solugao:

Para v = —2, tem-se: (—2)° —2-(=2)> —9-(—=2) +4 = —16 + 22 = 6, logo o
numero —2 nao € raiz de f.

Para x = 4, tem-se: 4> —2-(4)> =94+ 4 =68 — 68 = 0, logo o niimero 4 ¢ raiz
de f.

O conjunto solucao de uma equacao algébrica, é o conjunto de todas as raizes
dessa equagao que pertencem ao conjunto universo considerado. Aprender a encontrar
essas raizes nas resolucoes dos mais diversos tipos de equacgoes, ¢ o objetivo principal no
estudo das equagoes algébricas.

Importante também salientar que, na transformacao de uma equacao polinomial
para a forma P(x) = 0 podem ocorrer dois casos notaveis:

e 1° caso: P(x) é identicamente nulo, isto é:
0.2" +0.2" '+ 02"+ ... +02+0=0

Essa sentenca é verdadeira para todo ntimero complexo x, assim, chamando de S o
conjunto solugao da equacao, tem-se que S = C;

e 2° caso: P(x) é constante e nao nula, isto é:
0.2" + 02" '+ 02"+ ... +0x+k=0

Essa sentenga é falsa para todo nimero x, logo o conjunto solugao é S = ) (conjunto
vazio).

Seguindo com o conceito de raiz, é necessario também, ter o conhecimento sobre ntimero
de raizes de uma equacao e o que isso pode representar na solugao das equagoes algébricas.

1.3.2 Raizes Complexas em polinéomios de coeficientes reais

Ao resolver uma equacgao polinomial p(x) = 0, pode-se verificar a existéncia de
varias raizes, inclusive raizes complexas na forma: z = a+ i com g # 0. O aparecimento
dessas raizes, quando os coeficientes sao reais, sempre ocorrem aos pares, em razao de seus
conjugados. Os teoremas seguintes demonstrarao as relagoes entre a raiz z = a + i com
o seu conjugado Z = « — 7, ambos com (3 # 0.
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Teorema 1.3.1. Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite como raiz o
numero complexo z = a + Pi com  # 0, entao também admite como raiz o niumero
Z = a — (i, chamado de conjugado de z.

Demonstracio. Seja a equacio P(z) = ap2™ + ap12™ '+ apot™ 4+ ...+ a1 +ag =0
de coeficientes reais, admitindo a raiz z, ou seja P(z) = 0. Prova-se que Z também é raiz,
isto é P(Z) = 0:
P(Z) = an(2)" + ap1(2)" P an2(B)" 2+ .. T Fag =

a(zn)+an 1( )"’an 2(Zn 2)+...+a12—|—a0:

(2 + @1z ) + Gz (2" )+ ... a T4+ a =
Ap2"™ + 12" L F a0z 2+ ..t Az +ap =
Q2™ + ap 12"V ap 02" 2+ ..+ a1z + ag = P(2)
—0=0

Q

]

Lembrando que, se gr(p) = n entao tem-se duas situagoes: i) Se n = 2k + 1, p
tem k fatores de grau 2 e um fator de grau 1. ii) Se n = 2k entdo p tem k fatores de
grau 2. Também pode-se relacionar o teorema acima quando ocorrer a multiplicidade das
raizes numa equagao polinomial de coeficientes reais. O coroléario seguinte demonstra essa
relacao.

Corolario 1.3.1. Se uma equacgao polinomial de coeficientes reais, admite a raiz z =
a+ Bi, com B # 0 e multiplicidade p, entdo também admite a raiz Z = o — Pi com
multiplicidade p.

Demonstra¢ao. Supondo que P(z) = 0 com coeficientes reais admita a raiz z = o +
Bi com 8 # 0, de multiplicidade p e a raiz Z = a — i de multiplicidade (p’ # p), prova-se
que esse fato leva a uma contradicao. Seja m o menor dos ndmeros p e p’. Como o
polinémio P é divisivel por (z — z)P e (x — z)¥', P é divisivel por (z — 2)™ e (z — 2)™
como z # %, conclui-se que P é divisivel por (z — 2)™ - (x — Z)™, logo:

z—2)" (z-2)"]-Q

r—2z)(r=2)]"-Q

v — (z+2)z+ 22" Q

2 — 2ax + (o + )] Q

P

Como P e [.CE2 — 2ax + (a2 + 52)}7" possuem coeficientes reais, segue-se que () possui
coeficientes reais, com possibilidades de existir dois casos:

lcaso: m=p<p
Portanto @) nao é divisivel por z — z e é divisivel por z — Z, isto é, Q(z) # 0 e
Q(z) = 0. O que é um absurdo, pois contraria o teorema anterior;

2casom=7p <p
Portanto @) nao é divisivel por z — Z e é divisivel por z — z, isto é, Q(Z) # 0 e
Q(z) = 0. O que também é um absurdo, pois contraria o teorema anterior.

Para evitar essa contradicao, tem-se necessariamente que p = p'. ]
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Vale lembrar que:

1 - Os dois teoremas anteriores sé se aplicam as equacoes polinomiais de coeficientes
reais, observando, por exemplo a equacdo: z* — iz = 0, tem como rafzes: = 0 e
x =1, mas nao tem —¢ como raiz, que ¢ o conjugado de ;

2 - Para uma equacao polinomial de coeficientes reais, tem-se que toda raiz complexa
z = «a + (i admite uma raiz complexa conjugada Z = a — (i, entao o nimero de
raizes complexas nao reais de P(x) = 0 é necessariamente par;

3 - Se uma equacao polinomial de coeficientes reais, tem grau impar, entao ela admite
um numero impar de raizes reais. Por exemplo: se a, b, c e d sao coeficientes reais
entdo toda equacdo ax® + bx? 4+ cx + d = 0 possui uma ou trés raizes reais, pois o
numero de raizes complexas e nao reais é par.

Serao vistos agora dois exercicios que exemplificam bem a utilizacao dos dois teoremas
acima.

Exercicio 1.3.2. Determine o menor grau que pode ter uma equacdo polinomial de coe-
ficientes reais, para admitir as raizes: 1,i e 3 4 1, esta ultima com multiplicidade dupla.

Solugao:

Como cada raiz complexa tem que vir acompanhado de uma raiz complexa conju-
gada, entao tem-se que —i € raiz com multiplicidade simples e 3 — 1 € raiz com multipli-
cidade dupla, logo tal equacao terd no minimo sete raizes: 1,1, —i,34+14,3+1,3 —1,3 — 1,
portanto terd no minimo grau 7

Exercicio 1.3.3. Verifique se 1 +/2i € raiz do polinomio f = z* — 2° + 22> + = + 3.

Solucao:

Se 1++/2i for raiz de um polinomio g de coeficientes reais, entao o seu conjugado
1 — V/2i também € raiz do polinémio g. Utilizando a forma fatorada, tem-se:

[z — (1+V2)] - [r—(1—=v2)] = [(x—1)—V2i] [(z— 1)+ V2i)]
(x—1)* = (V2i)’

= (z-— 1) (z’)2
<

portanto 1 —\/2i e 1 ++/2i sdo as raizes de g = x> — 2z + 3, deve-se agora verificar se g
divide f. Fazendo a divisdo pelo método da chave:

2 — 22 +22% v+ +3|22—22+3
— a2t 4+ 22% — 322 22 4+r+1

:L‘3 —x2 +x

— 23+ 22% — 3z
22 —2r+3
—22+2r—3

0



18

verifica-se que o polinémio g = x> —2x+3 divide f, concluindo assim, que 1+ V2i é uma
das raizes de f, pois € raiz de g.

Exercicio 1.3.4. Resolva a equacio x* — 22° + 622 + 222 + 13 = 0 sabendo que uma das
raizes € 2 + 3u.

Solugao:

Como a equacao tem todos os coeficientes reais, resulta que uma outra raiz € 2—3t,
logo o polinémio dado é divisivel por (x — 2 — 3i)(x — 2+ 3i), portanto ¢ divisivel por x* —
4x+13. Utilizando a divisdo euclidiana entre os dois polinémios: x*—2x> 462> +22x+13
e #* — 4x + 13, encontra-se o outro termo do polinomio fatorado:

zt =223 4622 +220 + 13| 2® — 4z + 13

—at + 423 — 1322 2?42z 41
203 — Tx® + 22z
—22% 482 — 26x

2 —4r +13
— 2?2 +4x—13
0

Conclui-se que a equagdo dada se escreve na forma: (v — 4w +13)(2* + 22 +1) = 0. As
raizes de x* + 2x +1 = 0 sdo as que faltam. Como:

P +20+1=0< (z+1)>=0

Tem-se a raiz x = —1, com multiplicidade dupla. Assim sendo, o conjunto solugao da
equacao € formado pelos numeros: 2+ 31,2 — 31 e — 1.

Na préxima secao serd abordado um dos conteidos que raramente é visto na
educacao Basica, trata-se do M.D.C. entre dois polindmios com uma variavel.

1.3.3 Numero de Raizes

Sabe-se que toda equagao polinomial pode ser escrita na forma P(x) : a,z" +
12" 4 40" % 4+ ...+ a1x + ap = 0. chamando de r, a raiz dessa equacao, entdo
tem-se que P(r) = 0. Com relagdo ao estudo das raizes de uma equagao Polinomial,
alguns teoremas sao importantes, um deles é o Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.),
esse teorema foi publicado no ano de 1799 (em Helmstddt) por Johann Carl Friedrich
Gauss (Alemanha/1777 — 1855) em sua tese de doutorado. Embora seja um dos maiores
teoremas da algebra, a demonstracao apresentada em sua tese baseia-se em parte nos
conceitos de Andlise (como a nocao de continuidade). Posteriormente, Gauss dedicou-se
na busca de uma prova inteiramente algébrica (tal empenho gerou mais trés versoes de
provas publicadas). Atualmente existem mais de 100 provas a respeito do teorema que
¢ importante para o entendimento das relagoes entre raizes e a forma fatorada de um
polinémio.

Teorema 1.3.2 (Teorema Fundamental da Algebra (T.F.A.)). Todo Polinémio de grau
n > 1 e coeficientes reais (ou complexos) admite ao menos uma raiz compleza. Como a
demonstragao desse teorema foge do escopo desse trabalho, entdo considera-se como vdlido
esse teorema, sem necessidade de demonstracao.
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O proximo teorema é uma consequéncia imediata do Teorema Fundamental da
Algebra.

Teorema 1.3.3 (Teorema da Decomposi¢ao). Seja P(x) um polinémio de coeficientes
reais e de grau n, comn > 1, dado por:

P(z) = apa™ + ap 12" '+ ...+ a11 + ag (a, #0)
Entao, P(x) pode ser decomposto em n fatores do 1° grau sob a forma:
Px)=a, - (x—r))-(x—13) ... - (x —1ry)

em que 1r1,7o, ..., , SGo as raizes de P(x) e a, € o coeficiente dominante de P(x). Des-
considerando a ordem dos fatores, tal decomposicao € unica.

Demonstracao. 1 Parte: Existéncia:

a) Considere P um polinoémio de graun > 1, pelo T.F. A., P tem ao menos uma raiz
complexa r;. Desse modo P(r) = 0, portanto, de acordo com o Teorema de d’Alembert,
P(z) é divisivel por  — rq:

(i) P(x) = (z —r1).Qu(2)

Chamando (); um polinémio de grau n — 1, com coeficiente dominante a,, (pois o divisor
x — ry tem coeficiente dominante unitario), tem-se que:

e a) Se n = 1, entdo @Q1(z) é um polinémio de grau 1 — 1 = 0, ou seja, Q1(z) é
um polinomio constante, dado por Qi(z) = a,, e substituindo em (i) vem que
P(z) = a,(z — 1), e o teorema fica demonstrado;

eb) Cason > 2, entao n —1 > 1 e o T.F.A. se aplica ao polinémio @Q;(x), ou
seja: @1(x) tem pelo menos uma raiz complexa 7y, portanto: Q1(re) =0 e Qq(x) é
divisivel por x — ro:
(i) Qi(z) = (x — r2) - Q2()
Substituindo (i) em (i7), verifica-se que:
(iii) P(z) = (z — 1) - (z — 12) - Qa(7)
onde Q2(z) é um polinémio de grau n — 2 e coeficiente dominante a,,.

Caso n = 2, Q2(x) é um polinémio de grau 0 dado por Qs(z) = a,, segue que:
Py(x) = ap(x —r1)(x — 13), € 0 teorema fica demonstrado;

e ¢) Dali por diante, apds sucessivas aplicagoes do T.F.A, chega-se na igualdade:
Pz)=(z—r)(x—r)(x —13)...(x —1,).Qn(x) (1.7)

em que @,(x) é um polinémio de grau n —n = 0, com coeficiente dominante a,,,
logo: Qn(z) = a, e:

P)=ay(x—r)(z—ro)(x —13) ... (T —1p)

P fatora em n = 2k + 1 fatores, onde, tem-se: k fatores de grau 2 e um fator de
grau 1 ou P fatora em k fatores de grau 2
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2% Parte: Unicidade:
Supondo que P admita duas decomposigoes:

P(r) = aul@—r)(@—ra)@—7s)... (@ —ra)

Pla) = dya—m)@—m)@—r})...—1))
Expandindo e ordenando os dois segundos membros, tem-se:

apt" — a, Sy . =al 2™ —al ST L

Da igualdade de polindmios, verifica-se necessariamente: n = m e a, = a,, obtendo a
igualdade:

(x—r)(z—ro)(x—r3)...(x—ry) = (x —r)(x—ry)(x—7rf)...(x — 7 ()
Impondo =z = r{, tem-se:
0= (ri —r)(ri—ry)(ri —7r5) ... (r1 — 1))

E se o produto é nulo, entao um dos fatores r; — 7’; também é nulo. Convenientemente
fazendo uma mudanga na ordem dos fatores pode-se escrever: r; = rj. A igualdade (I)
se transforma em:

(x—r)(z—ro)(x—r3)...(x—rp)=(x—r)(x—ry)(x—70%)...(x — 1))
e em seguida em:
(x—mr)(x—r3)...(x—rp) = (x—r5)(x—7%)...(x—1),)
Impondo x = ry, verifica-se que:
0= (rg—ry)(ro—1r%)...(ro — 1))

De modo andlogo, verifica-se que um dos fatores 7, — ), é nulo, convenientemente fazendo
uma mudanga na ordem dos fatores, pode-se escrever, ro = 7.

Assim sucessivamente, conclui-se que r; = 7, Vi € {1,2,3...,n}. Com isso as
igualdades ficam assim constituidas: m = n, a,, = a,, 7] = 11,79 = To, Ty = T3,..., T =Ty,
sao a prova da unicidade da decomposicao.

m

Corolario 1.3.2. Toda equagao polinomial de grau n com (n > 1) e coeficientes reais ou
complexos admite exatamente n raizes complexas.

Demonstrag¢ao. Sendo P(x) = A"+ Ay 12" a0 2 4. . 4a1x+ao = 0 pela demons-

tracao da existéncia da decomposicao, verifica-se que P admite as raizes ri,79,73,...,7,
que podem ser distintas ou nao, além disso foi provado na unicidade da decomposicao,
que apenas essas sao as raizes de P. O

Algumas observagoes sobre o Teorema da Decomposicao:

e 1%) Todo polinomio de grau n(n > 1) pode ser visto como o desenvolvimento de um
produto de n fatores de 1° grau com um fator constante a,, chamado de coeficiente
dominante em P[5

Pz)=ay(x—r))(z—ro)(x —13)... (T —1p)
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e 2%) Pode ocorrer que a decomposicao de P apresente fatores iguais, desse modo,
obtém-se:

P(z) = an(x — )™ (x —1ro)™(x —13)"™ ... (x — 7)™

Onde

m1+m2+m3+...+mp:n
T1,72,73,...,7, sao dois a dois distintos

Neste caso P é divisivel separadamente por cada polinomio:
mi ma2 m3 m
(x—r)™ (x—1)"™, (x —13)"™, ..., (x — )",

Os exercicios abaixo, apresentam aplicagoes da utilizacao do T.FA. e do Teorema da
Decomposicao

5

Exercicio 1.3.5. - Fatore o polinémio P(z) = 42° — 4a* — 64a + 64 sabendo que suas

raizes sao 1, —2,2,—2i,21.
Solugao:

Como o coeficiente dominante € as = 4, pelo teorema da decomposicdo, tem-se que
P(z) = as(x—mr)(x—ry)(x—73)(x—7rs)(x—75), logo: 4(x+2i)(x—2i)(x—1)(z—2)(xz+2) =
P(z) que também pode ser escrito como: P(x)=(4a* + 16) (z — 1) (z — 2) (z +2).

Exercicio 1.3.6. Determine o conjunto Solucio da equagdo 5(x —2)*(z +2)*(z —5) = 0.
Qual o grau dessa equagdo?

Solugao:

Igualando cada termo fatorado a zero, obtém-se as raizes de P que sao: 2,2,2,2,—2,—2,5,
assim verifica-se que a equagao dada é do 7° grau e o conjunto solu¢iao é S = {—2,2,5}

Exercicio 1.3.7. Obter o polinomio de menor grau possivel, tal que P(3) = 8 e cujo
grafico € representado a sequir:
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\]

Solugao:

Como P(—1) = P(1) = P(2) = 0, verifica-se que —1,1 e 2 sao as raizes de
P(z). Admitindo que cada raiz é unica e supondo que P(x) tem o menor grau para se
obter essas raizes, entao, resta agora encontrar o valor do coeficiente dominante a,,, como
P(3) = 8, pelo teorema da decomposi¢ao tem-se que P(x) = az(x —r)(z —12)(x —r3),logo
8 =a3(3+1)(3—1)(3—2), tem-se entdo a3 = 1 como coeficiente dominante e ry,r9,r3
sdo as raizes de P(x), logo: P(x) = (x+ 1)(z — 1)(x —2) = 2° — 22> — 2 + 2

No penultimo exercicio, nota-se que as raizes repetidas de uma equagao algébrica,
interfere diretamente na fatoracao da equagao algébrica, portanto merece atencao, por
sua relevancia, o estudo do tema seguinte.

1.3.4 Multiplicidade de uma raiz

Defini¢ao 1.3.2. O nimero complexo r € raiz de multiplicidade m, com (m € Nym > 1)
da equagdao P(x) =0 se P(x) é da forma:

P(r) = (z =)™ - Q) com Q(r) #0

Ou seja: r € raiz de multiplicidade m de P(x), se (x —r)™ divide o polinémio P mas(x —
7)™t ndo divide P. Portanto, na decomposicio de P existem extamente m fatores iquais
ax—r. No caso de m =1, dizemos que r € raiz simples; se m = 2 dizemos que r € raiz
dupla; se m = 3, dizemos que r € raiz tripla, etc.

Os dois exemplos seguintes verificam a utilizacao do conceito de multiplicidade das
raizes.

Exemplo 1.3.2. A equagio x°(z —2)*(x+1)* = 0 admite as raizes: 0 com multiplicidade
3, 2 com multiplicidade 2 e a raiz —1 com multiplicidade 2, logo embora seja uma equagao
do 7° grau, a solugao dessa equagao sd possui trés elementos: S ={0,2,—1}.
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Exemplo 1.3.3. O Conjunto Solu¢iao da equacao polinomial P(x) = 0 de coeficiente
dominante k que possui as raizes 1,0 e —2, com multiplicidade 3, 4 e 2 respectivamente,
¢ determinado na forma:

0="Fk(z—1Pz*(2+2)? comkeCek#0,
Portanto, a equacao possui grau 9.

O entendimento das relacoes existentes entre os coeficientes de uma equacao po-
linomial e as raizes dessa equacao, em muitos casos, ajudam a encontrar a solucao da
equacao. E uma das relagoes mais importantes e mais utilizadas na algebra sao as relagoes
de Girard, que é o tema da proxima secao.

1.3.5 Relacgoes entre Coeficientes e Raizes

As relagoes de Girard foram propostas por Albert Girard(Franga 1595 — 1632)
que estudou as relagoes existentes entre os coeficientes e suas raizes. Para efeito de
demonstracao, serao deduzidas a seguir as relacoes existentes entre os coeficientes e as
raizes de uma equacao polinomial de grau n, com n > 1.

Dada a equacao:
P(2) = ap2™ + ap12™ '+ ap_ox" 4+ ...+ arx + ag (a, #0)
com raizes r1,72,73,...,T,, tem-se entao:
P(z) =an(x —r)(z —ro)(x —13),... (T — 1)
=aplr(x —ro)(x—r3)...(x —ry) —ri(z —ro)(x —713) ... (T — 1))
= a, 2" —an (1 + 1o+ T3+ )+
S1
+ap (rire +rirs 4o Toyrn) TR

(. i

Sa

-3
— ay (rrors + mrors + oL F T o) 0+ L+

Ss
+ (—1)hanSha:”_h + ...+ (=1D)"ay, (rirers ... 1), Vo
————
Sn
Em que S, é a soma de todos os produtos de h elementos r;,, 7y, ..., 7, € {ri,ro,r3,...}

com iy < iy < ... < i,. Portanto, aplicando a condi¢ao de identidade:

Ap—1
51:T1+7"2+7’3+...+7"n:—
an,
ap—2
So=riro+rirs+rira+ ... Frp_ 1Ty =
a'fl
an—3
Sz =1rrors + 11Ty + .. Tyl 1Ty = —
an

Sy =T1rer3 .. .1y = (—1)" %
an
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Se pensarmos 71,79, ..., T, como variaveis, denominamos S; de i-ésimo polinomio de Gi-
rard em n variaveis.

A resolugao dos dois exercicios seguintes, ajudam a compreender melhor a im-
portancia da utilizagao das relacoes de Girard no contexto das equacoes algébricas.

Exercicio 1.3.8. Cualcule a soma e o produto das raizes da equacdo 3z* + 4a® — 22° +
5 —2 =0

Solucao:
as 4
T’1+7"2+T3+7’4:——:——
ay 3
Qo 2
riore Ty = (=1 — = —=
172 13Ty = ( )a4 3

Exercicio 1.3.9. Resolva a equacdo ©° — 1322 4+ 50z — 56 = 0, através das Relacées de
Girard, sabendo que uma das raizes é o dobro da outra [4):

Solugao:

Para essa equacao, tem-se os coeficientes: az = 1,a, = —13,a; = 50 e ag = —56,
considerando r1,19 € 13 as raizes e S, 59,53 as somas, verifica-se que:

132

S1:T’1+T2+7’3:(—1) =13
as
So=r1-1r9+11T3+1y-T3 = (—1)2ﬂ =50
as
5327'1 *T9 T3 = (-1)3@ = 56
as
Tendo entdo as equagoes:
ri+r2+ry3=13 (1.8)
ri-To+ 11 -1r3+ 1913 =50 :
r1-T9 T3 =56 (1.10)
Como ry = 2r; e substituindo na equagdo(1.8):
T1—|—2T1+T3 =13
37’1 + 13 = 13
rs = 13 — 37"1

Fazendo a substituicao em (1.9):

T1'2T1+T1'7’3+27’1‘7’3:50
27’%+37"1'T’3:50

Sabe-se que r3 = 13 — 3ry, logo:

2r? 4+ 3ry - (13 — 3r;) = 50
2r? 4+ 39r; — 9r? = 50
—7r? +39r; — 50 =0



25

25
25 T
mas ao substituir r{ = - na equacio x> — 13x* 4+ 502 — 56 = 0, verifica-se que - nao €

25\ * 25 25 792
raiz, pois, (—) — 13- (—) + 50 - (—) — 56 = — # 0, ao passo que, substituindo

Resolvendo essa iiltima equagio do sequndo grau, obtém-se as raizes: vy =2 er] =

7 7 7 343
r| = 2, tem-se entio 2° — 13 -2 + 50 -2 — 56 = 0, logo 2 € raiz da equacdo e como
ro = 211, entao ro = 2 -2 = 4, resta encontrar o valor de r3. Como: r3 = 13 — 3rq, entao
r3=13—-3-2=13—-6 =7, logo as raizes da equagao sao: 2,4 e 7.

1.3.6 Maximo Divisor Comum

Definicao 1.3.3. Dados dois polinomios de coeficiente reais nao nulos f e g, afirma-se
que o polinomio h € um mdzrimo divisor comum de f e g se, e somente se, forem satisfeitas
as sequintes condigoes:

I) h é ménico,ou seja, possui coeficiente do termo dominante igual a 1
II) h € divisor de f e de g;

II1) Se qualquer outro polinémio hy € divisor comum de f e de g, entao hy também é
divisor de h.

Serd utilizada a notacao h = mdc(f, g), para representar o maximo divisor comum
dos dois polindmios f e g. Os exemplos seguintes, dao uma ideia de como obter esse
maximo divisor comum, apenas testando as trés condicoes citadas

Exemplo 1.3.4. a) Se f = (z — 1)(x —4) e g = (z + 1)(z — 1)*(z — 4)* entdo h =
(x — 1)(x — 4) satisfaz as condi¢oes: I, II e I11, logo h = mdc(f, g)

Exemplo 1.3.5. b) Se f = 22* —2 e g = 2* — 32% 4 32% — 32 + 2 entdo mdc(f,g) =

23 — 2% + x — 1 pois fatorando os polinémios f e g, obtém-se:

f=2+)(@+)(@x-1)eg=("+1) (z—1) (z —2)
Como: h= (2> +1)(x — 1) = 2° — 2 + x — 1, entdo h = mdc(f, g).

Nos préximos topicos, serao abordadas as possibilidades de se obter o maximo
divisor comum entre dois polinomios, sem precisar testar as trés condicoes citadas.

Lema 1.3.1. Se f e g sao polinomios nao nulos, com f = hg—+r er é o resto da divisao
de f por g, entdo, mdc(f,g) = mdc(g,r)

Demonstragao. Seja h = mdc(f, g), entao, por defini¢ao, tem-se que h ¢é divisor de f e g,
logo:

f=a-heg=q-h (1.11)
sendo ¢; quociente da divisao de f por h e g2 quociente da divisao de g por h. Como r é
o resto da divisao de f por g entao:

r=f—q-g. (1.12)
Substituindo 1.11 em 1.12 obtém-se:

TZQl'h—Q'CI2'h=(Q1—Q'Q2)'h
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isto é, h é divisor de r. Por outro lado, seja h; = mdc(g,r). Como h é divisor de g e de r,
entao h é divisor de hy. Serd provado agora que h = hq, para isso é preciso mostrar que
hy também é divisor de h. Por definicao tem-se que h; é divisor de g e de r, portanto:

g=qs-h1 e r=q - (1.13)

sendo ¢3 quociente da divisao de g por hy e g4 quociente da divisao de r por hy. Substi-
tuindo 1.12 na equacao 1.13 e isolando o f, tem-se:

f=g99+r=q-q -h1+qh1=(q-q+q)h

isto é, hy € divisor de f, como ja era divisor de g, entao hy ¢é divisor de h, concluindo que
h é divisor de hy e hy é divisor de h, portanto existe a € R, tal que h = ahy, como h e hy
sdo monicos, temos o = 1 e consequentemente h = hy logo mdc(f, g) = mdc(g,r). ]

A principal aplicacao deste teorema é o método das divisdes sucessivas, para o
célculo do mde. Esse método permite obter o mdc(f, g)

1.3.7 Meétodo das Divisoes Sucessivas para calculo do mdc

Proposicao 1.3.1. Dados dois polinémios nao nulos f e g com gr(f) > gr(g),considere
a sequéncia de polinomios hg, hy, ha, ... dados por hg = f,h1 = g e para i > 2, h; € o resto
da divisao de h;_o por h;_1. Nestas condigoes tem-se que, existe k € N, tal que:

(1) hk+1:0 ehk%o
(2) mde(f, g) = mde(h, 0)
Demonstracao. Temos

f=aqg+h
g = q2ho + hs

hi = qi—1hi—1 + hiyo

com gr(h;) < gr(h;—1) ou h; = 0.

Percebe-se em cada etapa que o grau diminui ao menos em 1 unidade. Logo
eventualmente apds um nimero finito de passos obtemos um resto zero, digamos hgy1 = 0
e hy # 0. Além disso, pelo lema 1.3.1 temos: mdc(f,g) = mdc(hg, h1) = mdc(hy, he) =
... =mdc(hi, hiv1) = ... = mdc(hg, 0). O

Os proximos exercicios demonstram essa aplicacao das divisoes sucessivas para a
obten¢ao do méaximo divisor comum entre dois polinomios.

Exercicio 1.3.10. Obtenha wm mdc dos polinomios f = z* + 42> + 32 — 4o — 4 ¢
g=1x>—2x® — 5z +6.

Solugao:

Dividindo f por g obtém-se:
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ot 42 4322 — 4z —4‘3:3—21’2—53:—1-6
— 2t +22° 452 —6x ‘:1:—#6
62 +8z% —10x —4
— 62 + 122% + 30z — 36
20z% + 202 — 40

Fazendo agora a divisdo de g por ri = 202> + 20x — 40 obtém-se:

z® — 22% — 5z + 6 | 202 + 20z — 40

1 3
-2 —2t 42 ‘Q_Ox_Q_O
— 322 -32+6
322 +32 -6
0
Verifica-se que qo = ix _ 3 e ro = 0, portanto: mde(f,g) = 1 ro=a*+x—2
20 20 20

Observacao 1.3.1. Se mde(f,g) = 1, entdo os polinémios f e g sao ditos relativamente
PTiMos.

Exemplo 1.3.6. Na divisdo entre os polinémios: f = z* — 2% — 42® + 21z — 50 e g =
x? + 21 — 1, tem-se que mde(f,g) = 1 pois dividindo f por g:

20t — 2 — 42?2+ 21 —50 |22+ 22— 1
—ort — 4% + 222 20% — 51 + 8
— 52 —22% +21x
52% + 102% — bz
8z2 + 162 — 50
—8z% — 162 +38
— 42

fazendo agora a divisio de g = 2% + 2z — 1 por r = —42 obtém-se

2?42 —1| —42

) IR
— PP TR
2x
— 2z
-1
1
0
1
Logo mdc(f, g) = mdc(—42,0) = 13 (—42) =

1.3.8 Teorema de Bézout

Este Teorema é muito importante para ampliar o conceito de maximo divisor co-
mum e ajuda a compreender melhor as propriedades envolvendo mdec. A seguir temos
K=Q,RouC
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Teorema 1.3.4 (Teorema de Bezout). Dados dois polinomios f(x) e g(x) € K[z| existem
polinémios A(x) e B(z) € K|x], tais que:

f(@)A(x) + 9(x) B(x) = mdc(f (x), g(x))

Demonstrag¢ao. Considerando o conjunto L = {f(z)A(z)+g(z)B(x)|A(x), B(z) € K[z},
seja d, monico de menor grau em L, portanto d = f(x)A(x)+ g(x)B(x), para convenientes
valores de A(z) e B(z) € Klx] deve-se provar que d é o maximo divisor comum de f(z)

e g(w)

e (i) Considerando a divisao euclidiana de f por d. o que é possivel pois d # 0 temos
f=gqd+ronder=0ougr(r) < gr(d), mas como d = f(x)A(x)+ g(x)B(x), entdo

f(@) = [(f(2)A(z) + g(x) B(x)lg + 7

Dai tem-se que
r = f(x)[1 - qA(x)] + g(z)[—¢B(x)]

o que mostra que r é um elemento de L, e como grau de d é o menor possivel entre
os graus dos elementos de L, r ndo pode ter grau, logo r = 0, portanto, f(z) = dg.

Ou seja d|f(z).

De maneira andloga se demonstra que d|g(z);
o (ii) se d'|f(x) e d'|g(x) entdo d'|d uma vez que d = f(x)A(z) + g(z)B(z).
O]

Alguns teoremas demonstram propriedades envolvendo o mdc entre polinémios.
Serao abordados a seguir,alguns deles

Teorema 1.3.5. a ¢ uma raiz comum aos polinomios f e g,se e somente se, o € uma
raiz do mde(f, g)

Demonstragao. Aplicando o Teorema de Bézout, pondo h = mdc(f, g), temos que existem
polinémios A, B tais que
h=Af+ By

Calculando h em a temos
h(a) = A(a) - f(a) + B(a) - g(a)

Se o é raiz de f e g entdo f(a) =0 e g(a) =0, logo h(a) = 0, portanto x = « é raiz de
h = mdc(f,g) Reciprocamente como h|g e h|f, se h(a) = 0 entao f(a) =g(a)=0. O

Exercicio 1.3.11. Obter as raizes comuns aos polinomios f = x> —6z> +5x+12=0 ¢
g=1a% 52> —2r4+24=0.

Solucao

Fazendo as divisoes sucessivas até obter um resto nulo:
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x3—6x2+5x+12‘:1:3—5352—23:—1—24
—x3—|—5x2+2x—24‘1

— 22+ Tr — 12
a® —5x? —2x+24| —a® 4+ Tz — 12
— 7% — 122 ‘—:v—2
222 — 142 + 24
— 227 + 142 — 24
0

Logo mdc(f,g) = —2*+ Tz — 12 = (x — 3)(z — 4) e igualando cada termo fatorado a zero,
obtém-se que x =3 e x = 4 sdo as raizes comuns de f e g.

Teorema 1.3.6. Se f e g sdo polinomios divisiveis por (x — )™, entdo o mdc(f,g)
também € divisivel por (x — a)™.

Demonstra¢ao. Pondo h = mdc(f, g), aplicando o Teorema de Bézout, onde
h=Af+ By

Sendo os polinomios A e B € K|z|, tem-se que: f=(x—a)"-q1eg=(x—a)™ ¢, logo
h=Aq¢ - (x—a)"+B-q2-(r—a)" =[A-¢1+ B- ¢ (r —a)™ portanto (z —«)"|h O

Corolario 1.3.3. Se « € raiz de f e de g com multiplicidade m, e mo, respectivamente
entdo o € raiz do mdc(f,g) com multiplicidade igual ao minimo entre my e mso.

Demonstracdo. Seja r = min{my, my}. Temos (v — a)"|mdc(f.g) mas (z — o)™t { f ou
(z— )"t g. Logo (z — a)"™ { mde(f.g). .

O principal resultado deste Corolario é que o mde(f,g) é o polinomio unitario que
representa o produto dos fatores comuns a f e a g, tomado cada fator como o menor dos
expoentes com que aparecem em f e g.

Corolario 1.3.4. Se f = a,(v —a)] - (x —ay)y e g =byp(r —a)]" -+ (. — ;)" em
que s; = min{m;,n;}.
Demonstracao. A demonstracao é imediata do corolario anterior. O]

Exemplo 1.3.7. O mdc de f = 2(x —2)*(x — 1)*(x +4)°(x = 5)* e g = 3(x — 1)3(z +
4)*(x — 2)* € o polinomio (v — 2)*(z + 4)*(z — 1)* observa-se que os fatores que ndo se
apresentam simultaneamente nos dois polinomios f e g, nao fazem parte do mdc.

Os exercicios seguintes ajudam a entender melhor a importancia deste Corolario
para a obtencao das raizes comuns e nao comuns a duas ou mais equagoes polinomiais.

Exercicio 1.3.12. Determine as raizes comuns e as ndo comuns das equacgoes: f : x* +
4o + 32 —dr—4=0eg:a2°—22° —5x+6=0.

Solucao

Fazendo a divisao de f em g, tem-se
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ot 42 4322 — 4z —4‘3:3—21’2—5:1:—1-6
— 2t +22° 452 —6x ‘:1:+6
62 +8z% —10x —4
— 62 + 122% + 30z — 36
20z% + 202 — 40

Logo temos que f—(z+6)-g = 202°+20x —40, fatorando g, obtém-se (x—1)(z+2)(x—3),
deve-se encontrar o valor de o que determinamos como raiz comum de g e do polinomio
2022 4 202 — 40, substituindo as raizes de g no polinémio citado, logo, para © =1 tem-se
20-(1)*>+20-1—40=0. Logo x = 1 € raiz comum de f e g, substituindo x = —2 tem-se
20 - (—=2)* +20- (—2) —40 = 0, logo x* = —2 € raiz comum de f e g, substituindo x = 3,
tem-se 20+ (3)?+20-3—40 # 0, logo v = 3 ndo € raiz comum de f e g. Portanto conclui-se
que x =1 e x = —2, sdo as raizes comuns de f e g. Como f: x* 4+ 42% +32® —dx — 4 =
(x — 1)(x + 1)(x + 2)%, entdo as raizes ndo comuns de f e g sdox = —1 ex = 3.

Exercicio 1.3.13. Determinar o valor de a de modo que as equagoes f : x°—3x*—4x+a =
Oeg: 22 — 3z 4+ 2 = 0 admitam wma raiz comum

Solucao:
Fazendo a divisao de f em g, tem-se

22— 32 —4dr+d 2® — 3z +2
— 2% +32% — 2z T

— 6x

Logo temos que f —x-g = —6x + a, fatorando g, obtém-se (xr — 1)(z — 2), deve-se
encontrar o valor de o que determinamos como raiz comum de g e do polinomio —6x + a,
substituindo as raizes de g em —6x + a, tem-se que: —6-(1)+a =0 ou —6-(2)+a = 0.
1sto € a =6 ou a = 12. Portanto para que f e g tenham raizes comuns, entao: a =6 ou
a=12.



CAPITULO 2

CONCEITOS E APLICACOES COM POLINOMIOS DE
DUAS OU MAIS VARIAVEIS

Neste capitulo, serao abordados alguns conceitos e aplicagoes vistos no capitulo
anterior, generalizando para polindmios com mais de uma variavel. Para isso é importante
estabelecer uma ordem para as parcelas dos polinomios, pois somente a ideia de grau nao
é suficiente para reproduzir algumas nocoes e em particular a ideia de divisao com resto
nao nulo.

2.1 Ordem Monomial

Uma componente importante para qualquer extensao da divisao para um processo
similar para polinomios em varias variaveis é a ordenagao nos termos do polinomio em
K|z, ...,x,]. Vale salientar que se pode reconstruir um monémio z* = ", x3%, ... 0",
a partir de n-uplas de expoentes o = (v, ..., ) € Z%,. Esta observagao estabelece uma
correspondéncia de um para um entre o conjunto dos mondmios em kfz;, ..., x,] e Z2%,.
Além disso, qualquer ordem > estabelecida no espago Z%,, pode ser naturalmente en-
tendida como nos moénomios, por exemplo: Se o > 3 de acordo com essa ordem, diz-se,
também, que 2 > 2°.

H4 muitas maneiras diferentes para definir ordenacoes em ZZ,. Para os propositos
desse trabalho convém salientar que a maioria dessas ordenacoes nao serao utéis em vir-
tude de que nem sempre esses ordenamentos preservam as propriedades algébricas que
sao desejaveis. Como por exemplo, a ordem dos termos nao devem ser alteradas ao se
multiplicar um polindmio por um monomio. Uma vez que um polinémio é uma soma de
termos, a proposta é organizar os termos em um polinomio de forma inequivoca, por or-
dem descendente (ou ascendente) dos monoémios correspondentes. Para fazer isso é preciso
comparar cada par de monomios afim de estabelecer suas posicoes relativas adequadas.
Assim, deve-se exigir que os agrupamentos sejam ordenacoes lineares ou totais. Isto sig-
nifica que, para cada par de monomios z% e z°, exatamente uma das trés afirmacoes
seguintes deve ser verdadeira:

«a

z® > 2P, 2 = 2P ou 2® < 2P

Em seguida, deve-se levar em conta o efeito das operac¢oes de soma e produto em po-
lindbmios. Quando se soma polinomios, depois de combinar os termos semelhantes, pode-se
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simplesmente reorganizar os termos presentes, na ordem apropriada. Percebe-se que as
somas nao apresentam dificuldades, porém os produtos sao mais sutis, pois ao multiplicar
os termos monomiais pelos termos polinomiais, a ordem relativa dos termos poderia mu-
dar, o motivo para esse problema é que o termo principal no produto poderia ser diferente
a partir do produto do termo monomial com o termo lider do polinémio original.

Por isso, é necessaria a imposicao de que todos os ordenamentos monomiais tenham
a seguinte propriedade adicional: Se z® > z” e 27 é um termo monomial qualquer, entéo é
necessario que z%z” > z%27. Em termos dos vetores expoentes, esta propriedade significa
que, se a > [ em ZZ,, entao Vy € Z%,, a+vy > B+~. Com essas consideracoes em mente,
pode-se apresentar a definicdo de Ordem Monomial e posteriormente detalhar duas dessas
ordens.

Defini¢ao 2.1.1. Uma ordem monomial em K[xq,xs,...,z,| € uma relagio > em Z%,

(ou de forma equivalente a toda relagdo sobre o conjunto de mondmios z®, com « € ZZ%,)
satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) > € uma ordem total (ou linear) em ZZ,;
(ii) Se o > B ey € L%, entao o+ > 4 7;

(i1i) > € uma boa ordenagio em Z%,. Isto significa que cada subconjunto nao vazio de
elementos em Z%, elementos, admite um menor elemento.

O lema abaixo ajuda a entender melhor a condicao de boa ordenacao.

Lema 2.1.1. Uma relagao de ordem > em Z%, € uma boa ordenacdo se, e somente se,
cada sequéncia estritamente decrescente em Z<,.

a(l) > a(2) > a(3) > -+ - eventualmente termina .

Demonstracao. Prova-se na forma contrapositiva. Se > nao é uma boa ordenacao, entao
algum subconjunto nao vazio S C Z%, ndo tem menor elemento. Escolhendo a(1) € 5,
como (1) nio é o menor elemento, pode-se encontrar a(2) onde a(1) > a(2) em S. Em
seguida observa-se que «(2) também nao é o menor elemento, pois pode-se encontrar um
a(3) tal que a(2) > «a(3) prosseguindo da mesma forma, temos uma sequéncia infinita
estritamente decrescente.

a(l) > a(2) > a(3)...

Reciprocamente, se uma sequéncia infinita{a(1), a(2),«(3),...} é um subconjunto nao
vazio de ZZ, que nao possui menor elemento, entao conclui-se que > nao é uma boa
ordem. O]

Esse Lema é de fundamental importancia, sobretudo para mostrar que varios algo-
ritmos terminam, observando que os resultados decrescem estritamente (em relagao a uma
ordem monomial fixa) a cada passo do algoritmo. A seguir sera especificado e estudado
com mais detalhes, a Ordem Lexicografica e a Ordem Lexicografica Graduada, duas das
ordens monomiais.

Definigao 2.1.2. Ordem Lezicogrdfica

Sejam o = (a1, ...,ap) e f=(P1...,0n) € ZL, diz-que o >, B se na diferenca do vetor
a—pB € Z", o mais & esquerda é nio nulo,logo a entrada € positiva. Escreve-se £ >jop z”
Se Q0 >pep [
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Alguns exemplos do uso da ordem lexicografica:
a) (1,2,0) > (0,3,4) uma vez que a — 8 = (1, -1, —4);
b) (4,3,3) > (4,3,2) uma vez que a — 5 = (0,0, 1);

Na pratica, quando trabalhamos com polinomios em duas ou trés variaveis, chamaremos
as variaveis x, y, z em vez de x1, £z, r3. Também devemos assumir que a ordem alfabética,
ou seja: A ordem x > y > z nas variaveis é usada para definir a ordem lexicografica, a
menos que seja determinado o contrario.

Para finalizar, deve-se verificar se a ordem lexicografica satisfaz as trés condicoes
de definicao de ordem monomial.

Proposicao 2.1.1. A ordem lexicogrdfica é uma ordem monomial

Demonstra¢ao. (1) >, € uma ordem total (ou linear), segue diretamente da definigao
e do fato da ordem numérica em ZZ,, ser uma ordem total;

(i) Se av >y, 3, entao a coordenada nao nula mais a esquerda em a— 3, digamos oy — 3,
é positiva. Porém %27 = 2™ e 727 = 2717 entdo tem-se (a+7)—(B+7) = a—f
a coordenada nao nula mais a esquerda é mais uma vez ay — 5, > 0;

(iii) Supondo que >, nao seja uma boa ordem. Entao pelo lema 2.1.1 deve haver
uma sequéncia infinita estritamente decrescente a(1l) > @(2) > «(3)..., de
elementos ZZ, que levara a uma contradicao. Considerando a primeira coordenada
de cada um dos vetores a(i) € Z%, pela definicio de ordem lexicografica, estas
formam uma sequéncia de nimeros inteiros nao negativos e portanto devem estabi-
lizar, isto ¢, existe um m tal que a primeira coordenada de vetores a(i) com i > m
sao iguais. Comecando em «(m) as segundas coordenadas sdo as que determinam
a ordem lexicografica graduada. As segundas coordenadas de a(m),a(m + 1),...,
formam uma sequéncia nao crescente. Pela mesma razao anterior, as segundas co-
ordenadas, também devem se estabilizar. Continuando assim, verifica-se que para
algum [,tem-se que «a(l), a(l 4+ 1),..., sdo todos iguais. Isto contradiz o fato de que
all) > a(l +1).

m

Definicao 2.1.3. Ordem Lexicogrdfica Graduada
Sejam «, € L%y diz-que @ >gpiep B s€:

i)lol=> a;>Y Bi=1p ou
=1 =1

i) o] = |B| e a >1ex B na sequéncia ay — P, a0 — PBa, ..., — By, 0 primeiro elemento
nao nulo é positivo [8]

A ordem lexicografica graduada tem por caracteristica ordenar inicialmente pelo
grau total e, quando estes sao iguais, pela ordem lexicografica, ou seja: As variaveis:
T1,%2, ..., Ty, sa0 ordenadas da maneira usual pela ordenagao de lex: (1,0,...,0) >,
(0,1,0,...,0) >z (0,...,0,1). Entdo x1 >z T2 > ... >iep T,. Na pratica, ao trabalhar
com polinomios em duas ou trés variaveis, chamaremos as variaveis de x,y, z ao invés de
x1,Ta, r3. Assumindo também, que a ordem alfabética: x > y > 2z nas varidveis é usada
para definir a ordem lexicografica.

Vale lembrar que, existem n! ordens grlex sobre n variaveis, dependendo de como
as variaveis sao ordenadas. Alguns exemplos do uso da ordem lexicografica graduada:
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a) (1,3,4) > griex (4,2,1) pois [(1,3,4)| =8 > [(4,2,1)| =T,
b) (2,2,3) >gnien (2,1,4) > pois [(2,2,3)] = [(2,1,4)] e |(2,2,3)] >1e (2,1, 4)]

Proposicao 2.1.2. A ordem lexicogrdfica graduada € uma ordem monomial

Demonstragao. (1) >grer € uma ordem total (ou linear) pelo fato da ordem numérica
em 7, ser uma ordem total;

(i) Se v >gpier B, ent@o a coordenada ndo nula mais a esquerda em |« > |3|, digamos
loe| — |Be|, é positiva. Porém |z|*|z|” = |z|*™ e |z|°|z|” = |z|*™ entdo em (a +
7) — (B +7) = a — 8 a coordenada nao nula mais & esquerda ¢ mais uma vez
|| — [Bk] > 0

(ili) Supondo que >, ndo seja uma boa ordem. Entao pelo lema 2.1.1 deve haver uma
sequéncia infinita estritamente decrescente |a(1)| > e [(2)] >griex [(3)].. ., de
elementos ZZ, que levara a uma contradi¢ao. Considerando a primeira coordenada
de cada um dos vetores |a(i)| € Z2, pela definicio de ordem graduada lexicogrfica,
estas formam uma sequéncia de nimeros inteiros nao negativos e portanto devem
estabilizar, isto é, existe um m tal que a primeira coordenada de vetores a(7) com ¢ >
m sao iguais. Comecando em a(m) as segundas coordenadas s@o as que determinam
a ordem lexicogréfica graduada. As segundas coordenadas de a(m),a(m + 1),...,
formam uma sequéncia nao crescente. Pela mesma razao anterior, as segundas
coordenadas, também devem se estabilizar. Continuando assim, verifica-se que para
algum [,tem-se que a(l), a(l + 1),..., sdo todos iguais. Isto contradiz o fato de que
a(l) > a(l+1).

O

Essa secao sera encerrada com um exemplo de aplicacao do ordenamento lexicografico
graduado, em um polinomio de mais de uma variavel.

Exercicio 2.1.1. Se f = 32%yz + 4wy’z — 62° 4 82%2° 4 322 € K|, y, 2], ordene esse
polinomio, utilizando a ordem monomial lexicogrdfica graduada

Solugao:

Como para a ordem lexicogrdafica graduada ordena-se inicialmente pelo grau total
e, quando estes sao iguais, ordena-se pela ordem lexicogrdfica, ou seja: primeiramente ao
grau da varidvel x, em sequida de varidvel y e por fim com o grau da varidvel z. Sendo
assim, o termo lider de f é LT(f) = 82%2°, pois possui grau total igual a 5, em seguida
vem o termo monomial: 3x*yz, com grau total igual a 4, esse termo possui o mesmo
grau total do termo 4xy*z, porém o grau da varidvel x em 3x*yz ¢é maior (2 > 1); O
pendiltimo termo é —6x3 que possui grau 3 e por fim o ultimo termo € 3z° com grau 2.
Portanto,tem-se o polinomio ordenado:

f =822 + 3a%yz + day’z — 62° + 322

2.2 Algoritmo da Pseudodivisao com Polinomios de
Duas ou mais Variaveis

Nesta secao, serd abordado o algoritmo da pseudodivisao, com polinomios em mais
de uma variavel, ou seja: em k[xq,...,z,]. A ideia bésica é a mesma de uma divisdo com
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polinémios em uma varidavel. Ou seja, ao dividir f por fi,..., fs onde f € klzy,...,z,] e
fi,.-, fs € k[xq, ..., xz,], 0 objetivo é cancelar os termos de f utilizando os termos lideres
de f; de forma que os termos adicionados sejam sempre inferiores aos termos cancelados,
continuando assim até que o processo nao seja mais possivel de ser realizado. Isso significa
expressar f sob a forma f = ayf; +...4+ asfs + 1, onde os "quocientes”: aq,...,as, assim
como o resto r, pertencem a kfzi,...,x,]. Alguns procedimentos se fazem necessarios,
a fim de decidir como caracterizar o resto da divisao, dai a necessidade de utilizar um
ordenamento monomial adequado.

O Teorema seguinte indica a forma geral do Algoritmo da divisdo e pode também
ser considerada como uma extensao do Teorema de D’Alembert, para o caso onde ha mais
de uma variavel.

Teorema 2.2.1. (Algoritmo da Pseudodivisio em k(xq,...,x,]) Fizando uma ordem >
em 7%, e seja F' = (f1,..., fs) wma s — tupla ordenada de polinomios em klxy, ..., 2],
entao cada f € k[xq,...,x,] pode ser escrito como.

f:alf1+"'+asfs+ra

onde a;,r € k[xq,...,x,], sendo que r = 0 our é uma combinagdo linear de monémios
com coeficientes em k nenhum dos quais ¢ divisivel por qualquer dos termos lideres:
LT(f1),...,LT(fs). Sabendo quer € o resto da divisio de f por F', além disso, se a; # 0,
entao tem-se que multideg(f) > multideg(a;f;) onde o termo multideg(f) significa grau
maximo de f.

Demonstracao. Prova-se a existéncia de aq,...,as e r através de um algoritmo para a
construcao deles, demonstrando que ele opera corretamente sobre qualquer entrada dada,
vejamos:

imput = fr, .. fe f

output : aq,...,as,7

a1 :=0,...,01=0,7r:=0;p:=f
Enquanto p # 0 Faga

1:=1

divisaoocorreu := false
Enquanto ¢ < s e divisaoocorreu = false Faca
Se LT(f;) divide LT(p) Entao
a; = a; + LT (p)/LT(f:)
p=p— (LT(p)/LT(f:))f:
divisaoocorreu = true

Caso contrario

1:=1+1

Se divisaoocorreu = false Entao
r:=r+ LT(p)

p=p—LT(p)

Relacionando este algoritmo com o exemplo anterior observa-se que a variavel p
representa o dividendo intermediario para cada etapa da divisao, a variavel r representa a
coluna do lado esquerdo e as variaveis aq, ..., a, sao os quocientes. Finalmente a variavel
booleana ”divisaoocorreu” determina quando algum LT'(f;) divide o termo lider do divi-
dendo intermediario. Observe que cada vez que é acionado o lago principal Enquanto,. . .
Faca, precisamente uma das duas coisas acontecem:
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1) (Passo da Divisao) Se algum LT'(f;) divide LT (p), entdo o algoritmo procede como
o caso de uma variavel;

2) (Passo do Resto) Se nenhum LT(f;) divide LT (p) entao o algoritmo adiciona LT(p)
para o resto e volta ao passo 1).

Serao desenvolvidos nos exercicios seguintes, a aplicacao do algoritmo da divisao
entre polinomios de duas variaveis, utilizando a ordem monomial lexicografica graduada.
Exercicio 2.2.1. Divida o polinémio f : xy*+ 1 pelos polinémios f, = xy+1 e fy:y-+1
utilizando a ordem lexicogrdfica graduada.

Solugao:

Listando os divisores f1, fa, nessa ordem, obtém-se a sequinte configuracao:
ry® 4+ 1 ] zy+1; y+1

Os termos lideres LT(f1) = vy e LT(fy) = vy, dividem o termo lider LT(f) = xy*. Como
f1 € listado em primeiro lugar, entdo, inicia-se a operacdo, dividindo xy* por xy.

1 |ay+1; y+1

—ry’ —y v;

—y+1
Continuando a divisdo, verificou-se que o termo lider LT(f1) = xy ndo divide o novo
termo lider de f, representado pelo monémio LT(f) = —y entdo, a divisio prosseque,

dessa vez com o dwisor fo =y + 1.

v +1 | ay+1,y+1
—xy’ —y |y (-1
—y+1
y+1
2

Ja que os termos lideres LT(f1) e LT(f2) ndo dividem 2, o resto é r = 2, finalizando
assim a divisao. Logo, podemos escrever o dividendo, na forma:

v+ 1=y - (zy+1)+(=1)-(y+1)+2 (2.1)
Mas o que acontece quando a ordem dos divisores é trocada? O resto é alterado,

ou continua o mesmo? Para eliminar essas dividas, observe o exercicio abaixo
Exercicio 2.2.2. De acordo com o exercicio anterior, trocando a ordem de fi e fo, divida

f=azy*+1por fi=y+1efo=uay+1 pela ordem levicogrdfica graduada.

Solugao:

Escrevendo os divisores fi1, fa, nesssa ordem, obtém-se a sequinte configuragao:
ry® + 1 ] y+ Loy +1

Os termos lideres LT(f,) =y e LT(f;) = zy, dividem o termo lider LT(f) = xy*. Como
fi € listado em primeiro lugar, entdo inicia-se a operagao dividindo xy* por y
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ry? 41 y+1lLzy+1
—zy* — zy Yy —x
—zy +1

Ty +x

r+1

Continuando a divisao, verificou-se que o termo lider LT(f1) = y nao divide o termo
lider do resultado parcial (x + 1), representado pelo monémio LT(f) = = entdo, a divisao
prosseque, dessa vez com o divisor fo = xy+ 1, porém verifica-se que o termo lider de f,
também nao divide o novo termo lider de f, pois x nao divide xy + 1, o termo x passa
a integrar o resto e retomamos a divisao com 1 como resultado parcial, logo a divisao
finaliza, com quociente as = 0 e resto r = x + 1, obtendo assim:

ey +1l=(zy—2)- W+ 1) +0-(ay+ ) +r+1l=z@y—-Dy+1)+z+1. (2.2

Exercicio 2.2.3. Faca a divisio de f : v*y° +y* +3zy® +2° +2y* + 1 por f1 : 2’y +2x+1
e f» = y>+y, utilizando a ordem lexicogrdfica graduada Listando os divisores fi, fa, nessa
ordem, obtém-se a sequinte configuracdao:

Solucgao:

22t e a2t 1
—a2y® — oy? — yf?
Fr et A+ 1

:EQy—I—Qx—l; y2+y
v

Continuando a divisio, apds obter o quociente y*, verificou-se que o termo lider LT(f1) =
z*y, ndo divide o novo termo lider de f, representado pelo monémio LT(f) = y* entdo,
a divisio prosseque, dessa vez com o divisor fo = y* +1y — 1.
2P 4yt 3ryt 2 1 | 2Py 22— 1 Pty
—2’y’ — 2ay® — y? vy e —y
TR SR S |

—yt =y
e R SR R |
—zy’ — xy
- ay+y’ +1
y' + o

x? — oy + 27 + 1

Desse modo obtém-se o sequndo quociente (y* +x —y) e o resto r = x° — 2y + 2y* + 1
finalizando assim a divisao, podendo escrever o dividendo na forma:

2y’ +yt 3y’ + 2 + 27+ 1 =y (P 20+ 1)+ (P o —y) (VP Hy) ot —ay+ 270+ 1

Exercicio 2.2.4. Dado o polinémio f = 2%y + xy* + y* e o0s polinémios fi = zy — 1 e
fo =vy* — 1. Divida f por fi e fa, utilizando a ordem lexicogrdfica graduada.

Solugao:

Listando os divisores fi1, fo, nessa ordem, obtém-se a sequinte configura¢ao:



x2y + :cy2 + y2
—x2y +
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vy —1; y? —1

T+ vy,

xy2 +x + y2
—ry’ +y
oty
v +y
Continuando a divisdo, apds obter o quociente (x + y), verificou-se que o termo lider
LT(f1) = zy, ndao divide o novo termo lider de f, representado pelo mondémio LT(f) =
2y entdo, a divisdo prosseque, dessa vez com o divisor fo = y* — 1.

vy —1; ' 1
r+y; 1

xzy + ny + y2
—x2y +x
2y + o+ y?
—xy’ +y

resto

y2+x+y—>x
v’ +y
y+1

resto

-1 —z+y

resto

0 —ax+y+1

Assim, o sequndo quociente € ay = 1 e o resto € r = x + y + 1,portanto pode-se escrever
) 7
o dividendo na forma:

Py+ay+yt=(e+y) ey - +1 -+ +y+1

Esse ultimo exercicio é uma ilustracao completa de como o algoritmo da divisao
é trabalhado e também mostra qual a propriedade que se quer para o resto: nenhum
dos seus termos deve ser divisivel pelos termos lideres dos polindmios pelos quais esté se
dividindo. Esse passos correspondem exatamente ao que foi feito no Exemplo 2.2.3. Para
provar que o algoritmo funciona, deve-se mostrar que:

f=afi+...+asfs+r (2.3)

é valido para todos as etapas da divisao. Isto é claramente verdadeiro para os valores ini-
ciais de aq, ..., as, p e 7; Agora suponha que (2.3) é valido para um passo do algoritmo. Se
o préximo passo for um Passo da Divisao, entao algum LT(f;)divide LT (p) e a igualdade

aifi +p=(a;i+ LT(p)/LT(f:)) fi + (p— (LT(p)/LT(f:)) - [i

mostra que a; f; +p ¢é inalterado. E como todas as outras varidveis nao sao afetadas, temos
que (2.3) é verdadeira. Por outro lado, se o préximo passo for o Passo do Resto, entao p
e r sao mudados, mas a soma p + r ¢ inalterada ja que

ptr=p—=LTf) - fi+ (r+ LT(f))- fi

e como antes, tem-se que a igualdade (2.3) é preservada. A seguir, observe que o algoritmo
péra quando p = 0. Nesta situagao (2.3) torna-se

f=afi+... +asfs+71
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Ja que os termos sao adicionados a r somente quando eles nao sao divisiveis por nenhum
dos LT'(f;), isso segue que aq, ...as e r possui a propriedade desejada quando o algoritmo
termina. E preciso mostrar que o algoritmo eventualmente termina. A observacao chave
¢ que cada vez que redefinimos a variavel p, o termo lider é zero ou diminui (relativa a
ordem de termos) ou se torna 0. Para ver isso, primeiro suponha que durante um Passo
da divisao, p é definida por

. LT()
Assim, tem-se que:
LT(p) ., _ LT(p) _

Logo a diferenca deles p’ tem o multi-grau estritamente menor, quando p’ # 0. Caso o
algoritmo nunca terminasse, entao terfamos uma sequencia decrescente infinita de multi-
graus. A propriedade da boa ordenagao de >, como mostrado no Lema (2.1.1), mostra
que isso nao pode ocorrer, entao p = 0 tem que ocorrer, apds um numero finito de passos.
Resta agora estudar a relagao entre multideg(f) e multideg(a;f;). Todo termo em
a; é da forma LT (p)/LT(f;) para algum valor da varidvel p. O algoritmo comeca com
p = f e foi provado que o multi-grau de p decresce. Isto mostra que LT (p) < LT(f), e
entao temos que:
LT(p) _ LT(f) LT(p)

L1(f)
LTG) < LT = 775 < Ty = 100 2" < 777y

— o, LT(f;) < LT(f) = multideg(a; f;) < multideg(f) quando a;f; # 0

Finalizando assim, a demonstracao do teorema O

LT(f;) =

A primeira propriedade importante do algoritmo da divisao em Kz ..., x,] é que
o resto nao é unicamente determinado e isto foi visto nos Exemplos (2.2.1) e (2.2.2) com
os restos : 2 e z + 1 respectivamente. Isso mostra que o resto nao é tnico, ou seja, para

cada ordem F' = (fy,..., fs) existe um resto na divisao de f por F. Uma consequéncia
dessa propriedade é um simples coroldrio do Teorema (2.2.1): Se apds a divisao de f por
F = {(f1,...,fs) obtermos um resto r = 0, entao

f=afi+...+asfs

Contudo o proximo exemplo mostra que » = 0 nao é condigao necesséaria para que f seja
da forma aifi + ...+ asfs.

Exemplo 2.2.1. Seja fi = 2y +1,fo = v* — 1 € Klx,y] com a ordem levicogrdfica
graduada dividindo xy* — x por F = (f1, f2) o resultado é:

vy’ —aw =yley + 1) +0(y* - 1) + (~z — y)
Mas quando se tem F = (fs, f1), tem-se que:
vy’ —x=x(y* — 1) +0(zy + 1) + 0

O segundo cdlculo mostra que f = afi +bfs e o primeiro cdlculo mostra que, ainda assim
¢ possivel obter um resto ndao nulo na divisao por F = (f1, f2).

Na proxima secao sera abordada a teoria das Resultantes que é uma ferramenta
fundamental, principalmente na resolucao de sistema de equagoes polinomiais de uma ou
mais variaveis.
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2.3 Resultantes

Define-se o Resultante como o determinante da Matriz de Sylvester, mas antes de
apresentar os elementos dessa matriz,é importante definir dois polinémios f e g em K|x]
de graus n e m respectivamente, tais que:

f = ax"+...+a,, ag#0
g = b0$m++bm, b07é0

A matriz de Sylvester nasce da necessidade de verificar a existéncia dos polinémios A e
B para que Af + Bg =0, com gr(A) < gr(B) e gr(B) < gr(F).
Escrevendo:

A = cox™ . Hem

B = dol‘n_l + ...+ dn—l-

Substituindo as correspondentes expressoes de f,g, A e B na equacao Af + Bg = 0 e
comparando os coeficientes das poténcias de x, obtém-se o seguinte sistema linear com
incognitas ¢;, d; e coeficientes a;, b; em K.

aoCo + bodo — 0 coeficientes de a"™™!
a1¢y + apcy + bidgy + bod; = 0 coeficientes de "™ 2
A1Cm—1 + bndn—1 = 0 coeficientes de 20

O sistema de equagoes acima mostra que existem n + m equacoes lineares para n + m
incognitas. A forma matricial desse sistema é:

ao 0 ... 0 bo 0 ce . 0 0
) . Co
a;  ag bl b : e 0
s Qa1 . 0 bg bl . 0
E *. ao E . . bo . Cn—l . O
an bm dO N O
0 an L0 by : d :
. 0 - . 0 ] :
i @ o 0

Sabe-se que um sistema desse tipo admite solucao nao trivial se, e somente se, o determi-
nante da matriz dos coeficientes for nulo. A matriz de Sylvester de f e g com relacao a
x, denotada Syl(f, g, x) é a matriz formada pelos coeficientes do sistema de equagoes (1).

Defini¢ao 2.3.1. A matriz quadrada de ordem (n + m)
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a 0 ... 0 b 0 ... O
a,  aop © bl by :
as a1 - 0 by by .0
: Loag b
Syl(f,g,x) = : ay : by
an b
0 a, 0 bn
0 0
i a, bin |

E chamada matriz de Sylvester de f e g e os espacos vazios que se encontram na
matriz, sao preenchidos por zero. A matriz de Sylvester é essencial para o cdlculo da
Resultante.

Lema 2.3.1. Sejam f e g € Klx| dois polinémios de graus n > 0 e m > 0 em x,
respectivamente, f e g possui um fator comum ndao constante se, e somente se, eristem
polinomios A e B de modo que:

i) A e B sao nao nulos;
it) A tem grau no mdzximo m — 1 e B possui grau no mdzimo n — 1;
iii) Af + Bg = 0.

Demonstracao. Primeiro assume-se que w € k[x] é um fator comum nao constante de f
e gentdo f =wf; e g =wg; com fi e g1 € K[z]. Neste caso f; tem grau maximo (n — 1)
e g1 possui grau maximo (m — 1), assim

g-f+(=hH)-9=g9-wfi— fi-wg =0

Desse modo, fazendo A = g1 e B = — f; sdo satisfeitas as propriedades requeridas: i), i7)
e 1)

Reciprocamente, supondo que A e B possui as trés propriedades anteriores. De i) assume-
se que B # 0. Suponha que g nao possua fator comum com f, entao o maior divisor
comum de g e f é 1. Assim sendo, pode-se encontrar polinémios A e B € K [z] tal que
Af + Bg = 1 agora basta multiplicar a expressiao: Af + Bg por B e usar Bg = —Af:

B=(Af+Bg)B=ABf+ BBg= ABf — BAf = (AB — BA)f

Como [ tem grau n > 0, entao f(le — BA) possui grau > n, e pela equagao acima
B = f(AB — BA), entao verifica-se uma contradi¢ao, pois B possui grau méaximo n — 1.
Logo f e g tem fator comum nao constante. O

Definicao 2.3.2. O Resultante de f e g, escrito como Resy . (f,g,x) é o determinante
da matriz de Sylvester, ou seja: Res, m(f,g,x) = det(Syl(f,g,z)).

Observa-se a seguir algumas propriedades que explicitam a importancia do calculo
da Resultante. A principal de todas as propriedades do Resultante é o seguinte Teorema:
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Teorema 2.3.1. Sejam f = Zfixi,g = Zgimi dois polinomios em K[x], tais que
— i=0
frsgm # 0 de graus em n > 1. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

Z) Resn,m(fagax) = O;

ii) Ezistem polinomios nao nulos A, B € K|x| de graus menores que n e m respectiva-
mente, tais que A(x) - g(x) = B(zx) - f(x);

iii) f e g tem fator comum nao constante em K|z].
Demonstmgda Suponha Res(f,g,z) = 0 devemos mostar a existéncia de polinomios nao
m—1

nulos A(x Zczx e B(z de em K[z] de modo que A(z)-g(x)+B(z)-f(z) = 0.

Isso equivale a encontrar uma solu(;ao nao trivial do sistema homogéneo de n+m equacoes

nas incégnitas d,,_1,dn_o,...,do,Ch_1,Cn_2,...,Co:
_ n+m—1
andm—1 +  bpCn1 = 0 termo em x
an1dm_1 + apndpm—o + bp1Cn-1 + bmCno = 0 termo em ™™ 2
apdy  + boco = 0 termo constante

Temos que existe solugao nao trivial para este sistema se, e somente se o determinante da
matriz dos coeficientes é nulo. Desse modo, observa-se que 7) e ii) sdo equivalentes. Falta
ainda mostrar que i) e iii) sao equivalentes. Se existem dois polinémios A e B de graus
menores que m e n respectivamente, tais que

A(z) - g(x) = B(x) - f(x) (2.4)

considerando na igualdade, a fatoragao em fatores irredutiveis dos dois membros da
equacao (2.4) nota-se que os fatores irredutiveis de g(x) dividem o lado direito da igual-
dade. Por hipotese, sabemos que o grau de B é menor que m, portanto nem todos os
fatores de g(x) podem dividir B. Sendo assim, existe algum fator irredutivel de g que
divide f, o que confirma que eles possuem um fator comum de grau positivo.

Analisando a reciproca, denotando por ¢(z) como um fator comum de grau posi-
tivo, entao pode-se escrever

flx) = ¢(x)A(x), grau (A) <n
g(x) = ¢(r)B(z), grau (B) <m

logo A(x)g(z) = A(x)¢(z)B(x) = B(z)f(x), concluindo entao que ii) e iii) também sdo
equivalentes. O

Exemplo 2.3.1. Sejam f =" —32° + 22 e g = 2® — 1, tem-se:

Solugao:



43

1 0 0 1 0 0 0]
-3 1 0 0 1 0 O
o -3 1 0 0 1 O
Resy3(f,g)=det|2 0 -3 -1 0 0 1
o 2 0 0 -1 0 O
o o0 2 0 0 -1 0

(0 0 0 0 0 0 -1

Considerando a equag¢ao Af + Bg = 0 e resolvendo o sistema correspondente, encontra-

se: B= (—z)(2* =22 —2) e A= 2>+ 2+ 1. Observe que % = —% =x — 1, também

pode-se escrever f = x(x — 1)(2* =21 —2) e g = (v — 1)(2* + 2+ 1), como f eg
tem um fator comum (x — 1),pelo Teorema 2.3.1 implica que Resy3(f,g) = 0. Observe
graficamente que f e g tem uma raiz em comum x = 1, e de fato, temos mdc(f,g) = x—1.

Exemplo 2.3.2. Obter a resultante Resys(f, g) sendo f = 32°>—5x+2 e g = 5>+ 8z —1.

Resss(f,g,x) = det =T08 #0

0
-5 3 8 5
2 -5 -1 8

0o 2 0 -1

Portanto nao ha fator comum. Além disso pode-se escrever os polinomios f e g na forma

2 4 11 4 11
fatorada: f:3(93—1) (x—g) eg:5<$+g+g) <x+g—%> 0 que ga-

rante que nao hd raiz em comum a f e g, observe graficamente esse fato:



44

\]

O exemplo seguinte mostra o calculo da Resultante, utilizando polinomios em mais
de uma varidvel. Sabendo que os polinomios f e g estdao em k[x,y|] e x possui um grau
positivo, desse modo calcula-se a Res(f, g, z) com os coeficientes em z, da mesma forma,
ao calcular Res(f, g,y) os coeficientes do polinomio f sdo os que multiplicam as poténcias
de y.

Exemplo 2.3.3. Sejam f =axy —2 e g = 2° + y* — 4 entdo o resultante é

y 0 1
Res(f,g,x)=det | =2 y 0 | =y'—4’ +4=(y— V2’ (y+V2)’
0 —2 3°—4

Igualando cada fator a zero, obtém-se duas raizes, cada uma com multiplicidade dupla:
Yy = V2 e Y= —V/2, substituindo os valores das raizes de y nos polinomios f e g,obtém-se
também os valores das raizes em x, que sao: x = V2er=—2 , com isso observa-se dois
pontos: A= (vV2,v2) e B = (—V2,—V2) que sio os pontos em comum dos polinémios
f e g. Isso pode ser verificado graficamente:

4

3
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Em muitas situacoes, os calculos com Resultantes podem ser facilitados utili-
zando algumas propriedades. As principais propriedades do resultante serao abordadas

no proximo topico.

2.3.1 Algumas Propriedades do Resultante

Para essas propriedades, define-se f e g como dois polinémios em K[x], tais que:

= Zfixi,g = Zgﬂi
i=0 i=0

de graus n e m, respectivamente

Propriedade 2.3.1. A partir dos conceitos de polinomios constantes e polinomios iden-

ticamente nulos, entao:
i) Res(f,c) =c", onde c € o polindmio constante nao nulo;
i1) Res(f,0) =0, onde 0 é o polinémio identicamente nulo.

Demonstragao. 1) Pela Definigao (2.1.1), o polindmio f aparece com seus coeficientes
distribuidos em colunas, com a mesma quantidade de elementos do grau do polinomio g.
Como ¢ é uma constante ¢, entao o grau de g é zero, portanto os coeficientes de f nao
aparecem na matriz de Sylvester. Da mesma forma para os coeficientes de g. Como f

tem grau n, entao por definigdo, o Res(f,c) é igual a:

c 0 ... 0
0 ¢ 0 0
Respo(f,c) =det | . =
0 ... c
i1) O resultado dessa propriedade é diretamente demonstrado por 7). O

Propriedade 2.3.2. Se f;g; € Z[z], com 0 <i<n e0<j<m o Res,n(f,g) €Z.

Demonstracao. Sabe-se que, por definicao, o resultante é um determinante de uma matriz,

e como os coeficientes desta matriz sao niimeros inteiros, entao o resultante é um numero
m

inteiro.

Propriedade 2.3.3. Sendo os polinomios f = apx™ + ...+ a, com a, # 0 e g = bgz"™ +
oAb, com b, # 0, a resultante Res(f, g, x) pode ser dado também pela sequinte férmula:

_ao ay Qs ... a, 0 O 1
0 ay aq . a, 0
0O 0 0 a a1 ... an
Res(f,g,z) = det
bp b1 by ... b :
0 by by - b O
i 0 0 by b . bm_

Demonstracdao. Sabe-se que o determinante de uma matriz é igual ao determinante da
sua matriz transposta, portanto, o resultado é obvio. Il
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Propriedade 2.3.4. O Resultante ReS, m(f,g) = (—1)"" Resm (g, f)

Demonstracao. O resultado dessa propriedade é verificado pela definicao de resultante,
ou seja, permutando as colunas da matriz de Sylvester, o determinante é multiplicado
por (—1)7, onde v é a quantidade de permutacoes. Como o nimero de permutagoes é
m(m+n — 1), e uma vez que (—1)™m+"=Y — (_1)" O resultado segue. O

Serao abordadas também algumas proposicoes que sao fundamentais para se en-
tender a importancia do conceito e das aplicacoes dos resultantes, sobretudo ao se utilizar
polinomios de mais de uma variavel.

Teorema 2.3.2 (Teorema de Laplace para o Calculo do Determinante). O determinante
de uma matriz A € M, w, € iqual a soma algébrica dos produtos dos elementos de uma
linha (ou coluna) pelos respectivos cofatores (ou complementos algébricos). O cofator do
elemento a;; de uma matriz é o escalar A;; definido por A;; = (—1)"7|M,;|,em que
M; ; representa a matriz obtida da matriz original pela eliminacao da i-ésima linha e da
j-ésima coluna. Tem-se entao que

det(A) = a;1Aix + aigAio + ...+ a;inAiy
Pode ser calculado também na forma:

det(A) = a1 jA1; +as;Asj+ ...+ ay ;A
conforme seja escolhida a i-ésima linha ou a j-ésima coluna.

O teorema de Laplace é normalmente utilizado para o célculo de determinantes de
matrizes de ordem superior ou igual a 4. Apesar de também se poder aplicar a matrizes
de ordem inferior.

Na pratica, o que se faz é passar do cdlculo do determinante de uma matriz de
ordem n para o calculo de determinantes de matrizes de ordem n — 1. O teorema pode
ser aplicado sucessivamente até se obterem matrizes de ordem 2 ou 3, cujo determinante
¢ mais simples de calcular.

Pode selecionar-se indiferentemente qualquer linha ou coluna da matriz para aplicar
o teorema, pois todas conduzem ao mesmo resultado. No entanto, para simplificar os
calculos, é usual escolher-se a linha ou coluna que apresente mais zeros.

Na verdade, visto que o método consiste em multiplicar cada elemento da linha pelo
seu cofator, no caso de o elemento ser 0, o produto é nulo, nao havendo pois, necessidade
de calcular o cofator do dito elemento para achar o produto.

Propriedade 2.3.5. Dados f e g € Z[x| de grau positivo, o resultante Res(f, g, ) é uma
expressao polinomial, com coeficientes inteiros, calculados nos coeficientes de f e g. Além
disso, [ e g possuem um fator comum em k[z| se e somente se Res(f,g,x) = 0.

Demonstracao. A féormula geral para se calcular o determinante de uma matriz A =
(ai,j)lgj,jgm de ordem n x n é:

det(A) = Z sgn(0)a15(1) - A26(2) - - - Gno(n)

o ¢ uma permutacao de {1,...,5}
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Onde tem-se que:

() 1, se o é par
sgn(o) =
g —1, se 0 é impar

Isso mostra que o determinante é um polinémio inteiro (na verdade, os coeficientes sao +1
ou —1) em suas entradas, sendo assim, a primeira afirmacao da proposigao mostra entao
que o determinante é um nimero inteiro. Resta provar a segunda parte da proposigao:
Sabe-se que a resultante é zero < a Matriz dos coeficientes de equagoes (1) possui determi-
nante nulo < equagoes (1) tém uma solugao diferente de zero. Observou-se anteriormente
que isso € equivalente a existéncia de A e B como no Lema 2.3.1, e entao o Lema 2.3.1
completa a prova da proposicao. O]

Proposicao 2.3.1. Dados [ e g € k[z] de grau positivo, existem polinomios A, B € kx|
de modo que

Af + Bg = Res(f,g,x)
Além disso, os coeficientes de A e B sao polinomios nos coeficientes de f e g.

Demonstracao. Como a definicao de Resultante foi baseado na equacao Af + Bg = 0. Se
Res(f,g,z) =0, o resultado segue do lema.Suponha pois que Res(f,g,x) # 0, aplicando-
se os mesmos métodos da demonstracao e usando o raciocinio anadlogo ao Lema 2.3.1.
Escrevendo f = agx™ 4 ...+ an, ao #0,9=>box™+...+by, by #0,A=cox™ ... +
Cm-1,B = doz" ' + ...+ d,_1, Queremos mostrar que a equacao Af + Bg = Res(f, g,x)
tem solucao, isto é que o sistema

aoCo + bodo = 0 coeficientes de "™t
ai1¢cy + apcy + bidgy + bod; = 0 coeficientes de  z"t™m2
A1Cm—1 + bmdn—1 = Res(f,g,x) coeficientes de 20

tem solucao. A forma matricial desse sistema é:

ao 0 ... 0 b() 0 ce 0
) ) Co 0
ar  ag bl b : &1 0

s Qa1 . 0 bg bl . 0
: Qo . b() ) Cp—1 . 0
Ay, bm d() - 0
0 a, L0 by : & 0
: 0 : . 0 . .

. . dnfl RGS(f,g,I)
i ap, b, |
Syl(f.9.c)

Cuja matriz de coeficientees é a matriz de Sylvester de f e g e como seu determinante é
nao nulo (por hipétese), o sistema (1) tem solugao tnica. O
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Observacao 2.3.1. Os valores dos coeficientes de A e B podem ser calculados usando-se

a regra de Cramer: C; = -det(S) em que S é a matriz transposta da matriz

Res(f, g, 1)
0

0

de Sylvester quando usamos no lugar da i-ésima coluna

=}

Res(f,g,x)

2.4 Teorema de Interseccao de Bézout

Uma das aplicagoes mais interessantes e importantes da utilizagao do conceito de
resultantes estd inserida no Teorema de Interseccao de Bézout. Este teorema fornece uma
cota superior para o nimero de solucoes de um sistema de equacoes polinomiais, através
dos produtos dos graus desses polinomios. A prova mais geral desse Teorema pode ser
encontrado em|[I0].

O teorema diz que, dados dois polinomios f e g em duas varidaveis e de graus
total n e m respectivamente, com nenhum fator em comum, a soma da multiplicidade de
intersecoes I(P, f,g) dos pontos de interse¢ao P é no maximo m-n, ou seja se intersectam
em um numero finito de pontos, em geral as curvas se intersectam no maximo em m -
n pontos ou numa infinidade de pontos distintos[I1]. Para isso monta-se uma matriz
especifica com seus coeficientes em z cujo determinante é a resultante Res(f,g,z) e os
elementos dessa matriz sao polinomios na variavel y. Demonstra-se que este polinomio é
identicamente igual a zero ou tem grau no maximo m - n.

Como Res(f,g,x) é um polinomio de grau no maximo m - n, entdo havera no
méaximo m - n raizes distintas. A multiplidade de interse¢cdo de um ponto P = (a,b) é
definido como: I(f, g, P) = 0, Se P nao é ponto comum as curvas definidas por f =0 e
g=0,el(f, g, P) = multiplicidade de b como raiz de resultante Res(f, g, x) apés feitos os
ajustes necessérios e se P nao é ponto de intersecao I(P, f,g) = 0, sendo P pertencente a
uma componente comum de f e g entdo I(P, f, g) = oo, concluindo entdo que a soma das
multiplicidades das raizes de Res(f, g, x) é no méximo m - n, pois o grau de Res(f, g, )
¢ no maximo m - n.

Seguem alguns exemplos das aplicagoes do Teorema de Bézout.

Exemplo 2.4.1. As curvas f : y — x> = 0 (pardbola) e g : 2* + 4y* = 4 (elipse) se
interceptam em 2 pontos,” fazendo z* = y, temos y + 4y* = 4,cujas raizes sio y =

—1++65 —1—1+/65 —1+65
—_— € —_— €

y = ———, substituindo em x obtém-se: x =
8 8 8

—1£V65 . . . . . .
-\ = isso exemplifica o teorema de intersecao de Bézout, pois os polinomios
f e g, ambos tem grau 2 e o produto deles é 4, ou seja, como jd foi visto, esse € o
numero mdximo de pontos que podem ocorrer na intersecao entre as curvas. 1sso pode ser
confirmado geometricamente:

Tr =
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4>~V

S

Exemplo 2.4.2. Os polinémios f = z* — 22> +22%* +62y° +y* =0 e g = 2> + 1> — 22
nao possuem componente em comum, portanto, pelo teorema da intersecao de Bézout,
esses dois polinomios possuem um numero mdzrimo de pontos, igual ao produto de seus
graus, ou seja 8 pontos. Pode-se resolver pelo resultante Res(f,g,y), ou seja: resultante

¢ fo):

1 0 222+ 6x 0 xt — 243 0
0 1 0 212 + 6z 0 at — 213
B 10 2°—2x 0 0 0 o3 2
Res(f,q,y) = det 01 0 2o 0 0 = —8z° + 16x
0 0 1 0 2 — 2 0
00 0 1 0 x? — 2 |

igulando a resultante a zero: —8x> + 1622 = 0,0btém-se v = 0 ou x = 2, substituindo os
valores de x, obtemos y = 0 tanto para x = 0 quanto para x = 2.

Também pode ser determinado geometricamente as curvas projetadas por esses
polinomios.

\]

Nota-se que a rosdcea de trés pétalas f : x* — 22° + 22%y* + 6zy* + y* = 0 possui dois
pontos em comuns com o circulo g : (x —1)* +y* — 1 =0, sdo eles: A(0,0) e B(2,0)
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Exemplo 2.4.3. Os polinomios f = 2* +y* — 2> e g = 2> + y* — 4 possuem componente
em comum, ao substituir o termo: x* +y* em g, tem-se z* = 4, logo: z =2 ou z = —2,
ou seja: (x,y,2) e (x,y,—2) gera uma infinidade de pontos em comuns. Verificando
geometricamente as curvas projetadas por esses polinomios.

Observa-se que o cilindro g : x* + y* = 4 tem infinitos pontos em comuns com o
cone f:x? +y? = 2%



CAPITULO 3

SUGESTOES DE ATIVIDADES A SEREM DESENVOLVIDAS

Apos todas essas abordagens apresentadas nos capitulos anteriores, serao sugeridas
e formuladas, nesse capitulo, as seguintes atividades para serem aplicadas em sala de aula:

3.1 Atividade 1

Prof. Marcelo Lopes Monteiro
Publico alvo: Alunos do 3° Ano do Ensino Médio.

A divisao de polinomios em duas ou mais variaveis nao sao trabalhadas no 3° ano do
Ensino Médio, porém os polinomios desse tipo sao vistos na mesma série escolar, em
geometria analitica, no formato das curvas algébricas, como por exemplo nas coOnicas:
Hipérboles, elipses, parabolas e circunferéncias. Mas como operar algebricamente com
esse polinomios? Qual a ordem a ser seguida durante uma divisao? Como devem ser or-
denados esses polinomios? Qual a motivagao e a importancia de se estudar esse conteido?

Para tentar responder essas perguntas propoe-se a seguinte atividade, seguindo os
seguintes passos:

e 1) Primeiramente o professor(a) deverd mostrar aos alunos, varios polindémios de
mais de uma variavel, dando preferéncia para aqueles cujas curvas sao mais conhe-
cidas na geometria analitica: Elipse, Pardbola, Circunfeéncia e Hipérbole. Sugestoes
de polinémios: P = 2% +y® — 62y, P = 2 +ay +y*> — 3, P = 2%yz — 2032° +4°, P =
iy — x2* —xyz + 2°, P = 2%z + 2xy — 2° + 2y e P =2(2* +9?)* — 25(2* + 7);

e 2) Em seguida o(a) discente questionara os alunos a respeito da ordem em que
devem ser escritos esses polinomios, comparando com polindmios de uma varidavel
onde os mesmos ja se acostumaram a ordenar segundo as poténcias decrescentes da
variavel, nesse caso o aluno sentira a necessidade de ordenar esses polinomios que
possuem mais de uma variavel. Certamente ocorrerao varios tipos de ordenacoes
diferentes, provenientes das respostas dos alunos;

e 3) A partir dessas diferentes respostas obtidas no item anterior, cabe agora ao
discente, explicar para a turma, os diferentes tipos de ordenamentos monomiais, es-
pecificando as ordens lexografica e a lexografica graduada, explicando o que é termo
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lider e como se verifica o grau total de cada monomio. Em seguida, os estudan-
tes deverao ordenar esses polinomios, seguindo os dois tipos de ordens monomiais
propostas;

4) Para essa etapa serd proposto aos estudantes que dividam dois polinémios se-
guindo a ordem lexografica graduada. No primeiro exemplo utilizando um divisor
e um dividendo e nos proximos exemplos, utilizando um dividendo e dois divisores.
O professor(a) questionara os alunos quanto a troca da ordem dos divisores e pedird
aos estudantes para que troquem a ordem e proceda novamente a divisao, posteri-
ormente os estudantes deverao comparar os resultados das divisoes: antes da troca
e depois da troca da ordem dos divisores. Sugestoes dos pares de polinomios para
as divisdes: a)f = 2*y*2* + 2y — yz por g = — y;

b)f=2y+ay’+y’ por fi=y*—1le fo=ay—1;

of =2 —2*y—a’z+awpor f=ay—ze fo=ay— 1.

5) Nesta dltima etapa os estudantes perceberao, através dos resultados obtidos, que
a troca da ordem dos divisores de fato, altera o resto da divisao, mas em ambas as
situagoes o dividendo nada mais é do que a combinacao linear do produto de cada
quociente com seu divisor mais o resto, e que o resto é uma soma de monomios,
sendo que nenhum dos quais ¢ divisivel pelos termos lideres de cada divisor.

3.2 Atividade 2

Prof. Marcelo Lopes Monteiro
Publico alvo: Alunos do 3° Ano do Ensino Médio

A proposta é trazer para a sala de aula, os seguintes questionamentos: como proceder
para achar os pontos de intersecao de duas curvas f e g, formadas por polindomios com
mais de uma variavel? Por exemplo: como encontrar a interseccao entre uma hipérbole e
uma circunferéncia? E possivel verificar graficamente essas intersegoes?

Com a intencao de responder esses questionamentos, propoe-se a seguinte ativi-

dade, para cada grupo de 05 estudantes, seguindo os seguintes passos:

e 1) Cada grupo de estudantes recebera do professor, um sistema de equagdes com
duas curvas f e g, cada grupo com duas curvas diferentes, sugestoes para a dupla
de curvas:

— Grupo 1: f=a2*4+9y*> -2z eg=19y>—x;

Grupo 2: f=2*+zy> —y? e g = 2* — 2y;
— Grupo 3: f=a*+y* —deg=ay—1;

Grupo4: f=2>4+y*=2eg=2—y;
— Grupo 5: f=2*+yeg=y— 2%

Grupo 6: f=y—xeg=y>—xy;

Os grupos resolverao o sistema, utilizando o método da resultante;
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e 2) Resolvendo o determinante da matriz de Sylvester, contendo as duas equagoes
com coeficientes em x ou em y (com o objetivo dos alunos perceberem qual a melhor
op¢ao de escolha da varidvel fixada), igualando esse determinante a zero, os alunos
verificarao a quantidade de pontos da interseccao desse sistema;

e 3) Nessa etapa, o grupo utilizard o software Geogebra, que pode ser acessado por
smartphones, tablets ou computadores, e verificar geometricamente os pontos de
intersecgoes (caso existam esses pontos em comuns);

e 4) Ao final da atividade, os professor(a) deverd reunir o que cada grupo fez, verificar
as resolucoes, comparar os resultados e propor uma discursao entre os grupos, com
base nos diversos resultados encontrados, para que os estudantes percebam a relagao
existente entre a resultante e os pontos de intersec¢cao de um sistema de polinomios,
além das percepcao da importancia da Teoria das Resultantes, como uma ferramente
bastante 1til nesse processo.

3.3 Atividade 3

Prof. Marcelo Lopes Monteiro
Publico alvo: Alunos do 3° Ano do Ensino Médio

Um dos contetddos raramente abordados no Ensino Médio é o M.D.C. entre dois po-
linomios com uma variavel e quando se aborda, geralmente se remete a técnica das di-
visoes sucessivas, porém existem outros meios de obter esse maximo divisor comum, como
por exemplo a teoria dos Resultantes. Quando a resultante é nula, os polindmios tem um
fator comum, portanto o polindmio possui raizes comuns, mas quando a resultante nao é
nula, os polindomios nao possuem raiz em comum, sao primos entre si, ou seja, o M.D.C. é 1

Para que os estudantes percebam isso, propoe-se a seguinte atividade, seguindo o
passo a passo:

e 1) O professor(a) apresentard para os alunos, um par de polinémios f e g de uma
variavel, comeando com polindmios bem simples, de graus menores, o professor vai
aumentando e diversificando os graus de cada polinémio (pelo menos até o 3 grau
pra nao dificultar muito o célculo da resultante). Sugestoes de pares de polinomios:
f=a*~leg=a—-1;f=2"-20+3eg=0"—4f=a>-leg=a—2
finalizando com f = —a® 4+ 22% e g = 22 + 5;

e 2) Os alunos resolverao através do calculo da resultante. Caso a resultante seja
nula, os polindmios tem um fator comum, caso a resultante nao seja nula, entao o

M.D.C. ¢é 1.

e 3) Apds os cédlculos das resultantes e as verificagoes da existéncia ou nao de fator
comum, os alunos determinarao algebricamente o M.D.C' através da fatoracao dos
polindmios, ou entao geometricamente, utilizando o software Geogebra;

e 4) Nesta ultima etapa, os estudantes deverao comparar os resultados obtidos, uti-
lizando a técnica das divisoes sucessivas para encontrar o maximo divsor comum,
confirmando assim que realmente obtém-se os mesmos resultados.



CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

O intuito desse trabalho, foi de ampliar os conhecimentos dos estudantes em relagao
as divisoes polinomiais. Esse topico é trabalhado na educagao basica apenas como mais
uma das operacoes algébricas, ao lado da adicao, subtracao e multiplicacao; Além disso
aborda-se apenas divisoes com polinomios de uma tinica variavel.

No entanto, muitas aplicacoes, inclusive na proépria dlgebra, sao desenvolvidas
através da divisao de duas ou mais variaveis, que nao sao trabalhadas no ensino médio.
Como exemplos dessas aplicagoes, temos: a solucao de um sistema de equagoes nao line-
ares de duas variaveis, o calculo do M.D.C. entre dois polindmios e outros exemplos que
foram abordados, utilizando a divisao polinomial.

O entendimento sobre ordens monomiais, divisao de polinomios de duas ou mais
variaveis, resultante, Teorema de intersecao de Bézout e as aplicagoes de todos esses
conceitos, sao de fundamental importancia para a eficacia desse aprendizado. Vale lem-
brar que todos esses itens devem ser trabalhados em sala de aula, com uma linguagem
matematica clara e acessivel, para o aluno do ensino médio.

Com a finalidade de alcancar o objetivo e a eficicia na aprendizagem de novos
conhecimentos a respeito do estudo dos polinomios, foi exibido o algoritmo da divisao de
polinomios de duas ou mais variaveis e como dividi-los, simultaneamente por dois ou mais
divisores, definindo suas estratégias de resolucao.

Também foi introduzido o conceito de resultante, explicando a sua importancia e
aplicabilidade na solugao de um sistema composto por polinémios de varias variaveis, es-
pecificamente nas interse¢oes de curvas, bem como a sua utilizagdo como uma ferramanta
fundamental para os problemas relacionados ao teorema de intersecao de Bézout.

A introdugao, em sala de aula, desses novos topicos dentro do contexto das divisoes
proporcionarao um ganho de conhecimento para os estudantes, que poderao utilizar essas
abordagens n resolucao de problemas envolvendo outros tépicos dentro do préprio estudo
dos polinomios ou em outros temas recorrentes da matemaéatica. Posteriormente ficou es-
tabelecida uma conexao com a Geometria Analitica, ao identificar as possiveis intersecoes
entre duas curvas (ex: Hipérbole e circulo) no plano.

De um modo geral, os objetivos deste trabalho foram alcancados de maneira sa-
tisfatéria, considerando o fato de poder transmitir aos estudantes do 3° ano do Ensino
Médio uma nova abordagem para um conteido tao importante e recorrente no ensino
basico, o que tornou enriquecedora essa nova ”leitura’dos co onteidos trabalhados.
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