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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos as defini¢oes de dominio de integridade, dominio euclidi-
ano, dominio de ideais principais e dominio de fatoragao tinica e provamos as implicagoes
Dominio Euclidiano = Dominio de Ideais Principais = Dominio de Fatoracao Unica.
Verificamos que o conjunto dos inteiros de Gauss é um dominio de fatoragao tnica, en-
contramos seus elementos primos e descrevemos diversas propriedades desse conjunto,
aplicando-as especialmente para descrever, de maneira completa, as ternas pitagoricas e
para calcular o nimero de maneiras de representar um inteiro como soma de dois qua-
drados. Verificamos também que o conjunto dos inteiros de Eisenstein é um dominio de
fatoracao unica, também encontramos seus elementos primos e aplicamos as propriedades
desse conjunto para descrever a forma geral de uma terna de inteiros que sao lados de
um triangulo com um angulo de 60°. Apresentamos a forma geral dos anéis de inteiros
de @[\/E] e, para o caso d < 0, exibimos todos os valores de d que tornam esse anel
um dominio de fatoracao tinica. Por fim, aplicamos a teoria desenvolvida para resolver

diversos problemas de olimpiadas de matematica.

Palavras-chave: Inteiros algébricos. Inteiros de Gauss. Inteiros de Eisenstein. Fatoragao

unica. Resolucao de problemas.



ABSTRACT

In this paper, we present the definitions of integral domain, euclidean domain, principal
ideal domain and unique factorization domain and we prove the implications Euclidean
Domain = Principal Ideal Domain = Unique Factorization Domain. We check that the
set of Gaussian integers is a unique factorization domain, we find its prime elements and
we describe several properties of this set, applying them especially to describe, comple-
tely, the Pythagorean triples and to calculate the number of ways one can write an integer
as a sum of two squares. We also check that the set of Eisenstein integers is a unique
factorization domain, we also find its prime elements and we apply the properties of this
set to describe the general form of a triple of integers that are sides of a triangle with an
angle of 60°. We present the general form of the integers of Q[v/d] and, for d < 0, we
exhibit all values of d for which this ring a unique factorization domain. Lastly, we apply

the developed theory to solve several problems of mathematical olympiads.

Keywords: Algebraic integers. Gaussian integers. Eisenstein integers. Unique factori-

zation. Problem resolutions.
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1 INTRODUCAO

Por vezes estamos interessados em encontrar solucoes inteiras para uma equagao
polinomial, ou seja, solucionar uma equacao diofantina. Esta ideia foi a base do que
é considerado o problema mais famoso e duradouro da matematica, o iltimo teorema
de Fermat, conjecturado no século XVII por Pierre de Fermat. A busca por provas ou
contraprovas desse resultado foi determinante no desenvolvimento da teoria algébrica dos
nimeros, permitindo estabelecer-se diversas ferramentas poderosas e sofisticadas, muito
contributivas para a matematica moderna.

Este trabalho procura reunir propriedades e técnicas de conjuntos dotados de uma
certa estrutura algébrica, para utiliza-las na resolucao de diversos problemas em Z que
seriam, no minimo, trabalhosos se resolvidos utilizando apenas a aritmética dos inteiros.

Na primeira secao, abordamos algumas defini¢oes e aspectos gerais de Algebra, no
que diz respeito a anéis, dominios de integridade, dominios euclidianos, dominios de ide-
ais principais e dominios de fatoragao unica. O principal objetivo dessa secao é provar
que todo dominio euclidiano é um dominio de ideais principais e todo dominio de ideais
principais é um dominio de fatoracao tnica, para que possamos, ao provar que determi-
nado anel é um dominio euclidiano, usar a propriedade da fatoracao tinica na solugao de
diversas situagoes. Nas duas secoes que se seguem, trabalhamos para mostrar dois casos,
extremamente tteis, de dominios euclidianos, e expor algumas aplicagoes da fatoragao
Unica nesses dominios.

Na quarta secao, discutimos brevemente a forma geral dos inteiros algébricos de
Q[\/ﬁ] e encontramos alguns casos em que este anel de inteiros possui fatoracao inica. Na
ultima secao, realizamos o principal objetivo do trabalho, que é aplicar as propriedades
dos inteiros algébricos que possuem fatoragao tnica para a resolucao de diversos problemas
de olimpiadas de matematica, especialmente a resolucao de algumas equacoes diofantinas

nao lineares.
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2 ANEIS, IDEAIS E DOMINIOS

Antes de tratar das definicoes que, de fato, interessam nesta secao, torna-se necessario
rever algumas defini¢oes elementares de algebra.
Nesta se¢ao, bem como em todo o restante do trabalho, o conjunto dos inteiros nao

negativos seréa denotado por Z. .

2.1 Definigoes preliminares

Definicao 2.1. Um conjunto nao vazio A munido de duas operacgoes bindrias, + chamada

adicao e - chamada multiplicacao, € dito um anel quando goza das sequintes propriedades:

(1)) a+ (b+c)=(a+b)+cVa,bce A
(ii)) a+b=>b+a,Va,be A
(111) Je € A tal quea+e=e+a=a,Ya € A
(iv) Ya € A,Fb€ A tal quea+b=b+a=e
(v) a-(b-¢c)=(a-b)-c,Va,b,ce A
(vi) a-(b+c)=a-b+a-c,(b+c)-a=b-a+c-a,Va,b,c € A.
Diremos que A € uma anel comutativo se além de ser um anel gozar da propriedade
(vii) a-b=1"0-a,Ya,b e A
Se um anel A gozar da propriedade
(viii) 3u € A tal que a-u=wu-a=a,Va € A
entao ele é dito um anel com identidade.
Um subconjunto S C A que seja fechado para as operagoes de A e que ainda seja um anel

é dito um subanel de A.

Desde que nao haja ambiguidade, o produto a - b, por simplicidade, sera denotado por
ab. O elemento e, descrito em (%ii) é unico, serd chamado o elemento nulo de A e serd
denotado por 0. O elemento b, descrito em (iv) também é unico, serd chamado o simétrico
de a e serd denotado por —a. O elemento u, descrito em (viii), desde que exista, é tinico,
sera chamado o elemento identidade de A e serd denotado por 1. O leitor pode encontrar
facilmente, em livros como (GARCIA and LEQUAIN| (2003)), demontragoes da unicidade
dos elementos descritos nesse paragrafo e de que o produto do elemento nulo por qualquer

elemento de A é o proprio elemento nulo.

Definicao 2.2. Em um anel com identidade A, um elemento u € dito uma unidade quando
¢ invertivel, isto €,

dx € A tal que xu = ux = 1.
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Definicao 2.3. Dado um anel comutativo A, um ideal de A € um conjunto nao vazio
I C A que goza das propriedades:

(i) 1 € fechado para a adi¢ao.

(ii) ax = xa € I,Ya € I,Vx € A.

Definicao 2.4. Dado um anel comutativo A, o ideal gerado por um subconjunto finito

{ai,as,...,a,} de A é
I(ay,aq,...,a,) = {a121 + asws + ... + apx, tal que x1,x9,. .., 2, € A}.

Se I for gerado por um conjunto unitdrio, entdo I € dito um ideal principal.

Definigao 2.5. Seja I um ideal de um anel comutativo A, com I # A.
(1) Se ab € I implicar em a € I ou b € I dizemos que I é um ideal primo.

(2) Se os unicos ideais de A contendo I sio I e A dizemos que I é um ideal mazimal.

Proposicao 2.1. Seja A um anel comutativo com identidade. Se I C A é um ideal

mazimal, entao I € um ideal primo.

Demonstragao. Sejam a,b € A tais que ab € I. Suponha a ¢ I, devemos mostrar que
bel.

Para tanto, tome J o ideal gerado por I U {a}. Como I C J, tem-se J = A. Desta
forma, 1 € J e existem m,n € A e z € I, tais que am + zn = 1. Multiplicando a equacgao

anterior por b, obtemos
(abym + z(bn) = b.

Portanto, b € I e I é um ideal primo.
O

Definicao 2.6. Um anel comutativo com identidade é dito um dominio de integridade,

ou stmplesmente um dominio, quando nao possui divisores de 0, isto €,
ab=0<a=0 oub=0.

Uma propriedade importante dos dominios integrais é a existéncia de uma lei de cancela-

mento como descrita na proposicao a seguir.

Proposigao 2.2. Seja R um dominio e sejam a,b,c € R, com a # 0. Entao

ab=ac=b=c.
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Demonstracao.
ab=ac=a(b—c)=0.

Como R é um dominio e a # 0, temos b — ¢ = 0 e, consequentemente, b = c.
]

Definicao 2.7. Um corpo é um dominio R no qual todo elemento nao nulo € invertivel,
isto €,
Va € R\ {0},3b € R tal que ab = 1.

Neste caso, b € dito o elemento inverso de a e pode ser denotado por a™*.

Em outras palavras, um corpo é um dominio onde todo elemento nao nulo é uma unidade.

2.2 Dominios euclidianos

Primeiramente, dado um dominio de integridade R, vamos definir uma norma sobre R.

Definicao 2.8. Uma norma em um dominio R é qualquer fun¢ao N : R — 7.

Se N(z) > 0,Vx € R,z # 0, dizemos que N é uma norma positiva.

Vale perceber que, dada a definicao acima, é possivel estabelecer iniimeras normas sobre
o mesmo dominio R. Inclusive, dado qualquer dominio, a fungdo N(x) = 0,Vz, define

uma norma trivial sobre R, chamada de norma nula.

Definicao 2.9. Um dominio euclidiano é um dominio de integridade R munido de uma
norma N que goza da sequinte propriedade: Dados a,b € R, com b # 0, existem q,r € R
tais que a = qgb+r, comr =0 ou N(r) < N(b).

A ideia por trés desta definicao é estabelecer uma estrutura similar a encontrada em Z
sobre outros dominios de integridade R, sempre que possivel. De fato, Z é um dominio
euclidiano com a norma N(z) = |z|; a demonstracao para este fato é facilmente encon-
trada em qualquer livro de &lgebra elementar, como GARCIA and LEQUAIN] (2003).
Além disso, todo corpo K é um dominio euclidiano, no qual qualquer norma serve, pois
dados a,b € K, com b # 0 temos a = ab~'b+0. Desta forma, basta tomar ¢ = ab™!,r = 0.

Proposicao 2.3. Se R é um dominio euclidiano, entdo todo ideal I C R € principal.

Demonstracao. Sejam R um domino euclidiano e I C R um ideal. Se I é o ideal nulo,

nao ha nada a provar.
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Se I nao é o ideal nulo, considere o conjunto A = {N(z);z € I \ {0}}. Tem-se que
A é um subconjunto de Z limitado inferiormente. Logo, A possui um menor elemento,
isto é, existe um elemento de menor norma nao nula d € I.

Provaremos que I = I(d). A inclusao I(d) C I decorre imediatamente das definigoes
de ideal e ideal principais. Para a inclusao I C I(d), usaremos o fato de que R é um
dominio euclidiano.

Dado a € I existem ¢, € R tais que a = gd + r, com r = 0 ou N(r) < N(d).
Obviamente, gd € I(d) C I. Dai, r = a —qd € I. Como d é o elemento de menor
norma nao nula, segue que r = 0. Devemos ter entdao a = qd € I(d), completando a
demonstracao.

O

2.3 Dominios de ideais principais

Definicao 2.10. Um dominio R € dito um dominio de ideais principais quando todo ideal

de R € principal.
A Proposicao [2.3] garante que todo dominio euclidiano é um dominio de ideais principais.

Proposicao 2.4. Seja R um dominio de ideais principais e sejam a e b elementos nao
nulos de R. Se d € um gerador do ideal principal gerado por a e b, entao
(1) d é um mdzximo divisor comum de a e b, isto €, d |a ed|b e, sed € tal qued | a
ed | b, entio d | d.
(2) d pode ser escrito como uma combina¢ao R-linear de a e b, isto €, existem x,y € R
tais que
d=ax + by.

(3) d é inico a menos de uma multiplicacao por uma unidade.

Demonstracao.
(1) Basta perceber que I(a),1(b) C I(a,b) = I(d). Entdao d | aed | b. Além disso, como
I(d) = I(a,b) é o menor ideal que contém I(a) e I(b), dado d’ tal que I(a),I(b) C
I(d') entao I(d) C I(d’). De outra forma, se d’ ¢é tal que d' | a e d' | b, entdao d’ | d.
(2) Obviamente, d € I(a,b). Segue imediatamente da definicao de I(a,b) que existem
x,y € R tais que d = ax + by.
(3) Suponha I(d) = I(d') = I(a,b). Podemos assumir d e d’ nao nulos. Assim,

del(d)=d=axd, 3z €R.

del(d)=d=yd3yeR.
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Dai,
d=zyd=d(l —2y) =0=zy = 1.

Portanto, x e y sao ambos unidades.
]

Note que a implicagao d(1 — zy) = 0 = zy = 1 s6 é verdadeira porque d # 0 e R é um

dominio.

Definicao 2.11. Seja R um dominio.
(1) Um elemento ndo nulo r € R que ndo é uma unidade € dito irredutivel em R se,
sempre que v = ab, com a,b € R, entdo ou a ou b € uma unidade.
(2) Um elemento p € R € dito primo em R se o ideal gerado por p, I(p), é um ideal
primo. Em outras palavras, p € R nao nulo é dito primo se nao é uma unidade e

sempre que p | ab, com a,b € R, tem-se p | a oup|b.

Proposicao 2.5. Em um dominio de integridade todo elemento primo é irredutivel.

Demonstragao. Seja R um dominio e seja p € R tal que I(p) é um ideal primo. Dali,
ab =p € I(p) = a € I(p) oub € I(p). Digamos que a € I(p). Entao, existe r € R tal
que a = pr. Dai, p = (pr)b = p(rb) = 1 = rb. Logo, r e b sdo unidades e, portanto, p é
irredutivel.

]

A condicao de R ser um domino é realmente necessaria e foi utilizada no cancelamento
p = (pr)b = p(rb) = 1 = rb. Em geral, ndo é verdade que todo elemento irredutivel seja
primo. Por exemplo, na secgao [5| deste trabalho veremos que 2 é irredutivel em Z[v/—3],
mas nao é primo neste dominio. No proximo resultado sera mostrada a condi¢ao usual

para que um elemento irredutivel seja primo sobre um dominio R.

Proposicao 2.6. Em um dominio de ideais principais um elemento € primo se, e somente

se, € irredutivel.

Demonstracao. Na Proposicao mostramos que, em um dominio R, se p € R é primo
entao p ¢ irredutivel. Resta-nos mostrar que, sendo R um dominio de ideais principais,
se p é irredutivel, entdao p é primo, isto é, I(p) é um ideal primo.

Suponha p irredutivel e seja M um ideal que contém I(p). Por hipdtese, M é
principal, isto é, existe m € R tal que M = I(m). Como p € I(p) C I(m), temos
p = rm. Mas p é irredutivel, entdo ou r ou m é unidade em R, isto é, ou I(m) = I(p)

ou I(m) = I(1) = R. Assim, os tnicos ideais de R contendo I(p) sdo I(p) e R. Portanto,
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I(p) é um ideal maximal. Logo, I(p) é um ideal primo (Proposigao [2.1).
O

A Proposicao nos da uma forma alternativa de provar que um dominio R nao é um
dominio de ideais principais, bastando provar que existe um elemento irredutivel que nao

é primo. Por exemplo, Z[v/—3| ndo é um dominio de ideais principais.

2.4 Dominios de fatoracgao tnica

Nesta subsecao provaremos que todo dominio de ideais principais é um dominio de fa-

toracao unica. Em particular, todo dominio euclidiano é um dominio de fatoracao unica.

Definicao 2.12. Um dominio de fatoragao unica é um dominio de integridade no qual
todo elemento nao nulo r € R que nao € uma unidade goza das duas propriedades sequin-
tes:
(1) r pode ser escrito como produto finito de elementos irredutiveis p; de R (ndo neces-
sariamente distintos), r = pipa . .. Py.
(2) A decomposicio descrita em (1) € unica, a menos da ordem dos fatores e de mul-
tiplicagoes por unidades, isto €, se v = qiqa...qm, onde cada q; € um elemento
wrredutivel de R, entao m = n e hd uma reordenacao dos indices j tal que q; = u;p;,

onde u; € uma unidade de R.

Um exemplo trivial de dominio de fatoragao tinica é um corpo, pois neste todo elemento

nao nulo é unidade, logo nao ha um elemento que contrarie o disposto na definicao acima.

Teorema 2.1. Todo dominio de ideais principais é um dominio de fatoracdao unica. Em

particular, todo dominio euclidiano é um dominio de fatora¢ao unica.

Demonstracao. A segunda afirmagao segue diretamente da primeira, ja que todo dominio
euclidiano é um dominio de ideais principais (Proposi¢ao .

Seja R um dominio de ideais principais e seja r € R um elemento nao nulo que
nao é uma unidade. Devemos mostrar que r pode ser escrito como produto finito de
elementos irredutiveis de R e depois mostrar que esta decomposicao ¢ unica, a menos de
multiplicagoes por unidade.

Se r é irredutivel, nao ha nada a fazer. Senao, por definicao existem r,79 € R,
onde ambos sao nao nulos e nao sao unidades, tais que r = ryr,. Se r1,79 € R sao
ambos irredutiveis entao r se escreve como produto finito de irredutiveis. Supondo rq
redutivel, entao existem ry1,719 € R, onde ambos sao nao nulos e nao sao unidades, tais

que 1, = r11712. Devemos mostrar que apos uma quantidade finita de etapas obtemos
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apenas elementos irredutiveis. Suponha que este processo nao termine apds um nimero
finito de etapas, entdo encontrarfamos uma sequéncia de inclusoes préprias I(r) C I(ry) C
I(r11) C ... C R. Mostraremos que esta sequéncia nao pode ser infinita.

Dada uma sequéncia infinita de ideais I; C Iy C ... € R, seja I = U°,1;. Como
R é um dominio de ideais principais, existe a € I tal que I = I(a). Mas, pela defini¢ao
de I, temos a € I, para algum n. Dai, I,, C I = I(a) C I,, donde I = I,, e a sequéncia
I, C I, C ... C R ¢ estacionaria a partir de [,,. Logo, nao podemos ter uma sequéncia
ascendente infinita de inclusoes préprias em um dominio de ideais principais. Portanto, a
sequéncia I(r) C I(ry) C I(ry1) C ... C R ¢ finita e o processo de decomposigao termina,
isto é, r pode ser escrito como produto finito de irredutiveis.

Resta-nos mostrar que a fatoracao é unica. Para tanto, sejam r = pips...p, €

T = q1q2 - . - ¢, duas fatoragoes de r, onde cada p; e cada ¢; ¢ irredutivel. Entao,

PID2 - Pn = Q1q2 - - - Gm- (1)

Como R ¢ um dominio de ideais principais, entao cada p; e cada g; sao elementos primos.
Dali,
plr=p|qg,35€{1,2,...,m}.

Sem perda de generalidade, suponha p; | ¢, isto é, ¢; = uip;. Segue da irredutibilidade

de g1 que u; é uma unidade. A equacao 1| torna-se

PipP2 .. -Pn = U1P142 - - - Qm.-

Aplicando o cancelamento,

P2...Pn =U1G2 ... Qmp-

Como o cancelamento é uma associacao 1 — 1 dos p; com os ¢, se tivéssemos m # n
terfamos um produto de irredutiveis resultando em uma unidade. Logo, deve-se ter m = n
e, nesse caso, o cancelamento é uma associacao bijetiva, sendo portanto ¢; = w;p;, Vi €
{1,2,...,n} (a menos de reordenagao). Isso termina a demonstragcao.

m

O Teorema [2.1| garante que Z é um dominio de fatoragao unica, uma vez que é um dominio
euclidiano.

De fato, temos

Dominio Euclidiano = Dominio de Ideais Principais = Dominio de Fatoracao Unica.

Realmente, as implicacoes acima nao sao equivaléncias, mas nao é muito facil encontrar
contraexemplos. Mesmo assim, a seguir daremos um contraexemplo para a reciproca de

cada implicagao, podendo o leitor conferir a verificagao destes fatos em (DUMMIT and
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FOOTE, [2004)

Exemplo 2.1. (a) Z [1 + X ;19} é um dominio de ideais principais que nao é um dominio
euclidiano.

(b) Z[x] é um dominio de fatoragao tinica que nao é um dominio de ideais principais.

A partir da préxima secao, trabalharemos com dominios integrais que mostraremos ser
dominios euclidianos, a fim de poder futuramente utilizar suas propriedades de fatoracao

unica e dominio de ideais principais para resolver problemas.



19

3 INTEIROS DE GAUSS Z[i]

Nesta segao iremos mostrar que Z[i] é um dominio euclidiano e, consequentemente, um
dominio de fatoracao unica. Estes resultados serao amplamente utilizados na resolucao

dos problemas da Se¢ao [0]

3.1 Definigoes e resultados preliminares

Definimos o conjunto dos inteiros de Gauss como o subconjunto dos complexos Z[i] =
{a + bi;a,b € Z}, onde i* = —1. Como Z ¢é um subanel de R, tem-se que Z[i] é um
subanel do corpo R[i] = C, sendo, portanto, um dominio.

As operagoes usuais, que tornam C um corpo e Z[i] um dominio sao

(x4 yi)+ (z +wi) = (x+2) + (w+w)i
(x +yi)(z +wi) = (xz — yw) + (2w + yz2)i.

Além disso, Z[i] herda de C a definigao de conjugado (dado a = z + yi € Z][i], defi-
nimos @ = x — yi, o conjugado de a), que possui diversas propriedades. Em particular,

dado a =z +yi € Z[i], temos a +a =2z € Z,aa = 2> +y* € Ze,se 2 €L, Z = 2.

Proposigao 3.1. Dados a,b € Z[i], temos

Demonstrag¢ao. Sejam a = x + yi, b = w + 21, entao
M a+tb=(r+w)+(y+z2)i=@+w)—(y+2)i=(v—yi)+(w-—=zi)=a+b.
(II) ab = (2w — yz) + (z2z + yw)i = (zw—yz) — (zz+yw)i = (2w —yz)+(—rz —Yyw)i =

(z —yi)(w — zi) =a-b.
[

Em Z[i], assim como em Z, dizemos que a divide b e escrevemos a | b quando existe ¢ tal

que b = ac.

Exemplo 3.1.
(I) (14+4) ]2, pois (1 +1i)(1—1)=2.
(IT) (1+74) 1 (14 21), pois caso contrario existiria x + yi com x,y € Z tal que (z + yi) +

(1+14) =1+ 2i. Entao
r—y=1
r+y=2

Dai, 2z = 3, o que ¢é absurdo.
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Proposigao 3.2. Dados a,b € Z[i], se a | b entdo @ | b. Em particular, se b € Z entdo
alb=alb.

Demonstracao. Sejam a,b € Z[i]. Se a | b entao existe ¢ € Z[i] tal que b = ac. Desta
forma, b = @c = @ - . Logo, @ | b.

Em particular, se b € Z entdo b = b. Portanto, a | b=a | b= b.

3.2 Norma e unidades

Dado a = x + yi € Z[i], temos aa = z* + y*. Desta forma, a-a € Z,,Va € Z]i]. Assim,
N(z) = z-%,Vz € Z[i] define uma norma natural sobre Z[i]. Vale notar que a | N(a),Va €
Z[i] e que o fato de a - b = @- b acarreta N(ab) = (ab)(ab) = abab = (aa)(bb) = N(a)N(b),
ou seja, a norma N é multiplicativa. Além disso, a Proposicao diz, em outras palavras,
que se a | bentao N(a) | N(b). Ainda, se a = z+yi € Z[i]\ {0} temos N(a) = 2> +y* > 1.
Assim, dado b nao nulo, tem-se N(ab) > N(a),Va € Z][i].

Exemplo 3.2. Anormade 1+ié N(1+1)=(1+4)(1 —i)=1>+12=2.
A norma de 3 — 57 é N(3 —5i) = (3 —5)(3+ 5i) = 32 + 5% = 34.

Proposicao 3.3. Sejam m € Z\ {0} e a € Z[i]. Se a | m, entdo existe um racional nao

nulo k tal que 7 = ka.

Demonstracao. Das propriedades operatorias do conjugado segue que
m=af=>m=m=a-p.

Dali,

Portanto,

]

De maneira andloga ao que ocorre em Z, as unidades em Z[i] sao todos os elementos
invertiveis z € Z[i], ou seja, todos os elementos z € Z[i] para os quais existe 2z’ € Z][i] tal

que z-2' = 1.
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Proposicao 3.4. As unicas unidades de Z[i] sao 1,—1,i e —i.

Demonstragao. Se z é unidade em Z[i] entao existe 2’ € Z[i] tal que zz’ = 1, mas isto
implica N(zz') = N(2)N(2') = N(1) = 1. Dali, deve-se ter N(z) = N(2') = L.
Sendo z = x + yi devemos ter 2> +y?> =1. Dal, z =+l ey=0ouz=0ecy = %1.
Logo, z € {1,—1,4, —i}.
[

Observe que

N(z) =1= 2z =1 = z ¢ unidade.

Dai, z € Z[i] é unidade se, e somente se, N(z) = 1.
Assim como em Z, diremos que a € Z[i] é redutivel quando este puder ser escrito
como produto de fatores b, ¢ € Z[i], onde ambos nao sao unidades, isto é, N(b), N(c) > 1.

Desta forma, o Exemplo mostra que 2, apesar de ser primo em Z, é redututivel em Z[i].

Exemplo 3.3.

1+ é irredutivel em Z[i], pois
(x+yi)(z+wi)=1+i= N(z+yi)N(z+wi) = N(1+1i)=2.

Como 2 é irredutivel em Z,, tem-se que N(z +yi) =1 ou N(z +wi) =1, isto é, z +yi é

uma unidade ou z + wi é uma unidade.

3.3 Z]i] é um dominio euclidiano

Vamos, nessa subsegao, ver como fuciona a divisao euclidiana em Z[i]. Mas antes vamos
descrever o conjunto Q[i] = {s + ti;s,t € Q}. Q[i] é, naturalmente, um subcorpo de
C que contém Z[i]. Além disso, todo elemento de Q[i] pode ser visto como uma fragao
de elementos de Z[i] com denominador nao nulo e vice-versa. Também naturalmente, as
defini¢oes de norma e conjugado em Q[i] coincidem com as de Z[i].

O conjunto Q[é] nos darda um suporte valioso no que se segue sobre a divisao eucli-

diana em Z[i].

Teorema 3.1. Z[i] é um dominio euclidiano.

Demonstragao. Precisamos mostrar que, dados «, 5 € Zli], existem q,r € Z[i] tais que
a=qf+r, com N(r) < N(B).
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Sejam o =z +yi e f =m + ni, com § # 0. Em Q[i] temos

Q af (w4 yi)m—mni) azmtyn—zanit+ymi rTm+yn ym-—an.

B~ NQB) m? + n? m? + n? mEtn? | mEin?

Se escrevemos a = g8 + r com ¢, r € Z[i] entao temos em Q]

rza—qﬁzﬁ(%— >

- (s(34)) - -1

A fim de tornar o valor de N(r) pequeno, devemos tomar ¢ suficientemente préximo de

Dai,

5= ij;jg’; + Lo—r7i. De fato, tomando ¢ = a + bi onde a ¢ o inteiro mais préximo de
fg;ifg e b é o inteiro mais préximo de Z;’:erfl?z teremos

rm 4+ yn 1 |ym —an b<1

— 7 gl <, |TF——— —b| < —.

m?2 + n? 27 | m2 +n? 2
Dali,

M) = NN (5= a) <N ((%) + (%)) -9 ne

Perceba que ¢ é escolhido em Z[i] e que 7, apesar da escrita carregada, é a — ¢f3. Logo
r € Z[i]. Portanto, o resultado estd demosntrado.

]

Note que os argumentos utilizados na demonstragao mostram a existéncia da divisao eu-
clidiana, mas nao garantem a unicidade de quociente ou resto. A unicidade, de fato, nao

¢ verdadeira. O exemplo a seguir ilustra essa situagao.

Exemplo 3.4. Neste exemplo vamos exibir dois pares diferentes de quociente e resto para

uma mesma divisao de inteiros de Gauss.
15+ 19 = (10 — 24)(1 4 24) + (1 +4).

Como N(1+1i) =2 <5 = N(1+ 2i), a expressao acima ¢ uma divisdo euclidiana de
15 4+ 197 por 1 + 2¢ obtendo quociente 10 — 2¢ e resto 1 + .
De outro modo,
15 + 19i = (11 — 20)(1 + 23) + (—1).

Como N(—i) =1 < 5 = N(1+2i), a expressao acima é uma divisdo euclidiana de 15+ 19i

por 1 + 2¢ obtendo quociente 11 — 27 e resto —1.
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Como consequéncia do Teorema e do Teorema temos que Z[i] é um dominio de
ideais principais e um dominio de fatoracao tnica. Assim, m € Z[i] é primo se, e somente
se, ¢ irredutivel.

Dizemos que dois inteiros de Gauss « e § sao coprimos (ou relativamente primos)
quando todo divisor comum destes é unidade. Além disso, dizemos que v é maximo divi-

sor comum de « e 5 quando vy | a, v | Besed étal que d | e d | B, entdo § | 7.

Proposicao 3.5. Qualquer que seja z € Z com |z| # 1 os inteiros de Gauss z+1i e z — i

840 COpPrimos.

Demonstracao. Se v é um divisor comum de z+i e z —i, entdo v | [(z+1) — (2 —1)] = 2i.
Segue que 7 | 2. Se fosse v = 2, terfamos 2 | (z + i), o que é absurdo.

Como 7 | 2 = —i(1+1i)* e 1 +i ¢ irredutivel (logo primo), tem-se que v | (1+14). Se
fosse v = 1+ terfamos z+i = (x4 yi)(1+1), z—i = (x —yi)(1 —i) = —i(x —yi)(1+1) =
(y — xi)(1 + 1), para algum x + yi € Z[i]. Dali, terfamos

r—y==z rT+y==z
e
r+y=1 y—x=-—1
de onde encontramos z = 1, contradizendo o fato de |z| # 1. Portanto, v tem que ser

uma unidade. Consequentemente, z + i € z — ¢ SA0 COpPrimos.
]

Observe que 1 — zi = —i(z+14) e 1 4+ zi = i(z — i) e, portanto, o resultado acima também

é valido para os nimeros 1+ z7 e 1 — z1.

Proposicao 3.6. Se x € Z ¢ impar, entao x + 21 e x — 21 $a0 coprimos.

Demonstragao. Se d € Z[i] é um divisor comum de = + 2i e x — 2i, entdao d | 4i =
(x +2i) — (x — 21). Logo, d | 4 =22 = —(1+14)*. Como 1+ i é irredutivel (portanto,
primo) e Z[i] tem fatoracao tnica, existe uma unidade u € Z[i] e um natural n € {0, 1}
tais que

d=u(l+14)" 3Ine{0,1,2,3,4}.

Como —i(1 +14)? = 2z + 2i, tem-se que n € {0, 1}.
Suponha n = 1, entao 1+ | x+ 24, isto ¢, existe a+bi € Z[i] tal que (a+bi)(1+1i) =
(x + 2i). Dai,

a—b==x L
{ = 2a =z + 2 = 2|z (absurdo, pois z é impar).
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Logo, 1 +i1x + 2i.
Portanto, n = 0 e d é uma unidade, concluindo que x + 2¢ e © — 2¢ sao coprimos .

]

Proposicao 3.7. Se «a e (3 sdo inteiros de Gauss coprimos e af = a™ para algum a € Z][i],

entao existem inteiros de Gauss v e § tais que a« =" e f =0"

Demonstragao. Sejam o = pi'ps*...ppF e f = qll’lqg2 ...¢b as fatoragoes em primos de

a e 3. Como a e 3 sao coprimos entao p; # ug; quaisquer que sejam ¢ = 1,2,... Kk,
j=1,2,...,r e u unidade de Z][i].

Desta forma, a™ = p{'p5°... pqull’lqg2 ...qb & a fatoragdao em primos de a™. Segue
que existem inteiros a; e b tais que a; = ain e b; = Vin para todo i = 1,2,... k,

g=12...,r.

Por fim, sejam v = pibllpg/2 . .pZ’“ ed= qlljllqg/2 . .qff;, entao « =" e f ="

3.4 Niumeros primos

Se z € Z[i] é redutivel, isto é, se existem x, y € Z[i] tais que z = xy, com 1 < N(z), N(y) <
N(z), entdo N(z) é redutivel em Z,, pois N(z) = N(z)N(y). Deste modo, se N(z) é um
primo em Z,, entdao z é um primo em Zl[i], o que ja nos fornece alguns nimeros primos
de Z][i].

Da definigao da norma N, dado um primo 7 € Z[i| tem-se 7| N (7). Desta forma, 7
divide pelo menos um dos fatores primos de N(7) em Z,. Suponhamos que 7 divida pelo
menos dois primos, p e ¢, em Z,. Como p e ¢ sao distintos podemos tomar a,b € Z tais
que ap+bg = 1. Dai 7| 1, o que é absurdo. Logo, todo primo 7 € Z[i] divide exatamente

um fator de N(m) primo em Z, .

Proposicao 3.8. Se m = a + bi com |ab| > 1 € primo em Z[i] entdo ™ e T sao relativa-

mente primos.

Demonstragao. Se v é um divisor comum de 7 e 7, entdo 7 | m. Mas 7 é primo; logo, v
¢ uma unidade ou v = uym, onde u; é uma unidade. Além disso, como |ab| > 1, tem-se
la| > 1 ou |b] > 1. Logo nao podemos ter a | m e b | m simultaneamente. Se v é uma
unidade, o resultado esta provado.

Por outro lado, se v = ujm, entdo N(y) = N(w) = N(7). Dai, T = uy7y, onde uy é
uma unidade. Assim, T = ujuom. Mas ujus é uma unidade; portanto, deve-se ter T = u,

com u € {1,—1,4,—i}. Tem-se

u=l=T=nr=a—-bi=a+bi=b=0=|abl =0.
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u=—-1=7T=-n1=>a—-bi=—-a—bi=a=0= |ab] =0.
u=i=>T=in=a—bi=—-b+ai=a=—-b=al|mb|m.
u=—i=>T=—ir=>a—bi=b—ai=a=b=a|mb|m.

Portanto, nao pode ser v = um. Segue que 7 ¢ uma unidade e 7™ e 7 sao relativamente
primos. De fato, m e T s@o ambos primos e este resultado prova que diferem por mais que
uma multiplicagao por unidade.

m

Observe que 1 + 7 é primo em Z[i| e 1 —i = —i(1 + i), mas neste caso a = b = 1, nao

ferindo, portanto, o resultado acima.

Teorema 3.2. Os numeros primos em Z[i] sao de uma das formas a sequir:
(i) O primo 1+ i e seus produtos pelas unidades.
(ii) Os numeros primos p € Z da forma 4k + 3 e seus produtos pelas unidades.
(111) Para cada p primo em Z, da forma 4k + 1, os nimeros m = a + bi, ™ = a — bi tais

que a® + b* = p, e seus produtos pelas unidades.

Demonstra¢ao. Seja m um primo em Z[i] entdo, como vimos no inicio dessa subsegao,
divide exatamente um primo p em Z,. Temos entao trés possibilidades.
(i) p=2.
(ii) p é da forma 4k + 3.
(iii) p é da forma 4k + 1.
Como 2 = (1 +4)(1 —¢) = —i(1 + 1), 1+ é primo e Z[i] é um dominio de fatoragio
tnica, segue que (i) = m = u(1 + i) onde u é uma unidade.

Seja p um primo em Z da forma 4k + 3. Suponha que exista 7 = a + bi € Z[i] tal
que 7 | p. Entdo p = ¢m para algum ¢ € Z[i]. Como p é primo, segue da Proposigao
que ¢ = £7. Como p > 0, deve ser ¢ = 7. Desta forma, p = 77 = a® + b%, o que
gera uma contradi¢ao no modulo 4. Logo, se p é primo em Z da forma 4k + 3, este nao é
redutivel em Z[i] e, portanto, é primo em Z[i].

Sejap:4k+1primoemZesejax:1-2-...-’%1, entao

p—1

:L’El-Q-...-T (mod p).

Como z tem uma quantidade par de fatores, tem-se que

xz(—l)-(—z)-...(_z%l)

(p—l)'(p—Q)'...-]%l (mod p).
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Dai,

=12 " (p=2)-(p—1)=(p—-1)'=—-1 (mod p).

Segue que p | (z* + 1) = (x +4)(z — i). Sendo 7 primo em Z[i] tal que 7 | p temos duas
opgoes, T = p ou w ¢ Z.

Se fosse m = p terfamos p | (z + ) ou p | (z — i) o que implicaria em p | 1, o que é
absurdo.

Temos entao ™ ¢ Z. Sendo m = a + bi, tem-se p = ¢ o que implica ¢ = T (como
ja foi visto nesta mesma demonstragao). Pela Proposi¢ao p = 7w € a fatoracdo em
primos de p, concluido que 7,7 e seus produtos pelas unidades sao os tnicos primos que
dividem p, o que termina a demonstragao.

]

Note que a Proposicao garante que no item (¢ii) os primos 7 e 7 diferem por mais que

uma multiplicacao por unidade.

Proposicao 3.9. Sejam a,b € Z, com mdc(a,b) = 1 e a com paridade diferente de b,

entdo a + bi e a — bi sao coprimos em Z|i].

Demonstra¢ao. Suponha que a proposicao seja falsa. Sem perda de generalidade, suponha
a par e b impar. Se d € Z[i] é um divisor comum de a + bi e a — bi e w € Z[i] ¢ um primo
tal que 7 | d, entdo 7 | 2a e w | 2b.
Sem{2 entaow |a e |b Dai, N(x) | a®e N(r) | b?, contradizendo mdc(a,b) = 1.
Se 7 | 2, entdo m = 1 +1i. De 7 | d segue que a + bi = (¢ + di)(1 + i) para algum
c+di € Z[i]. Dai a + bi = (¢ — d) + (¢ + d)i, isto é

a=c—d
b=c+d
Mas c+d e c—d possuem a mesma paridade, contradizendo o fato de a e b terem paridades
diferentes.
Portanto, nao existe 7 € Z[i] primo tal que 7 | d = mdc(a + bi,a — bi). Logo, d é
uma unidade e os inteiros a + bi e a — bi sao coprimos.
]
3.5 Aplicagoes
3.5.1 Ternas pitagoricas

Uma terna de nimeros inteiros (a, b, ¢) é dita uma terna pitagérica quando a? + b* = 2.
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Uma aplicagao simples e interessante do que vimos a cerca dos inteiros de Gauss é

encontrar a forma geral das ternas pitagoéricas.

Teorema 3.3. Se (a,b,c) € uma terna pitagorica, entio existem m,n,d € Z,, com

mdc(m,n) =1 tais que
a = d(m? —n?),b=d(2mn),c = d(m* +n?).

Demonstragao. Se (a,b,c) é uma terna pitagorica, entao

a®+ b =c? (2)
Sed € Z é omdcentre aebentdo d|a,d|b=d*|(a®>+b*) =c*=d|c Tome
~ a2 2 C2
d=2%0=2c==% entaoa? +V?=%+% =5 =% emde(d,V) = 1.
Note que @' e b’ nado podem ser ambos pares, pois mdc(a,b) = 1; também nao

podem ser ambos fmpares, pois isto geraria uma contradigdo (mod 4). Assim, além de
serem coprimos, a e b tém paridades diferentes.

Partindo desse ponto, temos
(' +b'i)(a — Vi) =
As Proposicoes e garantem que a' + b'i e a’ — b'i sdo ambos quadrados perfeitos.
Dali, existe m + ni € Z[i] tal que a’ + Vi = (m + ni)*> = (m?* — n?) + 2mni e a’ — b'i =
(m —ni)? = (m? — n?) — 2mni, isto é,

a/ — m2 _ 712
Yo = = (m? —n?)? + (2mn)* = m* + 2m*n? + n* = (m? +n?)%
= 2mn

Note que a’ e b’ sdo coprimos se, e somente se, m e n o sdo. Desta forma, as solucoes de
sao a = d(m?* — n?),b = d(2mn), ou vice-versa. Consequentemente, ¢ = d(m? + n?),
onde m e n sao coprimos.

O

3.5.2 Representacoes como soma de dois quadrados

Um problema interessante da aritmética de Z, é encontrar os inteiros que podem ser
escritos como soma de dois quadrados. Este problema ja é uma boa aplicacao, mas nesta
subsecao abordaremos um problema ainda mais interessante, cuja solucao passa pelo pri-
meiro problema. Encontraremos o niimero de formas de escrever um nimero inteiro como

soma de quadrados a partir da sua fatoracao em primos em Z.
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Teorema 3.4. Dadon € Z., o nimero de pares (a,b) € Z tais que n = a® + b* é igual a
4(x—y), onde x é o nimero de divisores den da forma 4k+1 ey é o nimero de divisores
de n da forma 4k + 3.

Demonstracao.
Note que n = a? + b*> & n = (a + bi)(a — bi).

Seja a+bi = (1 + i)kpfl CopPrgtt g a fatoragdo em primos de a + bi em Z[i],
onde cada p; é um primo em Z, da forma 4k + 3 e cada ¢; é tal que N(g;) é um primo
em Z, da forma 4k 4+ 1. Assim, a — bi = (1 — i)’“pﬁ31 CpPrger g,

Dai,

261
1

Q,BT (05} At —0] QU

no= 20t g™

onde os pares ¢;,q; sao primos que diferem mais que uma multiplicacao por unidade
(Proposicao . Desta forma, n se escreve como soma de quadrados se, e somente se, é
da forma anterior, isto é, se, e somente se, todo primo da forma 4k + 3 que aparece na
fatoracao de n tem expoente par.

Portanto, o nimero de representagoes de n como soma de quadrados é zero se algum
primo da forma 4k + 3 tem expoente impar na fatoragao de n e, se todo primo da forma
4k + 3 tem expoente par na fatoracao de n, equivale ao niimero de formas de escolhermos
¢+ di com

(c+di)(c—di) = P2 pPPrg® gt g

Pelo teorema da fatoracao unica e pela multiplicidade do conjugado devemos ter
c+di=e(l+ z')’“]o%g1 Pl gt 0 <y <

De fato, o nimero de escolhas de ¢ + di é igual a quatro vezes o ntimero de escolhas dos
v;’s, sendo quatro por causa do nimero de escolhas possiveis para €. Cada 7; pode ser
escolhido de «; + 1 formas. Dali, se [ é o niimero de representacoes de n como soma de
quadrados, entao

l=4(cr +1)... (. + 1).
Por outro lado, seja n = 25p]* ... p)q ... ¢f'* a fatotacdo em primos de n em Z,, onde
cada p; ¢ um primo da forma 4k + 3 e cada ¢; ¢ um primo da forma 4k 4+ 1. Um divisor
impar de n é da forma d = p‘l“...p?’"qll’l...qff, com 0 < a; <9 e0<b < aq. Se
a1+ ...+ a, é par, entao d é da forma 4k + 1. Caso contrario, é da forma 4k + 3. Se
x ¢ o numero de divisores de n da forma 4k + 1 e y ¢ o nimero de divisores de n da
forma 4k + 3, pode-se verificar que se algum ~; é impar entao x = y, isto é, x —y = 0.
Dai, I =0=4-0 = 4(x — y). Verifica-se também que se todo ~; é par, entdo r —y =
(a1 +1)...(y+1). Dai, I =4(a; + 1) ... (s + 1) = 4(x — y).
m
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4 INTEIROS DE EISENSTEIN Z[w]

Nesta segao iremos mostrar que Z[w], a exemplo de Z[i], é um dominio euclidiano, con-
sequentemente um dominio de fatoracao tinica. Estes resultados também serao utilizados

na Segao [6]

4.1 Definigao e resultados preliminares

Definimos o conjunto Z[w] dos inteiros de Eisenstein como o subconjunto dos complexos
Z|w] = {a + bw;a,b € Z}, onde w = %j?’, donde w? +w + 1 = 0. Veremos na Segéo
que Z[w] é o anel dos inteiros de Q[v/—3].

Assim como Z[i], por ser subanel de um corpo, Z[w] é um dominio. A exemplo do
que ja foi visto na Secao , Z|w] herda de C as defini¢oes de conjugado e norma. Em espe-
cial, w = w?, consequentemente w = —(1 + w). As propriedades descritas na Proposicao
também sao vélidas em Z[w].

4.2 Norma e unidades
Seja £ = a+ bw € Z[w]. Entao

€€ = (a+bw)(a+bw) = (a+ bw)(a + bw) = (a + bw)[(a — b) — bw] =

= a® — ab — abw + abw — b*w — V*w?* = a® — ab + b*.
Notoriamente, a®> — ab + b*> € Z,,Va,b € Z. Desta forma, £ é uma boa definicio para

norma em Zw].

Definigao 4.1. Definimos a norma em Z|w] como a fun¢ao N : Z|w] — Z, que associa

cada £ = a + bw o valor inteiro ndo negativo N (&) = £€ = a® — ab + b2.
Perceba que N(£1) = N(£tw) = N(£(1+w)) = 1. De fato, estes sao os tinicos elementos
de norma 1 em Z[w]. A afirmagao que vamos provar a seguir é equivalente a esta e mostra

que estes elementos sdo também as unicas unidades em Z[w].

Proposigao 4.1. u € Z[w] € unidade se, e somente se, u € {1, +w,+(1 4+ w)}.

Demonstra¢ao. Seja v = a + bw € Z|w] uma unidade. Entdo existe v’ € Zw] tal que

wu' = 1.
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Note que
u' =1= Nu)NW)=1= N(u)=NW)=1=a*>—ab+b* = 1.
Se for a = b, entao
a?—ab+ bV =a*=b0=1=u=+(1+w).
Se for, a > b, entdao a? — ab > 0. Dali,
A —ab+ V>0V =1>V=b=0=a=+1=u==+l
Analogamente, se for a < b teremos

1>a>=a=0=b==+1=u=+uw.

A exemplo dos inteiros de Gauss, u € Z[w] é unidade se, e somente se, N(u) = 1.

4.3 Z|w] é um dominio euclidiano

Teorema 4.1. Zlw| é um dominio euclidiano.

Demonstra¢ao. Devemos mostrar a existéncia de uma divisao euclidiana em Z[w|, isto é,
dados o = a+bw, f = c+dw € Z[w], com B # 0, existem ¢, r € Z[w], tais que o = g8+,
com r = 0 ou N(r) < N(5). Na verdade, r = 0 < N(r) = 0, entdo a condigao sobre r
pode ser reescrita como 0 < N(r) < N(5).

Como 3 # 0, temos

af _ (ac=bd) + (ad +be = bd)w  ac—bd +ad—|—bc—bdw
6B 2 —cd+d? S AR—cd+d® A—cd+d?

ac—bd
c2—cd+d? €

Tomando ¢ = m + nw onde m e n sao os valores inteiros mais proximos de

ggl_*j;;ggl, respectivamente, teremos
ac — bd <1 ad + bc — bd <1
m— ————— —en————F— =.
A —cd+d*| ~ 2 2 —cd+d*|~ 2
Dali,

Vo) =N = 8 (5 (5 -a) ) = NN (G2 s (S n) ).
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Logo,
1 1 1

N(r) < N(B) (Z +3+ Z) < N(8).

Vejamos um exemplo de divisao euclidiana em Z[w].

Exemplo 4.1.
Como N(w) =1< 3= N(l-w), aigualdade 5+ 2w = (3+2w)(1 —w) +w é uma divisao

euclidiana de 5 + 2w por 1 — w, obtendo quociente 3 + 2w e resto w.

O Teorema implica que Z[w] é um dominio de ideais principais e de fatoragao tnica.

Na proxima se¢ao iremos procurar os elementos primos de Z[w].

4.4 Numeros primos

A exemplo do que acontece em Z[i], utilizando as mesmas técnicas podemos provar que se
N(7) é primo entao 7 é primo e todo primo de Eisenstein divide exatamente um primo em
Z. Além disso, como Z[w] é um dominio de ideais principais, as defini¢oes de elemento

primo e irredutivel sao equivalentes.

Exemplo 4.2.
1 —w é primo em Z[w], uma vez que N(1 —w) =12 —1-(-1) + (-1)* = 3.

Teorema 4.2. Os primos de Eisenstein sdo de uma das formas a sequir:
(i) O primo 1 —w e suas multiplicacdes pelas unidades.
(ii) Os primos inteiros da forma 3k + 2 e suas multiplicagdes pelas unidades.
(111) Para cada primo inteiro p da forma 3k + 1, os primos m, T € Z|w] tais que p = 7

e suas multiplicacoes pelas unidades.

Demonstra¢ao. Seja m = a+ bw € Z[w] primo, com a,b # 0 e seja p primo em Z, tal que
7 | p. Entdo p é de uma das formas a seguir:
(i) p = 3k, para algum inteiro k.
(ii) p = 3k + 2, para algum inteiro k.
(iii) p = 3k + 1, para algum inteiro k.
Se (i), entdo p = 3, mas 3 = N(1 —w) = (1 —w)(1 —w). Além disso, T —w =
2+ w= (1 -w)(l+w). Daf, 3 = (1 +w)(l —w)?e, como 1 —w é primo (Exemplo [4.2),
esta é a fatoracao em primos de 3. Portanto, os tinicos primos de Eisenstein que dividem
3 sao 1 — w e suas multiplicagoes por unidades.
Se (i), entdo a Proposi¢ad3.3| aplicada a Z[w], junto com o fato de p ser primo,
garante que p = N(7) = a? — ab + b*. Mas a* —ab+ b* = 0,1 (mod 3). Dai, p é primo
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em Zw].

Se (iii), pela lei de reciprocidade quadratica, temos

(_%) <_?3) ——nEED 1 <_?3) = 1.

Dali, existe um inteiro z tal que p | (z—1)?+3 = 22 —22+1+4 = (z+2w)(x+2w?). Como

p 12, existe um primo 7 € Z[w| tal que 7 | p e, como p é primo em Z,, temos p = 7.
Logo, 7 e T sa0 os unicos primos em Z[w] que dividem p. Isto termina a demonstragao.

]

Proposicao 4.2. Se a,b € Z sao tais que mdc(a,b) = 1, entdo os inteiros de Fisenstein

a+bwea+bw=(a—0b)—bw sao coprimos.

Demonstracao. Seja d um maximo divisor comum de a+bw e (a —b) —bw e seja 7 € Z[w]
primo tal que 7 | d. Entao 7 | b+2bw = b(14+2w) = bw(l—w) = 7 | b(1—w) e 7 | (2a—D).

Semt(l—w)entdao m | b= 7|2a = 7 = 2u para alguma unidade u € Z[w], pois
caso contrario terfamos 7 | a, o que resultaria em N(w) | a®, N(7) | b, contradizendo
mdc(a,b) = 1. No entanto, 2t (a + bw). Logo, a hipétese 71 (1 — w) ¢é falsa.

Como 7 | (1 —w), tem-se 7 = u(l — w)*, para alguma unidade u € Z[w] e para
algum k € Z,. Se k > 1, entado 3 | d. No entanto, 3 { a + bw. Logo, k = 0 e d é uma
unidade, concluindo que a + bw e a + bw = (a — b) — bw sdo coprimos.

]

Proposicao 4.3. Se a e (8 sdo inteiros de Eisenstein coprimos e afS = a™ para algum

a € Z|w|, entao existem inteiros de Eisenstein vy e § tais que o =™ e § = 0"

Demonstracao. O unico fato utilizado para provar a Proposicao que é a versao dessa
proposigao em Z[i], foi a fatoracao tinica em Z[i|. Portanto, como Z[w]| é um dominio de
fatoragao tnica, a demosntracao do resultado segue a mesma argumentacao.

]

4.5 Alicagoes
4.5.1 Triangulos com angulo de 60°

Um problema interessante com solucao elegante utilizando os inteiros de Eisenstein ¢é
encontrar todas as ternas de numeros inteiros positivos (a,b,c) que sao lados de um
triangulo com um angulo de 60°. Este problema é muito similar ao das ternas pitagoricas,
diferindo apenas pelo fato de nas ternas pitagéricas o angulo em questao ser 90°.

Seja (a, b, ¢) uma terna de nimeros inteiros positivos que sao lados de um triangulo

com um angulo de 60°. Sem perda de generalidade, suponha que a é o lado oposto ao
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angulo de 60°. Pela lei dos cossenos, temos
a® = b* 4+ ¢ — 2bccos 60° = b* — be + 2 (3)

Seja d = mdc(b, ¢) e sejam b’ = g, ¢ = §. Temos
b2 b 2 2 2

Tomando entao a’ = £, teremos

aule

a? =b*—bcd +* = (b+ cw)(b+ cw), com mde(b,c) = 1.

Segue das Proposicoes eque V+dwel + dw = (' —)—w sdo ambos quadrados,

isto ¢, existe m + nw tal que V' +dw = (m+nw)? e (V) — ) " cw = (m —n — nw)?. Dali,

b/ — m2 _ nZ
cd =2mn — n?
Por cosequéncia,

a? ==V +c? = m*—2m*n? +nt — 2m3n—m?n? —2mn3+n)+4m?*n? —dmnd +nt =

= a”? =m* — 2m3n + 3m?n? — 2mn3 + nt = (m? — mn + n?)>.

Desta forma, as solugoes de [3[sao a = d(m? — mn +n?),b = d(m* —n?),c = d(2mn — n?)
e suas permutagoes.



34

5 ANEIS DE INTEIROS DE Q[V/d]

Definimos Q[v/d] como o conjunto {a + bv/d;a,d € Q}, onde d é um inteiro livre de
quadrados.

Em Q[v/d] definimos as operagdes + (adigao) e - (multiplicacio), pondo

(a+bVd)+ (e + fVd) = (a+e) + (b+ f)Vd
(a+bVd)(e + fVd) = (a+bVd) - (e + fVd) = (ae + dbf) + (af + be)Vd

Com as operagoes acima descritas, prova-se facilmente que Q[\/E] é um corpo.

Dado o = a + bv/d € Q[V/d], definimos o conjugado de o como @ = a — bv/d ¢ a
norma N(a) = aa = a? — db®. Sempre que d < 0 teremos N(a) > 0,Va. Além disso,
N(a)=0< a=0.

5.1 Resultados preliminares

O objeto de estudo desta secao sao os anéis de inteiros quadraticos de Q[\/E}, que serao
chamados, simplesmente, inteiros de Q[v/d).

Definimos o anel dos inteiros de Q[v/d] como o conjunto
{o € Q[V/d]; a é raiz de um polinémio P(z) = 2% + a1z + ag € Z[z]}.

Um resultado muito importante dessa secao é a caracterizacao dos anéis de inteiros de
Q[\/E], descrita no resultado a seguir, que pode ser encontrado em | DUMMIT and FOOTE
(2004) e CONRAD, (2014]).

Teorema 5.1. Dado d € 7Z livre de quadrados, o anel de inteiros de Q[v/d] ¢
(i) Z[\Vd], se d =2,3 (mod 4).
(i) Z [#g] sed=1 (mod 4).

Exemplo 5.1.

Z[i] = Z[\/—1] é o anel de inteiros de Q[v/—1], uma vez que —1 = 3 (mod 4).

Zw] = Z[#] é o anel de inteiros de Q[v/—3], uma vez que —3 =1 (mod 4).

De fato, apesar de, intuitivamente, sermos levados a pensar que o anel de inteiros de

Q[v/d] é sempre Z[\/d] , isto nio é sempre verdade. Veja o seguinte exemplo.

Exemplo 5.2. w = %‘73’ ¢ Z[V/-3], mas w € Q[v/=3] e é raiz de 2> + x + 1 € Z[z],
logo é um inteiro de Q[v/—3]| e, portanto, o anel de inteiros de Q[v/—3] nao se restringe a
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Z[v=3).

Na verdade, sempre que d = 1 (mod 4), o elemento —l4vVd o Q[Vd] ¢ tal que —1+vd ¢

2 2
ZIVd) e 244 ¢ vaiz de 2? + x + 179 € Za).

5.2 Anéis de inteiros de Q[\/E] que sao dominios de fatoragao tinica

Um dos principais problemas do estudo dos corpos Q[\/a] é encontrar os valores de d que
tornam o anel de inteiros de Q[v/d] um dominio de fatoracao tnica. Nas Secoes e
mostramos que o anel de inteiros de Q[v/d] para d € {—1,—3} é um dominio de fatoracao

Unica. A seguir mostraremos que isto também é verdade para d = —2.

Proposicgao 5.1. Z[v/—2] é um dominio euclidiano e, portanto, um dominio de fatora¢ao

unica.

Demonstra¢ao. Devemos mostrar que dados o = a +by/—2 € Z[\/—2l ey =c+dy—-2 €
Z[\/—2], existem ¢,r € Z[/—2] tais que a = ¢y +r, com N(r) < N(v).

Note que
a oy  ac+2bd bc—aal\/—2

S TN 2B 2tod

ac+2bd bc—ad

Tomando ¢ = m + nv/—2, onde m e n sao os inteiros mais proximos de =55 € 255,

respectivamente, entao

ac + 2bd <1 bc — ad <1
2 + 242 =27+ 22 =2
Dai,
(6]
rza—qVZ—v—qu(;—Q)v
(&

Vo) = ((2=4)7) = ¥0w (2 -4) <N ((;) 2 (%)) = 3N <N

Portanto, existe um algoritmo de divisao em Z[v/—2], conluindo que este dominio é eu-
clidiano e, consequentemente, de fatoracao tnica.
O

De fato, Z[v/—2| é o anel dos inteiros de Q[v/—2|, uma vez que —2 = 2 (mod 4). Os
resultados obtidos nas Segoes [3] e ] juntamente com a Proposigao [5.1] garantem que os

anéis de inteiros de Q[v/d] com d < 0 sdo dominios de fatoracio tinica se d > —3.
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Proposicao 5.2. Se a e b sdo inteiros nao nulos tais que mdc(a,b) = 1, entdo a+ by/—2

e a — byv/—2 sao coprimos em Z[v/—2].

Demonstracdo. Se 7 é um primo em Z[v/—2] tal que 7 | (a 4+ byv/=2) e 7 | (a — b\/—2),
entdao 7 | 2a e m | 2bv/=2. Se m { 2, entdo m { /=2, concluindo que 7 | a e 7 | b,
contrariando mdc(a,b) = 1. Por outro lado, se 7 | 2 = — V=2 entdo | v/—2. Como
v/—2 é irredutivel em Z[/—2], tem-se que ™ = uy/—2, onde u é uma unidade em Z[/—2],
isto é, u € {1,—1} (Proposigao . No entanto, /=2 { a + by/—2. Logo, nao é possivel
tomar um primo 7 € Z[v/=2 tal que 7 | (a +by/=2) e 7 | (a — by/—2), concluido que todo
divisor comum de a + by/—2 e a — by/—2 é unidade.

[

Proposicao 5.3. Seja R um dominio de fatoracao unica e sejam o, 3 € R primos entre
st tais que aff = a”, para algum a € R e algum n € N. Entdo, existem v,0 € R tais que
a=9"p5=0"

Demonstracao. A demonstracao deste fato é idéntica a da Proposicao [3.7, uma vez que o
tnico argumento utilizado foi o fato de Z[i] ser um dominio de fatoracao tnica.

]

Proposicao 5.4. Seja R um dominio euclidiano e sejam a,b,c,d € R tais que ab = cd.

Existem m,n,p,q € R tais que a = mn,b = pq,c = mp,d = nq.

Demonstra¢ao. Como R é um dominio euclidiano, podemos sempre calcular o maximo
divisor comum de dois elementos de R.
Seja m = mdc(a,c). Tome n = % e p= <. Temos entdo a = mn e ¢ = mp. Além
m m
disso,

nb = pd, mde(n, p) = 1.

Dai, concluimos que n | d,p | b e % = £ Tome, por fim, ¢ = % =4 Entdo b= pge

d = ngq, terminando a demonstracao.

]

Proposicao 5.5. Sed € Z € tal que d < —2, entdo as unicas unidades de Z[v/d] sio 1 e
—1.

Demonstragio. E evidente que 1 ¢ —1 sdo unidades em Z[Vd]. Seja u = a + bv/d uma
unidade em Z[V/d]. Entdo existe x € Z[v/d] tal que uz = 1. Daf, uatz = 1 = wu =
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N(u) =1. Por fim, 1 = N(u) =a* —db* > a* + 20* = a* = 1,1* = 0 = u = £1.
O]

Proposi¢ao 5.6. Seja R = Z[V/d], onde d < —3. Entio 2,v/d e 1 ++/d sdo irredutiveis

em R.

Demonstragdo. Primeiro, perceba que dado o = a+bv/d um elemento nao nulo de Z[\/EZ],
temos N(afB) > N(B),Vp € Z[Vd]. Além disso,

b=0= N(a)=ad

b=1= N(a) > —d, sendo N(«a) =d < a = 0.
b>1= N(a)> —d.

Se o, B € Z[V/d] sio tais que aff = 2, entdo N(a)N(8) = 4. Dai, ha trés opcoes:
(i) N(a)=1,N(B) = 4 = 2 ¢ irredutivel em Z[V/d].
(i) N(a)=4,N(B) =1 = 2 é irredutivel em Z[v/d].
(iii) N(a) =2, N(B) = 2. De fato, esta nao é uma possibilidade, pois N(«) é um quadrado
perfeito ou N(a) > —d > 3.
Portanto, 2 é irredutivel em Z[/d].
Se a, f € Z[\V/d] sao tais que o = V/d, entdo N(af) = —d. Dai, N(a) < N(af) =
d. Temos entao duas opcoes:
(i) N(a) = —d = N(B) = 1 = V/d é irredutivel em Z[/d|.
(ii) N(a) < —d. De fato, esta ndo é uma possibilidade pois, neste caso, N(«) seria um
quadrado perfeito e d = —N () N(f3) nao seria livre de quadrados.
Portanto, v/d ¢ irredutivel em Z[v/d).
Para 1++/d, basta perceber que néo pode ser N(a) = —d, pois N(a)N(8) = —d+1
e mde(—d,—d + 1) = 1. Desta forma, N(a) = —d + 1 ou N(a) < —d e repete-se
os argumentos utilizados para provar que Vd é irredutivel. Logo, 1 + Vd também é
irredutivel em Z[v/d].
[

Proposicao 5.7. Seja R = Z[\/E], onde d < —3 é um inteiro livre de quadrados. Entao

R nao é um dominio de fatoragao unica.

Demonstragao. Segue da Proposicao que 2 ¢ irredutivel em Z[\/a]

Se d é fmpar, temos que 2 | (14+v/d)(1—+v/d) = 1—d, mas 24 (14+v/d) e 24 (1—4d).
Desta forma, 2 é um elemento irredutivel de Z[v/d] que néo é primo.

Se d é par, temos que 2 | (2+V/d)(2 —V/d) =4 —d, mas 21 (2+Vd) e 21 (2 —Vd).
Desta forma, 2 é um elemento irredutivel de Z[v/d] que nio é primo.
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De todo modo, Z[\/&] nao é um dominio de ideais principais. Consequentemente,
nao é um dominio de fatoragao unica.

]
De fato, a Proposicao mostra que os anéis de inteiros de Q[\/E], com d = 2,3

(mod 4),d < —3, ndo sdo dominios de fatoragao tnica. Resta-nos agora, para d < 0,
os anéis de inteiros de Q[v/d], com d =1 (mod 4),d < —3.

O problema de encontrar os anéis de inteiros que sao dominios de fatoragao tnica foi
primeiro solucionado para d < 0 por Kurt Heegner in 1952, e de maneira independente,
por Stark e A. Baker em 1966 e pode ser encontrado em STARK] (1970)) e DUMMIT and
FOOTE] (2004)). O terorema a seguir descreve o resultado para d < 0.

Teorema 5.2. O anel dos inteiros de Q[\/c_l], onde d < 0 é um inteiro livre de quadrados,

¢ um dominio de fatoragao unica se, e somente Se,
de{-1,-2,-3,—7,—11,—-19, —43, —67, —163}.

Pouco se sabe a respeito da fatoracio tinica nos anéis de inteiros de Q[v/d] quando d > 0.
De fato, esse caso, apesar de nao fugir ao objetivo deste texto, nao é contemplado por sua
complexidade. Para maiores detalhes o leitor pode consultar as referéncias deste trabalho.

Concluida toda a parte tedrica, agora nos resta aplicar essas técnicas nos problemas

da proxima secao.
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6 PROBLEMAS

Nesta secao serao enunciados alguns problemas relacionados com o tema desse trabalho,
varios deles sao problemas de olimpiadas bastante reconhecidas de Matematica, e apre-

sentadas suas devidas solugoes tomando como referencial tedrico o contetdo do trabalho.

Problema 6.1. (OCM 2015)Considere o conjunto:
B = {a® + 3b*a,b € Z}
Mostre que sen € B e p € um fator primo de n tal que p € B, entdo % €’B.

Solucao.

Note que
n=a*+3<n=(a+b)>—(a+b)2b+ (2b)? < n=~EE com &= (a+b)+ 2bw.

Desta forma, n € B < 3¢ =1+ mw € Z[w], com m par, tal que N(§) = n.

Se p € primo em Z, e existe 1 = x + yw € Z[w] tal que p = 7T, entdo T e T Sao
primos em Z|w| (Teoremal[3.9).

Partindo desse ponto, se n,p € B entao existem £ = [ + mw, ™ = = + yw € Z[w],
com m ey pares e ™ primo, tais que n = N(§) e p = N(mw). Dai, temos que x é impar,
senao teriamos 2|m e p nao seria primo em Z, .

De p|n seque n7|€€ = m|E€ = |€ ou w|€. Sem perda de generalidade, suponha |€.

Dai, temos 7| e seque que
Jo = u+vw € Z[w] tal que £ = om, & = 7.

Assim,

Resta-nos mostrar que v € par.

Note que
E=o0m = (u+vw)(z +yw) = (ux —vy) + (uy + v — VY)w

Note também que v impar acarreta (uy + v — vy) impar, o que contradiz o fato de que

& =1+ mw com m par. Logo, v é par e % = 00,0 = u+ vw. Portanto, % € ‘B.

Problema 6.2. Demonstrar que se um niumero inteiro pode ser escrito de maneira unica

como soma de dois quadrados, a menos da ordem dos quadrados, entao tal niumero €
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pPrImo.

Solugao. Seja p € 7Z, tal que existem a,b € Z com p = a® + b* e esta € a unica repre-
sentagdo de p como soma de dois quadrados, a menos da ordem. Entdo z = a+ bi € Z]i]
é tal que p = uzz, onde u € {1,—1,i,—1}, € a dnica maneira de escrever p como produto

de inteiros de Gauss, logo z é um primo em Z[i]. Dai, temos trés opgoes (Proposi¢ao .'

() z=1+i.
(II) z € Z tal que z é um primo inteiro da forma 4k + 3.
(III) z € Zli] tal que N(z) = zZ é um primo inteiro da forma 4k + 1.

Dai, analisando caso a caso, temos

(I)=p=(1+1i)(1l—1i)=2.
(II) = p é um primo em Z
(III) = p = 2zZ € primo.

Seque, de todo modo, que p € primo.

Problema 6.3. Dado p um primo impar, prove que existem inteiros a,b e k tais que
a’+b> —1=kp.

Solugao. Dado p um primo impar, considere a progressao aritmdtica (a,), com a; = 1
ea, =14 (n—1)-4p. Todos os termos desta sequéncia sao da forma 4k + 1.

Pelo teorema de Dirichlet sobre progressoes aritméticas, existem infinitos primos
nesta sequéncia. Desta forma, seja a,, um termo de (a,) que € primo, por ser da forma

4k + 1, este nao € primo de Gauss e existe 1 = a + bi um primo de Gauss, tal que

Uy = 7 = a®> + b* (Proposicdo .
Note que
=14+ (m —1) - 4p.

Pondo k = 4(m — 1), temos
am = kp + 1.

Portanto, existem a,b, k € Z tais que
a2+ 0 =kp+1,
concluindo a solugao.

Problema 6.4. Determine todos os pares de inteiros (x,y) tais que y* = 2% + 1.
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Solucao.

Note que x deve ser par, pois do contrdrio teriamos uma contradi¢cao modulo 8. Ainda,
v=2+1=y’ = (z+i)(x—1i).

A Proposicao implica que (x + 1), (x — i) sdo coprimos, portanto, sio ambos cubos

(Proposigao [3.7).

Seja u+vi € Z[i] tal que x +1i = (u+v)3, entao x +1i = (a® — 3ab?) + (3a*b — b?)i.

Dat,
3a%b — b3 =1
a’ —3al® = x
Da primeira equacao temos
3a°b—b* =1=b(3a> = b*) = 1= |b| = [3a® — b*| = 1.

Se 3a%2 — b? =1 temos 3a® = 2, absurdo.
Se 3a® —b? = —1 temos 3a> = 0 = a = 0. Desta forma, b= —1 e a = 0, implicando
emr=a>—3a?=0eyP =’ +1=y=1.

Portanto, o unico par que satisfaz as condi¢oes do problema € (0,1).

Problema 6.5. Sejam x,y, z € N tais que vy = z°>+1.Prove que existem inteiros a, b, ¢, d
tais que x = a®> +b*,y =2 +d* e 2 = ac + bd.

Solugao. Observe, inicialmente, que xy = 2°> + 1 = xy = (2 +14)(z — i), entdo existem
m,n,p,q € Z[i] tais que v = mn,y = pq,z +1i = mp,z — i = nq (Proposi¢ao . Como
mn,pq € Z,, temos que existem k,l € Q4 tais que n = km,p = lq (Proposi¢ao .
Assim,

r=kmm,y=I1qq,z+1i=1Imq ez —1=kqm.

Como N(z+1) = N(z — 1), temos que
N(mp) = N(nq) = N(Imq) = N(kmq) = K*N(mgq) = ’N((mg)) = | = k.
Sejam u,v € Zy tais que 7 =k € uma fragao irredutivel, entdo
. u o _ . u__
Z4+1=—-—mqgez—1=—-myg.
v v

Como z +1i e z — i sdo coprimos (Proposi¢ao eu|z+1,z—1, conclui-se que u é

uma unidade de Z[i]. Como u € Z,, tem-se u = 1.
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De maneira andloga, temos também

. U_ . v
Z+1=-npez—1=—np,
U u
de onde seque que v = 1. Desta forma, k=1,n=m e p=7.

Sem =a-+bi e q=c+di, entao
T =mn=mm = a*+ b,

y=pq=7qq=c"+d*,
(z+1)+(z—1) mp+ng

2 2

(z+i)—(2—1i) _ mp—nq __
5 = - = be — ad.

ac + bd.

Além disso, temos que 1 =
Problema 6.6.

(a) (OIbM 2001) Prove que, para cada inteiro m, o nimero de solugdes inteiras de

22 — xy +y? = n € finito e divisivel por 6.

(b) Determine todas as solugoes inteiras de x* — xy + y* = 727.
Solugao.
(a) Se a equacao nao tiver solugao, nao hd nada a fazer.

Se a equagao tem alguma solugdo, entdo cada par (z,y) solucio de 2*> —xy+y* =n
estd em correspondéncia com um inteiro de Fisenstein & = x + yw tal que N(§) = 2% —
xy +y? = n. Desta forma, & é um divisor de n. Como o conjunto de divisores de n em
Z|w] € finito, entdo o conjunto solugao de x* — xy + y*> = n também € finito.

Dada uma solugcao & = 1€, o produto de & por cada uma das outras cinco unidades
também € uma solugao, pois N(u&) = N(u)N (&) = N(§). Além disso, se u1§ = usé entao
Uy = us, isto €, o produto de & por cada unidade gera uma solucdo diferente. Logo, o

nimero de solucoes de x* — xy + y?> = n é divisivel por 6.

(b) 727 € um primo da forma 3k + 1 em Z. Assim, dado w € Z|w] tal que N(m) = 7 =

727, tanto ™ quanto T sdo primos em Zlw| (Proposi¢ao [{-4). Logo, 727 = unT onde

uw e {l,-1l,w,—w,1 + w,—(1 + w)} € a dnica maneira de escrever 727 como produto

de inteiros de Fisenstein, e as solugoes de N (&) = T27 sio os elementos do conjunto
{m, 7, =7, -7, wn, wr, —wm, —wT, (1 + w)m, (1 + )T, —(1 + w)m, — (1 + w)7}

Tomando m = 31 + 13w econtramos o conjunto solu¢ao {31 + 13w, 18 — 13w, —31 —

13w, —18 4+ 13w, —13 + 18w, 13 + 31w, 13 — 18w, —13 — 31w, —18 — 31w, —31 — 18w, 18 +

31w, 31 + 18w}.

Portanto, os pares {(31,13), (18, —13), (=31, —13), (—18,13), (—13,18), (13, 31), (13, —18),
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(—13,-31),(—18,—-31), (—31,—18), (18,31), (31,18)} sao todas as solucoes inteiras de
x? — xy +y? = T727.

Problema 6.7. Prove que se n é um inteiro positivo tal que a equacao x° —3zy> +vy> =n

tem solugoes inteiras (x,y), entdo ela tem pelo menos trés solugoes.

Solugao. Inicialmente perceba que dado x 4+ yw € Z[w] temos,

(z +yw)® = 2° + 32%yw + 3zy’w?® + v*w® = (2° — 3zy® + v*) + (32%y — 32?)w.

Dai, sendo u = z+ yw, seque que x> —3xy? +1y*> =n = n = Re(u?®). Como u® = (uw)? =

(uw?)3, basta mostrar que u = + yw,uw = —y + (r — y)w e uw? = (y — ) + (—x)w sdo
distintos dois a dois.

Se u = uw teriamos

Se u = uw?, teriamos

Se uw = uw?, teriamos

—y=y-—=x

rT—y=—x
De todo modo seque x = y = 0 o que contradiz o fato de x ey serem positivos. Logo,
u,uw e uw? sdao dois a dois distintos. Portanto, se (x,y) € solugdo de x* — 3xy* +y> =n
entao (—y,x —y) e (y—x, —x) também sdo solugoes da equacgdo, que tem pelo menos trés

solucgoes.
Problema 6.8. Resolva a equacdo x% + 4 = 1.

Solugao. A equagdo pode ser escrita como (2 + ix)(2 —iz) = y°.
Se x € impar entdo 2+ ix e 2 —ix sao relativamente primos (Proposi¢ao . Dai
ambos sao cubos (Proposi¢do . Desta forma, 2+ix = (a+0bi)3,3a,b € Z. Comparando

as partes real e imagindria, seque que

a(a® — 3b*) =2
3a%b — b?

Da primeira equacgao, seque a = +1 ou a = +2. Tanto a = 1 como a = 2 nao geram

solugoes inteiras para b. Se a = —1, entao b = +1 = x = £2, contradizendo o fato de x
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ser impar. Seque que a = —2 eb=+1=xr = +11,y =5.

Se x € par, entao y também € par e podemos escrever x = 2u,y = 2v,Ju,v € Z.
Dai, 2 +4=y* & 4’ +4 =83 & u?+1 =203, isto é, (u+1i)(u—1i) = 2v®. Como u+i
e u — i sao relativamente primos e 2 = (1 +1)(1 — i), seque da foatoragdo tinica em Z[i]

que u+1i= (1+1)(a+ bi)® Ja,b € Z. Comparando as partes real e imagindria, temos

(a+b)(a® — dab+b*) =1
(a —b)(a®+4ab+V*) =u

Da primeira equacao seque que a—b = a®>—4ab+b* =1 oua—b = a®>—4ab+b> = —1. Esta
ultima equagao nao tem solucgoes inteiras. Temos, entao, a = 1,0 =0 oua =0,b = —1.
Dai, v = 2,y = 2 ou v = —2,y = 2. Portanto, todas as solucoes de x> +4 = > sao
(£11,5),(£2,2).

Problema 6.9. Prove que a equacio z° — 2 = y* tem (3,45) como tunicas solugoes in-

teiras.

Solugao. Podemos escrever a equacio como x° = y? + 2 = (y +v/—=2)(y — v/—2). Note
que y tem que ser impar, pois caso contrario chegariamos a uma contradicao no modulo
4.

Se 6 = mde(y + /=2,y — V/—2) entdo §| —2\/-2 = \/—_23. E fécil ver que \/—2 ¢
irredutivel em Z[v/—2|. Desta forma, 6 = u\/—_Zk para algum k € {0,1,2,3}. Por outro
lado, se /=2 | (y & v/=2) entdo /=2 | 2* = y*> + 2, mas x € impar. Logo, v/—2 1 6.
Conlui-se que y + /—2 e y — v/—2 sdo relativamente primos. Desta forma, como o

produto de y + /=2 e y — /=2 é um cubo e Z[\/—2] é um dominio de fatoragdo inica

(Proposic¢ao , a Proposicao garante que sao ambos cubos. Seque que y + /—2 =
(a+ bv/—2)33a + bv/—2 € Z[\/—2]. Comparando as partes real e imagindria, temos

y = a’ — 6ab?
1 = 3a%b — 2b°
A sequnda equagao implica b(3a* — 2b*) = 1. Dai,

b=3a>-2"=1=a=+1oub=3a>—-20>=—-1=a¢Z

Portanto, y = —14+6=5ouy=1—6= -5 ex® = (£5)? +2 =27 = z = 3 sdo as

tinicas solucoes inteiras de x3 — 2 = y?.

Problema 6.10. Seja S o conjunto dos inteiros positivos da forma a® + 2b%, onde a e b

sdo inteiros e b # 0. Prove que se p é um primo e p*> € S, entio p € S.
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Solugao. Como p? = a® + 2b* = (a+ byv/—2)(a — b\/—2), com b # 0, entdo sua fatoracdo
em Z[v/—2] nao é composta apenas de primos inteiros. Se m =m +ny/—2, comn # 0, é
um primo tal que 7 | p* entdo 7 | p e T | p. Como 7 e T sio coprimos (Proposigdo ,
temos N(w) = m? + 2n? | p. Desta forma, existe k € Z, tal que p = k(m? + n?). Como
p € primo em Zy conclui-se que k = 1.

Portanto, p = m1 = m? + 2n2, onde n # 0, ou seja, p € S.

Problema 6.11. (IMO - 2001) Sejam a,b,c,d € Z, com a > b > ¢ > d > 0. Suponha
que
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Prove que ab+ cd nao é primo.

Solugao.

Primeiramente, note que
ac+bd=(b+d+a—c)b+d—a+c) =

& ac+bd = b* +bd — ab+ be +bd + d* — ad + cd + ab + ad — a® + ac — bc — ed + ac — ¢ <
sad—ac+E =0V +bd+d* <
& (a+ cw)(a+ cw?) = (b— dw)(b — dw?)

Como a > b > ¢ > 1, entdo mdc(b,d) = k > 1 = k | (ab+ cd) e ab+ cd nao é
primo. Podemos, entao, supor mdc(b,d) = 1. Analogamente, podemos supor mdc(a,c) =
mdc(a,b) = mdc(b,c) = 1. De fato, isto significa que a+ cw e a+ cw? sio coprimos e que
b—dw e b— dw? sio também coprimos (Proposi¢ao .

Se € Z|w| é um primo que divide b—dw, entdo 7t (b—dw?),T | (b—dw?),T { (b—dw)
e T divide exatamente um dos mimeros a + cw,a + cw?. Sem perda de generalidade,

suponhamos T | (a + cw). Assim,
N(m) | (a+ cw)(b — dw) = ab + cd + (bc — ad + cd)w.

Como N(r) € Z, seque que N(m) | ab+ cd. Se N(m) # ab+ cd, entdo ab—+ cd € redutivel,
logo nao é primo.
Suponha, entao, que todo primo que divide b — dw € tal que N(¢) = ab + cd.
Observe que w | (b — dw) = T 1 (b — dw) e estes sio os unicos elementos primos,
a menos de multiplicagoes por unidades, com norma igual a N(mw). Dai, eziste € uma

unidade em Z|w] e existe um natural k tal que b—dw = er® e b+d+ dw = b — dw? = ex*.

Analogamente, existe € uma unidade em Zw] tal que a — ¢ — cw = a + cw? = n* e



46
a+cw = 7. Desta forma, existe u € Z[w| uma unidade tal que b+ d + dw = u(a + cw).
Se fosse u = %1 teriamos ¢ = +d, o que contraria o fato de mdc(c,d) = 1.
Se fosse u = tw teriamos a = b, o que contradiz mdc(a,b) = 1.
Finalmente, se fosse u = £(1 +w) teriamos a = +d, o que contradiz mdc(a,d) = 1.

Portanto, b+ d + dw # u(a + cw), qualquer que seja a unidade u € Z[w], consequen-

temente N(m) # ab+ cd e ab+ cd é redutivel, logo nao é primo.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, mostramos alguns conceitos de algebra elementar, como as definicoes
de anéis, dominios, corpos e ideais, ressaltando caracteristicas e estruturas peculiares de
alguns conjuntos, atraves de exemplos, proposicoes e problemas resolvidos. Os principais
conjuntos abordados foram Z[i] (inteiros de Gauss), Z[w] (inteiros de Eisenstein) e Z[v/—2],
todos subconjuntos de C, mostrando sua aplicabilidade em nivel médio.

As ferramentas reunidas neste trabalho concedem ao professor material para aper-
feicoamento proprio ou para elaborar uma sequéncia de aulas ou um minicurso prepa-
ratorio para alunos que visam disputar competicoes matematicas. Como exemplo de
contetdo para tais fins, podemos destacar a caracterizacao das ternas pitagéricas e das
ternas de inteiros que sao lados de um triangulo com angulo de 60°.

Ainda, em nivel menos trivial, foram abordados os conceitos de ideal principal e fa-
toracao unica, que trazem ao professor alguns contetidos fundamentais como a definigao de
nimero primo e irredutivel, cuja formulagao no ensino fundamental rotineiramente é con-
fundida sem prejuizo ao aprendizado dos discentes, cabendo ao professor o conhecimento
mais profundo para compreender os motivos da equivaléncia entre as defini¢oes.

Por fim, este trabalho busca enriquecer o conhecimento dos professores de Ma-
tematica e melhorar o nivel do ensino de Matematica na educacgao basica, finalidade esta
que é um dos pilares do PROFMAT.
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