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Resumo

Este trabalho propoe a solugao de problemas de calculo de area de figuras atraentes
como uma ferramenta para uma aprendizagem mais significativa de alguns dos contetudos
da educagao basica. Oferecemos também uma visao geral dos marcos da historia da

matemaética relacionados ao conceito de area.



Abstract

This work proposes a problem solving approach to area calculation of visual ap-
pealing figures as a tool for a more meaningful learning of some of the contents of the
basic education. We provide also an overview of landmarks of the history of mathematics

related to the area concept.
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Introducao

Atualmente tem aumentado muito as exigéncias com o professor, inclusive no sen-
tido de responsabiliza-lo pela desmotivacao, desinteresse e, consequentemente, baixo de-
sempenho dos alunos, que é um dos maiores desafios na educacao bésica, principalmente
no Ensino Médio, na rede ptublica. O professor, além de ter todas as competéncias e
habilidades inerentes da disciplina que leciona, deve também ser motivador, saber como
estimular a curiosidade dos seus alunos, levando-os a querer aprender e a gostar de apren-
der.

Segundo os PCN+ (BRASIL, 2002, p. 10-11):

Tais expectativas equivocadas, somadas a um ensino descontextualizado,
resultam em desinteresse e baixo desempenho. Geram ainda um ciclo de de-
sentendimentos, em que os alunos ou seus pais consideram os professores fracos

e desinteressados]...]

Os mais recentes resultados dos exames nacionais divulgados pela imprensa apon-
tam a disciplina de Matematica como a de pior desempenho dos alunos da educagao bésica
no pais, especialmente nas escolas da rede ptublica. Na busca de solugoes para esta grave
situacao, foram implementadas politicas publicas que resultaram em importantes inicia-
tivas, como o Mestrado Profissional de Mateméatica em Rede Nacional - PROFMAT, que
veio ao encontro da proposta do Plano Nacional de Educacao.

Como professora de matematica da rede publica do ensino basico, tive a grata
oportunidade de participar da primeira turma do PROFMAT da Universidade Federal da
Bahia, o que possibilitou um aperfeicoamento na minha formacao profissional, a partir de
um aprofundamento do meu conhecimento quanto aos contetidos de matematica e do enri-
quecimento da minha pratica com a capacitacao para a utilizacao de recursos tecnolégicos
em sala de aula, que tem um papel fundamental para um efetivo aprimoramento no ensino
da matematica.

Segundo LIMA (2007, p. 184):

As aplicagoes sao a parte ancilar da Matematica. Sao a conexao entre

a abstracao e a realidade. Para um grande ntimero de alunos, sao o lado



mais atraente das aulas, despertador que os acorda, o estimulo que os incita
a pensar.

O professor deve considerar como parte integrante e essencial de sua ta-
refa o desafio, a preocupagao de encontrar aplicagoes interessantes para a

matematica que estd apresentando |...|

Nesse sentido, é de extrema utilidade ao ensino da disciplina de Matematica o uso
de elementos que sejam atrativos e provocadores, elementos estes que podem ser encontra-
dos dentro dos préprios topicos da matemaética, como o célculo de areas de figuras planas
(introduzido desde as séries iniciais), ja que a geometria desperta facilmente o interesse
de todos. Pode-se dizer que é a contextualizacao de conteidos matematicos dentro da
prépria matematica e que, sendo direcionada com o devido cuidado, dara suporte a uma
aprendizagem mais significativa e agradavel.

A possibilidade de aliar a tudo isso o uso das novas tecnologias disponiveis, como
no caso o software de geometria dinamica GeoGebra, faz com que essas ferramentas as-
sumam um grande papel no sentido de construir, comprovar e formular solugoes, assim
como explorar propriedades, tanto geométricas como algébricas, envolvidas nas diversas
situagoes. Assim, a construcao desta proposta vem no intuito de colaborar com as mu-
dancas desse quadro que se fazem necessarias e urgentes. Apresenta a possibilidade de
se utilizar os problemas que envolvem célculo de drea, em que as figuras sao tratadas de
maneira cuidadosa e com um apelo visual atraente, construidas no GeoGebra, como um
meio para aplicacao de diversos conteuidos.

Para apresentar a proposta, a organizagao do trabalho esta estruturada em trés
capitulos.

No primeiro capitulo, sao apresentados alguns dos mais importantes fatos da
Historia da Matematica que podem colaborar para um olhar mais critico sobre os objetos
de conhecimento e que envolvem o céalculo de area. Alguns deles datam de séculos antes
de Cristo. Estes fatos estao organizados, dentro do possivel, em uma ordem cronolégica
e alguns dos conceitos e definigoes necessarios para o desenvolvimento do trabalho estao
presentes nesse contexto.

No segundo capitulo, sao apresentados alguns conceitos proprios da classificacao
que elegemos como principios gerais matematicos, além de conceitos basicos dos contetdos
que estao presentes em alguns dos exemplos resolvidos no capitulo seguinte. Nesse mo-
mento, sao apresentadas algumas caracteristicas que se fazem comuns a alguns tipos de
problemas, possibilitando esta classificagao.

No terceiro capitulo, sao apresentados alguns problemas resolvidos e classificados
dentro da proposta, que servem como exemplos de algumas aplicagoes possiveis.

Por fim, algumas consideragoes finais.



Capitulo 1
Area: de Euclides aos Fractais

Desde a Antiguidade, as resolucoes de problemas que envolvem calculos de areas de
figuras planas vém instigando a curiosidade e, ao mesmo tempo, encantando muitos ma-
tematicos, cientistas e afins. Tanto pelo lado desafiador, quanto pelo desejo de encontrar
solucoes que vieram a ser uteis a inimeros campos da ciéncia. Ao longo dessa trajetéria,
resultados surpreendentes e atraentes surgiram. “A Histéria da Matemética pode tirar
do esconderijo onde se encontram os problemas que constituem o campo de experiéncia

do matematico, ou seja, o lado concreto do seu fazer” (ROQUE, PITOMBEIRA, 2001,

p. viii).

1.1 Babilonia e Egito

Os primeiros registros de textos matematicos, incluindo o célculo de area, sao do
Egito e, principalmente, da Babilonia (situada em Bagd4, no atual Iraque), cidade-estado
acadiana da antiga Mesopotamia. Os babilonios sao em numero bem maior, feitos de
argila. Mais de 400 tabletes datam de cerca de dois mil anos antes de Cristo e foram
desenterrados em escavacoes apenas no final do século XIX. Neles, constam registros de
varios topicos da matematica, inclusive o Teorema de Pitagoras e diversos problemas que
envolvem &reas.

Os textos egipcios, em nimero bem limitado, provavelmente pela natureza do ma-
terial utilizado, o papiro, tem no Papiro de Rhind, nome dado por ter sido comprado pelo
escocés Alexander Henry Rhind em 1850 (também chamado da Ahmes, escriba egipcio que
o copiou), o seu mais conhecido. Nele, consta o célculo da drea de triangulo, retangulo,
trapézio e circulo.

Em ambas as civilizagoes, de maneira geral, a matematica se desenvolveu de forma
empirica, a partir do raciocinio indutivo, para resolver problemas do cotidiano como:

medicao de terras, construcoes, necessidades administrativas, etc., embora, “tanto os
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Figura 1.1: Exemplos de antigos textos matemaéticos.

egipcios quanto os babilonios tinham procedimentos sistematicos para resolver problemas
que hoje chamariamos de geométricos, envolvendo medidas” (ROQUE, PITOMBEIRA,
2011, p. 6).

1.2 Grécia

1.2.1 1Idade Heroica da Matematica

A Idade Heroica da Matemadtica, que segundo Boyer (2001) tem esse nome devido
ao periodo em que importantes matematicos e filésofos, como Hipias de Elis, Hipécrates
de Quios, Anaxdgoras de Claxomenae e Zenao de Elea, direcionaram a sua atencao para
os problemas que formaram a base para o desenvolvimento da Geometria. Sao estes, os
trés problemas classicos: trisseccao de um angulo, duplicacao do cubo e a quadratura do
circulo. Destes, destacamos o tltimo.

O problema da quadratura do circulo foi proposto por Anaxagoras no século V
a.C., que foi aprisionado em Atenas por ter ideias muito avancadas para sua época. O
problema consiste em construir um quadrado com a mesma area de um circulo, utilizando
apenas régua nao graduada e compasso (figura .

Somente no século XIX, apés Ferdinand Lindemann provar que m é um nimero
transcendente, ou seja, nao é raiz de nenhum polindmio com coeficientes racionais nao
todos nulos, foi que se pode provar que nao é possivel fazer essa quadratura, exceto por
aproximacao.

A importancia desses problemas consiste no fato de terem constituido ao longo
dos tempos uma fonte muito rica de ideias e processos matematicos, que foram sendo

desenvolvidos nas sucessivas tentativas de resolucao.



Figura 1.2: Quadratura do circulo

1.2.2 Pitagoras de Samos

Nascido em Samos, no século VI a.C., Pitagoras fundou em Crotona uma socie-
dade secreta mistica e filosofica, apds retornar de uma viagem a Babilonia e ao Egito,
onde absorveu nao s6 conhecimentos matematicos e astronomicos, como também religi-
osos. Esta sociedade, os Pitagoricos, cujo lema era “Tudo é nimero”, desempenhou um
papel de extrema importancia na histéria da Matematica e disseminou o mais famoso te-
orema no ensino da Geometria, o Teorema de Pitagoras, e o triangulo pitagérico, de lados
correspondem a primeira tripla pitagérica (3, 4 e 5). Teorema este, que tem o seu nome,
mas ja estava presente em registros babilonicos nos tabletes que foram encontrados no
século XIX, mas que tinham, ja nesse momento, pelo menos mais de um milénio. Nenhum
registro de demonstragao desse teorema, feita pelos pitagéricos, é conhecido até hoje.

Como suas aplicacoes nos registros sao sempre relativas a formula que envolve as
triplas pitagoricas, ou seja, resultados obtidos a partir de processos aritméticos, segundo
ROQUE, PITOMBEIRA (2011): “[...] o Teorema ‘de Pitdgoras’ dos Pitagéricos nao
deveria ser um resultado geométrico”.

Também ¢é atribuida aos pitagoricos a descoberta das grandezas incomensuraveis,
o que contribuiu para uma separacao entre a aritmética e a geometria, ou entre o universo
das grandezas geométricas e o universo dos nimeros. E, consequentemente, para que a

geometria passasse a ter um carater formal e abstrato, necessitando de uma demonstragao.
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Figura 1.3: Uma luna é figura plana limitada por dois arcos circulares de raios diferentes

1.2.3 Hipécrates de Quios

Nascido em Quios, no século V a.C., foi um excelente gedometra e desenvolveu
alguns dos seus importantes resultados a partir das tentativas de resolver os problemas
classicos da duplicacao do cubo e da quadratura do circulo. Dos seus resultados, os que
mais se destacam sao: um cubo pode ser dobrado se puderem ser determinadas duas
proporcoes entre um numero e o seu dobro, o que direcionou esforcos para a Teoria das
proporgoes; a drea de algumas lunas (ou linulas); a quadratura das lunas, um dos mais
antigos documentos gregos; além de ter escrito os “Elementos da Geometria”, primeiro
texto matematico organizado antes de Euclides, mas que se perdeu.

A area e a quadratura das lunas foram obtidas a partir das tentativas de quadrar um
circulo. Para calcular a area, Hipdcrates utilizou o fato que as dreas de dois circulos estao
entre si como o quadrado dos raios (ﬁgura, um teorema que, segundo relatos, Eudemos
acreditava ter provado, embora isso pareca impossivel sem a teoria das proporcgoes.

Um exemplo de quadratura de luna pode ser visto na figura [I.5] Este exemplo
ilustra bem trés principios para o calculo de areas que iremos explorar no capitulo 2:

decomposicao, simetria e proporcionalidade.



Figura 1.4: As areas de dois circulos estao entre si como os quadrados dos seus raios, ou

seja,
Area S; r?

Figura 1.5: Luna construida a partir de um cateto de um triangulo retangulo isésceles.

Pelo Teorema de Pitagoras,
AC 1

AB V&
portanto pelo proporcionalidade das &areas,
Area ACD 1
Area ABC 2
Assim,

2(S1 4+ 54) = S1 + S2 + S,

e como S; = Sy por simetria, concluimos que a area da luna S; é metade da area do
triangulo ABC.



1.2.4 Euclides

Nascido no século IV a.C., nao se sabe muito a seu respeito, inclusive quanto ao
local em que nasceu. Supoe-se que, provavelmente, nasceu na Grécia. Atuou em Atenas e
tem uma enorme importancia na Matematica devido a sua principal obra: os Elementos.
Até entao, nao havia uma maior preocupacao com o formalismo, ou com o pensamento
dedutivo. Desde o final do século V, Platao, assim como Aristételes, ja apontava a
necessidade de se ter uma forma de selecionar as afirmacgoes que alguém pudesse fazer,
estabelecer critérios fundados em defini¢oes claras e comega a criticar os geometras pela
falta de rigor nas praticas matematicas. Mais tarde, Aristételes desenvolveu uma légica,
na qual os critérios de verdade estao mais ligados ao rigor da demonstracao, com o cuidado
de nao haver contradi¢oes no raciocinio em uma cadeia de conclusoes.

Na sua mais famosa obra, os Elementos, que provavelmente é a mais reproduzida e
utilizada no mundo ocidental depois da Biblia, Fuclides organizou toda a matematica que
havia sido construida, até entao, em um conjunto de 13 livros. Desenvolveu uma forma de
sistematizar os dados de maneira totalmente abstrata, sem recorrer a formas concretas ou
intuitivas, com bastante rigor nas demonstragoes. Nela constam a Teoria dos Niumeros e,
principalmente, a Geometria. Surge, entao o método axiomético-dedutivo e a geometria
euclidiana. Neste método, as proposicoes, que sao os problemas e os teoremas, sao de-
monstradas a partir de defini¢oes, axiomas e postulados, fatos aceitos como verdadeiros,
assim como resultados ja demonstrados anteriormente.

Os resultados, problemas resolvidos de geometria, se referem as construgoes com
régua nao graduada e compasso, e as transformagoes dos entes geométricos. Os teoremas,
tratam das propriedades desses entes, enunciando-as ou demonstrando-as.

Os primeiros livros tém como objetivo principal resolver problemas que envolvem
calculos de area, que diferentemente do procedimento utilizado atualmente, nao se faz uso
de medidas, ou de férmulas, mas de equivaléncia de dreas. Como é explicado em (MOISE,
1990), os axiomas de Euclides sao usados para definir uma relagdo ~ entre figuras (F') do

plano tal que
1. ~ é uma relagao de equivaléncia;
2. I ~ Fi U F5 nunca acontece;
3. Se F} e F, sao triangulos congruentes, entao F; ~ Fj;
4. Se Fy ~ F| e Fy, ~ F} entao Fy U Fy, ~ F| U F};
5. Se Fy U Fy ~ F{ U F) e Fy ~ F|, entao F, ~ F}.

Quando usamos o simbolo L, esta subentendido que as figuras nao se sobrepoem.



A B

Figura 1.6: Como ABDC' é um paralelogramo, segue do Teorema dos Angulos Alternos
Internos que ZACB = ZCBD e /BCD = ZABC. Como BC' é um segmento comum,

os triangulos ABC' e DCB sao congruentes por ALA e portanto tém a mesma area.

A partir dessa nocao de equivaléncia, Euclides mostra que a area de um parale-
logramo é equivalente a area de dois triangulos iguais. A demonstragao da Proposi¢ao
XXXIV do livro 1 pode ser vista na figura|1.6

Nas Proposigoes XXXV e XXXVI, demonstra que paralelogramos que estao postos
sobre a mesma base, e entre mesmas paralelas, sdo iguais, ou seja, tém a mesma &area,
um resultado importante, ilustrado na figura [I.7] Este resultado é a base para o quarto

principio que estudaremos no capitulo 2, a invariancia afim.

1.2.5 Arquimedes de Siracusa

Nascido na Siracusa, que fazia parte do mundo grego, no século III a.C., conside-
rado um dos principais cientistas da antiguidade e um dos maiores matematicos de todos
os tempos. Sua obra, vasta, muito rica e importante, diferente da obra de Euclides, que
utilizava métodos de demonstragoes puramente geométricos, aplicava métodos puramente
mecanicos. Destacam-se, entre elas: a quadratura da parabola (ﬁgur; demonstragao
da drea do circulo (medida do circulo) pelo método da exaustdo de Eudoxo (figurel.9)
e a lei das alavancas (ﬁgur, presente em uma das suas mais importantes obras, O
Método. Obra de grande valor, que s6 foi publicada ja no inicio do século XX, pois ficou
perdida durante dois mil anos até ser descoberta em um palimpsesto, espécie de pergami-
nho que era reutilizado algumas vezes, no qual também estava presente o quebra-cabecas

geométrico Stomachion, que trataremos posteriormente.

Na busca de resolver um dos problemas classicos, a quadratura do circulo, utilizou
o método da exaustao e demonstrou a quadratura da pardbola. A area de um segmento
de pardbola, regiao delimitada por uma parabola e um segmento de reta, ¢ igual a quatro
tercos da area de um triangulo cuja base é o segmento e cujo vértice pertence a reta

tangente a pardbola que é paralela a base (ver figura .
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(a) Se o vértice D coincide com o vértice E, temos que o triangulo BCE é comum e ambos

paralelogramos serao iguais ao dobro do triangulo. Logo, os paralelogramos sao iguais.

(b) Neste caso, temos que AD = BC e EF = BC, entdao, AD = EF. Dali, pelo axioma,
AE = DF e ainda AB =CD e BE = CF, pois sao lados opostos dos paralelogramos, entdo, os

triangulos ABE e DCF sao iguais. Como o trapézio EBCD é comum, os paralelogramos sao

iguais.

(c) Neste caso, temos que os triangulos ABE e DCF sao iguais (AD = DF, os angulos DAB
e FDC, iguais e AB = DC'). As regides determinadas por BE e DC sdo comuns. Logo, os

paralelogramos sao iguais.

Figura 1.7: Paralelogramos que estao postos sobre a mesma base, e entre as mesmas

paralelas, téem a mesma area.
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Figura 1.8: Para calcular a drea do segmento de pardbola, considerou inicialmente o
triangulo com base AB e vértice C' tal que a tangente a parabola em C é paralela a AB.
Em seguida ele mostrou que a area dos triangulos ACD e CBE é 1/4 da area de ABC,
onde D e E sao pontos obtidos de modo similar a C. Repetindo o procedimento, ele

concluiu que a area da parabola é igual a

Area ABC  Area ABC 4
- -

AreaABC—l— T cee = gAreaABC.

Figura 1.9: Area do circulo. A demonstracao foi feita utilizando o método da exaustao:
constroem-se poligonos regulares, a partir do hexagono, inscritos e circunscritos ao circulo,
sempre dobrando o nimero de lados. Ou seja, as areas dos poligonos inscritos e circuns-
critos ao circulo C, respectivamente, I, e C),, ao aumentar indefinidamente o niimeros de

lados, se aproximarao da area do circulo, I,, < C' < C,,.
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(a) “Pesos iguais a distancias iguais estao em equilibrio, e pesos iguais a distancias desiguais nao

estao em equilibrio, mas pendendo para o lado do peso que estd a maior distancia”.

a A b
4

(b) “O equilibrio entre os corpos se dé se o produto do peso A pela distancia a entre o ponto de

suspensao de A e o fulcro for igual ao produto do peso B pela sua distancia b ao fulcro”.

Figura 1.10: Lei das alavancas

1.3 Desenvolvimentos Posteriores

Trataremos, neste momento, de alguns dos mais importantes resultados obtidos

por matematicos da Idade Moderna, que se referem ao calculo de areas.

1.3.1 Kepler

Johann Kepler, nascido no século XVII, na Alemanha, foi um matematico que
acrescentou significativas modificacoes no método de Arquimedes. Inspirado pelas espe-
culagoes de Nicolau de Cusa e Giordano Bruno (1548-1600), Kepler introduziu no método
dos antigos os procedimentos infinitesimais. Determinou a area do circulo, Kepler usando
o mesmo expediente de Nicolau de Cusa, Stifel e Viete: considerou o circulo como um
poligono de infinito nimero de lados (ver figura .

O maior exemplo desse seu método infinitesimal é o procedimento que utilizou para
demonstrar a adrea do circulo. Considerou um poligono regular inscrito no circulo com um
nimero muito grande de lados, e tragou raios do centro da circunferéncia para os vértices,
formando um numero igual de pequenos triangulos cujas bases sao os lados do poligono.
Sendo o numero de lados infinitamente grande, cada lado é infinitamente pequeno, o
poligono, entao, confunde-se com o circulo e a altura de cada triangulo confunde-se com
o raio r do circulo, pois a sua medida é infinitamente préxima. Assim, a area de cada

triangulo é praticamente igual a 1.(base).(altura) = 1.(base).r isto é, a drea da regido
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Figura 1.11: Kepler dividiu o circulo em vario triangulos isésceles, cada um dos quais com
altura proxima ao raio do circulo. Cada triangulo pode ser distorcido enquanto mantém
sua base e sua altura (logo, a drea também é preservada) e rearranjado no triangulo da

direita (figura baseada em http://hom.wikidot.com/areas).

poligonal é a soma das areas de todos estes triangulos e confunde-se com a area do circulo.

Assim, somando todas as dreas triangulares, a soma das bases dd o perimetro P da
circunferéncia, donde A = %Pr. Kepler estendeu a aplicacao de seu método infinitesimal
ao calculo de areas de superficies e volumes de sélidos, de uma maneira como nunca antes
foi feito pelos matematicos gregos. Baseando-se implicitamente numa espécie de “lei da
continuidade” para justificar essas aproximacoes infinitesimais. Segundo Boyer (1949),
algumas somas infinitas de Kepler sao notaveis antecipacoes daquilo que hoje chamamos

de calculo integral.

1.3.2 Fermat

Nascido na Franca, no inicio do século XVII. Como a maioria dos outros ma-
tematicos, foi motivado pelo classico problema das quadraturas. Pode-se dizer que nessa
busca, com os resultados que obteve, tornou-se um precursor do calculo infinitesimal.

Na antiguidade, vimos que todas as resolugoes para as quadraturas basearam-se
na decomposicao das figuras, de maneira geral, em triangulos, como no caso do segmento
da parabola. O que diferencia a teoria que Fermat desenvolveu é que as suas decom-
posicoes sao a partir de retangulos. E isto lhe deu uma grande vantagem, pois ao reduzir
infinitamente a largura desses retangulos, pode utiliza-las em intimeras outras curvas.

Seu método (ver ﬁgur, muito parecido com a soma de Riemann, consiste em
representar a curva num sistema de coordenadas, no primeiro quadrante, e assim a area
que se deseja calcular serd a regiao limitada por essa curva e pelo eixo OX.

A base de cada retangulo é igual a medida do segmento determinado por dois

+1

pontos consecutivos, ou seja, r"a — " ta = r"a(1 —r) e a altura de cada um é um ponto


http://hom.wikidot.com/areas
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rPartara +ta ra a X

Figura 1.12: Método de Fermat para quadratura das func¢oes poténcia.

do grafico y = 2%, daf a altura é (r"a)* = r™*a*. Portanto, a 4drea de cada retangulo é:

A, =r"a(l —r)r*Fa®

_ akJrlrn(kJrl)(l . 7“)

Tendo k£ como um nimero constante, temos que a soma das n areas desses retangulos

representa o valor aproximado a area da curva, ou seja,

k+1
~ k+1 n(k+1) 1 .\ @ (1-r7)
Am ) d T =) = e
Lembrando da fatoracao de (1 — 75*1), temos:
a" (1 - 1) s

1 — kbl 1+r+r24+r34 .. 4+rn

Ao calcularmos o limite, quando r tende a 1, resulta que

ak +1

Ck+1

Este método é chamado de quadratura das funcoes poteéncia.

Seus resultados colaboraram para o estudo das propriedades das séries infinitas.
Outro ponto importante, que diferencia os métodos de Fermat e dos matematicos gregos
da antiguidade, é que o seu método apresenta como resultado uma expressao analitica,

enquanto que os gregos sempre obtinham uma outra area.

1.3.3 Calculo Integral

Os precursores do Calculo Integral, com trabalhos independentes, Leibniz e New-

ton, nascidos no século XVII, iniciaram seus estudos a respeito do cédlculo de areas de
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regioes limitadas por uma curva baseados em fatos geométricos, dividindo um intervalo
em particoes infinitesimais e calculando a soma das suas areas, ainda de maneira intuitiva.

Leibniz publicou em seu livro Historia et Origo Calculi Differentialis que se inspi-
rou em Pascal e no triangulo caracteristico para criar o Calculo. A partir desse triangulo,
determinou a tangente a curva, que vem a ser a derivada. Através de triangulos semelhan-

. Ay e dr . .

tes, fez com que a razao Ar se torne uma relacao infinitesimal a0’ introduzindo entao o
operador d, que ao mesmo tempo em que indica uma ligagao com a quantidade z, o separa
dessa quantidade. Como uma variavel vai sempre depender da outra, implicitamente apa-
rece ai a no¢ao de funcao, onde ha uma variavel dependente e uma variavel independente.
Seu trabalho influenciou muito a definicao de funcgao, posteriormente. Nesse contexto,
os trabalhos de Leibniz e Newton se diferenciam. Como as notagoes adotadas por Leib-
niz foram mais adequadas e eficazes, foram melhor aceitas e logo se consolidaram, sendo
utilizadas até hoje.

Em todo caso, o Teorema Fundamental do Célculo, transformou em muitos casos
o problema de cédlculo de areas de figuras em um simples problema algébrico, que ainda
hoje é visto nos cursos de Calculo Diferencial e Integral.

A defini¢ao analitica de uma funcao fez com que, no final do século XVIII, o calculo
infinitesimal abandonasse as suas referéncias geométricas e passasse a ser formulado na
linguagem algébrica.

Ja no século XIX, Riemann formalizou o limite da soma das particoes dos interva-
los, que nao necessariamente devem ser iguais, o que veio a ser conhecido como a Soma de
Riemann e, consequentemente, definiu a Integral de Riemann. Esses resultados abriram
caminho para Lebesgue apresentar, no século XX, a sua definicao de integral, que vem

suprir alguma limitacoes da integral de Riemann.

1.3.4 Poligonos Equidecomponiveis: Teorema de Bolyai

Este é um conceito bem simples e facilmente aceitdvel, que na verdade ja era
utilizado desde a antiguidade, por exemplo nos puzzles ou quebra-cabecas Tangran e
Stomachion de Arquimedes (ﬁgur.

Dois poligonos P e P’ dizem-se equidecomponiveis quando é possivel dividir cada
um deles em um mesmo nimero de partes disjuntas e congruentes entre si. Este conceito
estd implicito na teoria de area de Euclides. Evidentemente, dois poligonos equidecom-
poniveis tém a mesma area. A reciproca dessa proposi¢ao nao é evidente, mas é verdadeira,
sendo conhecida como Teorema de Bolyai-Gerwein, por ter sido demonstrado, em 1832
por F. Bolyai e, independentemente, em 1833 por P. Gerwien. F. Bolyai era o pai do
famoso matemético hingaro Janos Bolyai, descobridor da Geometria Hiperbdlica (que

também foi descoberta por Lobatchevski e Gauss). Gerwien era um matemético amador
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(a) Tangran (b) Stomachion

Figura 1.13: Quebra-cabecas antigos que utilizam o principio da equidecomponibilidade.

alemao.

Veremos aplicacoes do conceito de equidecomponibilidade no capitulo 3.

1.3.5 Teoria da Medida

Os estudos que levaram a Teoria da Medida foram iniciados por Emile Borel, mas
de fato desenvolvidos por Lebesgue, francés, e Carathéodory, grego, ambos nascidos no
final do século XIX.

A Medida de Lebesgue serve como base para a Teoria da Medida, que consiste
em definir a medida de um conjunto, atribuindo um nimero a cada subconjunto (ou
a uma determinada familia de subconjuntos, mais exatamente). Essa medida pode ser
area, volume, massa ou qualquer propriedade aditiva, na qual a medida da uniao de dois
conjuntos disjuntos é igual a soma das suas medidas. Para compreendermos melhor,

vamos apresentar alguns conceitos e definigoes.

Definigao 1.3.1. Uma U—Algebm de subconjuntos de X € uma familia ¥ de conjuntos de

X, tais que:
1. oe¥;
2. para todo E € ¥, seu complemento X\E € ¥;
8. para toda sequéncia (E,), .y em X, sua uniao |J, oy En € 2.

Elementos de ¥ sao chamados de conjuntos mensurdveis.
Dizemos que uma familia de conjuntos {£;},; ¢ disjunta se nenhum ponto pertence

a mais do que um £, isto é, E; N E; = & para todos i, j € I distintos.

Definigao 1.3.2. Um espago de medida € uma tripla (X, %, p) onde:
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1. X € um conjunto;
2. Y € uma o-dlgebra de sub-conjuntos de X;
3. p:3 —[0,00]| € uma fungao, tal que:

(a) u(@) =0

(b) se (Ej),en € uma sequéncia disjunta em X,

It (U E,) = ulE).
ieN ieN

Os elementos de ¥ sao chamados de conjuntos mensurdveis (por exemplo, figuras
cuja drea queremos medir) e p é chamads de uma medida de X (ou seja, a funcao que
atribui um érea a cada figura). A propriedade 3a, chamada de o-aditividade ou aditividade
contdvel, é o que possibilita formalizar os métodos intuitivos de Kepler e Fermat, por
exemplo.

A Teoria da Medida representa, portanto, a formalizacao completa das proprieda-
des da area (e também do comprimento e volume) que foram intuidas pelos matematicos
desde a antiguidade. Veremos no proximo capitulo uma versao simplificada da teoria da

medida, suficiente para o calculo de areas de figuras geométricas elementares.

1.3.6 Fractais

Benoit Mandelbrot, nascido na Lituania, no inicio do século XX, foi quem ini-
ciou os estudos de formas geométricas que possuem uma propriedade especial, a auto-
similaridade. Para essas formas deu o nome de fractais, do latim fractus, fragmentos

irregulares. Os fractais sao estruturas fragmentadas, extremamente belas e complexas,
obtidas através de processos iterativos ou recursivos.

AAs AX
A A L B

(a) Triangulo de Sierpinski (b) Floco de Neve de Koch

Figura 1.14: Exemplos de fractais.

Buscando resolver problemas de ruidos em linhas telefonicas na transmissao entre

computadores, teve éxito ao empregar um trabalho antigo de George Cantor chamado
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Poeira de Cantor. Seus estudos foram baseados em resultados das pesquisas de dois
precursores do estudo dos fractais, Fatou e Julia. Suas habilidades com os recursos com-
putacionais o ajudaram bastante a desenvolver esses estudos.

Apés o surgimento das Geometrias Nao-Euclidianas, no final do século XIX, houve
uma maior liberdade para os matemaéticos, quanto aos esquemas rigidos inerentes a Goe-
metria Euclidiana.

A chamada Geometria dos Fractais, desenvolvida por Mandelbrot, tem sua base
na Teoria do Caos: “a ordem na desordem”. Reflete uma natureza de irregularidades, o
que a contrapoe a Geometria Euclidiana.

A Geometria dos Fractais permite uma contemplacao de aspectos harmoniosos ou
de contrastes que estao fortemente ligados as artes e também presentes na natureza. A
simetria, que serd apresentada no capitulo 2, é um conceito de fundamental importancia
no estudo da geometria, no calculo de area e possui, inclusive, grande valor estético. Este,
torna-se um fator de grande relevancia para a sua aplicagao no ensino da Matemadtica,
tanto através dos recursos tecnoldgicos, como, principalmente, através da manipulagao de
materiais concretos.

O estudo do célculo de areas dos fractais possui resultados surpreendentes, como
no Triangulo de Sierpinski, um dos mais conhecidos fractais, no qual a sua area tende a
zero, enquanto o seu perimetro tende ao infinito. Ou como no Floco de Neve de Koch, no
qual a area ¢ finita, cerca de 540 por cento maior que a inicial, enquanto o seu perimetro
tende ao infinito (ver figura [I.14).

1.4 Conclusao

Ao concluirmos este importante panorama dos fatos da Historia da Matemaéatica
que envolvem o célculo de areas e que servird de fundamento para a teoria que vamos
apresentar, ¢ indispensavel uma observacao a respeito de um momento crucial no desen-
volvimento dos estudos da Matematica, a criacao da Teoria dos Conjuntos por George
Cantor. Isto ocorreu ao final do século XIX e, inicialmente, nao foi bem aceito. Com
o passar dos anos, passou a ser reconhecida a sua extraordinaria importancia, vindo a
ser considerada uma das mais notaveis inovagoes matematicas dos ultimos séculos, re-
formulando toda a Teoria Matematica ja existente, inclusive a Geometria, e colaborando

sobremaneira para o desenvolvimento da Anélise.



Capitulo 2

Principios Matematicos para o

Calculo de Areas

O objetivo deste capitulo é examinar alguns principios tteis para o calculo de areas
de figuras planas. Mas, antes devemos definir o que entendemos por figuras planas e drea.

Inicialmente, precisamos definir um conjunto fixo de tipos de figuras elementares.
A ideia intuitiva é que uma figura plana é um conjunto de pontos do plano que pode ser
“construido” com figuras elementares, como bloquinhos de um jogo de construcao. Na
figura vemos alguns tipos de figuras elementares. E claro que é necessario também
ter um critério de congruéncia bem definido para cada tipo de figura elementar. Por
exemplo, consideramos dois segmentos circulares congruentes se suas aberturas e raios

sao congruentes.

A

(a) A édrea do triangulo é (b) A drea do segmento de

A = bh/2 e dois tridngulos circulo é A = R?(6—senf)/2

sao congruentes se seus lados e dois segmentos sao congru-
correspondentes sdo congru- entes se possuem 0O MesMmMo
entes. raio R e mesma abertura 6.

Figura 2.1: Exemplos de figuras elementares.
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Uma figura elementar possui uma fronteira bem definida. No caso de um triangulo,
sua fronteira é formada pelos pontos dos lados; ja para um segmento circular, a fronteira
¢é formada pelos pontos da corda e do arco.

Em geral, um ponto A pertence a fronteira de um conjunto X se qualquer disco
com centro em A contém pontos de X e pontos que nao sao de X. Denotamos a fronteira
de um conjunto X por 0X. O fecho X de um conjunto X é a unido de X com seus pontos
de fronteira, ou seja, X = X U0X.

Se o conjunto X contém o conjunto Y, definimos a operacao de diferenca X &Y

como o fecho do conjunto dos pontos de X que nao pertencem a Y, ou seja,
XeYy=X-Y.

Se a interse¢ao dos conjuntos de X e Y é vazia ou contém apenas pontos de fronteira

comuns a X e Y, definimos a operagao de soma X @Y como a uniao de X e Y, ou seja,
XY =XUY.
Podemos agora definir o que entendemos por figura plana. A definicao é indutiva:
1. Se F' é uma figura elementar, entao F' é uma figura plana;
2. Se F' e (G sao figuras planas e F' D G, entao F'& G é uma figura plana;
3. Se F' e (G sao figuras planas e FNG C (0F NOG), entao F @& G é uma figura plana.

Vamos denotar o conjunto de todas as figuras planas por F.

Da definicao segue que uma figura plana pode ser descrita por um nimero finito de
operacoes © e P, sobre um numero também finito de figuras elementares, denominadas
partes.

Uma figura plana é uma figura poligonal se suas partes sao triangulos.

Eventualmente, vamos lidar também com conjuntos de pontos que necessitariam de
um numero infinito de partes para sua descricao. Trataremos desses casos informalmente
na secao [2.5

Finalmente, podemos definir a drea de uma figura plana como uma funcao Area :

F — [0, 00] também de maneira indutiva:

1. Area estd bem definida para as figuras elementares, de modo que se duas figuras

elementares F' e G sao congruentes, entao Area F = AreaG;
2. Area F © G = Area F — Area G;

3. Area F BG = Area F + Area G.
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Figura 2.2: Figuras equidecomponiveis. Exemplo baseado em (BOLTIANSKI,1981).

Intuitivamente é claro que tal funcao existe, mas, como uma mesma figura pode ser
descrita de varias maneiras, nao é 6bvio como mostrar que sempre vamos obter a mesma
area independentemente de sua descricao. Uma prova detalhada desse fato para figuras
poligonais pode ser vista em (MOISE,1990)]

2.1 Decomposicao

Uma isometria é uma transformagao f do plano no plano que preserva distancias,
ou seja,

d(f(A), f(B)) = d(A, B)

para quaisquer dois pontos A e B do plano. Estudaremos isometrias com mais detalhe na
proxima se¢ao. Por enquanto, vamos apenas usar esse conceito para definir congruéncia
de figuras planas: duas figuras planas F' e GG sao congruentes se existe uma isometria f
tal que f(F') = G. Figuras congruentes claramente tém a mesma area.

Examinemos as figuras expostas na figura As linhas tracejadas no desenho
decompoem a figura em um niimero idéntico de figuras congruentes. Isso motiva a seguinte
definicao: duas figuras F' e G sao equidecomponiveis se existem 2n figuras Fy, ---, F, e
Gy, -+, G, tais que

F=F®oFRho® - &F,

G=G19GD - DG,

e F; é congruente a Gy, parai=1,--- ,n.

! a ideia bésica da demonstracdo é que duas decomposicoes distintas de uma mesma figura possuem

um refinamento comum.
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Figura 2.3: Figuras equicomplementaveis. Exemplo baseado em (BOLTIANSKI,1981).

E claro que figuras equidecomponiveis tém a mesma area. Esse conceito é o funda-
mento para o principio mais simples para o calculo de areas, o principio da decomposicao,
qual seja: para calcular a area de uma figura, procura-se decompor esta figura em um
nimero finito de figuras, de tal modo que se possa compor com elas uma outra figura
mais simples, cuja area seja conhecida.

E interessante notar que a reciproca da afirmacao feita acima é verdadeira, ao
menos para figuras poligonais, ou seja, se duas figuras poligonais tém a mesma &area,
entao elas sao equidecomponiveis. Esse é o ja mencionado Teorema de Bolyai-Gerwien
(BOLTIANSKI,1981) [}

Um conceito semelhante ao de equidecomponibilidade é o de equicomplementari-
dade. Duas figuras F' e G sao equicomplementdveis se existem 2n figuras Fy, ---, F), e
Gy, -+, G, tais que

FF=FoF®&FR& --&F,

G=GoG oG,o---0G,

sao congruentes, com F; congruente a (G;. A ideia aqui é que se pudermos completar
F e G com figuras congruentes até chegar a figuras congruentes F’ e G', entao F' e G

necessariamente tém a mesma area (figura2.3)).

2No espaco a situacdo é bem diferente: existem tetraedros de mesmo volume que ndo sio equidecom-

poniveis. Ao demonstrar isso, Max Dehn resolveu o Terceiro Problema de Hilbert.
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\ c’
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Figura 2.4: Exemplo de reflexao.

2.2 Simetria

Em muitos casos, desejamos explorar a simetria de certas figuras para simplificar
o calculo de suas areas, mas o que significa exatamente simetria? Trata-se de um assunto
complexo, por isso vamos abordé-lo através de exemplos.

Talvez o tipo mais simples de simetria seja a simetria do espelho. Dada uma reta
r e um ponto A do plano, dizemos que A’ é a imagem refletida de A por r se AA" é
perpendicular a r e d(A,r) = d(A’,r). Dizemos ainda que uma transformagao do plano
no plano M, é uma reflezdo em torno de r se M,(A) = A'. Na figura[2.4 vemos que toda
reflexao é uma isometria.

A composicao de isometrias é uma isometria, portanto podemos considerar o que
acontece quando compomos duas reflexoes por retas distintas r e s. Temos dois casos: ou
r e s sao paralelas, ou se intersectam em um ponto O.

Vejamos o primeiro caso na figura 2.5l Vemos que o efeito resultante é de uma
translacdo da figura F' na direcao perpendicular as retas r e s. Por isso dizemos que uma
transformacao 7, s do plano no plano é uma translacao se existem retas paralelas r e s
tais que 7, = M, o M;.

J& o segundo caso estd ilustrado na figura 2.6 Vemos que o efeito resultante é de
uma rota¢ao da figura F' em torno do ponto O. Por isso dizemos que uma transformacao
R, s do plano no plano é uma rotacgao se existem retas incidentes r e s tais que R, ; =
M, o M,.
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Figura 2.5: Exemplo de Translacao.

\F \E
i\ \
N \
\ \
\ \
\ \\
\
oC A
AN
A
C//
[ ]
[ ]
A L ]
L]
A//

Figura 2.6: Exemplo de Rotacao.
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Vimos que translagoes e rotacoes podem ser definidas em termos de reflexoes. E
possivel mostrar que qualquer isometria é a composicao de no maximo trés reflexoes
(MOISE,1990).

Podemos dizer agora o que entendemos por simetria: uma figura F' é simétrica se
existe uma isometria I tal que I(F) = F. Neste caso, dizemos que F' é invariante pela
isometria 1.

Se F' ¢é invariante por uma isometria I, frequentemente podemos encontrar uma

figura Fjy, que é uma parte de I, tal que
F=FRaolFR)el*(FR)o- oI '(R).
Tal figura Fy é denominada regido fundamental e claramente
Area F = n Area F.

Portanto, podemos enunciar o principio da simetria: para simplificar o cédlculo da area
de uma figura F devemos identificar uma regiao fundamental Fy de uma isometria que

deixe F' invariante e utilizar a formula acima.

2.3 Proporcionalidade

Dado um ponto O do plano e um ntimero k > 0, a dilatacdo de centro O e constante
de proporcionalidade k é a transformagao Do i, do plano no plano que deixa O fixo e, para

qualquer outro ponto A # O, leva A em A’ de modo que A’ estéd sobre a reta OA e
d(O,A") = kd(O, A).

Se 0 < k < 1, podemos mais propriamente dizer que d é uma contracgao.

Como consequéncia dos teoremas bésicos de proporcionalidade (“um feixe de pa-
ralelas determina segmentos proporcionais em duas retas transversais”e reciprocamente),
mostra-se que uma dilatacao leva um triangulo ABC em um triangulo semelhante A’ B'C".
Disto resulta que dilatacoes preservam colinearidade, paralelismo, incidéncia e proporci-
onalidade entre comprimentos de segmentos.

Compondo uma isometria I com uma dilatacao D obtemos uma similaridade, ou
seja, uma transformacao S do plano no plano é uma similaridade se existe uma isometria

I e uma dilatagao Do, tal que
S(A) = Do,i(1(A)).

Similaridades permitem estender a nogao de semelhanca para figuras arbitrarias, isto é,

dizemos que duas figuras F' e GG sao semelhantes se existe uma similaridade S tal que
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Figura 2.7: Exemplo de homotetia.

S(F) = G. A razao de proporcionalidade de S é o mesmo k, ja que a isometria nao altera
as distancias entre os pontos.
Qual a relagao entre a area de uma figura F' e a drea de uma figura semelhante G7
Como figuras sao compostas de figuras elementares, basta ver o efeito de uma semelhanca
sobre figuras elementares (ver figura [2.7). Vemos que se S(F) = G e S tem constante de
proporcionalidade k, entao
Area G = k* Area F.

Temos assim o principio da proporcionalidade: as areas de duas figuras semelhantes estao

entre si como o quadrado da razao de proporcionalidade.

2.4 Invariancia Afim

Queremos definir um tipo de transformacao que preserva areas, como as isometrias,
mas mais geral, no sentido que nao necessariamente preserva distancias. Vamos nos
restringir nesta secao ao caso de figuras poligonais, mas é possivel generalizar os resultados

que vamos obter para outras figuras. Consideremos inicialmente o seguinte lema (ver
figura [2.8]):

Lema 2.4.1. Sejam O, X eY pontos nao colineares e A e B dois pontos quaisquer. Se
A’ e B’ sao dois pontos da reta OX tais que AA" e BB’ sao paralelas a OY, entao

(AreaOX A+ Area OXB)(Area BY O — Area AY O)

Area AA'B'B = .
AreaOXY
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Figura 2.8: Lema do Trapézio.

Demonstracao.
. AA'+ BB’
Area AN BB = 2525
haoxOY + hpoxOY
_ haox BOXOY o = hayo)
2hyox
(2 Area AOX + 2 Area BOX)OY (2 Area BY O — 2 Area AY O)
B 20X hyox %
(Area OX A + Area OX B)(Area BY O — Area AY O)

Area OXY

Para simplificar a notacao, dizemos que

AreaOX A Area OAY
= e =
4 AreaOXY va AreaOXY
sao as coordenadas de drea do ponto A com relacao ao triangulo OXY . Assim, o teorema

acima diz que
Area AA'B'B = Area OXY(xa+x5)(lys —ya),

ou seja, a drea do trapézio AA’B’B depende apenas da drea de OXY e das coordenadas
de area dos pontos A e B.
Vemos na figura 2.9 que

Area ABC = Area AA'B'B — Area AA'C'C — Area CC'B'B,



28

Figura 2.9: A area de um triangulo pode ser expressa em termos das coordenadas de area

dos vértices.

portanto, a drea de um triangulo ABC' depende apenas das coordenadas de drea de seus

vértices, ou mais explicitamente,

Area ABC = Area AA'B'B — Area AAC'C — AreaCC'B'B
= Area OXY [(z4 + 25)(yp — ya) — (x4 + 2¢) (Yo — ya)
—(zc +2p)(ys — Yol
= Area OXY (vayp — Ya + ThYc — ToYp + ToYa — Tayc)

1 1 1
= AreaOXY A T T¢
Yya YB Yo

Sejam OXY e O’ X'Y” dois triangulos de mesma drea. Dado um ponto A do plano,
com coordenadas de drea x4 e y4, em relagdo a OXY', queremos definir um ponto A’ (ver
figura [2.10)) com coordenadas de drea x4 e ya/, em relacao a O’ X'Y” tal que

Ta =TACYA = YA-

Seja m a reta paralela a O’ X’ a uma distancia

2 Area OX A

hxr = O X'
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Figura 2.10: Transformagao equiafim.

Para qualquer ponto M de m, temos que

B Area O’ X' M
~ AreaO’X'Y"
_ OX'hx

- 2Area O’ XY
_ AreaOXA

~ AreaOXY

= x4,

TpM

onde s é a coordenada de drea do ponto M em relacdo a O’ X'Y’. Analogamente, se n

é uma reta a uma distancia

2 Area OAY
oy’
de O'Y’, resulta que yy = wya, para qualquer ponto N em n. Assim, o ponto A’ na

hy/ -

intersecao de m e n possui a propriedade que

TAa =TA€Ya = YA

Note como a constru¢ao do ponto A’ usa essencialmente a Proposigao XXXV dos Livro I
dos Elementos, como vimos no capitulo anterior.

A transformacao E do plano no plano que mapeia um ponto qualquer A no ponto A’
é denominada transformacao equiafim determinada pelos triangulos de mesma area O XY

e O'X'Y’. Na realidade, a transformacao acima esté definida apenas para os pontos no
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interior do angulo ZX QY , mas adotando a convencao de sinais usual para as coordenadas
de area, mostra-se que a transformacao pode ser estendida a todo plano.

Como uma transformagao equiafim preserva area, pontos colineares sao levados
em pontos colineares (pois a drea neste caso é nula). Retas paralelas também sao levadas
em retas paralelas, pois claramente uma transformagao equiafim leva paralelogramos em
paralelogramos. Portanto as relagoes de incidéncia sao preservadas. Finalmente, é facil
ver que as relacoes de proporcionalidade entre segmentos sao preservadas. Como uma
figura poligonal é composta de triangulos, fica claro que uma transformacao equiafim F
leva uma figura F' em uma figura G = F(F') de mesma area. Mais do que isso, cada parte
de F' é transformada em uma parte correspondente de G de mesma area.

Uma transformacgao afim Af é a composicao de uma similaridade com uma trans-
formacao equiafim. Vemos que uma figura poligonal F' é mapeada em uma figura poligonal
G = Af(F) tal que AreaG = k? Area F , onde k é a razao de proporcionalidade. Portanto
uma transforacao afim mao preserva areas, mas preserva proporcionalidade entre dreas,

pois se F’ é uma outra figura,

AreaF k?*AreaF  Area Af(F)
Area F'  k2AreaF’  Arca Af(F')

O principio da invariancia afim pode ser assim resumido: para quaisquer dois
triangulos OXY e O'X'Y’ do plano existe uma (tnica) transformagcdo afim que mapeia
OXY em O'X'Y' e preserva as relagoes de incidéncia, paralelismo, proporcionalidade

entre segmentos e proporcionalidade entre areas.

2.5 Exaustao

Alguns conjuntos interessantes nao podem ser expressos como figuras planas, pois
seria necessario um numero infinito de partes para descrevé-los. Considere por exemplo
a figura [2.11] Nela vemos uma sequéncia infinita de quadrados vermelhos, ladeados por
quadrados de cor cinza, que preenchem todo o quadrado. Se o quadrado possui area
lua, como para cada quadrado vermelho existem dois de cor cinza, entao a area total da
sequéncia infinita de quadrados vermelhos deve preencher um terco da area do quadrado,
sendo portanto igual a 1/3ua. Ou seja, deve ser possivel atribuir uma érea finita mesmo
a certas figuras que necessitam de infinitas partes para descreveé-las.

Neste caso, definimos a area da figura por aproximagoes cada vez melhores.

Seja X um conjunto do plano, contido em um retangulo R, cuja area desejamos

medir. Suponha que exista uma sequéncia de figuras planas F;, tal que

1. F, C X;
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Figura 2.11: Para cada quadrado vermelho, existem dois quadrados de cor cinza.

2. Fn - Fn-i—l;
3. para todo A € X, existe uma figura F,, tal que A € F,,.

Essas condigoes nos dizem que as figuras F,, exaurem X interiormente. Como as figu-
ras estao encaixadas, a sequéncia Area F,, ¢ monétona nio-decrescente e limitada, pois
Area F,, < Area R. Chamamos o limite dessa sequéncia de drea interior de X.

O mesmo conjunto X pode ser exaurido exteriormente. Suponha que exista uma

sequéencia de figuras planas G, tal que
1. G, D X;
2. Gp D Guyr;
3. para todo A ¢ X, existe uma figura G, tal que A € G,,.

Como as figuras estao encaixadas, a sequéncia Area F, é monétona nao-crescente e limi-
tada, pois Area F, > 0. Chamamos o limite dessa sequéncia de drea exterior de X.

Se a area exterior e a area interior forem iguais, chamamos esse valor comum de
area de X.

Portanto o principio da exaustao diz que se um conjunto limitado pode ser exaurido

por uma sequéncia de figuras encaixadas, sua area é o limite da sequéncia das areas.



Capitulo 3
Atividades Propostas e Comentadas

Na intengao de contextualizar os conteiidos do ensino de Matemadtica, algumas
iniciativas chegam a ser desastrosas, no minimo equivocadas. A contextualizacao tem o
sentido de inserir certo tema em um contexto e esse contexto, nao necessariamente, se da
em algo corriqueiro, do dia-a-dia. E um conceito bastante abrangente. Por exemplo, fazem
parte do contexto do aluno os conteidos matematicos que ja vivenciou previamente na sua
vida escolar até aquele momento em que se encontra, e que continuard vivenciando por
algum tempo, além dos contetidos de outras ciéncias. As conexoes entre os varios temas da
matematica sao de fundamental importancia, assim como uma conexao entre os conteudos
matematicos e outras areas do conhecimento, para melhor estruturar o pensamento do
aluno. Ao mesmo tempo, contemplam-se diversas habilidades e competéncias previstas
nos PCN+ e na Matriz de Referéncia para o ENEM.

Podemos e devemos fazer uso de recursos desse tipo, principalmente quando nos
deparamos com alguns temas que nao sao facilmente vinculados ao nosso cotidiano, em
nossa vida fora do ambiente escolar. Algo como os problemas apresentados, que envolvem
areas de figuras atrativas visualmente e que instigam a sua resolucao, as vezes desafiadoras,
servindo como um meio para despertar o interesse na aplicacao de outros temas da propria
disciplina, ¢ indispensavel para o ensino atualmente. “Um procedimento que certamente
desperta a atencao dos alunos é abrir cada novo tema com um problema que necessita
dos conhecimentos que vao ali ser estudados a fim de ser resolvido. [...]” (LIMA, 2007)

Sem duvida, também o uso das novas tecnologias tem esse papel. Além de estar
presente nas Orientacoes Curriculares para o Ensino Médio. “No uso de tecnologia para o
aprendizado da Matematica, a escolha de um programa torna-se um fator que determina
a qualidade do aprendizado. E com a utilizacao de programas que oferecem recursos para
a exploracao de conceitos e ideias matematicas que esta se fazendo um interessante uso
de tecnologia para o ensino da Matemética.” (BRASIL, 2006)

No nosso caso, o GeoGebra, que é um software de geometria dinamica . Cons-

32
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trugoes podem ser feitas com pontos, vetores, segmentos, linhas, poligonos, secoes conicas,
desigualdades, polinomios e fungoes implicitas. Todos eles podem ser alterados dinami-
camente depois. Os elementos podem ser inseridos e modificados diretamente na tela, ou
através da barra de entrada. GeoGebra tem um conjunto completo de comandos. Pro-
fessores e alunos podem usar o GeoGebra para fazer conjecturas e demonstrar teoremas
geométricos. E um recurso muito valioso tanto para o Ensino Fundamental, como para o
Ensino Médio.

Os problemas que apresentamos estao, de maneira geral, de acordo basicamente
com a competéncia de area 2 da Matriz de Referéncia para o ENEM, mas também, pela
diversidade de problemas e contetudos envolvidos, vemos que outras tantas habilidades e
competéncias estao presentes. Alguns exemplos dos contetidos envolvidos sao: Operacoes
com polinomios, produtos notaveis, teorema de Pitagoras, congruéncia de triangulos,
transformacoes geométricas, equagoes do 2° grau, determinantes, sistemas de equagoes
lineares, trigonometria (lei dos senos e lei dos cossenos) e progressao geométrica (PG).

Nesse momento, realizamos uma exploracao na resolucao dos problemas seleci-
onados, que venham contribuir para o enriquecimento dos processos reais de ensino-
aprendizagem da disciplina de matemética e que colaborem para reduzir as dificuldades
dos alunos em relacionar a aplicacao dos conceitos com outras areas do conhecimento, in-
clusive, e especialmente, da propria matematica. Ainda, identificamos os conhecimentos
prévios envolvidos, algumas aplicagoes praticas, sugestoes e classificamos esses problemas
resolvidos de acordo com os principios gerais descritos no capitulo anterior. Observamos
que, quase invariavelmente, as resolugoes dependem do principio de decomposicao.

Os problemas apresentados e resolvidos, quase todos, exigem do aluno diversos
conceitos inerentes da geometria, assim como de outros conteudos que sao aplicados na
sua resolucao, exigem habilidades no manuseio das operacoes e féormulas e, principalmente,
no desenvolvimento de atitudes mentais diante do calculo algébrico e das construgoes

geométricas.
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3.1 Problema 1

A figura abaixo foi construida a partir do quadrado ABC'D cujo lado mede a. Qual

a medida da area assinalada nessa figura?

Cc D

Resolucao: Observemos que a area que se deseja calcular, por simetria, é exatamente
igual & 4drea do quadrado ABCD. Dai, S = a?.

Comentarios: Neste caso, utilizamos para a resolucao apenas os principios de decom-
posicao e simetria. Dizemos que a figura cuja area foi calculada é equidecomponivel com

o quadrado ABCD, ja que as partes que formam cada um sao iguais.

Sugestoes:

e E bastante interessante que a figura seja construida no GeoGebra e, com seus re-

cursos de geometria dinamica, os alunos comprovem esta propriedade.
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3.2 Problema 2

No quadrado ABCD, E e F sao pontos médios, respectivamente, de C'D e de DE.

Determine as medidas das areas Sy e Sp, sabendo que a medida do lado AB ¢ a.

Resolucao: Observemos que, como o segmento E'F' é paralelo ao lado AB do quadrado,
os triangulos ABG e EFG, cujas areas sao representadas por S7 e Ss, sao semelhantes.
Temos que, E e I’ sao pontos médios, respectivamente, de C'D e DE. Entao, FF = }IAB

e S, = 16S5;. Temos ainda que:

EFh
Sy = 21
Erp="2
4
he = 4h,
h1+h2:(l :>h1:§
a? 2a?

Dai, temos que S} = — e Sy = —.

’ 40 5
Comentarios: Observemos que para calcular essa area, além da decomposigao, aplica-
mos o principio da proporcionalidade, através da semelhanca de triangulos. Neste caso, a
resolucao de um sistema de equacgoes lineares para chegar ao resultado esperado. Este é
um problema que permite algumas variacoes, por se tratar da aplicagao de um conteido

que pode ser trabalhado também no Ensino Fundamental.

Sugestoes:

e Solicitar que construam a figura no GeoGebra, comprovando as razoes entre as

medidas dos lados homélogos dos triangulos semelhantes, as medidas dos angulos
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alternos e as razoes entre as areas dos triangulos, assim como entre os triangulos e

o quadrado.

e No Ensino Fundamental, pode-se também, propor uma atividade concreta, atri-
buindo um valor real para o lado a, na qual os alunos podem construir em cartolina,

recortando os triangulos e comparando-os, verifiquem a semelhanca.

3.3 Problema 3

A figura representa um fractal formado apenas por retangulos. Calcule a drea da
regiao colorida, considerando que esse processo ira se repetir infinitamente e que a figura

é simétrica.

Resolugao: Temos que, a figura é composta por retangulos sobrepostos através de um
processo que se repete indefinidamente. Observemos que, a cada insercao de um novo
retangulo, por simetria, a area que foi acrescentada é uma area correspondente a quarta
parte da figura anterior. Assim, a soma das partes amarelas acrescentadas corresponde a
quarta parte da parte azul. Assim como, a soma das partes vermelhas é a quarta parte
da amarela. E assim, sucessivamente. Dali, teremos a soma de infinitos termos de uma

1
PG, cuja razao é igual a T Entao,

1 1 1 4
St S+ S+ 559+ = 39
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Comentarios: Observe que neste problema utilizamos os principios de simetria, pro-
porcionalidade e exaustao. Para calcular a area da figura foi necessaria a aplicacao da

soma dos infinitos termos de uma PG de razao T

Sugestoes:

e Neste caso, nao é conveniente a construcao no GeoGebra para a resolucao da questao,
exceto se a intencao for de avaliar a habilidade do aluno na manipulagao do pro-
grama, assim como, no emprego das propriedades de quadrilateros utilizadas para

obter a figura.

e Pode-se explorar as caracteristicas de uma Progressao Geométrica de razao entre 0

e 1, inclusive, ja introduzindo a nocao de limite.

e H4, neste caso especialmente, uma variacao bastante interessante e rica na aplicagao
de conceitos do Ensino Fundamental II, o Célculo Algébrico. Ao calcular a area e
o perimetro da figura em funcao das medidas a e b, o aluno estard aplicando as
Operagoes com Polinomios de forma agradével e deve ser estimulado a desenvolver
estratégias que possibilitem alcancar os resultados da maneira mais conveniente, o
que facilitard os seus calculos. Para isto, tera que aplicar os principios de decom-

posicao e simetria estudados.

e Ainda para o Fundamental II, pode-se sugerir a construcao da figura em papel,
decorando-a e fazendo recortes nas laterais, apos dobrar ao meio. Pela simetria da
figura, fazendo iteragoes desta acao, surgird uma figura tridimensional muito bonita,
como se fossem cubos com arestas decrescentes sobrepostas, na qual ainda podem-
se explorar outros tipos de calculos algébricos. Esta é uma atividade estimulante
e atrativa, que tanto contempla a aplicacao de conteidos importantes e puramente

abstratos, como tem um carater ludico, agradavel.
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3.4 Problema 4

Considere o quadrado ABC'D de lado a e a figura FFGH, formada pelos arcos de
raio a e centros nos vértices do quadrado. Determine a area da regiao FFGH, limitada

pela intersecao desses arcos.

Resolucgao: Observemos que a area S da regiao EFGH, por decomposicao, é igual a
area do quadrado FF'GH somada a area dos quatro segmentos circulares EF', FG, GH
e FH e que, por simetria, a area dos quatro segmentos circulares sao iguais. Sejam Sy a
area do quadrado FF'GH, cujos vértices sao os pontos de intersegao dos arcos e Sy a area
do segmento circular FH. Entao, S = 57 +455. Temos que o arco FH é a terca parte do
arco DB, pois AH D sao vértices de um triangulo equilatero, logo o dngulo H AB = 30°.
Analogamente, AED = 30°. Entdo, FAH = 30°. O triangulo EAH ¢ is6sceles de base
EH, cujos lados medem a. Para determinarmos a area S, devemos calcular a medida da

base EH do triangulo EAH. Utilizando a lei dos cossenos, temos:

1—\/§>

S1 = EHy = 2a9 — 2a5 cos 30° = 2as ( 5

Dai,
Sl = CL2<2 — \/g)

Para calcular S, devemos calcular a area do segmento circular EH:

_CL2 T_ﬁ
52_2 (6 2)'

Mas, S = 57 + 45;. Logo,
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Comentarios: Observemos que para calcularmos a area da figura, além da decom-
posicao, aplicamos o principio da simetria.

A resolucao do problema, aparentemente, depende apenas de conhecimento dos
conceitos da geometria. Mas, mostra-se uma interessante aplicacao da lei dos cossenos,
que faz parte da trigonometria.

Também, pode-se sugerir aos alunos a sua construgao no GeoGebra, que é bastante
simples. Nela, podem comprovar algumas propriedades da figura e alguns dos resultados

obtidos, além de explorar outras relacoes, fazendo algumas variagoes.

Sugestoes:

e Solicitar apenas a drea do quadrado EFGH, dado algum valor numérico para o lado

a.
e Solicitar a razao entre as areas dos quadrados.

e A construgao da figura no GeoGebra, em ambos os casos, € interessante para que
seja feita uma comprovacao dos resultados obtidos, fazendo variar a medida do lado

do quadrado.

3.5 Problema 5

Na figura, o lado AB é paralelo ao lado C'D. Determine a relagdo entre as areas
S, Sl € SQ.

Resolucao: Sendo os lados AB e CD paralelos, temos que a figura é um trapézio.
Ao tragarmos o segmento FF', podemos observar que teremos dois trapézios, AEFD e
EBCF, o que divide ABC'D em duas partes e, consequentemente, também a regiao cuja

area é S.
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Sabemos que, em um paralelogramo qualquer, ao tracarmos as diagonais, obtemos triangulos

laterais de mesmas areas, como no exemplo.

No trapézio PQRS, temos que os triangulos PRS e QRS tém a mesma &rea,
pois possuem a mesma base, RS, e a mesma altura, altura do trapézio. Como a regiao
triangular RST é comum aos dois triangulos, concluimos que as areas SPT e RT() sao
iguais. Dali, podemos inferir que, na figura ABCD), a area S sera igual a soma destas
partes cujas medidas sao iguais a S; e a Ss.

Portanto, a area S ¢é igual a soma das areas Sy e Sy, ou seja, S = 57 + 55.

Comentarios: Este é um problema simples, no qual foi aplicado apenas o principio
da decomposicao para a sua resolucao. Depende apenas da percepcao do fato de que ao
decompor em dois outros trapézios, podemos aplicar a propriedade que Euclides nos traz

em os Elementos, a respeito de triangulos com bases iguais e mesmas alturas.

Sugestao:
e Pode-se aplicar tanto no Ensino Fundamental, como no Médio.

e E bastante interessante se comprovar a solucao a partir da construcao no GeoGebra,

modificando dinamicamente a figura.
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3.6 Problema 6

Na figura formada por um quadrado de lado a e semicirculos de raio igual a metade

do lado desse quadrado, determine a drea da regiao assinalada.

w)
(@)

>
W

Resolugao: Observando a figura, podemos perceber que, pelas suas simetrias, cada

“pétala” é composta por partes iguais que sao segmentos circulares. Portanto, podemos

aplicar o Principio da simetria, tomando o segmento como regiao fundamental. Assim, a

area da figura corresponde a oito vezes a medida do segmento determinado por um angulo
reto, cujo raio é a metade do lado do quadrado.

5 2(n = 2)

s a*(m —

Daf, A=8-2 (% —1)= -2

’ 2 (2 ) 2

Outra solucao, também simples e utilizando os mesmos principios, consiste em

observar que a area que se quer calcular corresponde ao dobro da area limitada por um

2
circulo de raio a4 e um quadrado de lado -

Comentarios: O problema fica bastante simples e de fécil solugao quando se apli-

cam de imediato os Principios de Simetria e de Decomposic¢ao.

Nota-se, em problemas desta natureza, a importancia da compreensao e da per-

cepcao dos alunos, em qualquer nivel, do conceito de simetria.
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Sugestoes:

e Mais uma vez, é muito importante que a figura seja construida no GeoGebra e,
através das transformagoes (reflexdo e rotagdo), os alunos possam comprovar as

isometrias, o que possibilita uma facil e imediata resolugao.

e Também é recomendavel para ser aplicada no Ensino Médio ou no Fundamental.

3.7 Problema 7

Na figura, temos que os segmentos BP, C'() e AR correspondem a terca parte,
respectivamente, dos lados AB, BC' eAC' do triangulo ABC'. Determine a razao entre as
areas do triangulo DEF(S}), formado pelos pontos de interse¢do entre as retas AQ,C'P
e BR, e do triangulo ABC(Ss).

Resolugao: Facilmente resolvemos este problema se conhecermos as coordenadas dos
pontos A, B, C e E, D, F, utilizando o determinante formado por elas. O fato é que
nao possuimos dados suficientes para representarmos imediatamente o triangulo ABC' em
um sistema de coordenadas para fazermos este calculo. Assim, utilizamos um recurso
muito util neste caso, que é a transformacao afim, que preserva a razao entre as areas
dos triangulos, portanto preserva também a razao entre as medidas de dois segmentos.
Analisaremos a situagao em outro sistema, utilizando, de forma conveniente, um triangulo

A’B’C” retangulo e isésceles com catetos medindo uma unidade, conforme a figura.
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1
Assim, é imediato que a area do triangulo A’B’C” é igual a 3 e as coordenadas dos
2 12

pontos P’ , ()’ e R’ sao, respectivamente, (g, 0), (g, §) e, por semelhanca de triangulos,
1
(0, 5) Dali, fazendo a intersecao entre as retas a : A'Q’, b: P'C" e ¢: B'R/, cujas equagoes
. . -z 1 —3x
sao, respectivamente, a : y =2z, b:y = 5 + 3 ec:y= 5 + 1 temos:

1 2
Nb:D = (=, =

2 4
Nc: F'=(z,=
anc (7 7)
4 1
bNc:E' = (=, =
(= =)
Entao, a area do triangulo D'E’F’ corresponde a metade do mdédulo do deter-
minante formado pelas coordenadas destes pontos, ou seja: S; = 37 =1 e Sy = 5
S 1
Portanto, a razao pedida é ez
Sy 7

Comentarios: Este nao ¢ um problema que possamos classificar como simples. Obser-
vemos que, ao resolvermos o problema de acordo com esta proposta, utilizamos o principio
da invariancia afim, evitando assim a necessidade de uma maior acuidade na percepgao
geométrica que o problema exige e que, frequentemente, ¢ um entrave para alguns alunos.
Em seguida, como ¢ o nosso objetivo, pudemos aplicar dois outros contetidos do Ensino

Médio, a geometria analitica e o célculo de determinantes para a area.
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Sugestoes:

e | interessante que a resolucao do problema seja apresentada nas duas possiveis e
distintas maneiras, o que certamente enriquecerda muito o aprendizado por parte do

aluno.

e Esta é uma questao classica, presente em algumas publicagoes, como a apostila do
professor Eduardo Wagner, trabalhada geralmente num nivel de maior exigéncia,

como em Olimpiadas.

3.8 Problema 8

Determine a medida da area da espiral formada pelos infinitos triangulos azuis, na

figura abaixo, sabendo que o quadrado tem lado a.

Resolucao: Observemos que as espirais de infinitos triangulos coloridos encaixados
exaurem o quadrado interiormente. Assim, sabemos que a soma das suas areas for-
mam sequéncias, cujo limite corresponde a drea do quadrado. Portanto, pelo principio da

exaustao, temos que a area pedida ¢ igual a quarta parte da area do quadrado. Ou seja:
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Comentarios: Aplicando o principio da exaustao estudado, a solucao para o problema
foi bastante simplificada, sem a necessidade de calculos. Este é um exemplo da aplicacao
de conceitos de forma bastante agradéavel, atrativa e que, ao mesmo tempo, requer per-
cepgao e conhecimento mais aprofundado para argumentagoes que respaldem a sua simples

solucao.

Sugestoes:

e Pode-se sugerir que utilize a soma dos infinitos termos de uma P.G. de razao entre
0 e 1, ja que é possivel se determinar a razao entre as areas dos triangulo a partir

da simetria da figura.

3.9 Problema 9

Determine a area da regiao assinalada na figura.

Resolugao: Pelos principios da decomposicao e simetria, temos que a drea pedida (S)

¢ igual a seis vezes a area de uma luna (Ay) limitada por uma semicirculo (A;) de raio

R
B e o segmento circular (A) de raio R e angulo de 60°, ja que é angulo central de um

hexagono inscrito em um circulo. O que nos permite chamar a area de uma luna de regiao

fundamental da figura cuja area é S. Dai, temos que:
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Logo,

Comentarios: Neste caso, aplicamos os principios da decomposicao e da simetria para

simplificar o calculo da area S, formada por seis lunas simples e iguais.

Sugestoes:

e Lista figura é interessante que seja construida pelos alunos no GeoGebra, a menos

da regiao hachurada.

3.10 Problema 10

Calcule a area assinalada na figura, sabendo que o quadrado possui lado a e os
pontos P, M, N e O sao, respectivamente, pontos médios dos lados AD, AB, BC e CD
do quadrado.

Resolugao: Temos que a regiao assinalada é formada por quatro triangulos iguais, por
simetria (rotacdo de 90°). Portanto, podemos utilizar um deles como regido fundamental
(Sp). Tomemos o triangulo AEM.

Observemos que o triangulo AEM e o triangulo ABN sao semelhantes (e retangulos), pois

o angulo FAM é comum e os angulos AME e BNF sao iguais pela simetria dos triangulos
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AME e BNF.

Por Pitagoras, a razao de semelhanca r é:

Pelo principio da proporcionalidade, a area do triangulo AME é um quinto da drea do
triangulo ABN. Como BN é metade de BC=a, temos que a area de ABN é a quarta parte
da 4rea do quadrado, a?.

Dali,

Logo, a area pedida é:

Comentarios: Neste caso, aplicamos os principios da decomposicao, da simetria e da
proporcionalidade.
Aparentemente a questao é simples, mas requer bastante seguranca e percepcao quanto a

estes principios.

Sugestoes:

e Uma variacao possivel para o problema é solicitar a area do quadrilatero formado

no centro da figura.



Consideracoes Finais

A proposta apresentada foi construida a partir de um panorama dos fatos mais
relevantes da Historia da Matematica que se referem ao célculo de areas, no primeiro
capitulo, que serviram de ponto de partida para a elaboracao e organizacao de alguns
conceitos que muitas vezes nao sao do conhecimento de alguns professores que atuam
na Educacao Basica, na disciplina de Matematica. No segundo capitulo, fazemos uma
abordagem matematica mais formal, embora numa versao mais simplificada, que pode ser
trabalhada com os alunos desse segmento ou servir de apoio aos professores. Além disto,
acreditamos que tenhamos contemplado o nosso objetivo que é o de colaborar para que
esta teoria seja utilizada de forma atrativa como as figuras apresentadas e propostas para
construcao no software GeoGebra, presentes nos problemas resolvidos no terceiro capitulo,
e que servem como meio para que a contextualizacao de alguns contetidos matematicos
possa se dar também em elementos dentro da prépria Matemaéatica e que fazem parte do
contexto dos alunos. Para que possam enriquecer as aulas de Matematica na aplicacao
de conceitos de maneira estimulante e agradavel, mas com toda uma teoria solidamente

construida como alicerce.
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Apendices

PROBLEMAS PROPOSTOS

Para as seguintes questoes, utilize os principios estudados para o calculo das areas

da regides hachuradas (assinaladas).

1. Determine a area hachurada da figura, 3. Determine a area da luna BCD.,em
sabendo que a medida do lado AB do funcao do lado a do quadrado ABCD.

quadrado € a.

4. Determine a medida da area hachu-
2. Calcule a medida da &rea hachurada, rada na figura em fungao do raio r do
sabendo que o lado do octégono mede circulo maior e da medida ¢ de AB,

tangente aos dois circulos menores.

y .
&,

0

/
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5. Na figura, calcule a area da parte ha-
churada em fungao do lado a do qua-
drado ABCD.

6. Calcule a medida da area hachurada,

sabendo que a medida do lado do qua-

drdao ABCD é a.

52
7. Na figura, CB é a terca parte de AB.

Determine a area da parte hachura em
funcao de AB.

a2

8. Qual a medida da &rea hachurada
X+4Y, em funcao de AB?

9. Calcule a area hachurada, sendo o

hexagono regular cujo lado mede a.




10.

11.

12.

Determine a 4rea hachurada em

fungao do raio R do semicirculo AB.

Calcule a medida da area hachu-
rada, sendo ABCD um quadrado de
lado medindo a e as demais figuras

construidas a partir dos seus pontos

médios.
B C
A B

Calcule a area hachurada, sendo a me-

dida do lado do quadrado igual a a.
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13. Qual a area do triangulo hachurado,
que possui um dos vértices coincidindo
com o vértice A do quadrado e os ou-
tros dois vértices determinam, com os
pontos B e C, segmentos que sao a

quarta parte do lado a do quadrado?

14. Calcule a razao entre a area hachu-
rada (S7) e a area do triangulo ABC
(S2), sendo os segmentos AR, PB e
CQ iguais a terca parte dos segmen-

tos AC, AB e BC, respectivamente.




15. Calcule a drea hachurada (luna BED)
em funcao do raio AB do circulo

maior.

16. Mostre que a area da luna, S, € igual

a area do triangulo AOC.

17. Mostre que a soma das areas das lu-
nas (formadas pelos arcos cujos cen-
tros sao pontos médios dos lados do
triangulo ABC, retangulo em B) é

igual a area desse triangulo.
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18. Determine a area das lunas formadas
pelo semicirculo maior, de centro O,
e os semicirculos de centros nos pon-
tos médios dos triangulos equilateros

congruentes.

19. Demonstre, através da figura, o pro-
duto notavel: quadrado da soma de

dois termos.

o

20. Na figura, prove que a area S; ¢ igual

a area Sy, sendo ABCD um quadrado.
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RESPOSTAS DOS PROBLEMAS PROPOSTOS

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

AB?
2

Mostre que S; = S,.

Use a decomposicao e o teorema de
Pitagoras.

AO?
8

(1—-m)

Calcule a area de duas formas distin-

tas.

Trace um quadrado na intersecao das

duas semicircunferéncias.
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