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RESUMO

TEIXEIRA, Leandro Borges Salgado. O Infinito Matemadtico. 2016. 72 f. Dissertacao
(Mestrado em Matemética) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade do
Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

O objetivo desta dissertacao consiste na elaboragao de ferramentas pedagogicas
que possam fornecer suporte tedrico ao professor de matematico no que se refere ao con-
ceito de infinito, bem como na elaboracao de atividades voltadas a facilitar a compreensao
do aluno no tema. Para tanto, o trabalho se concentra na sistematizagao do conceito infi-
nito, buscando suporte tedrico nos autores Boyer (1996), Aczel (2003) e Eves (2004) o que
permitiu construir a trajetéria de matematicos expoentes no conceito supracitado, evi-
denciando suas principais contribui¢oes. Assim, foi possivel elaborar um material teérico
para os docentes a fim de sanar suas principais duvidas quanto ao tema. Ademais, foram
desenvolvidos dois questionarios e duas atividades para atender as demandas tanto dos
discentes, quanto dos docentes. Para os alunos, a atividade permite facilitar a compre-
ensao do assunto tratado. Para os professores, ela representa nao sé6 uma ferramenta
pedagdgica para auxiliar seu trabalho, como também permite o diagndstico de possiveis
deficiéncias no aprendizado do educando, o que pode ser concluido a partir da andalise dos
resultados obtidos com a aplicacao desses instrumentos em quatro turmas de duas escolas
municipais, uma no Rio de Janeiro e outra em Duque de Caxias, no ano de 2015.

Palavras-chave: Cantor. Matematica. Infinito. Ferramentas Pedagdgicas.



ABSTRACT

TEIXEIRA, Leandro Borges Salgado. The Mathematical Infinity. 2016. 72 f.
Dissertagao (Mestrado em Matematica) — Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

The aim of this work is the development of educational tools that can provide
theoretical support to the math teacher in relation to the concept of infinity, as well
as in the development of activities aimed at facilitating student understanding in the
subject. Therefore, the work focuses on the systematization of the infinite concept, seeking
theoretical support the authors Boyer (1996), Aczel (2003) and Eves (2004) which allowed
to build the trajectory of mathematicians exponents in the above concept, showing its
main contributions. Thus, it was possible to develop a theoretical material for teachers
in order to settle their main doubts on the subject. In addition, were developed two
questionnaires and two activities to meet the demands of both, students and teachers.
For students, the activity facilitates the understanding of the subject. For teachers, it is
not only an educational tool to assist your work, but also allows the diagnosis of possible
deficiencies in the student’s learning, which might be concluded from the analysis of the
results obtained from the application of these instruments into four groups of two public
schools, one in Rio de Janeiro and another in Duque de Caxias, in the year 2015.

Keywords: Cantor. Mathematics. Infinity. Educational Tools.
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INTRODUCAO

Ao longo da histéria, o conceito de infinito tem trazido dificuldades aos estudiosos
de todas as areas. Muitas vezes estas dificuldades também sao percebidas, especialmente,
em sala de aula tanto nos docentes, quanto nos discentes.

Atuando durante 10 anos, como professor das redes ptblicas, dentre elas as redes
municipais das cidades do Rio de Janeiro e de Duque de Caxias, observei alunos com
dificuldades em assimilar alguns conceitos matematicos mais abstratos, e o conceito de
infinito, é um deles. Tais dificuldades acabavam também, prejudicando a compreensao
de conteiudos que dependiam direta ou indiretamente deste conhecimento. Além disso,
sentia a falta de um material didatico de facil acesso no qual pudesse encontrar, de forma
resumida, informagoes a respeito do desenvolvimento das teorias ligadas ao infinito ma-
teméatico e sua evolucao ao longo da histéria. Observava também essa mesma demanda
em outros professores.

Em razao disso, tenho idealizado, ao longo dos anos, a construcao desses dois recur-
sos didaticos a fim de suprir as necessidades do docente nos aspectos tedricos e praticos,
tornando seu cotidiano mais produtivo. Assim, buscando preencher tais lacunas existen-
tes na bibliografia disponivel, desenvolvi este estudo que foi pensado justamente com o
objetivo de trazer para o professor de matematica do ensino fundamental ferramentas
para facilitar a compreensao do conceito de infinito por parte dos alunos, além de ser
um material de consulta que pudesse suprir alguns dos questionamentos dos docentes,
referentes ao infinito matematico tais como: de que forma se desenvolveu o conceito de
infinito na matematica? De que maneira se deu a evolucao da teoria e quais os resultados
obtidos ao longo da histéria da humanidade?

Para tanto, busquei suporte tedrico em autores expressivos na discussao do tema,
dentre eles destaco Hrbacek e Jeck (1999), escritores de Introduction to Set Theory, que
aborda além da teoria basica de conjuntos, os nimeros transfinitos, foco da teoria de-
senvolvida por Cantor. No que se refere ao desenvolvimento histérico do conceito de
infinito matematico, destaco Aczel (2003), que escreveu o livro O mistério do Alef: a ma-
temdtica, a cabala e a procura do infinito, que também conta com detalhes toda a historia
do desenvolvimento da teoria dos niimeros transfinitos e da hipotese do continuum, ambas
propostas por Cantor.

No que se refere aos aspectos praticos, desenvolvi duas atividades voltadas a in-
trodugao do conceito de infinito em turmas dos anos finais do segundo segmento do ensino
fundamental. Em uma das atividades os alunos sao convidados a refletir sobre a cardi-
nalidade de alguns conjuntos infinitos e seus subconjuntos infinitos. Na outra o foco
sao os infinitos nimeros reais existentes entre dois nimeros reais. Além disso, elaborei

dois questionarios para serem aplicados antes e depois das atividades. No primeiro ques-
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tiondrio, procuro saber qual a percepcao dos alunos em relacao aos enfoques associados
ao infinito matematico abordados nas atividades. No segundo questionério, busco avaliar
o que foi compreendido pelos alunos apos a aplicacao das atividades, em comparacao as
percepcoes identificadas no primeiro questionario. Estas atividades, juntamente com os
questionarios, foram aplicadas em duas escolas municipais, para quatro turmas do oitavo
ano, duas em Duque de Caxias e duas no Rio de Janeiro. Noventa e um alunos partici-
param das atividades, que ocorreram em dezembro de 2015. Por ser professor das duas
redes e atuar como docente nas 4 turmas citadas, nao encontrei dificuldade para realizar
as atividades com os alunos.

A dissertagao foi organizada em trés capitulos que serao descritos a seguir:

No capitulo 1 sao apresentados alguns matematicos e filésofos que, de certa forma,
contribuiram para o desenvolvimento do conceito de infinito matematico, na elaboracao
de novas teorias, propondo reflexdes por meio de paradoxos ou solucionando problemas.
Ademais, também sao explorados aspectos da vida desses personagens histéricos.

O capitulo 2 é voltado ao embasamento da teoria que é abordada no capitulo 1.
Sao vistos alguns teoremas e definigdes ligados a teoria de conjuntos, mais precisamente
conjuntos infinitos, cardinalidade e conjuntos enumeraveis. Neste capitulo também apre-
sento ao leitor uma introducgao a aritmética dos nimeros transfinitos, esclarecendo os
conceitos de infinito potencial e atual e a hipdtese do continuum.

No capitulo 3 sao apresentadas e aplicadas as duas atividades, que tém como
objetivo facilitar a compreensao dos alunos a determinados aspectos relacionados a no¢ao
de infinito matematico. As atividades sao detalhadas em todas as suas etapas, bem
como sua aplicagao é descrita em cada turma. Este capitulo se encerra com uma analise
minuciosa dos resultados verificados durante a aplicacao das atividades em cada turma
das escolas municipais do Rio de Janeiro e de Duque de Caxias, confrontados com dados
obtidos a partir de questionérios respondidos pelos alunos antes e depois da aplicacao das
mesmas.

Nas consideragoes finais, sao ressaltados os resultados obtidos nas turmas para
as quais foram desenvolvidas as atividades, constatando que as atividades tanto podem
funcionar como um instrumento pedagdgico para facilitar a compreensao dos alunos no
que diz respeito ao conceito de infinito, quanto podem servir como uma ferramenta de
diagnostico para agao docente.

E possivel encontra parte do material utilizado como referéncia, bem como a apre-
sentacao desta pesquisa a banca examinadora, anexados ao texto escrito em formato
digital (ANEXO DIGITAL).
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1 MATEMATICOS E FILOSOFOS ENVOLVIDOS NO ESTUDO DO
INFINITO

A capacidade intelectual do individuo aliada a vontade de saber e investigar move
a humanidade a caminhos inimaginaveis em termos de desenvolvimento cientifico. Cada
grande matematico ou filésofo, no seu tempo, limitados pelo desenvolvimento tecnolégico
da época, é parte integrante de um gigantesco quebra cabecas. A descoberta dos niimeros
irracionais, as discussoes propostas pelos paradoxos relativos ao infinito, sua utilizacao
como ferramenta para solucionar problemas do dia a dia mostraram a evolucao indireta
do conceito, mas que sem ela possivelmente as discussoes diretas que moldaram o conceito
e as teorias atuais do infinito matematico, essenciais para a evolucao da humanidade,
teriam seu desenvolvimento retardado.

Muitos foram os matematicos que se dedicaram ao estudo do infinito, dentre eles
destacam-se Pitagoras (572-500 a.C.), Zenao (viveu por volta de 450 a.C.), Arquimedes
(287-212 a.C.), Galileu (1564-1642), Cantor (1845-1918), Russel (1872-1970), Godel (1906-
1978) e Cohen (1934-2007) que contribuiram significativamente para o desenvolvimento
do tema. Pitagoras e seus discipulos descobriram os niimeros irracionais, alterando tudo
0 que conheciam e pregavam naquela época. Zenao, ao propor uma série de paradoxos
sobre o infinito, chamou a atencao e propos a discussao do tema. Arquimedes desenvolveu
ferramentas para calcular areas de superficies curvas, nas quais o conceito de infinito es-
tava implicito. Galileu foi o primeiro matematico a flertar com o infinito atual ao mostrar
que ¢ possivel fazer uma bijecao entre um conjunto infinito e um de seus subconjuntos
infinitos. Cantor desenvolveu a revolucionaria teoria dos ntmeros transfinitos e conjec-
turou a hipdtese do continuum. Russell foi o responsavel por um dos mais importantes
paradoxos da teoria dos conjutos. Godel e Cohen tiveram papel fundamental na con-
clusao da hipétese do continuum. As secoes do capitulo 1 foram dedicadas a apresentacao

e contribui¢oes dos matematicos supracitados.

1.1 Pitagoras e a descoberta dos nimeros irracionais

Para dissertar sobre Pitdgoras, buscou-se suporte teérico em Boyer (1996), Aczel
(2003) e Eves (2004).

Pitagoras foi um matemaético e filésofo grego que teria nascido por volta de 572
a.C. na ilha de Samos. Seu nome sempre esteve envolto em lendas e misticismos, por
isso pouco se sabe a seu respeito com um grau elevado de certeza. E provavel que tenha
morado um periodo no Egito e viajado a Babilonia e também a India. Nestas viagens

teria acumulado grande conhecimento nas dreas de matematica e astronomia. Além disso,
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Figura 1 - Escultura de Pitagoras
exposta em um dos Museus

Capitoline

]

Mt Bo s

Fonte: Disponivel em <http://www.
museicapitolini.org/>.
Acessado em 26/05/2016.

desenvolveu um grande conhecimento religioso. Ao retornar a Samos, Pitadgoras a teria
encontrado sob o dominio do tirano Policrates, o que o fez abandona-la e com isso se
estabelecido em Crotona, uma colonia grega situada na Magna Grécia, o que hoje seria a
costa sudeste da Italia. Foi em Crotona que Pitagoras fundou a escola pitagérica e teria
morrido por volta de 500 a.C., em Metaponto.

A escola pitagorica era uma sociedade secreta dedicada ao estudo de matemadtica,
filosofia e ciéncias naturais, mas também apresentava um cunho religioso. Ela seguia
um cédigo de conduta rigido e se assemelhava a um culto, com ritos e cerimoénias. Seus
discipulos, os pitagoricos, acreditavam em transmigracao das almas. Para eles a alma
de algum amigo falecido poderia estar em um animal, o que fazia com que nao abates-
sem animais. Os pitagéricos também possuiam outras restricoes alimentares como, por
exemplo, a de comer feijao (ou lentilha).

Apesar de muitos resultados da época terem sido atribuidos a Pitdgoras, os pi-
tagoricos mantinham o conhecimento em comum, nao sendo possivel atribuir a um tnico

individuo os resultados alcancados. Naquela época era muito comum dar os créditos de
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Figura 2 - Quadrado de lado 1 e
diagonal v/2

V2 1

Fonte: O autor, 2016.

qualquer descoberta ao seu mestre. A filosofia pitagorica era baseada na premissa de que
os numeros inteiros eram a base de tudo. Eles exaltavam as propriedades, os padroes e
a aritmética dos ntimeros e sequéncias, chegando a conclusao de que o universo ¢é regido
por uma inteligéncia superior, de esséncia matemética. Para os pitagoricos Deus seria o
grande arquiteto do universo.

Mesmo nao sendo responsaveis pela sua origem, os pitagéricos levaram a adoracao
dos numeros a outro nivel. Nimeros como 1, 2, 3, 4 e 10 tinham significados especiais.
O numero 1, por exemplo, era tido como o gerador de todos os numeros. Alias, é por
este motivo que podemos imaginar que os pitagoricos possuiam a nocao de infinito, pois
sempre € possivel gerar um nimero maior apenas adicionando um. O nimero 2, além de
primeiro ntimero par, representava a opiniao. O ntimero 3, considerado o primeiro niimero
impar verdadeiro representava a harmonia. O niimero 4, primeiro quadrado, representava
a justica. Porém o mais importante deles era o nimero 10. O 10 é um nimero triangular,
¢ a soma dos ntimeros de 1 a 4, além de possuir o mesmo nimero de primos e nao primos
contidos nele e de ser o nimero de dedos das maos. Conhecido por tetractys, o nimero
10 representava a perfeicao, o nimero do universo.

Entretanto uma descoberta abalou toda a estrutura da escola pitagdrica: os niimeros
irracionais. A descoberta dos nimeros irracionais foi perturbadora para os pitagéricos,
pois estes acreditavam que tudo dependia de ntimeros inteiros. Um ntmero racional é o
quociente §, q # 0, de dois nimeros inteiros, o que nao ocorre com os nimeros irracionais.
A descoberta teria ocorrido quando os pitagoéricos nao encontraram nenhum ponto P da

reta que correspondesse a um numero racional, quando o segmento OP ¢ igual a diagonal
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Figura 3 - Pentagrama utilizado pelos

Pitagéricos

Fonte: O autor, 2016.

de um quadrado de lado 1. O valor encontrado v/2 nao pode ser representado como o
quociente §, q # 0, de dois niimeros inteiros. Por nao ser racional, v/2 foi chamado de
irracional, que significa nao racional (Fig. 2).

Os numeros irracionais possuem uma representagao decimal infinita e nao periédica.
Segundo a lenda, Hipaso de Mataponto teria sido o responsavel por revelar a estranhos
a existéncia dos nimeros irracionais. Ainda existem algumas lendas que relatam as con-
sequencias deste ato. Em uma delas Hipaso teria sido expulso da sociedade. Em outra
Hipaso teria sido morto pelo préprio Pitadgoras estrangulado ou afogado. Em uma ter-
ceira, Hipaso teria sido deixado a deriva em um barco que posteriormente foi afundado
pelos proprios pitagoricos. Ainda existe outra versao onde Hipaso teria morrido de forma
misteriosa e seu corpo enterrado em uma cova, escavada enquanto ainda estava vivo.

Outro fato interessante é que os pitagoricos portavam um simbolo: um pentagono
regular com suas diagonais tracadas, formando uma estrela de cinco pontas, que continha
outro pentagono regular, que com suas diagonais tragadas formava outra estrela de cinco
pontas e assim por diante (Fig. 3). Em cada pentdgono, uma diagonal divide outras
duas em dois segmentos desiguais. A razao entre o comprimento do segmento maior e o
comprimento do segmento menor é a razao aurea, um numero irracional que corresponde

a0 limite infinito da razao de dois termos consecutivos da série de Fibonacci.
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Figura 4 - Aquiles e a tartaruga
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Fonte: O autor, 2016.

1.2 Zenao e os paradoxos sobre o infinito

Autores como Boyer (1996), Aczel (2003) e Eves (2004) foram referéncias bibli-
ograficas para elaboragao desta secao que destaca o Zenao.

Zenao de Eléia viveu por volta de 450 a.C.. Discipulo de Parménides, ele e seu
mestre defendiam a ideia de unicidade e imutabilidade do individuo. Para eles apenas
o ser imutavel era real. Estas ideias contrastavam com o pensamento de multiplicidade
e mudanca defendido por outra corrente filosofica, da qual fazia parte Herdclito. Para
Heraclito tudo estava em continuo movimento. Possivelmente para mostrar que os con-
ceitos de multiplicidade e mudancga, defendidos por Heréclito, eram inconsistentes Zenao
propos alguns paradoxos. Dentre eles, podemos destacar o de Aquiles.

O paradoxo de Aquiles (Fig. 4) refere-se a uma corrida entre Aquiles e uma
tartaruga. Como Aquiles é sabidamente mais rapido que a tartaruga, é permitido que
ela inicie a corrida com vantagem. Segundo Zenao, quando Aquiles alcancar o ponto de
largada da tartaruga, a mesma nao estard mais 14, pois terda avancado. Aquiles entao
ird percorrer essa nova distancia e quando terminar a tartaruga tera avancado um pouco
mais. Repetindo este processo infinitamente, Zenao conclui que Aquiles jamais conseguira
alcancar a tartaruga, argumentando que o movimento é uma ilusao e torna-se impossivel
quando admitimos que espaco e tempo possam ser subdivididos infinitamente.

Outros dois paradoxos enunciados por Zenao sao o paradoxo da dicotomia e o
paradoxo da flecha:

A Dicotomia: Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinida-
mente, entao o movimento é impossivel, pois para percorré-lo é preciso
antes alcangar seu ponto médio, antes ainda alcangar o ponto que es-
tabelece a marca de um quarto do segmento, e assim por diante, ad
infinitum. Segue-se entao que o movimento jamais comegara. A Flecha:
Se o tempo ¢é formado de instantes atomicos indivisiveis, entao uma fle-
cha em movimento estd sempre parada, posto que em cada instante ela

estd numa posigao fixa. Sendo isso verdadeiro em cada instante, segue-se
que a flecha jamais se move. (EVES, 2004, p.418)
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1.3 Arquimedes

As reflexdes apresentadas nesta secao sobre Arquimedes tomaram como base os
tedricos Boyer (1996), Aczel (2003), Eves (2004), Netz e Noel (2009), Roque e Carvalho
(2012) e Mohnsam (2014).

Arquimedes (figura 5) foi um dos maiores, sendo o maior matemético da antigui-
dade. Nascido em Siracusa, por volta de 287 a.C., é possivel que tenha estudado por
algum tempo em Alexandria e que tenha se correspondido com matematicos de 14. Mas
foi em Siracusa que viveu e passou praticamente toda a sua vida, até ser morto em 212
a.C. por um soldado romano.

No periodo de 218 a.C. a 202 a.C. ocorreu a segunda guerra punica. O conflito
tinha como oponentes Roma e Cartago. Ao declarar apoio a Cartago, Siracusa se vé
envolvida nesta disputa e acaba sitiada pelos romanos. O sitio a Siracusa ocorre por
volta de 214 a.C. a 202 a.C.. E neste periodo que Arquimedes desenvolve uma série de
invengoes que tinham como objetivo defender Siracusa dos ataques romanos. Nos muitos
relatos historicos sobre estas invengoes aparecem catapultas moveis de alcance ajustavel,
que tinham como alvo os navios romanos que estivessem muito proximos dos muros da
cidade e grandes guindastes que teriam capacidade para icar estes navios. Alguns relatos
também dao conta de que Arquimedes teria projetado grandes espelhos para incendiar
os navios inimigos, porém nao se pode afirmar que sejam verdadeiros. Uma das maiores
obsessoes de Arquimedes era medir objetos curvos, tema recorrente na maioria de seus
trabalhos. B atrés dessa obsessao que surge uma de suas maiores contribuicoes no estudo
do infinito.

Arquimedes adotou um método para calcular a area de um circulo. O método
consistia em se desenhar poligonos inscritos e circunscritos a um circulo e calcular suas
respectivas areas (Fig. 6). Arquimedes inscrevia um quadrado, um octégono regular,
e assim sucessivamente, sempre dobrando o nimero de lados do poligono anterior. Da
mesma maneira ele circunscrevia um quadrado, um octégono regular, e assim sucessiva-
mente. Dessa maneira Arquimedes obtia como resultado, os limites inferior e superior
para a area do circulo. Quanto maior o nimero de lados dos poligonos, maior era a
precisao dos resultados encontrados. E neste ponto que Arquimedes aborda o conceito
de infinito potencial, ja que a area precisa seria alcancada ao se utilizar poligonos com
infinitos lados. Se pensarmos o circulo como um poligono com infinitos lados, os limites
inferior e superior tenderiam para o mesmo ponto, fazendo com que a diferenca entre as
areas dos poligonos e a area do circulo tendesse a zero.

Utilizando-se de raciocinio parecido, Arquimedes conseguia calcular o valor apro-
ximado de 7.

Para fazer isso, Arquimedes, inicialmente, inscreveu e circunscreveu
hexdgonos regulares em uma circunferéncia de circulo de raio 1. Em
seguida, ele duplicou sucessivamente seus numeros de lados. Assim, ele



Figura 5 - Arquimedes de Siracusa

Fonte: Disponivel em <https://commons.
wikimedia.org/wiki/File: Archime
desl.jpg>. Acesso em 08/07/2016.

Figura 6 - Area do circulo

Fonte: O autor, 2016.
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inscreveu os poligonos regulares com 3x 2"~ ! lados, cujos semiperimetros

sdo b, e circunscreveu poligonos regulares com 3 x 2" !, cujos perfmetros

sdo a,. As sequencias b, e a, sdo respectivamente decrescentes e cres-

centes e temos que b, < 27 < a, (ROQUE; CARVALHO, 2012, p.149)

Arquimedes teria morrido por volta de 212 a.C.. Apds dois anos de cerco, final-
mente os romanos conseguiram passar pelas defesas de Siracusa. Nesta época, por conta
de seus inventos para defender Siracusa, Arquimedes ja era conhecido e até gozava de
certo prestigio. Foi este prestigio que levou o general romano Marco Claudio Marcelo,
responsavel por liderar o cerco em Siracusa, a ordenar que se encontrado, o geometra
fosse levado até ele vivo. Segundo alguns relatos histéricos, Arquimedes estaria sentado
a praia, contemplando um diagrama, quando um soldado romano o viu e ordenou que
se apresentasse ao general, o que foi prontamente recusado. O soldado teria ficado ex-
tremamente irritado com tal recusa, que na mesma hora atravessou Arquimedes com sua

espada.

1.4 Galileu

Serviram como referéncias bibliograficas para a elaboracao desta secao os autores
Boyer (1996), Eves (2004), Aczel (2003) e Flood e Wilson (2013).

Galileu Galilei (Fig. 7) nasceu em 15 de fevereiro de 1564, dia da morte de Miche-
langelo, na cidade de Pisa. Foi la onde passou a maior parte da infancia até a familia se
mudar para Florenca em 1574. Com 17 anos Galileu foi enviado a Universidade de Pisa
para estudar medicina. Foi onde conheceu a matematica.

Enquanto assistia a uma cerimonia na Catedral de Pisa, desviou o olhar para
um candelabro que oscilava acima dele. Usando sua pulsacao Galileu mediu o ritmo do
candelabro, ficando surpreso ao verificar que independente da amplitude, todas, tanto
as oscilagoes mais longas, quando as oscilacoes mais curtas tinham a mesma duracao.
Foi a partir deste problema que Galileu passou a se interessar pela matemaética. Seu
fascinio foi tanto que chegou a contratar um professor particular para ensind-lo. Por fim,
apés conhecer as obras de Euclides e Arquimedes, ficou tao maravilhado pelo mundo das
equacoes e da geometria que acabou abandonando o curso de medicina.

Voltando para Florenca, passou a se dedicar exclusivamente a ciéncia e a ma-
tematica. Aos 22 anos Galileu ja tinha em seu curriculo varias descobertas matematicas
e diversas invencoes. Foi nessa época que publicou seu primeiro livro A Pequena Balanca.

Com 25 anos, Galileu foi indicado para professor de matematica da Universidade
de Pisa. Porém nao passou muito tempo l4. Alguns professores se sentiram incomodados
com as conclusoes de alguns de seus experimentos, que eram contrarios aos ensinamentos
de Aristételes, e acabaram for¢cando sua rentincia ao cargo em 1591. Pouco tempo depois,

Galileu aceitou uma cadeira na Universidade de Padua, perto de Veneza, onde permaneceu
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Figura 7 - Galileu Galilei

Fonte: Disponivel em <http://www.sohisto
ria.com.br/biografias/galileu/>.
Acesso em 08/07/2016.

por quase 18 anos.

Por volta de 1609, Galileu ficou sabendo da invencao de uns éculos de longo alcance
(que mais tarde viria a se chamar telescépio), que seria apresentado em Veneza. Galileu,
entao, propos a si mesmo construir outro muito melhor. Em 21 de agosto de 1609, Galileu
fez a demonstracao de seu telescopio. Do alto da igreja mais alta da cidade os senadores
venezianos puderam ver com precisao as velas de um navio que estava a duas horas de
poder ser visto a olho nu. Logo os venezianos reconheceram as possibilidades militares
desse instrumento. Galileu vendeu varios telescopios, o que aumentou consideravelmente
seu prestigio e sua renda.

Foi com um de seus telescopios que Galileu comegou a observar o céu. Em suas ob-
servacoes pode verificar a existéncia de corpos celestes pequenos orbitando corpos celestes
maiores, comprovando a teoria de Nicolau Copérnico (1497-1543)!. Porém isso acabou
motivando a oposicao de varias pessoas da igreja que defendiam as ideias de Aristoteles,

para quem a Terra é o centro do universo.

I Nicolau Copérnico foi um astrénomo polonés que viveu durante o século XVI. Sua teoria sobre corpos
celestes defendia que o Sol era o centro do Universo e que todos os astros celestes, inclusive a Terra,
orbitavam-no. Suas ideias se contrapunham ao pensamento da Igreja Catdlica, que defendia a Terra
como centro do Universo.
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Pouco tempo depois, Galileu retornou para Florenga, onde foi nomeado filésofo e
matematico do Grao-duque pelo préprio Grao-duque, Cosme II de Medéa.

Em 1629 Galileu langou o livro: Didlogo Sobre os Dois Maiores Sistemas do Mundo.
Nele Galileu defendia as teorias de Copérnico por meio do didlogo entre trés pessoas. Uma
delas se chamava Salvati, que defendia as ideias de Copérnico e apresentava a opiniao de
Galileu, outra se chamava Sagredo, um leigo que buscava a verdade e a ultima se chamava
Simplicio, o simplério, que defendia as ideias da Igreja. Logo apds lancar Didlogo Sobre os
Dois Maiores Sistemas do Mundo, Galileu foi intimado a comparecer perante a inquisicao.
La, foi forcado, sob ameaga de tortura, a repudiar suas descobertas cientificas. Com isso,
sua pena, que seria a morte, foi convertida em prisao domiciliar pelo resto da vida.

Foi justamente durante o periodo que ficou em prisao domiciliar que Galileu de-
senvolveu importantes ideias em relacao ao infinito. Em seu tratado Didlogos Sobre Duas
Nowvas Ciéncias, publicado em 1638, Galileu aborda diversos aspectos do infinito, nova-
mente através do didlogo entre Salvati e Simplicio, o simplério. Galileu, por meio de
Salvati, usa algumas vezes o infinito e o infinitesimal. Em uma passagem de Didlogos
Sobre Duas Novas Ciéncias, Salvati afirma a Simplicio que tao facil quanto decompor um
segmento de reta numa quantidade finita de partes é decompo-lo numa quantidade infi-
nita. Em seu exemplo, Salvati diz que dobrando um segmento de reta em quatro ou oito
partes iguais, formamos um quadrado ou um octégono regular. Logo, curvando-se o seg-
mento em forma de circunferéncia, estariamos trazendo a realidade os infinitos niimeros
de partes contidas no segmento. Salvati ainda argumenta que a circunferéncia nada mais
é que um poligono regular com uma quantidade infinita de lados. Mas foi quando abordou
o infinito em aritmética que Galileu chegou a um lugar onde seus antecessores nao con-
seguiram: o infinito atual. Através de Salvati, Galileu estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre os nimeros inteiros positivos e seus quadrados (Figura 8), chegando a
conclusao que existem tantos nimeros inteiros positivos quanto quadrados perfeitos.

Infelizmente Galileu nao chegou a afirmar que o nimeros de quadrados perfeitos e
o numero de inteiros positivos sao iguais:

Galileu aqui enfrentava a propriedade fundamental de um conjunto infi-
nito — de que uma parte dele pode equivaler ao conjunto todo — mas Ga-
lileu nao tirou esta conclusao. Embora Salvati concluisse corretamente
que o niumero de quadrados nao é menor que o numero de inteiros, nao
teve animo para afirmar que sao iguais. Em vez disso, ele concluiu sim-
plesmente que “os atributos ‘igual’, ‘maior’ e ‘menor’ nao se aplicam
ao infinito, mas somente a quantidades finitas”. Afirmou até (incorre-
tamente, como sabemos agora) que ndo se pode dizer que um niimero
infinito é maior que outro nimero infinito, ou mesmo que um ntmero
infinito é maior que um ntmero finito. Como Moisés, Galileu chegou a

avistar a terra prometida mas ndo péde penetrar nela. (BOYER, 1996,
p.226)

Galileu morreu em janeiro de 1642, cego e ainda vigiado pela inquisicao.
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Figura 8 - Correspondéncia biunivoca entre
os numeros inteiros positivos e os

seus quadrados
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Fonte: O autor, 2016.

1.5 Bolzano

Ao elaborar esta secao que fala sobre Bolzano, buscou-se suporte tedrico em Aczel
(2003), Eves (2004) e Flood e Wilson (2013).

Bernhard Bolzano (Fig. 9), nasceu em 1781, na cidade de Praga, Tchecoslovéquia.
Filho de um comerciante de artes, Bolzano ingressou na Universidade de Praga em 1796.
Sempre demonstrou aptidao para matematica e logica. Na Universidade de Praga se
interessou pela matematica Grega, estudando os trabalhos de alguns de seus matematicos,
se mostrou atraido pelo estudo do infinito.

Em 1805, Bolzano foi ordenado padre, e acabou nomeado para uma cadeira no
departamento de filosofia da religiao na Universidade de Praga. Porém, apds se envolver
em um atrito com a Igreja Catdlica, que se iniciou quando Bolzano rejeitou adotar em
sua cadeira o livro escrito por um importante funcionario, acabou destituido do cargo na
universidade e das fungoes sacerdotais, em um processo que se arrastou por mais de 10
anos. Em 1824, numa cerimonia formal Bolzano teve sua demissao sacramentada.

Antes disso, Bolzano j& havia feito importantes progressos dentro da matemaética.
Em 1817, por exemplo, ele enunciou o teorema hoje denominado de Teorema do Valor

Intermediario.



Figura 9 - Bernhard Bolzano

Fonte: Disponivel em <http://educacao.

uol.com.br/biografias/bernhard-
bolzano.htm>. Acesso em
08/07/2016.
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O teorema do valor intermedidrio do calculo, de tanta utilidade, muitas
vezes é conhecido como teorema de Bolzano. O teorema diz que se f(z)
é uma funcao real continua definida um intervalo aberto R e toma os
valores de a e 8 nos pontos a e b de R, entdao f toma qualquer valor ~
situado entre a e 8 em pelo menos um ponto ¢ de R entre a e b. (EVES,
2004, p.530)

Infelizmente, muitas das descobertas de Bolzano acabaram ignoradas por seus con-
temporaneos e s6 chegaram ao conhecimento geral apés sua morte. Em 1843 descobriu
uma funcao continua real definida num intervalo, mas que nao tinha derivada em nenhum
ponto. Porém essa descoberta foi creditada a Weierstrass cerca de 40 anos depois.

Bolzano se interessou pela descoberta de Galileu que é possivel fazer uma corres-
pondéncia biunivoca entre os inteiros positivos e seus quadrados, e se questionou sobre
a possibilidade de estendeé-la ao continuum. Examinando a funcao y = 2x, com dominio
entre 0 e 1, Bolzano verificou que a mesma determinava um tunico nimero entre 0 e 2,
chegando a conclusao que existiam tantos nimeros entre 0 e 1 quanto entre 0 e 2, apesar
do intervalo entre 0 e 2 ter o dobro do comprimento do intervalo entre 0 e 1.

Bolzano descobriu importantes propriedades dos conjuntos infinitos e parece ter
percebido que o infinito dos niimeros inteiros e o infinito dos nimeros reais sao de tipos
diferentes.

Bolzano morreu em 1848. Apds sua morte, em 1850, um de seus amigos reuniu suas
descobertas sobre o infinito e publicou-as no livro Paradozos do Infinito, onde importantes

propriedades foram mostradas.

1.6 Cantor

Para dissertar sobre Cantor, buscou-se suporte tedrico em Boyer (1996), Aczel
(2003), Eves (2004) e Flood e Wilson (2013).

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (figura 10) nasceu em 3 de marco de
1845, em Sao Petersburgo, na Russia. Filho de Georg Woldemar e Maria Bohm, foi o
primeiro dos seis filhos do casal. Em 1856 a familia Cantor se mudou para Frankfurt,
na Alemanha. La Cantor frequentou escolas particulares. No periodo da adolescéncia,
Cantor ja apresentava interesse pela matemédtica. Aos quinze anos procurou ajuda do
pai para dedicar-se ao seu estudo. Em 1862, apds prestar exames, Cantor foi aceito para
estudar ciéncias na universidade. Cantor iniciou seu estudo de matemaética no Instituto
Politécnico de Zurique, mas pouco tempo depois conseguiu se transferir para a Universi-
dade de Berlim. La, Cantor teve a oportunidade de aprender com grandes mestres, como
Karl Weistrass, Ernst Eduard Kummer e Leopold Kronecker. Mais tarde, este tltimo se
tornaria um de seus maiores opositores. Logo apds terminar o doutorado, Cantor aceitou

um emprego na Universidade de Halle.
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Em Halle, Cantor permaneceu isolado das grandes discussoes matemdticas. Ao
contrario do que acontecia na Universidade de Berlim, em uma universidade de segunda
classe, nao se debatiam novas ideias e nem havia grandes congressos onde palestrantes
renomados expusessem suas ideias. Este isolamento em relagao aos grandes centros de
desenvolvimento das ciéncias tornou o trabalho de Cantor muito mais dificil. O desen-
volvimento de uma nova teoria, em isolamento, é bem mais lento e trabalhoso. E neste
aspecto que se pode notar toda a genialidade de Cantor. E esse isolamento para um génio
faz brotar ideias nunca pensadas.

Mesmo em isolamento, Cantor ainda possuia alguns bons amigos, como Gosta
Mittag-Leffer (1846-1927) e Richard Dedekind (1831-1916). Mittag-Leffer costumava
publicar os trabalhos de Cantor em seu periddico Acta Mathematica, mesmo quando
ninguém mais queria faze-lo. Dedekind e Cantor se conheceram enquanto este ultimo
passava suas férias na Suiga, em 1872. Logo se tornaram bons amigos. Durante muitos
anos os dois se corresponderam, trocando ideias e debatendo as teorias de Cantor sobre
o infinito. Outro grande matematico admirado por Cantor e de quem seu trabalho sofreu
grande influéncia é Karl Weierstrass, seu antigo professor em Berlim.

A teoria de conjuntos de Cantor se baseava na sua definicao de conjunto. Para ele,
conjunto é qualquer colecao dentro de um todo M de objetos m definidos ou separados
por nossa intuicao ou pensamento.

Ao estudar conjuntos infinitos, Cantor percebeu, assim como Galileu, que exis-
tem tantos nuimeros inteiros positivos quanto seus quadrados, isto é, os dois conjuntos
tém a mesma cardinalidade, mesmo o conjunto dos quadrados sendo um subconjunto dos
ndmeros inteiros positivos. Da mesma maneira, percebeu também que existem tantos
numeros inteiros positivos quanto ntimeros inteiros. Mais adiante, Cantor mostrou que o
conjunto dos nimeros racionais pode ser listado em ordem, sendo assim um conjunto enu-
meravel, e consequentemente possuindo tantos elementos quanto o conjunto dos nimeros
naturais e o conjunto dos ntimeros inteiros. Este processo pelo qual Cantor demonstrou
esta propriedade é chamado de prova da diagonalizacao de Cantor da enumerabilidade
dos niimeros racionais.

O desafio agora era descobrir se o conjunto dos nimeros reais também era enu-
meravel e se possuia ou ndo a mesma cardinalidade do conjunto dos ntimeros racionais (e
consequentemente dos inteiros e dos naturais). Em 1873, Cantor conseguiu provar que os
nimeros reais eram de uma ordem de infinito tao alta que nao poderiam ser contados. O
artificio usado por Cantor em tal prova foi supor que era possivel listar todos os niimeros
contidos no intervalo entre 0 e 1, chegando a uma contradigao:

Assim, supondo que este conjunto seja contavel, podemos listar os seus
ntmeros (como decimais) da seguinte maneira: 0, ajasasaqas - - - ; 0, by1babs
babs -5 0,crcac30405 - -5 0,d1dodsdyds - - - ; etc. Pela nossa suposigao
esta lista contém todos os ntimeros entre 0 e 1. Obtemos a contradigao
exigida ao construir um novo nimero entre 0 e 1 que nao estd nesta
lista. Para isso, escolhemos os niimeros X1, Xo, X3X4,... de 1 a 9 tais



Figura 10 - Georg Cantor

Fonte: Disponivel em: <http://leganerd.com/
2014/10/06/georg-cantor-linfinito/>.
Acesso em 11/06/206.
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que X1 # a1, Xo # ba, X3 # c3, X4 # dy, ... e consideramos o nimero
0, X1 XoX3X,---. Como X; # a, este novo nimero difere do primeiro
da lista; como Xo # by, ele difere do segundo ntimero da lista; e assim
por diante. Portanto, esse novo nimero difere de todos os nimeros da
lista. Isso nos leva a contradigcao exigida, logo o conjunto de todos os
nimeros reais nao é contdvel.(FLOOD; WILSON, 2013, p.165)

Logo, como nao era possivel listar todos os niimeros contidos entre 0 e 1, 0 mesmo se
aplicava para qualquer outro intervalo real. Com este resultado, Cantor também concluiu
que existiam diferentes ordens de infinito.

Em 1877 Cantor chegou a outra conclusao impressionante. Numa carta enviada
ao amigo Dedekind, Cantor escreveu: “estou vendo, mas nao acredito”. Ele se referia
a descoberta de que linhas, planos ou superficies, independente da dimensao, tinham a
mesma ordem de infinito.

Quando tentou publicar sua descoberta, Cantor enfrentou grande resisténcia de
Leopolde Kronecker, seu ex-professor. Kronecker, que era contrario as ideias de Cantor,
fez de tudo para que seu artigo nao fosse publicado. Porém, o maximo que Kronecker
conseguiu foi adid-la. O artigo foi publicado no ano seguinte.

Diferente de muitos matematicos que o antecederam e que lhe foram contem-
poraneos, Cantor aceitava com naturalidade o conceito de infinito atual e a possibili-
dade de existirem diferentes “tipos” de infinitos. Logo, Cantor percebeu que precisava de
uma linguagem para caracterizar as cardinalidades de seus infinitos. Assim, chamou-as
de nimeros transfinitos. Como consequéncia direta, tornou-se necessaria a adocao de
uma notacao para representar os nimeros transfinitos. Depois de tentar utilizar algumas
notagoes ja existentes, Cantor decidiu utilizar uma nova notagao para representar os seus
niumeros transfinitos. A notacao escolhida foi a primeira letra do alfabeto hebraico N ,
o alef. Cantor sabia que a menor ordem de infinito era a dos ntimeros naturais, inteiros
e racionais, a qual denominou X, . Ele acreditava que existissem ordens mais altas de
infinito, isto é, que existiam alefs cada vez maiores, porém sem saber sua posi¢cao exata.

Ja era de seu conhecimento que o conjunto dos ntimeros reais é de uma ordem de
infinito maior que a do conjunto dos ntimeros racionais. Cantor sabia que para qualquer
conjunto nao vazio, ¢ sempre possivel obter um conjunto maior, o conjunto poténcia, que
¢ o conjunto dos subconjuntos do conjunto original. Ele também sabia que o numero
cardinal do conjunto poténcia é obtido elevando-se 2 ao numero cardinal do conjunto
original. Como todo nimero inteiro poderia pertencer ou nao a representacao decimal de
um numero real, o conjunto dos niimeros reais compreendia todos os subconjuntos dos
nimeros inteiros, isto é, o conjunto poténcia dos niimeros inteiros, cuja cardinalidade é
2% Logo, Cantor chegou & conclusao de que o ntimero cardinal do continuum é ¢ = 2%
e que existem infinitos numeros transfinitos.

A duvida agora era: existe algum numero transfinito entre Ry e ¢? Seria ¢ = 8,7

Esta conjectura é conhecida como a hipdtese do continuum. Durante muitos anos Cantor
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trabalhou sobre a hipétese do continuum. Por diversas vezes mudou de ideia, uma hora
achava que tinha descoberto que ¢ = N; outra hora achava que a hipétese do continuum
era falsa e que existiam varios alefs entre Xy e c.

O arduo trabalho tentando provar a hipétese de continuum e os sucessivos ataques
de Leopold Kronecker deixaram a saide mental de Cantor muito fragil. Varias vezes
Cantor foi internado na clinica mental da Universidade de Halle, a Halle Nervenklinik.
Sua tltima internacgao aconteceu em junho de 1917. Aproximadamente seis meses depois,
em 6 de janeiro de 1918 Cantor foi encontrado morto em seu quarto vitima de um ataque
cardiaco.

O que Cantor nao sabia é que estava trabalhando em um problema sem solucao. A
hipdtese do continuum é verdadeira e seu oposto também. Porém, apenas apds sua morte
foi provado ser impossivel dizer, utilizando a nossa matemaética, se 2% ¢ igual ou nao a

C:Nl.

1.7 Russell

As reflexoes apresentadas nesta segdo tomaram como base os teéricos (ACZEL,
2003), Eves (2004), Rooney (2012) e Flood e Wilson (2013).

Bertrand Arthur Willian Russell (figura 11) nasceu em 1872 no Pais de Gales.
Descendente de uma familia aristocratica, ficou 6rfao aos 6 anos de idade e foi criado pela
avo.

Russell ganhou uma bolsa de estudos no Trinity College, em Cambridge, onde foi
estudar matematica. Porém, pouco tempo depois resolveu mudar para filosofia. Durante
sua carreira, Russell se dedicou a filosofia da matemaética e a logica.

Ao longo de sua vida Russell acabou se envolvendo em algumas polémicas. Certa
vez, durante a Primeira Guerra Mundial, seu pensamento pacifista e contrario a conscri¢ao
(obrigagao de alistamento para a guerra) fez com que ficasse preso por quatro meses e
acabasse desligado da Universidade de Cambridge. Em outra oportunidade, durante a
década de 60, acabou preso novamente, mas dessa vez por menos tempo, por liderar
movimentos contrarios as armas nucleares.

Grande entusiasta da teoria de Cantor, Russell em 1902 enunciou um importante
paradoxo, que dependia apenas do conceito de conjunto e ficou conhecido como paradoxo
de Russell. Seja S o conjunto de todos os conjuntos que nao sao elementos de si mesmo.
S ¢ elemento de si mesmo? Se S for elemento de si mesmo, entao S nao pertence a S, uma
contradicao. Se S nao for elemento de si mesmo, entao S pertence a S, uma contradicao.

Uma versao mais simples do paradoxo de Russell, dada por ele mesmo, diz respeito
ao barbeiro de uma cidade que barbeia todos que nao se barbeiam, mas nao barbeia quem

se barbeia. Neste caso, quem barbeia o barbeiro? Se o barbeiro se barbear temos uma
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Figura 11 - Bertrand Russell

Fonte: ROONEY, 2012, p.194

contradicao, ja que ele nao barbeia quem se barbeia e se o barbeiro nao se barbear, temos
uma contradicao, ja que ele barbeia quem nao se barbeia. Logo, nao ha solucao para o
problema.

Entre os anos de 1910 e 1913, Russell juntamente com seu colega e ex-professor na
Trinity College, Alfred North Whitehead, escreveram uma obra composta de trés volumes
chamada Principia Mathematica. Nela eles tinham como objetivo deduzir a matematica
através de conceitos primitivos. A obra era parcialmente baseada nas ideias de Cantor.

Russell foi ganhador de alguns prémios importantes como as medalhas Sylvester
e De Morgan, a Ordem do Mérito e o Prémio Nobel de Literatura. Russell morreu em

1970, aos noventa e oito anos de idade, ainda ltcido.

1.8 Kurt Godel e Paul Cohen

Para a elaboragao desta secao que destaca Godel e Cohen, buscou-se suporte tedrico
em Aczel (2003), Eves (2004) e Flood e Wilson (2013).

Kurt Godel (Fig. 12) nasceu em 1906, na cidade de Viena, na Austria. Seu pai
foi um bem sucedido homem de negdcios, o que proporcionou a familia Godel uma vida
confortavel. Aos 6 anos de idade, Kurt teve febre reumatica, o que deixou-o parandico
com relagao a satde.

Ainda no ginasio surgiu o interesse de Godel pela matematica. Este interesse
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Figura 12 - Kurt Godel

Fonte: Disponivel em <http://www.geoff
wilkins.net /images/godel/godel2.jpg>.
Acesso em 08/07/2016.

acabou se intensificando nos ultimos trés anos do gindsio. Ao conclui-lo com étimo apro-
veitamento em 1924, Godel estava pronto para ingressar na universidade. Mesmo podendo
escolher qualquer outra, preferiu estudar na Universidade de Viena, pois ficaria préximo
de sua familia. La estudou matematica, concluiu o doutorado em légica e passou a fazer
parte do corpo docente.

Em 1931, Godel publicou um de seus mais importantes trabalhos, o Teorema da
Incompletude. Nele Godel mostrava que se uma teoria aritmética formal, envolvendo
inteiros, for consistente, havera alguma proposicao que nao podera ser provada, o que
faz a teoria incompleta. Na pratica, Godel mostrou que existem teoremas que nunca
poderiam ser provados. Apoés este importante resultado Godel passou a se dedicar ao
estudo do Axioma da Escolha e da hipotese do continuum.

Logo ganhou reconhecimento e foi convidado a passar um tempo no Instituto de
Estudos Avancados, em Princeton. Depois de algumas recusas, em 1933 Godel aceitou o
convite e embarcou para os Estados Unidos. La conheceu grandes mentes da época, entre
elas Albert Einstein, de que se tornou amigo.

Em 1937, Godel conseguiu provar a consisténcia da hipétese do continuum. Quando
tomada como verdadeira, nao criava contradi¢oes ou conflitos com os axiomas da teoria dos
conjuntos. Se conseguisse provar a reciproca, este resultado implicaria na independéncia
da hipétese do continuum, em relagao a matematica baseada nos atuais axiomas da teoria
dos conjuntos. Sendo assim, conjecturou que a negacao da hipdtese do continuum é

consistente com os postulados da teoria dos conjuntos. Por muitos anos tentou prova-
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Figura 13 - Paul Cohen

Fonte: Disponivel em <https://plus.maths.
org/issued7/features/elwes2/Cohen.jpg>.
Acesso em 26/08/2016.

la, e acabou pagando um preco caro por isso. Assim como Cantor, Godel comecou a
apresentar sinais de desgaste mental, deixando-o paranoico. Em 1978, deixou de comer,
achando que estava sendo envenenado e acabou morrendo de desnutricao.

Em 1963, quando Godel parecia ter desistido de provar a consisténcia da negacao
da hipétese do continuum, o matemético Paul J. Cohen (Fig. 13), da Universidade de
Stanford, conseguiu provar utilizando o resultado obtido por Gédel anteriormente, que a
hipdtese do continuum é independente da matematica baseada nos atuais axiomas da te-
oria dos conjuntos. Isto significa dizer que, com os atuais axiomas da teoria dos conjuntos

nao se pode provar que a hipétese do continuum seja verdadeira ou falsa.



32

2 CONCEITOS MATEMATICOS RELATIVOS AO ESTUDO DO
INFINITO

Neste capitulo sao abordados conceitos, defini¢oes, proposicoes e teoremas relevan-
tes ao estudo do infinito matematico abordado neste trabalho, que podem ser necesséarios

ao entendimento do tema.

2.1 Um pouco de teoria dos conjuntos

Autores como Birkhoff e MacLane (1941), Alencar Filho (1980), Hrbacek e Jeck
(1999) e Leao (2014) foram referéncias bibliogréaficas para a elaboragao desta segao.

Para Cantor, segundo Alencar Filho (1980), chama-se conjunto o grupamento num
todo de objetos, bem definidos e discerniveis, de nossa percepcao ou de nosso entendi-

mento, chamados os elementos do conjunto.

Definigao 2.1.1: Conjunto poténcia ou conjunto das partes de um conjunto A é

o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Notagao usada é P(A).

Por definigao, os elementos de P(A) sao todos os conjuntos X tais que X C A.

Definigao 2.1.2: Seja n um ndmero natural. Um conjunto A tem um nimero
cardinal n de elementos se existe uma bijecao entre os elementos de A e os naturais
1,2,3,4,...,n.

Escrevemos |A| = n.

Definicao 2.1.3: Um conjunto A é equipotente a um conjunto B, isto é, A e B
tém a mesma cardinalidade, se existe uma bijecao de A em B.

Indicamos que A é equipontente a B pela notagao A ~ B.
Portanto, A ~ B quando |A| = |B].

Teorema 2.1.4:

i) A é equipotente a A.

ii) Se A é equipontente a B, entdo B é equipotente a A.

iii) Se A é equipotente a B e B é equipotente a C, entdo A é equipotente a C'.
Prova:

i) Idy : A— A é uma bijegao de A em A.
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ii) Se existe uma bijegdo de A em B, entdo também existe uma bijegdo de B em
A. Basta considerar a funcao inversa.

iii) Se existe uma bijegdo de A em B e existe uma bijecao de B em C, entao existe
uma bijecao de A em C. Basta considerar a funcao composta dessas duas bijecoes, na

ordem enunciadas.

Teorema 2.1.5: Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Se |A| = |B|, entao
[P(A)] = [P(B)|

Prova: Se |A| = |B|, entao existe uma bijegao f : A — B. Seja g : P(A) — P(B),
dada por g(X) = f(X)(a imagem direta do conjunto X pela fun¢do f). Vamos, agora,
mostrar que g é bijetiva.

i) Injetividade: Se g(X) = g(Y), entao f(X) = f(Y). Dai, como f é bijetiva,
temos que X = f71(f(X)) = fYf(Y)) =Y em A.

ii) Sobrejetividade: Seja y € P(B) e consideremos a imagem inversa de Y como
YY) € P(A). Entao g(f*(Y)) = f(f(Y)) =Y pois f é bijetiva.
Logo, g ¢é bijetiva.

Teorema 2.1.6 (Cantor): Seja A um conjunto qualquer e P(A) o conjunto das
partes de A. Temos que |A] < |P(A)].

Prova: Seja f uma fungdo de A para P(A), isto é, f associa a cada elemento
r € A um subconjunto f(z) C A. Considere o conjunto C' = {z € A e x ¢ f(z)}. Veja
que C' é um subconjunto de A, logo C' € P(A). Entretanto, para todo z € A, temos
que f(x) # C, pois se x € f(z) entdo x ¢ C e se x ¢ f(r) entdo x € C. Portanto
f A — P(A) nao é sobrejetora. Logo, para qualquer conjunto A, ndo existe bijegao
para P(A).

Definicao 2.1.7: Um conjunto A é dito finito se for vazio ou se seu ntimero car-

dinal ¢ um nimero natural. Um conjunto que nao ¢ finito ¢ dito infinito.

Propriedade 2.1.8 (Propriedade fundamental dos conjuntos infinitos):
Um conjunto A é dito infinito, se existir uma bijecao entre os elementos de A e os elementos
de alguma de suas partes proprias.

Segundo Dedekind, um conjunto infinito tem a propriedade singular de que o todo

nao é maior que alguma de suas partes.

Definigao 2.1.9: Um conjunto infinito A é dito enumerével se existe um bijecao

entre os elementos de A e os nimeros naturais.

Teorema 2.1.10: Todo subconjunto A C N é enumeravel.
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Prova: Se A for finito, entao A é enumeravel. Vamos supor que A ¢ infinito.
Definimos entéao, por indugao, uma bijecao f : A — N. Vamos colocar f(1), f(2),..., f(n)
definidos satisfazendo as seguintes condigoes:

(a) (1) < £(2) < -+ < f(n);

(b) Sendo B, = A —{f(1), f(2),..., f(n)}, temos a > f(n), para todo x € B,.

Como B,, # (), j& que A é infinito, definimos f(n+1) como o menor elemento de B,,.
Entdo, f(n+1) > f(n)ea > f(n+1) paratodoa € B,y1 = A—{f(1), f(2),..., f(n+1)}.
Segue-se de (a) que f : N — A é crescente, logo injetiva. Além disso, (b) implica que
f é sobrejetiva, pois se existisse algum a € A — f(N), terfamos que x € A — f(N) C
A—A{f(1),f(2),...,f(n)} = B,, para todo n € N, e, portanto, a > f(n) para todo

n € N. Assim, o conjunto infinito f(IN) C N seria limitado, uma contradicao.

Teorema 2.1.11: Sejam A e B conjuntos enumerdveis. O produto cartesiano
X XY é enumeravel.

Prova: Como A e B s@o enumerdveis, existem fungoes bijetivas f : N — A e
g: N — B. Logo, h : N x N — A x B, dada por h(a,b) = (f(a),g(b)) é sobreje-
tiva. Agora, basta provar que N x N é enumeravel. Seja r : N x N — N, dada por
r(m,n) — 2™3". Como todo nimero natural se decompde de maneira tinica como pro-
duto de fatores primos, temos que r ¢ injetiva. Logo temos uma bijecao de N x N em

r(N x N), que é enumerdvel, pois (N x N) C N.

Teorema 2.1.12: O conjunto () dos ntimeros racionais é enumeravel.
Prova: Os conjuntos Z e Z — {0} sao enumeraveis. Entao, o produto cartesiano
m
7. x 7 — {0} também é enumeravel. Logo, f : 7Z x 7Z — {0}, dada por f(m,n) - — ¢é
n

sobrejetiva. Como Z x Z — {0} ¢é enumeravel, temos que Q é enumerdve.

Teorema 2.1.13: O conjunto R, dos niimeros reais nao é enumeravel.
Prova: Vamos supor que é possivel listar todos os nimeros do intervalo (0, 1),

escrevendo-os em sucessao.

1 =0,211%12713%14 . . .
To = 0, X91T22T23T24 . . .
T3 = 0,231T3233T34 . . -

Ty = 0, T41T42T43% a4 . . .

Tn = 07 Tn1Tn2Tn3Tng - - -

onde z;; sao algarismos de 1 a 9. Vamos construir agora o nimero & = a;a2asay . . ., onde
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T = ai, ag, as, ay4,... sao algarismos de 1 a 9, tais que a; # x11, as # Ta, az # X33,
ay # Tay,.... Como a; # x11, este numero difere do primeiro da lista; como as # x99
este numero difere do segundo da lista e assim sucessivamente. Portanto, o nimero
T = ajasazay . .. nao pertence a lista, o que é uma contradi¢ao. Logo, o conjunto R, dos

numeros reais nao é enumeravel.

Teorema 2.1.14: O conjunto dos nimeros irracionais R — Q) nao é enumeravel.
Prova: Se R — @) fosse enumeréavel, o conjunto R, seria enumeravel pois Q é

enumeravel. Uma contradicao. Logo o conjunto dos niimeros irracionais nao é enumeravel.

2.2 O infinito potencial e o infinito atual

Autores como Aczel (2003), Sena (2011) e Borges (2015), foram referéncias bibli-
ograficas para a elaboragao desta secao.

Inevitavelmente, quando se estuda matematica, o conceito de infinito em grande
parte das vezes estd presente, o que torna sua compreensao extremamente importante.
Como visto, ao longo da histéria da humanidade, o infinito foi motivo de debates e muitas
vezes de discordia. Estes conceitos de infinito distinguem-se entre infinito potencial, de-
fendido pelas ideias de Aristételes' (384-322 a.C.) e infinito atual, que a partir de Cantor
veio se destacando e ganhando espaco na matematica até se tornar o que é hoje.

O conceito de infinito potencial esta ligado a ideia de algo que nao pode ser al-
cancado, inatingivel, seja infinitamente pequeno ou infinitamente grande. Na visao de
Aristoteles, o infinito é algo que cresce indefinidamente, sem final, como por exemplo
os numeros naturais, onde pode-se sempre escrever um nimero natural, mas nunca es-
crevé-los todos. Para ele o infinito é uma construcao da mente que tem como objetivo
nos auxiliar na resolucao de problemas. Este infinito aristotélico é dito potencial. Os
conceitos de infinito abordados por Zenao em seus paradoxos (Segao 1.2) e utilizado por
Arquimedes como estratégia para calcular a drea do circulo (Segao 1.3) ou para chegar a
uma aproximagao de pi (Segao 1.3) sdo conceitos de infinito potencial.

O conceito de infinito atual traz uma visao de infinito onde conseguimos enxergé-lo
como um todo, admitindo o infinito como algo acabado. Se no infinito potencial analisa-
mos uma sequéncia onde sempre podemos acrescentar mais um elemento, no infinito atual
olhamos o todo. Nessa interpretacao do conceito de infinito, tem-se um ente definido. Por

exemplo, ao considerarmos os pontos de um intervalo estamos lidando com algo infinito

1 Aristételes foi um importante filésofo grego, discipulo de Platao (427-347 a.C.) e seus estudos se
estendem por diversas areas.
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mas olhando-o como um todo. O conceito de infinito atual foi abordado inicialmente
por Galileu (Segao 1.4) mas teve como principal desenvolvedor Cantor (Sec¢ao 1.6). Seus
nimeros transfinitos sao os maiores exemplos de infinito atual, pois neles, considera-se o

infinito como algo que pode ser alcancado, um objeto, um nimero.

2.3 Os numeros transfinitos

Serviram como suporte tedrico para dissertar sobre esta secao os autores Hrbacek
e Jeck (1999) e Aczel (2003).

Como visto na Secao 1.6, Cantor se interessou e dedicou boa parte de sua vida ao
estudo dos conjuntos infinitos e suas propriedades. Ao estudar o conjunto dos nimeros
inteiros, mostrou que é possivel fazer uma bijecao entre o conjunto dos niimeros inteiros
positivos e seus quadrados, concluindo que ambos os conjuntos possuem a mesma car-
dinalidade. Cantor estendeu esse estudo a todos os nimeros inteiros, e percebeu que o
conjunto dos nimeros inteiros e seus subconjuntos infinitos possuem a mesma cardina-
lidade. Cantor também demonstrou que o conjunto dos nimeros inteiros e o conjunto
dos ntimeros racionais possuem a mesma cardinalidade. Para isso, utilizou um engenhoso
argumento chamado, atualmente, de prova da diagonalizacao de Cantor da enumerabili-
dade dos niimeros racionais, com o qual demonstrou que existem tantos ntimeros inteiros
quanto nimeros racionais.

Mais tarde, Cantor provou que os niimeros reais nao sao enumeraveis, nao sendo
possivel fazer uma bijecao entre o conjunto dos niimeros inteiros e o conjunto dos niimeros
reais. Logo, concluiu que estes dois conjuntos possuiam “tipos” diferentes de infinito.
Mais ainda, ele descobriu que existem infinitos “tipos” de infinito, isto é, existem infinitos
conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades. Para chegar a essa conclusao, Cantor
utilizou um importante teorema o qual havia provado. Este teorema diz que a cardina-
lidade de todo conjunto nao nulo é menor que a cardinalidade do seu conjunto poténcia.
Assim, a cardinalidade do conjunto poténcia dos numeros inteiros é maior que a car-
dinalidade do conjunto dos numeros inteiros e a cardinalidade do conjunto poténcia do
conjunto poténcia dos niimeros inteiros é maior que a cardinalidade do conjunto poténcia
dos numeros inteiros. Repetindo este processo indefinidamente é sempre possivel obter
um conjunto infinito com cardinalidade maior.

Cantor chamou os niimeros cardinais dos conjuntos infinitos de ntimeros transfini-
tos e usou como notagao a primeira letra do alfabeto hebraico, o alef (X).

O menor dos nimeros transfinitos é o nimero cardinal dos conjuntos dos ntimeros
naturais (N), inteiros (Z) e racionais (@), o qual Cantor definiu como X;.

Os numeros transfinitos sao infinitos, pois sempre é possivel obter um nimero

transfinito maior:
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Ng <Ny <Ny <Ng < -vn,

2.3.1 A aritmética dos ntimeros transfinitos

Para a elaboracao desta segdo autores como Birkhoff e MacLane (1941), Levy
(1979), Alencar Filho (1980), Hrbacek e Jeck (1999) e Leao (2014) foram referéncias bi-

bliograficas.

A aritmética dos ntmeros transfinitos se difere da aritmética dos ntmeros finitos.
Segundo Hrbacek e Jeck (1999), as regras para adi¢ao e multiplicagdo de alefs sdo bem

simples.

Adigao Multiplicagao
No—f—?’LZNO TL'NOZNO

No + Vg = R Ny - Ng = Ny

N, +n =N n-N, =N,

N, + N, =N, N, N, =R,

N, + Nﬂ = Nmaa:(a,ﬁ) N, - Nﬁ = Nmax(a,ﬁ)

Seguem abaixo os teoremas nos quais baseiam-se as operacoes de adicao e multi-

plicagao de nimeros transfinitos apresentadas acima.

Teorema 2.3.1: Ny + Ny = N;.

Prova: A uniao de dois conjuntos infinitos enumeraveis é enumeravel. Por exem-
plo, o conjunto dos numeros inteiros (%) é formado pela uniao de dois conjuntos disjuntos,
o conjunto dos nimeros inteiros negativos (Z* ) e o conjuntos dos ntimeros inteiros nao

negativos (7, ). Logo Rg + Ry = Ng.

Teorema 2.3.2: X, + N, = N,.
A demonstragao deste teorema pode ser vista em (LEVY, 1979).

Proposicao 2.3.3: Para todo niimero cardinal finito n, temos que Ng +n = N,.

Prova: Como a uniao de dois conjuntos enumeraveis é um conjunto enumeravel,
temos que n € o cardinal de um conjunto finito e neste caso enumeravel, e Ry é o niimero
cardinal do conjunto dos nimeros naturais (N), que é um conjunto enumeravel. Logo
NO +n = No.

Proposicao 2.3.4: De forma generalizada, para todo nimero cardinal finito n,

temos que N, +n = N,.
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Prova: N, < N, +n <N, + 8, =N,. Logo N, +n =N,.

Proposigao 2.3.5: N, +Ng = N,,,.(0,5)-
Prova: Supondo que a > 3, temos que R, < R, +Ng <R, + N, = N,. Supondo
agora 3 > «, temos que Ng < Ng + RN, < Ng + Ng = V3. Logo, N, + Ng = N;,,55(0,8)-

Teorema 2.3.6: Nj - Ny = N.
Prova: O produto cartesiano de dois conjuntos enumeraveis também é enumeravel.
Logo Ny - Ny = Ny. Por exemplo, o conjunto formado por todos os pares ordenados de

numeros naturais é enumeravel.

Teorema 2.3.7: N, - N, = N,.
A demonstragao deste teorema pode ser vista em (LEVY, 1979) ou (HRBACEK;
JECK, 1999).

Proposicao 2.3.8: Para todo nimero cardinal finito n, temos que Rg - n = N,.
Prova: Ng =18y <n- Ny <Ny Ny =Ny, Logo, Ny -n = Ng.

Proposicao 2.3.9: De forma generalizada, para todo ntimero cardinal finito n,
temos que N, -n = N,.
Prova: N, =1-8, <n-N, <N, N, =N,. Logo, X, -n=2~N,.

Proposigao 2.3.10: R, - Rg = N, ,..(0.5).-

Prova: Supondo que o > 3, temos que X, < 1-R, < Ng- N, <N, N, = R,.
Supondo agora 8 > «, temos que Ng < 1-Ng < N, -Ng < Rg-Ng = Ng. Logo,
Ny - Ng = Npa2(0,8)-

2.4 A hipotese do continuum

Para dissertar sobre a hipdtese do continuum buscou-se suporte tedrico em Hrbacek
e Jeck (1999), Aczel (2003), Klajman (2007) e Nascimento (2009).

Ao mostrar que o conjunto dos niimeros reais R nao é enumeravel, Cantor descobriu
que existiam infinitos de ordens superiores ao dos conjuntos enumerdaveis (N, Z, QQ), isto

é, ele descobriu que existiam nimeros transfinitos maiores do que Nj.
IR[ >Ry = [N| = |Z] = |Q|

Mais do que isso, Cantor percebeu que a cardinalidade do continuum dos nimeros

reais, a qual ele chamou de ¢, era igual a cardinalidade do conjunto poténcia dos ntiimeros
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inteiros (2%0). Como visto na Segao 1.6, todo nimero inteiro poderia pertencer ou nao a
representacao decimal de um ntimero real, logo o conjunto dos ntimeros reais compreendia

todos os subconjuntos dos niimeros inteiros, cuja cardinalidade é 2%,
c= 2N

Cantor entao se viu mergulhado em varias questoes: Em que posigao entre os alefs
estaria ¢? Existe algum cardinal transfinito entre 8y e ¢? Seria ¢ = ;7 Isto é, seria
2% — NW,;? Esta conjectura proposta por Cantor ficou conhecida como a hipétese do

continuum.
Ng _
2% = Ny

Cantor acreditava que a hipétese do continuum era verdadeira, mas nunca foi capaz
de prova-la.

Em 1937, o matematico Kurt Godel conseguiu provar a consisténcia da hipétese do
continuum, o que significava dizer que, se tomada como verdadeira, nao criava conflitos
com os axiomas da teoria dos conjuntos. Por muitos anos Godel tentou provar que a
negacao da hipoétese do continuum é consistente com os axiomas da teoria dos conjuntos.
Se conseguisse prové-la, isto implicaria na independéncia da hipétese do continuum, da
matematica baseada nos atuais axiomas da teoria dos conjuntos. Porém, apenas em
1963, o matematico Paul Cohen conseguiu provar ser impossivel afirmar se a hipdtese do

continuum é verdadeira ou falsa, utilizando os atuais axiomas da teoria dos conjuntos.
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3 FERRAMENTAS PEDAGOGICAS

Autores como Brito (1996), Gémez-Granell (1997), Correa e MacLean (1999), Mi-
cotti (1999) desenvolveram pesquisas buscando identificar quais as principais dificuldades
encontradas pelos alunos em relacao a matematica ensinada nas escolas. De acordo com
Brito,

as atitudes mais negativas com relagao a matemaética sao encontradas
na 7% e 8 série, que sao as séries onde o ensino da matematica, parti-

cularmente, a dlgebra, passa a exigir uma capacidade de abstracao cada
vez maior do estudante (BRITO, 1996, p.295).

Corroborando com Brito (1996), nota-se que uma parcela dos alunos do ensino fun-
damental apresenta grande dificuldade em lidar com alguns conceitos mateméaticos mais
abstratos, e o conceito de infinito é um deles. Essa dificuldade acaba prejudicando o edu-
cando na formalizagao dos conhecimentos dependentes da compreensao desses conceitos.
Assim, torna-se importante a utilizagao de métodos que facilitem seu entendimento e a
consequente assimilacao de tais conhecimentos. Sendo assim, o autor desenvolveu duas

atividades com esse propésito, as quais sao apresentadas na Segoes 3.1 e 3.2.

3.1 Atividades

Foram elaboradas duas atividades com o tema infinito matematico. A primeira ati-
vidade aborda conjuntos infinitos e sua propriedade fundamental (que o todo néo é maior
que algumas de suas partes). Na segunda atividade, os alunos investigam os ntimeros re-
ais e a infinidade deles existentes em um intervalo finito. Também foram elaborados dois
questiondrios para serem aplicados, um antes das atividades e outro apds . O primeiro
questiondrio busca identificar qual a percep¢ao dos alunos em relagao a alguns aspectos
relativos ao infinito e que sao abordados nas atividades. O segundo questionario foi ela-
borado com o objetivo de analisar o quanto foi assimilado pelos alunos acerca dos temas

trabalhados durante as atividades. A analise é feita, comparando os dois questionarios.
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3.1.1 Atividade 1: A parte é igual ao todo

Roteiro da Atividade 1

Objetivo: Verificar que em se tratando de conjuntos infinitos, a parte pode ter o

mesmo “tamanho” do todo.
Duracao: Entre 40 e 50 minutos.
Recursos: Projetor e quadro branco.

Etapas:

1) Apresentar aos alunos, por meio de exposigao oral, de forma superficial, os
conceitos de correspondéncia biunivoca e cardinalidade.

2) Relembrar o conjunto dos nimeros naturais e seu subconjunto, dos nimeros
naturais pares.

3) Questionar: qual conjunto tem mais elementos, o conjunto dos nimeros naturais
pares ou o conjunto dos nimeros naturais?

4) Explicar que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade.

5) Relembrar o conjunto dos niimeros inteiros.

6) Dividir os alunos em grupos de no méximo 4 alunos.

7) Questionar: qual conjunto tem mais elementos, o conjunto dos niimeros naturais
ou o conjunto dos numeros inteiros? E possivel estabelecer uma correspondéncia um a
um entre os elementos dos dois conjuntos por meio de alguma regra?

8) Mostrar que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade e relacionar seus

elementos.

O objetivo desta atividade é fazer com que os alunos percebam que o conjunto dos
nimeros naturais, o conjunto dos niimeros naturais pares e o conjunto dos nimeros intei-
ros tém a mesma cardinalidade. As etapas da atividade podem ser exibidas com auxilio
de recursos computacionais. Como sugestao, o roteiro da atividade pode ser exibido para
a turma, ou reproduzido e entregue aos alunos para que possam acompanhéa-la. O tempo

sugerido para a atividade é entre 40 e 50 minutos.

Desenvolvimento
Como esta atividade é voltada para turmas do 8° ano do ensino fundamental, é
necessaria uma pequena introducao do que é cardinalidade e correspondéncia biunivoca

(ou um a um, para facilitar o entendimento do aluno do ensino fundamental). Apds essa
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Figura 14 - Atividade 1: Questionamento inicial

Qual conjunto tem mais elementos:

0 conjunto dos numeros naturais

({0,1,2,3,4,5,..})ou

0 conjunto dos numeros naturais pares

(0, 2, 4,6, 8,10,..})?

Fonte: O autor, 2016.

pequena introducao, os alunos sao questionados sobre qual conjunto tem mais elementos,
o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos nimeros naturais pares (figura 14).

Logo apés eles responderem, independente das respostas, eles sao informados que os
dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade. Além disso, eles também sao informados
da descoberta de Galileu, que é possivel fazer uma correspondéncia um a um entre o
conjunto dos nimeros naturais e seus quadrados (Figura 15).

Na segunda parte da atividade os alunos sao separados em grupos de, no maximo,
quatro integrantes para refletirem sobre as seguintes perguntas: O conjunto dos nimeros
naturais e o conjunto dos nimeros inteiros possuem a mesma cardinalidade? E possivel
estabelecer uma regra que relacione um a um os elementos do conjunto dos nimeros
naturais e os elemento do conjunto dos niimeros inteiros? (Figura 16)

Vale esclarecer que esta segunda pergunta, dada a sua complexidade, aparece na
atividade como um desafio, ja que o publico alvo sao turmas do 8° ano do ensino funda-
mental que nao conhecem o assunto.

Apos refletirem sobre o tema, os grupos sao convidados a exporem suas conclusoes
a respeito dos questionamentos. Depois de ouvir as conclusoes de cada grupo, o professor
encerra a atividade mostrando que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade por meio

de uma correspondéncia um a um entre os seus elementos.
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Figura 15 - Atividade 1: Descoberta de Galileu

Galileu Galilei (1564-1642) descobriu que &
possivel fazer uma correspondéncia um a
um entre os nimeros naturais e os seus
quadrados.

{0, 1, 2, 3, 4 57 G

| [ U

{0, 1, 4, 9, 16, 25/ 3G .

Fonte: O autor, 2016.

Figura 16 - Atividade 1: Questionamentos sobre os
conjuntos dos nimeros naturais e dos

numeros inteiros

Atividade

O conjunto dos numeros naturais e o conjunto
dos numeros inteiro possuem a mesma
cardinalidade? E possivel estabelecer uma

regra que relacione um a um os elementos do

conjunto do nimeros naturais e os elemento do

conjunto dos nimeros inteiros?
N={0,123,4,56,7,8,9, 10,11, ...}

Z=1{..,-3 -2, 1,0, 1HHC .

Fonte: O autor, 2016.
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3.1.2 Atividade 2: Infinitos em um intervalo finito

Roteiro da Atividade 2

Objetivo: Verificar que entre dois nimeros reais existem infinitos niimeros reais.
Duracao: Entre 30 e 40 minutos.
Recursos: Projetor e computadores com o software GeoGebra instalado.

Etapas:

1) Apresentar aos alunos, alguns comandos bésicos do GeoGebra e as ferramentas
“ponto” e “ponto médio ou centro”.

2) Pedir aos alunos que, utilizando a ferramenta “ponto” do GeoGebra, marquem
dois pontos quaisquer no eixo x.

3) Pedir aos alunos que marquem o ponto médio entre os dois pontos marcados no
item anterior, utilizando a ferramenta “ponto médio ou centro”.

4) Pedir aos alunos que marquem o ponto médio entre o primeiro ponto e o ponto
médio marcado no item anterior.

5) Pedir aos alunos que repitam este processo e sempre que necessario aproximem
a tela.

6) Questionar: se vocés tivessem um software tao potente que sempre fosse possivel
aproximar mais a tela, em algum momento nao conseguiriam marcar o ponto médio entre
os dois pontos? A qual conclusao vocés chegam a respeito da quantidade de nimeros reais
entre dois outros nimeros reais?

7) Explicar que entre dois nimeros reais existem infinitos nimeros reais.

Esta atividade tem como objetivo fazer com que os alunos descubram que entre
dois niimeros reais quaisquer existe uma infinidade de niimeros reais. Para a realizagao
da atividade é necessario que os alunos utilizem computadores. A atividade foi realizada
com o auxilio do software GeoGebra, previamenteo instalado nos computadores que fo-
ram utilizados (software GeoGebra é livre e esta disponibilizado na internet, por exemplo,
em http://www.baixaki.com.br/download/geogebra.htm). O tempo sugerido para a ati-

vidade é entre 30 e 40 minutos.

Desenvolvimento
Com o software aberto, o aluno deve marcar dois pontos quaisquer no eixo x. Para

isso, deverd selecionar a opgao “ponto” e marcé-los no eixo x (Figuras 17 e 18).



Figura 17 - Atividade 2: Selecionando o comando “ponto”

¥ GeoGebra — [m] X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
LRI d =2
AL DG O] &N e[ 4]
- .A Ponto

Ponto em Objeto

‘,’. Vincular / Desvincular Ponto

>\/ Intersecéo de Dois Objetos

* | Ponto Médio ou Centro

. MNimero Complexo

N Otimizacdo
f\} Raizes

Entrada:

Fonte: Print screen da aplicagao no sistema operacional
Windows 10, 2016.

Figura 18 - Atividade 2: Marcando os dois pontos no eixo x

17 GeolGebra - m] X

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

I B OO Ll N e =2 <

TH~ e~ A~ |

Entrada:

Fonte: Print screen da aplicagao no sistema operacional
Windows 10, 2016.
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Figura 19 - Atividade 2: Selecionando o comando “ponto
médio ou centro”

17 GeolGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

raB% 12 (o]i#) PN B B2 R

. .A Ponto
[+ Ponto em Objeto

Vincular / Desvincular Ponto

Intersecéio de Dois Objetos

Ponto Médio ou Centro

Noamero Complexo
Otimizagédo

Raizes

A
e
iat
N
Y

-4 -2 -1 0 1 2 3 4 ] [ 7 8 El 10

Entrada:

Fonte: Print screen da aplicagao no sistema operacional

Windows 10, 2016.

Figura 20 - Atividade 2: Marcando o ponto médio

17 GeoGebra - m] X
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
IS . -
Y ER PN osRANCER
TH~ s v amv |
[
5
4
3
<
2
1
2 o . e
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10
-
Entrada:

Fonte: Print screen da aplicagao no sistema operacional
Windows 10, 2016.
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Em seguida o aluno marca o ponto médio entre estes dois pontos. Para isso, deve
selecionar a opcao “ponto médio ou centro” e clicar sobre os pontos marcados anterior-
mente (Figuras 19 e 20).

Este processo deverd ser repetido mais algumas vezes, sempre marcando o ponto
médio entre os dois pontos mais proximos. Depois de algumas repeticoes, o aluno sera
questionado: se caso tivéssemos um software tao potente que sempre fosse possivel aumen-
tar o zoom, serd que em algum momento nao conseguiriamos marcar o ponto médio entre
os dois pontos? Depois de respondido o questionamento, o professor devera perguntar:
Podemos concluir entao que existem quantos nuimeros reais entre dois outros nimeros

reais?

3.2 Aplicacao das atividades, analise e discussao dos resultados

As duas atividades foram aplicadas em escolas ptublicas, dos municipios de Duque
de Caxias e do Rio de Janeiro, em turmas do 8° ano do ensino fundamental'. Escola Mu-
nicipal Roberto Weguelin de Abreu, localizada em Duque de Caxias e a Escola Municipal
Jenny Gomes, no Rio de Janeiro. As atividades foram implementadas em dezembro de

2015. No total, participaram das atividades 91 alunos.

3.2.1 Aplicacao das atividades - E. M. Roberto Weguelin de Abreu

A Escola Municipal Roberto Weguelin de Abreu esta localizada no bairro 22 de
Abril, em Imbarié, terceiro distrito do municipio de Duque de Caxias. A escola atende a
turmas do primeiro segmento e do segundo segmento do ensino fundamental. Em 2013
o Indice de Desenvolvimento da Educacao Basica (IDEB) obtido pela escola Roberto
Weguelin de Abreu foi 3,5.

As atividades foram aplicadas em duas turmas do 8° ano do ensino fundamental,
801 e 802. As duas turmas sao do ensino regular e a aplicagao das atividades em cada
turma se deu em uma mesma aula. Antes do inicio da aula, os alunos responderam a
um questiondrio com perguntas relacionadas ao infinito matemético (Anexo 1). Apds
o término da aula, os alunos responderam a outro questionario com mais perguntas re-
lacionadas ao infinito matemético (Anexo 2). Para evitar que algum aluno se sentisse
constrangido em responder aos questionarios, nao foi solicitado que colocassem o nome

ou qualquer outro tipo de identificacao.

I As atividades foram aplicadas pelo pesquisador que é o professor regente das turmas.
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3.2.1.1 Turma 801

A turma 801 se caracteriza por ser um pouco agitada, porém a aplicacao das
atividades ocorreu satisfatoriamente. No dia estavam presentes 30 alunos. Assim como
explicado anteriormente, os alunos responderam ao Questionario 1 antes do inicio da aula.
As atividades seguiram os roteiros apresentados nas Segoes 3.1.1 e 3.1.2. Ao término das
atividades, os alunos responderam ao Questionario 2.

Ao analisar a primeira pergunta do Questionario 1, onde os alunos responderam
sobre o que ¢ infinito e também foi pedido que dessem alguns exemplos, verificou-se que
80% (Tabela 1) dos alunos citaram os nimeros como exemplo de algo infinito. Além
disso, aproximadamente 6,67% dos alunos mencionaram o Universo como exemplo de

algo infinito.

Tabela 1 - Turma 801 - Questionario 1 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Numeros 80,00%
Universo 6,67%
Outros 16,67%

Fonte: O autor, 2016.

Na primeira parte da atividade 1, quando os alunos sao questionados sobre qual
dos dois conjuntos possui mais elementos, o conjunto dos ntimeros naturais ou o con-
junto dos nimeros naturais pares, a maioria da turma respondeu que era o conjunto do
numeros naturais. Esta tendéncia de achar que um subconjunto tem menos elementos
que o conjunto no qual estd contido pode ser observada de acordo com as respostas a
questao 2 do Questiondrio 1 (Para voce, qual destes dois conjuntos tém mais elementos,
o conjunto dos nimeros naturais ({0, 1, 2, 3, 4, 5, ... }) ou o conjunto dos nimeros na-
turais fmpares ({1, 3, 5, 7, 9, ... }))? Ao analisar os resultados, foi verificado que 80%
(Tabela 2) dos alunos optaram pelo conjunto dos nimeros naturais, 20% optaram pelo
conjunto dos nimeros naturais impares e ninguém respondeu que os dois conjuntos tém a
mesma cardinalidade. Nesse caso verifica-se que os alunos apenas “transportaram” o que
ja sabem sobre subconjuntos de conjuntos finitos para subconjuntos infinitos de conjuntos
infinitos, interpretando que o subconjunto deve sempre possuir menos elementos do que

o conjunto no qual ele estd contido.

Tabela 2 - Turma 801 - Questionario 1 - Questao 2

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 80,00%
Niimeros Naturais Impares 20,00%

Fonte: O autor, 2016.
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No decorrer da aplicacao da atividade 1, os alunos foram divididos em grupos, de
até quatro integrantes, para debaterem sobre o segundo questionamento: qual conjunto
tem mais elementos, o conjunto dos niimeros naturais ou o conjunto dos nimeros inteiros?
E possivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre os elementos dos dois conjuntos
por meio de alguma regra? Ads debaterem sobre o questionamento, a maioria dos grupos,
87,5%, respondeu que os dois conjuntos citados tém a mesma cardinalidade, porém, nessa
turma nenhum dos grupos conseguiu esbocar uma regra que relacionasse os elementos
dos dois conjuntos. O fato de nenhum grupo ter conseguido estabelecer uma regra que
relacionasse os elementos dos dois conjuntos nao chega a ser um resultado surpreendente,
visto que a turma em questao é do 8° ano do ensino fundamental e como foi informado
no desenvolvimento da atividade 1, essa questao, dada a sua complexidade, aparece como
um desafio.

Os resultados observados nessa etapa da atividade 1 podem ser confrontados com
os dados obtidos pela comparacao das respostas observadas na questao 4 do Questionario
1 e na questao 1 do Questionario 2.

Ao analisar as resposta para a questao 4 do Questiondrio 1 (Para vocé qual destes
conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros inteiros (Z ={..., -4, -3, -2, —1,0, 1,
2,3,4,...}) ou o conjunto dos nimeros naturais (N ={0,1,2,3,4,5,...})?) verifica-se que
antes de iniciar a aplicacao das atividades, 70% dos alunos responderam que o conjunto
dos numeros inteiros possui mais elementos (Tabela 3), 26,67% responderam que o con-
junto dos nimeros naturais possui mais elementos e apenas 3,33% responderam que 0s

dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade.

Tabela 3 - Turma 801 - Questionario 1 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Numeros Inteiros 70,00%
Numeros Naturais 26,67%
Possuem a mesma cardinalidade 3,33%

Fonte: O autor, 2016.

Analisando agora as respostas dadas para a questao 1 do Questionario 2 (Para vocé
qual destes conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros naturais ({0, 1,2,3,4,5,...})
ou o conjunto dos niimeros naturais que sao poténcias de 10 ({1, 10, 100, 1000, 10000, . ..})?)
verifica-se que 80% (Tabela 4) dos alunos responderam que os dois conjuntos possuem a
mesma cardinalidade.

Os dados verificados sugerem que os alunos, em sua maioria conseguiram compre-
ender que é possivel um conjunto infinito e um de seus subconjuntos infinitos possuirem
a mesma cardinalidade.

Comparando as respostas dadas para as questoes 3 do Questionario 1 (Se reti-

rarmos todos os nimeros naturais impares do conjunto dos nimeros naturais, ele ainda
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Tabela 4 - Turma 801 - Questionario 2 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 16,67%
Poténcias de 10 0,00%
Possuem a mesma cardinalidade 80,00%
Outras respostas 3,33%

Fonte: O autor, 2016.

serd infinito?) e 2 do Questionario 2 (Se retirarmos todos os nimeros naturais pares
do conjunto dos ntimeros naturais, ele ainda serd infinito?), observa-se que na questao
3 do Questiondrio 1, 83,33% dos alunos responderam “sim”, entendendo que o conjunto
formado pelos elementos restantes ainda sera infinito e 96, 67% dos alunos responderam
“sim” na questao 2 do Questionario 2, enfatizando o que foi observado no Questionario 1.

Na aplicacao da atividade 2, os alunos foram divididos em grupos para que pu-
dessem utilizar os computadores, num total de 5 notebooks. Apds aprenderem alguns
comandos basicos do GeoGebra e como utilizar as ferramentas “ponto” e “ponto médio
ou centro”, foi solicitado ao aluno responsavel de cada grupo que marcasse dois pontos
quaisquer no eixo x e depois o ponto médio entre eles. Algumas dificuldades para a
utilizagao das ferramentas foram verificadas, mas nada que atrapalhasse a aplicagao da
atividade. Depois foi solicitado que eles marcassem outro ponto médio, desta vez en-
tre o primeiro ponto e ponto médio marcado anteriormente e ainda que continuassem o
processo, aproximando a tela sempre que fosse necessario. Finalmente os alunos foram
questionados se caso tivessem um software tao potente que sempre fosse possivel aproxi-
mar mais, se em algum momento nao conseguiriam marcar o ponto médio entre os dois
pontos e depois sobre qual conclusao chegaram de quantos nimeros reais existem entre
dois outros niimeros reais. A maioria da turma concluiu que entre dois niimeros reais exis-
tem infinitos nimeros reais. Este resultado pode ser verificado ao comparar as respostas
das questoes 5 e 6 do Questionario 1 com as respostas das questoes 3 e 4 do Questionario
2.

Na questao 5 do Questiondrio 1 (Quantos nimeros reais existem entre 0,1 e 0,97
Justifique.) apenas uma das respostas, o que representa aproximadamente 3,33% das
respostas observadas (Tabela 5) indicou a existéncia de infinitos nimeros reais entre 0, 1
¢ 0,9 (figura 21).

Analisando as respostas da questao 3 do Questiondrio 2 (Quantos nimeros reais
existem entre 1,5 e 1,77 Justifique.) é possivel observar que 63, 33% das respostas (Tabela
6) indicaram a existéncia de infinitos nimeros reais entre 1,5 e 1,7, que representa um
aumento de 60 pontos percentuais em relacao ao observado na questao 5 do Questionario
1.

Na questao 6 do Questionario 1: Existe algum ntimero real entre 1,5 e 1,67 Jus-
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Tabela 5 - Turma 801 - Questionario 1 - Questao 5

Respostas Porcentagem
Infinitos 3,33%
9 ndmeros 6,67%
7 nimeros 23,33%
4 ntimeros 10,00%
3 nimeros 20,00%
Nao souberam responder 6,67%
Outras respostas 30,00%

Fonte: O autor, 2016.

Figura 21 - Resposta dada a questao 5 do Questionario 1 -
turma 801

o ~ y
AN Qm{&\\x) P (T T miy)v%h.

Fonte: Questionario aplicado na turma 801, 2015.

tifique. 43,33% dos alunos responderam “nao” e 46,67% responderam “sim” (Tabela
7), mas em nenhum dos casos analisados foi indicado algo que sugerisse uma quantidade
infinita.

Verificando as respostas para a questao 4 do Questionario 2 (Existe algum nimero
real entre 3 e 3,17 Justifique) observa-se que aproximadamente 33, 33% foram “sim”, sem
justificativa (Tabela 8), aproximadamente 23,33% foram “sim”, com a justificativa que
entre 3 e 3,1 exitem infinitos nimeros reais e aproximadamente 36,67% das respostas
foram “nao”.

Ao comparar as respostas dadas a questao 6 do Questiondrio 1 e a questao 4 do
Questionario 2 é possivel observar uma diminuicao de respostas “nao” e “nao souberam
responder”, e um aumento de respostas “sim” ou “sim, infinitos”, com destaque para as
respostas “sim, infinitos”, que nao apareceram na questao 6 do Questionério 1.

A analise das respostas para as questoes 5 e 6 do Questionario 1 e para as questoes
3 e 4 do Questionario 2 sugerem que a aplicacao da atividade na turma 801 foi bem
sucedida, reforcando o que ja havia sido observado durante a aula.

Enfim, a andlise das respostas dadas pelos alunos durante a aplicacao das atividades
e os dados obtidos dos questiondarios sugerem que os objetivos das atividades 1 e 2 foram
atingidos na turma 801. Em sua maioria os alunos compreendem que no caso de conjuntos
infinitos, um conjunto e seu subconjunto podem ter a mesma cardinalidade, e ainda que

entre dois niimeros reais quaisquer existem infinitos niimeros reais.
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Respostas Porcentagem
Infinitos 63,33%
3 nimeros 6,67%
1 nimeros 6,67%
Nao souberam responder 3,33%
Outras respostas 20,00%

Fonte: O autor, 2016.

Tabela 7 - Turma 801 - Questionario 1 - Questao 6
Respostas Porcentagem
Sim 46,67%
Sim, infinitos 0,00%
Nao 43.33%
Nao souberam responder 10,00%

Fonte: O autor, 2016.

3.2.1.2 Turma 802

A turma 802 se caracteriza por ser calma e de certa forma até um pouco apética.
A turma é pequena e os alunos sao bastante faltosos. Uma parcela consideravel dos
alunos apresenta dificuldades em contetidos de anos anteriores, o que acaba prejudicando-
os na compreensao de alguns conceitos e na resolucao de situacoes problema. No dia da
aplicagao das atividades estavam presentes apenas 8 alunos, o que é comum nesta turma.
Antes do inicio das atividades, os alunos responderam ao Questionario 1. Assim como
na turma 801, a aula transcorreu de forma tranquila e a aplicacao das atividades ocorreu
satisfatoriamente. As atividades seguiram os roteiros apresentados nas Secoes 3.1.1 e
3.1.2. Ao término os alunos responderam ao Questionario 2.

Ao analisar a primeira pergunta do Questionario 1, onde os alunos responderam
sobre o que ¢ infinito e ainda foi solicitado que dessem alguns exemplos, verificou-se que
87,5% (Tabela 9) dos alunos descreveram o infinito como algo que nao tem fim ou que
nunca acaba e apenas 37, 5% dos alunos mencionaram os nimeros como exemplo de algo
infinito.

Na primeira parte da atividade 1, quando os alunos sao questionados sobre qual
dos dois conjuntos possui mais elementos, o conjunto dos niimeros naturais ou o conjunto
dos niimeros naturais pares, assim como observado na turma 801, a maioria dos alunos da
turma 802 respondeu que era o conjunto do nimeros naturais. Comparando as respostas
obtidas durante a atividade, com o que foi respondido na questao 2 do Questionario
1: para voce, qual destes dois conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos numeros

naturais ({0, 1, 2, 3, 4, 5, ... }) ou o conjunto dos numeros naturais impares ({1, 3, 5, 7,
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Tabela 8 - Turma 801 - Questiondario 2 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Sim 33,33%
Sim, infinitos 23,33%
Nao 36,67%
Nao souberam responder 6,67%

Fonte: O autor, 2016.

Tabela 9 - Turma 802 - Questiondrio 1 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Algo que nunca acaba 87,50%
Numeros 37,50%

Fonte: O autor, 2016.

9, ...})?, observa-se que hé coeréncia, pois no questionario 75% (Tabela 10) dos alunos
optaram pelo conjunto dos nimeros naturais, enquanto 12,5% optaram pelo conjunto
dos ntimeros naturais fmpares. Além disso, 12, 5% responderam que os dois conjuntos sao
infinitos. Neste caso também verifica-se que os alunos tém a tendéncia de “transportar”
o que ja sabem sobre subconjuntos de conjuntos finitos para subconjuntos infinitos de
conjuntos infinitos, interpretando, como na turma 801, que o subconjunto deve sempre

possuir menos elementos do que o conjunto no qual ele esta contido.

Tabela 10 - Turma 802 - Questionario 1 - Questao 2

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 74,00%
Nimeros Naturais fmpares 12,50%
Nenhum, ambos sao infinitos 12,50%

Fonte: O autor, 2016.

Continuando com a aplicacao da atividade 1, os alunos foram divididos em grupos
de até quatro integrantes para debaterem sobre o segundo questionamento: qual conjunto
tem mais elementos, o conjunto dos niimeros naturais ou o conjunto dos niimeros inteiros?

E possivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre os elementos dos dois
conjuntos por meio de alguma regra? Como no dia s6 haviam oito alunos na turma, eles
foram divididos em dois grupos com quatro integrantes cada. Apenas um dos grupos
respondeu que os dois conjuntos citados tém a mesma cardinalidade. Porém o grupo nao
conseguiu esbocar uma regra que relacionasse os elementos dos dois conjuntos. O outro
grupo optou pelo conjunto dos niimeros inteiros como sendo o de maior cardinalidade.

Os resultados observados durante a aplicagao da segunda parte da atividade 1
podem ser confrontados com os dados obtidos ao comparar as respostas observadas na

questao 4 do Questionario 1 e na questao 1 do Questionario 2.
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Ao analisar as resposta para a questao 4 do Questionario 1 (Para vocé qual destes
conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros inteiros (Z ={..., -4, -3, -2, —1,0, 1,
2,3,4,...}) ou o conjunto dos nimeros naturais (N ={0, 1,2, 3,4,5,...})7?) verifica-se que
antes de iniciar a aplicacao das atividades, 75% dos alunos responderam que o conjunto
dos nimeros inteiros possui mais elementos (Tabela 11), 25% responderam que o conjunto
dos nimeros naturais possui mais elementos e ninguém respondeu que os dois conjuntos

possuem a mesma “quantidade” de elementos.

Tabela 11 - Turma 802 - Questionario 1 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Nuimeros Inteiros 75,00%
Numeros Naturais 25,00%
Possuem a mesma cardinalidade 0,00%

Fonte: O autor, 2016.

Analisando as respostas dadas a questao 1 do Questionario 2: para voce qual destes
conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros naturais ({0, 1,2,3,4,5,...}) ou
o conjunto dos nimeros naturais que sao poténcias de 10 ({1, 10, 100, 1000, 10000, ...})?
verifica-se, de forma surpreendente, que 75% dos alunos responderam que o conjunto dos
nimeros naturais possui mais elementos (Tabela 12), 12,5% optaram pelo conjunto dos
numeros naturais que sao poténcias de 10 como tendo mais elementos e apenas 12,5%

responderam que os dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade.

Tabela 12 - Turma 802 - Questionério 2 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 75,00%
Poténcias de 10 12,50%
Possuem a mesma quantidade de elementos 12,50%

Fonte: O autor, 2016.

Este resultado destoa totalmente do que foi verificado durante a aplicacao desta
atividade, onde um dos grupos chegou a conclusao de que o conjunto dos niimeros natu-
rais e o conjunto dos nimeros inteiros tém a mesma cardinalidade. E possivel concluir
que a aplicacao da atividade 1, na turma 802 nao atingiu seu objetivo, pelo menos em
parte, visto que pode ter havido alguma dificuldade de interpretacao da questao 2 do
Questionario 1 por parte de alguns alunos ou, como durante a aplicagdo um dos grupos
verificou que o conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos niimeros inteiros tém a
mesma cardinalidade, é possivel que seus integrantes tenham concordado com algum dos
membros sem estarem convictos disto.

Analisando as respostas dadas as questoes 3 do Questionério 1 (Se retirarmos todos

os numeros naturais impares do conjunto dos niimeros naturais, ele ainda serd infinito?)
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e 2 do Questionario 2 (Se retirarmos todos os nimeros naturais pares do conjunto dos
numeros naturais, ele ainda sera infinito?), observa-se que na questao 3 do Questionario 1
50% dos alunos responderam “sim”, entendendo que o conjunto formado pelos elementos
restantes ainda serd infinito e 50% responderam “nao” entendendo que o conjunto formado
pelos elementos restantes nao serd infinito. Ja na questao 2 do Questionario 2, 100% dos
alunos responderam “sim”, mostrando que apos a atividade todos compreenderam que o
conjunto restante continua a ser infinito.

Ao iniciarem a atividade 2, os alunos foram divididos em duplas para que pudessem
utilizar os computadores, num total de 4 notebooks. Foram ensinados alguns comandos
basicos do GeoGebra e como utilizar as ferramentas “ponto” e “ponto médio ou centro”. O
aluno responsavel de cada dupla marcou dois pontos quaisquer no eixo x e depois o ponto
médio entre eles. Em seguida foi pedido que eles marcassem outro ponto médio, desta vez
entre o primeiro ponto e ponto médio marcado anteriormente e ainda que continuassem o
processo, aproximando a tela sempre que fosse necessario, tal como ocorreu na turma 801.
Finalmente os alunos foram questionados se caso tivessem um software tao potente que
sempre fosse possivel aproximar mais, se em algum momento nao conseguiriam marcar
o ponto médio entre os dois pontos e depois sobre qual conclusao chegaram de quantos
nimeros reais existem entre dois outros niimeros reais. Todas as duplas concluiram que
entre dois nimeros reais existem infinitos niimeros reais. Ao comparar as respostas das
questoes 5 e 6 do Questionario 1 com as respostas das questoes 3 e 4 do Questionario 2 é
possivel confrontar o resultado obtido durante a atividade.

Na questao 5 do Questionario 1 (Quantos nimeros reais existem entre 0,1 e 0,97
Justifique.) nenhuma das respostas observadas continham qualquer referéncia a existéncia
de infinitos nimeros reais entre 0,1 e 0,9. As respostas, por sinal, foram todas diferentes.
As oito respostas foram: “nao”, “nao sei”, “dois”, “seis”, “sete”, “oito”, “0,8" e “0,9".

Ao analisar as respostas da questao 3 do Questionério 2 (Quantos niimeros reais
existem entre 1,5 e 1,77 Justifique.) é possivel observar que 50% das respostas (Tabela
13) indicaram a existéncia de infinitos nimeros reais entre 1,5 e 1,7. Este resultado
revela um aumento consideravel, em comparagao com as respostas observadas na questao
5 do Questionédrio 1. Porém este resultado evidencia também que 50% dos alunos da
turma 802 ainda apresentam dificuldade na compreensao de que entre dois niimeros reais
existem infinitos ntimeros reais, diferente do que foi verificado durante a atividade, onde
todos responderam que entre dois niimeros reais existem infinitos niimeros reais.

Na questao 6 do Questionario 1 (Existe algum ntimero real entre 1,5 e 1,67 Justi-

fique.) 25% dos alunos responderam “nao” e 62,5% responderam “sim” (Tabela 14), mas

I Por serem poucos questiondrios e todos com respostas diferentes, ndo foi necessario organiza-las em
uma tabela. Cada resposta corresponde a 12,50% do total.
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Respostas Porcentagem
Infinitos 50,00%
4 ntimeros 12,50%
2 nimeros 12,50%
Numero 1,6 25,00%

Fonte: O autor, 2016.

em nenhuma das repostas foi mencionado algo em relacao a uma quantidade infinita.

Tabela 14 - Turma 802 - Questionario 1 - Questao 6

Respostas Porcentagem
Sim 62,50%
Nao 25,00%
Nao souberam responder 12,50%

Fonte: O autor, 2016.

Ao verificar as respostas dadas a questao 4 do Questionario 2: existe algum nimero
real entre 3 e 3,17 Justifique, observa-se que 50% dos alunos responderam apenas “sim”,
(19 2

sem indicar a existéncia de infinitos ndmeros (Tabela 15), 12,5% responderam “sim”,

justificando que entre 3 e 3,1 exitem infinitos nimeros reais e 25% responderam “nao”.

Tabela 15 - Turma 802 - Questionario 2 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Sim (apenas) 50,00%
Sim, infinitos 12,50%
Nao 25,00%
Nao souberam responder 12,50%

Fonte: O autor, 2016.

Comparando as respostas dadas a questao 6 do Questionario 1 e a questao 4 do
Questionario 2 observa-se que nao houve alteracao no percentual de respostas "nao”. Em
relacao as respostas ”sim, infinitos”nota-se que apareceram em 12,5% dos casos, o que
nao foi verificado na questao 6 do Questionario 1. Este resultado indica uma manutencao
do que foi verificado antes da aplicagao da atividade, sugerindo que o seu objetivo nao foi
alcancado.

A anélise das respostas para as questoes 5 e 6 do Questionario 1 e para as questoes
3 e 4 do Questionario 2 sugerem que a aplicagao da atividade na turma 802 nao foi bem
sucedida, mostrando um retrato diferente do observado durante sua aplicacao.

Finalmente, a analise das respostas dadas pelos alunos durante a aplicacao das

atividades e os dados obtidos dos questionarios sugerem que os objetivos das atividades 1
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e 2 nao foram plenamente atingidos na turma 802. Nao é possivel afirmar que a maioria
dos alunos compreende que no caso de conjuntos infinitos, um conjunto e seu subconjunto
podem ter a mesma cardinalidade, e ainda que entre dois niimeros reais quaisquer existem

infinitos nuimeros reais.

3.2.2 Aplicacao das atividades - E. M. Jenny Gomes

A Escola Municipal Jenny Gomes estd situada no bairro do Rio Comprido, na
cidade do Rio de Janeiro. A escola atualmente atende alunos do primeiro e do segundo
segmentos do ensino fundamental. Em 2013 o IDEB da escola Jenny Gomes para o 9°
ano do ensino fundamental foi 4,0.

As atividades foram aplicadas em duas turmas do 8° ano do ensino fundamental, as
turmas 1801 e 1802. As duas turmas sao do ensino regular e a aplicacao das atividades se
deu em uma mesma aula. Assim como ocorreu nas turmas analisadas anteriormente, antes
do inicio da aula os alunos responderam um questionario com perguntas relacionadas ao
infinito matematico (Anexo 1) e ao final da aula responderam a outro questiondrio com
mais perguntas relacionadas ao infinito matematico (Anexo 2). Nao foi solicitado aos
alunos que colocassem o nome ou qualquer outro tipo de identificagao nos questionarios,

com o intuito de que nao se sentissem constrangidos em respondé-los.

3.2.2.1 Turma 1801

A turma 1801 se carateriza por ser bastante agitada. Os alunos geralmente sao
dispersos e se interessam por brincadeiras e conversas paralelas durante as aulas. No
decorrer da aplicacao das atividades a turma se mostrou inquieta, sendo necessario que
o professor chamasse os alunos a prestar atencao e a retomar o raciocinio. No dia da
aplicagao das atividades estavam presentes na turma 29 alunos.

Ao analisar a primeira pergunta do Questionario 1, onde os alunos responderam
sobre o que é infinito e ainda foi pedido que dessem alguns exemplos, verificou-se que
aproximadamente 68,97% dos alunos citaram os nimeros como exemplo de algo infinito
(Tabela 16). Além disso, aproximadamente 13, 79% dos alunos mencionaram o espago ou
o Universo como exemplo de algo infinito.

No decorrer da primeira parte da atividade 1, quando os alunos sao questionados
sobre qual dos dois conjuntos possui mais elementos, o conjunto dos ntimeros naturais
ou o conjunto dos niimeros naturais pares, a maioria da turma decidiu pelo conjunto do
numeros naturais. Analisando as respostas dadas a questao 2 do Questionario 1 (Para

voce, qual destes dois conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros naturais
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Tabela 16 - Turma 1801 - Questionario 1 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Numeros 68,97%
Universo ou espaco 13,79%

Fonte: O autor, 2016.

({0, 1, 2, 3, 4, 5, ...}) ou o conjunto dos nimeros naturais {mpares ({1, 3, 5, 7, 9,

.. })?) observa-se que aproximadamente 65,52% dos alunos optaram pelo conjunto dos
numeros naturais (Tabela 17), aproximadamente 20,69% pelo conjunto dos nimeros na-
turais fmpares e aproximadamente 10,34% responderam que os dois conjuntos tém a
mesma " quantidade”de elementos. Estes dados reforcam uma tendéncia ja observada de
achar que sempre um subconjunto possui menos elementos do que o conjunto no qual esta

contido, transferindo um propriedade dos conjuntos finitos para os conjuntos infinitos.

Tabela 17 - Turma 1801 - Questiondrio 1 - Questao 2

Respostas Porcentagem
Ntuimeros Naturais 65,52%
Numeros Naturais fmpares 20,69%
Possuem a mesma cardinalidade 10,34%
Outras respostas 3,45%

Fonte: O autor, 2016.

Na segunda parte da atividade 1, os alunos foram divididos em grupos de até 4
integrantes para debaterem sobre o seguinte questionamento: qual conjunto tem mais
elementos, o conjunto dos nimeros naturais ou o conjunto dos numeros inteiros? E
possivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre os elementos dos dois conjuntos
por meio de alguma regra? A maioria dos grupos, 75%, respondeu que os dois conjuntos
citados tém a mesma cardinalidade, porém, assim como observados em outras turmas
analisadas até entao, nesta turma nenhum dos grupos conseguiu esbocar uma regra que
relacionasse os elementos dos dois conjuntos. O que é perfeitamente aceitavel ja que a
turma analisada é do 8° ano do ensino fundamental.

Os resultados observados durante a aplicacao da segunda parte da atividade 1
podem ser confrontados com os dados obtidos ao comparar as respostas observadas na
questao 4 do Questionario 1 e na questao 1 do Questionario 2.

Examinando as resposta da questao 4 do Questionario 1 (Para vocé qual destes con-
juntos tém mais elementos, o conjunto dos ntimeros inteiros (% ={. .., —4,-3,—-2,—1,0, 1, 2,
3,4,...}) ou o conjunto dos numeros naturais (N ={0, 1,2,3,4,5,...})7) observa-se que,
antes de iniciar a aplicacao das atividades, aproximadamente 58, 62% dos alunos respon-
deram que o conjunto dos niimeros inteiros possui mais elementos (Tabela 18), aproxima-

damente 24, 14% responderam que o conjunto dos niimeros naturais possui mais elementos
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e 13,79% responderam que os dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade.

Tabela 18 - Turma 1801 - Questionario 1 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Numeros Inteiros 58,62%
Numeros Naturais 24.,14%
Possuem a mesma cardinalidade 13,79%
Nao souberam responder 3,45%

Fonte: O autor, 2016.

Ao analisar as respostas dadas a questao 1 do Questionario 2 (Para vocé qual destes
conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros naturais ({0, 1,2,3,4,5,...}) ou
o conjunto dos nimeros naturais que sao poténcias de 10 ({1, 10,100, 1000, 10000, ...})?)
foi possivel verificar que aproximadamente 55, 17% dos alunos (Tabela 19) responderam
que os dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade. Isto representa um aumento de
mais de 40 pontos percentuais em comparacao com o verificado antes da aplicacao da

atividade.

Tabela 19 - Turma 1801 - Questionario 2 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 31,03%
Poténcias de 10 10,34%
Possuem a mesma cardinalidade 55,17%
Nao souberam responder 3,45%

Fonte: O autor, 2016.

E possivel concluir com os dados obtidos ao se comparar as respostas dos dois ques-
tionarios e com o que foi apontado durante a aplicagao da atividade que os alunos, em sua
maioria, conseguiram compreender que um conjunto infinito e um de seus subconjuntos
infinitos podem possuir a mesma cardinalidade.

Ao comparar as respostas dadas as questoes 3 do Questionario 1 (Se retirarmos
todos os niimeros naturais impares do conjunto dos niimeros naturais, ele ainda sera infi-
nito?) e 2 do Questionario 2 (Se retirarmos todos os nimeros naturais pares do conjunto
dos numeros naturais, ele ainda serd infinito?), observa-se que na questao 3 do Ques-
tiondrio 1 aproximadamente 75,86% dos alunos responderam “sim”, entendendo que o
conjunto formado pelos elementos restantes ainda serd infinito e aproximadamente 79, 31%
dos alunos responderam “sim” na questao 2 do Questiondrio 2, reforcando a conclusao
descrita no paragrafo anterior.

Ao comecarem a atividade 2, os alunos foram divididos em grupos para que pu-
dessem utilizar os computadores, num total de 5 notebooks. Foram ensinados alguns

comandos basicos do GeoGebra e como utilizar as ferramentas “ponto” e “ponto médio
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ou centro”. Em seguida, foi solicitado ao aluno responsavel de cada grupo que marcasse
dois pontos quaisquer no eixo x e depois o ponto médio entre eles. Nesse momento a
turma ficou um pouco mais agitada e algumas dificuldades para a utilizagao das ferra-
mentas surgiram, mas prontamente foram sanadas e a aplicacao da atividade transcorreu
sem maiores problemas. Em seguida, foi pedido que eles marcassem outro ponto médio,
desta vez entre o primeiro ponto e ponto médio marcado anteriormente e ainda que conti-
nuassem o processo, aproximando a tela sempre que fosse necessario. Apods repetirem este
processo algumas vezes, os alunos foram questionados se caso tivessem um software tao
potente que sempre fosse possivel aproximar mais, se em algum momento nao consegui-
riam marcar o ponto médio entre os dois pontos e depois sobre qual conclusao chegaram de
quantos numeros reais existem entre dois outros nimeros reais. Assim como observados
em outras turmas, a maioria dos alunos da turma 1801 concluiu que entre dois nimeros
reais existem infinitos nimeros reais. E possivel verificar este resultado ao comparar as
respostas dadas as questoes 5 e 6 do Questionario 1 e 3 e 4 do Questionario 2.

Na questao 5 do Questionario 1 (Quantos nimeros reais existem entre 0,1 e 0,97
Justifique.) nenhuma resposta indicou a existéncia de infinitos nimeros reais entre 0,1 e
0,9 (Tabela 20).

Tabela 20 - Turma 1801 - Questionério 1 - Questao 5

Respostas Porcentagem
Infinitos 0,00%
9 nimeros 17,24%
7 ntimeros 24,14%
3 numeros 6,90%
2 numeros 13,79%
Nenhum 6,90%
Nao souberam responder 6,90%
Outras respostas 24.,14%

Fonte: O autor, 2016.

Examinando as respostas da questao 3 do Questiondrio 2 (Quantos nimeros reais
existem entre 1,5 e 1,77 Justifique.) observou-se que aproximadamente 58,62% das
respostas (Tabela 21) indicaram a existéncia de infinitos nimeros reais entre 1,5 e 1,7,
0 que representa um aumento de mais de 58 pontos percentuais em relagao ao verificado
na questao 5 do Questionario 1.

Ja na questao 6 do Questionério 1 (Existe algum nimero real entre 1,5 e 1,67
Justifique.) aproximadamente 20,69% dos alunos responderam “nao” e aproximadamente
62,07% responderam “sim” (Tabela 22), mas nenhum deles mencionou algo em relagao a
uma quantidade infinita.

Verificando as respostas para a questao 4 do Questionario 2 (Existe algum ntimero

real entre 3 e 3,17 Justifique) observa-se que aproximadamente 44,83% responderam
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Respostas Porcentagem
Infinitos 58,62%
2 niimeros 10,34%
1 nimeros 10,34%
Nao souberam responder 13,79%
Outras respostas 6,90%

Fonte: O autor, 2016.

Tabela 22 - Turma 1801 - Questionario 1 - Questao 6
Respostas Porcentagem
Sim 62,07%
Sim, infinitos 0,00%
Nao 20,69%
Nao souberam responder 17,24%

Fonte: O autor, 2016.

“sim” e aproximadamente 24,14% responderam “sim, infinitos”, dando a entender em
sua justificativa que se tratam de infinitos nimeros reais (Tabela 23). Ja as respostas

“nao” totalizaram aproximadamente 17, 24%.

Tabela 23 - Turma 1801 - Questionério 2 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Sim 14,83%
Sim, infinitos 24.,14%
Nao 17,24%
Nao souberam responder 13,79%

Fonte: O autor, 2016.

Ao comparar as respostas dadas para a questao 6 do Questionario 1 e para a
questao 4 do Questionario 2 é possivel observar uma diminuicao de respostas “nao” e
“nao souberam responder”, e um aumento de respostas “sim”, com destaque para as
respostas “sim, infinitos”, que nao apareceram na questao 6 do Questionério 1.

A anadlise das respostas das questoes 5 e 6 do Questionario 1 e das questoes 3 e 4 do
Questionario 2 sugerem que a aplicacao da atividade 2 na turma 1801 foi bem sucedida,
apesar da agitagao dos alunos em determinados momentos. Esses dados refor¢cam o que foi
observado durante a aplicacao da atividade, onde a maioria da turma chegou a conclusao
que entre dois niimeros reais existem infinitos niimeros reais.

Enfim, apds a analise das respostas dos alunos durante a aplicacao das atividades e
dos dados obtidos com os questionarios é possivel concluir que os objetivos das atividades

1 e 2 foram atingidos na turma 1801. Em sua maioria os alunos conseguiram compreender
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que, no caso de conjuntos infinitos, um conjunto e seu subconjunto podem ter a mesma
cardinalidade, e ainda que entre dois nimeros reais quaisquer existem infinitos nimeros

reais.

3.2.2.2 Turma 1802

A turma 1802 nao se carateriza pela agitacao. Ao contrario da turma 1801, os
alunos da 1802 sao um pouco mais tranquilos, porém algumas vezes se mostram desin-
teressados e pouco participativos. No decorrer da aplicacao das atividades a turma se
apresentou calma na maior parte do tempo. No dia da aplicacao das atividades estavam
presentes 24 alunos.

A anélise da primeira pergunta do Questionario 1, onde os alunos responderam
sobre o que ¢ infinito e ainda foi pedido que dessem alguns exemplos, revelou que aproxi-
madamente 66, 67% dos alunos citaram os niimeros como exemplo de algo infinito (Tabela
24) e aproximadamente 16,67% nao citaram exemplos, dizendo apenas que infinito é algo

que nao tem fim.

Tabela 24 - Turma 1802 - Questionario 1 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Ntimeros 66,67%
Algo sem fim (sem exemplos) 16,67%
Outros 16,67%

Fonte: O autor, 2016.

Durante a aplicacao da primeira parte da atividade 1, quando os alunos sao ques-
tionados sobre qual dos dois conjuntos possui mais elementos, o conjunto dos nimeros
naturais ou o conjunto dos niimeros naturais pares, a maioria da turma decidiu pelo con-
junto do nimeros naturais, como observado nas outras turmas analisadas. Ao investigar
as respostas dadas a questao 2 do Questiondrio 1 (Para vocé, qual destes dois conjun-
tos tém mais elementos, o conjunto dos numeros naturais ({0, 1, 2, 3, 4, 5, ...}) ou o
conjunto dos nimeros naturais impares ({1, 3, 5, 7, 9, ... })?) ¢é possivel verificar que
75% dos alunos optaram pelo conjunto dos niimeros naturais (Tabela 25), aproximada-
mente 20, 83% pelo conjunto dos niimeros naturais impares, porém ninguém respondeu
indicando que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade. Mais uma vez é observado
que os alunos inicialmente concluem que por se tratar de um subconjunto, existem menos
numeros naturais impares do que nimeros naturais. O que é algo esperado por se tratar
de uma turma do 8° ano do ensino fundamental.

No comeco da segunda parte da atividade 1, os alunos foram divididos em grupos

de até 4 integrantes para debaterem sobre o seguinte questionamento: qual conjunto tem
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Tabela 25 - Turma 1802 - Questionario 1 - Questao 2

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 75,00%
Numeros Naturais fmpares 20,83%
Possuem a mesma cardinalidade 0,00%
Outras respostas 4.17%

Fonte: O autor, 2016.

mais elementos, o conjunto dos niimeros naturais ou o conjunto dos niimeros inteiros? E
possivel estabelecer uma correspondéncia um a um entre os elementos dos dois conjuntos
por meio de alguma regra? A maior parte dos grupos, aproximadamente 66,67%, res-
pondeu que os dois conjuntos tém a mesma cardinalidade, mas nenhum grupo conseguiu
esbocar uma regra que relacionasse os elementos dos dois conjuntos, o que ja havia sido
verificado nas demais turmas analisadas. Como a turma analisada é do 8° ano do ensino
fundamental, esta dificuldade ja era esperada.

Os resultados obtidos durante a aplicacao da segunda parte da atividade 1 podem
ser confrontados com os dados apurados ao se comparar as respostas das questoes 4 do
Questionario 1 e 1 do Questionario 2.

Investigando as respostas dadas a questao 4 do Questionério 1 (Para vocé qual des-
tes conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros inteiros (Z ={...—4, -3, -2, —1,
0,1,2,3,4,...}) ou o conjunto dos niimeros naturais (N ={0,1,2,3,4,5,...})7) é possivel
constatar que antes do inicio da aplicacao das atividades, aproximadamente 70, 83% dos
alunos consideravam que o conjunto dos nimeros inteiros possuia mais elementos que
o conjunto dos nimeros naturais (Tabela 26), escolhido por aproximadamente 29, 17%
dos alunos. Nessa turma nenhuma resposta sugeriu a possibilidade dos dois conjuntos

possuirem a mesma cardinalidade.

Tabela 26 - Turma 1802 - Questionario 1 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Numeros Inteiros 70,83%
Ntmeros Naturais 29.17%
Possuem a mesma cardinalidade 0,00%

Fonte: O autor, 2016.

Analisando as respostas dadas a questao 1 do Questionario 2 (Para vocé qual destes
conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros naturais ({0,1,2,3,4,5,...}) ou
o conjunto dos nimeros naturais que sao poténcias de 10 ({1, 10, 100, 1000, 10000, ...})?)
observa-se que aproximadamente 45,83% (Tabela 27) dos alunos responderam que os
dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade. Isso representa um aumento de mais de

45 pontos percentuais em comparacao com o verificado antes da aplicacao da atividade.
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Porém, o que chama a atencao é a quantidade de alunos que responderam indicando o con-
junto dos nimeros naturais que sao poténcias de 10 como sendo o de maior cardinalidade,

37,5%.

Tabela 27 - Turma 1802 - Questionario 2 - Questao 1

Respostas Porcentagem
Numeros Naturais 16,67%
Poténcias de 10 37,50%
Possuem a mesma cardinalidade 45,83%

Fonte: O autor, 2016.

E possivel concluir com os dados verificados, ao se comparar as respostas dos dois
questiondrios e com o que foi apontado durante a aplicacao da atividade, que grande
parte dos alunos conseguiu compreender que é possivel um conjunto infinito e um de seus
subconjuntos infinitos possuirem a mesma cardinalidade. Porém, segundo o que foi apu-
rado nos questionarios, a possibilidade de um conjunto infinito e um de seus subconjuntos
infinitos possuirem a mesma cardinalidade nao foi compreendido pela maioria da turma,
ao contrario do que foi observado durante a atividade 1, levando a crer que seus objetivos
nao foram plenamente atingidos. No caso de muitos alunos optarem pelo conjunto dos
numeros naturais que sao poténcias de 10, pode ter havido confusao na interpretagao do
conjunto e de seus elementos.

Comparando as respostas das questoes 3 do Questiondario 1 (Se retirarmos todos os
nimeros naturais impares do conjunto dos niimeros naturais, ele ainda serd infinito?) e 2
do Questiondrio 2 (Se retirarmos todos os niimeros naturais pares do conjunto dos niimeros
naturais, ele ainda serd infinito?), pode-se observar que na questdo 3 do Questionario 1
aproximadamente 79,17% dos alunos responderam “sim”, entendendo que o conjunto
formado pelos elementos restantes ainda serd infinito e na questao 2 do Questionario 2,
aproximadamente 83,33% dos alunos responderam “sim”. Esse resultado mostra que os
alunos tékm consciéncia de que mesmo retirando-se uma parte de um conjunto infinito,
ele continua a ser infinito.

No inicio da atividade 2, os alunos foram divididos em grupos para que pudessem
utilizar os computadores, num total de 5 notebooks. Antes de comecarem a utilizar o Ge-
oGebra foram ensinados alguns comandos bésicos e como utilizar as ferramentas “ponto”
e “ponto médio ou centro”. Em seguida, ao aluno responsavel de cada grupo foi solicitado
que marcasse dois pontos quaisquer no eixo x e depois o ponto médio entre eles. Alguns
alunos apresentaram um pouco de dificuldade com o GeoGebra, mas logo esse problema
foi sanado. Logo apds foi pedido que eles marcassem outro ponto médio, desta vez en-
tre o primeiro ponto e ponto médio marcado anteriormente e ainda que continuassem
o processo, aproximando a tela sempre que fosse necessario. Depois de repetirem esse

processo algumas vezes, os alunos foram questionados se caso tivessem um software tao
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potente que sempre fosse possivel aproximar mais, se em algum momento nao consegui-
riam marcar o ponto médio entre os dois pontos e depois sobre qual conclusao chegaram
de quantos numeros reais existem entre dois outros numeros reais. Os alunos da turma
1802, em sua maioria, concluiram que poderiam continuar esse processo indefinidamente
e que entre dois nimeros reais existem infinitos nimeros reais. Comparando as respostas
das questoes 5 e 6 do Questionario 1 e 3 e 4 do Questionario 2, é possivel confrontar com
o que foi verificado apds a aplicacao da atividade 2.

Na questao 5 do Questionario 1 (Quantos nimeros reais existem entre 0,1 e 0,97
Justifique.) aproximadamente 16,67% indicaram a existéncia de infinitos nimeros reais
entre 0,1 e 0,9 (Tabela 28).

Tabela 28 - Turma 1802 - Questionario 1 - Questao 5

Respostas Porcentagem
Infinitos 16,67%
9 niimeros 8,33%
7 numeros 25,00%
3 numeros 4,17%
2 nimeros 4,17%
Nenhum 4.17%
Deixou em branco 8,33%
Outras respostas 29,17%

Fonte: O autor, 2016.

Ao examinar as respostas dadas a questao 3 do Questionério 2 (Quantos nimeros
reais existem entre 1,5 e 1,77 Justifique.) nota-se que aproximadamente 29,17% das
respostas (Tabela 29) indicaram a existéncia de infinitos nimeros reais entre 1,5 e 1,7,
0 que representa um aumento de 12,5 pontos percentuais em relagao ao verificado na

questao 5 do Questionario 1.

Tabela 29 - Turma 1802 - Questionario 2 - Questao 3

Respostas Porcentagem
Infinitos 29.17%
3 nimeros 12,50%
2 nimeros 16,67%
1 nimeros 25,00%
Outras respostas 16,67%

Fonte: O autor, 2016.

Ao analisar a questao 6 do Questiondrio 1 (Existe algum ndmero real entre 1,5
e 1,67 Justifique.) foi verificado que aproximadamente 20,83% dos alunos responderam
“nao” (Tabela 30) e aproximadamente 33, 33% responderam “sim”, mas sem indicar uma

quantidade infinita. Em apenas 4, 17% foi mencionado algo em relacdo a uma quantidade



infinita.

Tabela 30 - Turma 1802 - Questionario 1 - Questao 6
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Respostas Porcentagem
Sim 33,33%
Sim, infinitos 4,17%
Nao 20,83%
Nao souberam responder 4.17%
Outros 37.,50%

Fonte: O autor, 2016.

Quando analisadas as respostas para a questao 4 do Questionério 2 (Existe algum
nimero real entre 3 e 3,17 Justifique) observa-se que 25% responderam “sim”, (Tabela
31) e aproximadamente 16, 67% responderam “sim”, dando a entender em sua justificativa

que se tratam de infinitos ntimeros reais. Ja as respostas “nao” totalizaram 25%.

Tabela 31 - Turma 1802 - Questionério 2 - Questao 4

Respostas Porcentagem
Sim 25,00%
Sim, infinitos 16,67%
Nao 25,00%
Nao souberam responder 33,33%

Fonte: O autor, 2016.

Ao comparar as respostas dadas para a questao 6 do Questionario 1 e para a
questao 4 do Questionario 2, é possivel observar um aumento de respostas “nao” e um
aumento de respostas “sim” ou “sim, infinitos”, com destaque para as respostas “sim,
infinitos” que apareceram em apenas 4, 17% das respostas, aproximadamente, na questao
6 do Questionario 1.

A analise das respostas das questoes 5 e 6 do Questionario 1 e das questoes 3 e 4
do Questionario 2 sugerem que a aplicacao da atividade 2 na turma 1802 nao atingiu ple-
namente seu objetivo. Apesar de durante a atividade a maioria dos grupos tere concluido
que entre dois numeros reais existem infinitos niimeros reais, ao analisar as respostas dos
questionarios o resultado nao foi comprovado.

Apoés a andlise das respostas dos alunos durante a aplicacao das atividades e dos
dados obtidos com os questionarios ¢ possivel concluir que os objetivos das atividades 1 e
2 nao foram plenamente atingidos na turma 1802. A maioria dos alunos nao compreende
que um conjunto infinito e seu subconjunto infinito podem possuir a mesma cardinalidade

e que entre dois numeros reais existem infinitos ntimeros reais.
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CONCLUSAO

Os dez anos do autor no magistério ptblico, como professor de Matematica, langaram
luz sobre um problema recorrente no contexto escolar: as dificuldades dos alunos quanto
aos conceitos abstratos. A pratica permitiu, também, perceber que as dificuldades nao se
circunscreviam a esse publico; os professores também sentiam a necessidade de suporte
para ensinar determinados contetidos. Dentre eles, destaca-se o conceito de infinito que
foi eleito como objeto de pesquisa da dissertacao presente.

Na construcao do estudo, foi definido pelo autor como objetivo desenvolver dois
tipos de materiais, entendidos como ferramentas pedagdgicas: uma para o docente e
outra para o discente. No que se refere ao docente, o foco concentrou-se no levantamento
bibliografico de matematicos expoentes no conceito supracitado, o que foi realizado no
Capitulo 1 e resultou em um material que pode funcionar como fonte de consulta (fonte que
permitird sanar as principais duvidas apresentadas pelos professores, citadas na introdugao
desta pesquisa).

No que diz respeito ao discente, o estudo se propos a elaborar duas atividades, cujo
proposito consistia em facilitar a compreensao do conceito de infinito. Ademais foram de-
senvolvidos também dois questiondarios a fim de analisar a compreensao dos discentes, em
relacao ao infinito matematico, antes e apos a aplicacao das atividades. Os instrumentos
foram elaborados e aplicados em quatro turmas em duas escolas municipais, uma no Rio
de Janeiro e outra em Duque de Caxias, buscando verificar sua funcionalidade.

Apo6s a analise dos dados obtidos e a comparacao com as respostas fornecidas nos
questiondrios, verificou-se que mais de 50% dos alunos das turmas 801 da escola Roberto
Weguelin de Abreu e 1801 da escola Jenny Gomes atingiram os objetivos que consistiam
em compreender que um conjunto infinito e algum de seus subconjuntos infinitos podem
ter a mesma cardinalidade, e que entre dois niimeros reais existem infinitos niimeros reais.

O mesmo resultado, entretanto, nao foi verificado nas turmas, 802 e 1802, das
escolas Roberto Weguelin de Abreu e Jenny Gomes respectivamente, na medida em que
menos de 50% dos alunos conseguiram alcangar os objetivos propostos.

O confronto do propédsito das atividades com os resultados obtidos evidencia que,
das quatro turmas, duas conseguiram atingir os objetivos, o que nos permite concluir que
h& variaveis adicionais que devem ser levadas em consideragao quando se aplica a atividade
e que, nao atingir o objetivo pode servir como um ponto de reflexao, de identificacao das
deficiéncias dos alunos e de posterior acao docente. Em suma, as atividades tanto podem
funcionar como um instrumento pedagodgico para facilitar a compreensao dos alunos no
que diz respeito ao conceito de infinito, quanto podem servir como uma ferramenta de
diagnostico para agao docente.

Pesquisas futuras podem trabalhar o conceito de infinito matematico em atividades
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nao tao abstratas. Talvez uma atividade introdutéria como o calculo da area do circulo

utilizando a mesma técnica de Arquimedes seja uma opcao.
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ANEXO A — Questionario 1

QUESTIONARIO 1

ESCOLA: TURMA:

1—Paravocé, o que é infinito? Dé alguns exemplos.

2 — Para vocé, qual destes dois conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros
naturais ({0, 1, 2, 3, 4, 5, ...} ) ou 0 conjunto dos nimeros naturais impares ({1, 3,5,7,9, ...} )?

3 — Se retirarmos todos os nimeros naturais impares do conjunto dos nimeros naturais, ele
ainda sera infinito?

4 — Para vocé, qual destes conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros inteiros ( Z
={...-4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3,4, ...} ) ou o conjunto dos nimeros naturais (IN={0, 1, 2, 3, 4,5, ...}
)?

5 — Quantos nimeros reais existem entre 0,1 e 0,9? Justifique.

6 — Existe algum numero real entre 1,5 e 1,6? Justifique.
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ANEXO B — Questionario 2

QUESTIONARIO 2

ESCOLA: TURMA:

1 - Para vocé, qual destes dois conjuntos tém mais elementos, o conjunto dos nimeros
naturais ({0, 1, 2, 3, 4, 5, ...} ) ou 0 conjunto dos nimeros naturais que sdo poténcias de 10 (
{1, 10, 100, 1000, 10000, ...} )?

2 —Se retirarmos todos os nimeros naturais pares do conjunto dos numeros naturais, ele
ainda sera infinito?

3 — Quantos numeros reais existem entre 1,5 e 1,7? Justifique.

4 — Existe algum numero real entre 3 e 3,17 Justifique.

5 — Existe algum nimero real que seja antecessor de 2, isto é, que esteja imediatamente antes
de 2? Justifique.

6 — Existe algum numero real que seja sucessor de 2, isto é, que esteja imediatamente depois
de 2? Justifique.
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