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”0Os que buscam o justo caminho da verdade nao
devem ocupar-se com nenhum objecto a respeito do
qual nao possam ter uma certeza igual ¢ das de-
monstracoes da aritmética e da geometria”

René Descartes
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Resumo

PINTO, Bruno Cavalcanti, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, maio de 2017.
Semelhancga de figuras planas: aplicacoes e atividades praticas para o
Ensino Médio. Orientador: Amarisio da Silva Araijo.

Este trabalho aborda um estudo mais profundo sobre conceitos de semelhanca de
figuras planas. Foram desenvolvidas atividades diversificadas que remetem a esse
tema, com o proposito de torna-lo mais atrativo. Sao apresentadas demonstragoes
e aplicacoes da semelhanca de figuras planas, como também um instrumento que

auxilia na construgao de figuras semelhantes.



Abstract

PINTO, Bruno Cavalcanti, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, May, 2017.
Similarity of flat figures: aplications and pratices activities for High
School. Advisor: Amarisio da Silva Araijo.

This work address a deeper study on similarity concepts of flat figures. Diversified
activities wich refer to this theme, have been developed whith the purpose of
making it more attractive. Demonstrations and applications of the similarity of
flat figures are presented as well as an instrument to help in the constructions of

plane figures.

vi



Introducao

O objetivo deste trabalho é pesquisar e construir um material que apresente
atividades variadas sobre semelhanca de figuras planas, com resolugao de proble-
mas tedricos e problemas praticos, que possam auxiliar o professor de Matematica,
do Ensino Médio, na sua tarefa de lecionar a Geometria plana, em particular a
semelhanca, levando seus alunos a desenvolverem um raciocinio légico dedutivo e
a adquirirem uma adequada percepcao da Geometria no ambiente em que estao
inseridos e, com isso, alcancarem uma aprendizagem significativa.

Sabemos que a Geometria tem um espaco muito importante dentro da Ma-
tematica. Ela nos auxilia a entender e transformar o mundo em que estamos
inseridos, logo necessita de uma atencao e dedicacao especiais para que se possa
compreender, de maneira significativa, todos os seus conceitos. Um deles é a
semelhanca, que nos acompanha desde a infancia ao brincarmos com miniaturas,
até a fase adulta a qual nos permite fazer comparacoes entre objetos.

Fazer um estudo sobre semelhanca é muito pertinente devido a importancia
que este tema possui no processo de ensino e aprendizagem de Geometria de
qualquer aluno. A semelhanca, assim como toda a Geometria, se revela em
varios momentos no mundo que nos cerca. Ela estd presente nos conceitos de
escalas, plantas, mapas, ampliacoes de fotos e, além disso, permite estabelecer
conexoes com outros conteidos matematicos, como razoes e proporcoes, proprie-
dades de figuras, angulos, medidas e conteidos de outras areas. De acordo com

os Parametros Curriculares Nacionais ([3]):

O ensino de matemaética deve visar ao desenvolvimento do pensamento
geométrico, por meio da exploracao de situacoes de aprendizagem que le-
vem o aluno a produzir e analisar transformacoes e ampliagoes; redugoes
de figuras geométricas planas, identificando seus elementos variantes e
invariantes, desenvolvendo o conceito de congruéncia e semelhanca (Bra-

sil, 1998, p. 81-82).

Esse contetido da Geometria é estudado no Ensino Fundamental, mais espe-
cificamente no 9° ano, dando um enfoque maior a semelhanca entre triangulos.
Entretanto, a semelhanca ja pode ser vista nos ensinos iniciais, em que a crianca
pode aprender a observar objetos similares de tamanhos diferentes e compara-los,
decobrindo as caracteristicas que os fazem ter dimensoes diferentes.

A Semelhanca também ¢ abordada no Ensino Médio, mas de maneira mais
sutil e, também, é dado mais enfoque a semelhanca de triangulos. Seria inte-

ressante se o aluno tivesse a oportunidade de estudar e conhecer mais a fundo



este ramo da Geometria, para que ele possa descobrir novas formas de analisar
e construir objetos proporcionais, e verificar a utilidade deste em outras éareas,
inclusive em areas da Matemaética.

Souza ([18]) relata como a semelhanca deve ser abordada:

A semelhanca, por sua importancia e ligacao direta com o mundo em que
vivemos, merece ser abordada com mais cuidado e completude, uma vez
que, mesmo intrinsecamente, faz parte de nossas memorias mais infantis,
quando brincdvamos com miniaturas do mundo real. Seja nas mais
remotas historias da humanidade ou nas modernas lentes ou cameras,
a semelhanca esteve e estd presente no cotidiano das pessoas, sendo
utilizada como ferramenta para as nossas realizagoes (Souza, 2013 p. 4).

Semelhanca de Figuras Planas ¢ tema de discussao desde 2000 a.c., em que ba-
bilonios ja exploravam conceitos de proporcionalidade, entretanto obteve grande
desenvolvimento na Grécia Antiga. Hoje é abordada de maneira superficial no
Ensino Fundamental e pouco vista no Ensino Médio das escolas. Este trabalho
busca enriquecer tal tema nas aulas do 1° ano do Ensino Médio, tentando propor-
cionar ao aluno uma observacao mais criteriosa da Geometria ao seu redor e um
entendimento mais apurado dos conceitos de semelhanca, buscando apresentar
um estudo mais detalhado e profundo sobre Semelhanca de Figuras Planas.

O trabalho tem seu conteido divido em trés capitulos, onde o Capitulo 1
aborda um breve historico da semelhanca, seu desenvolvimento, suas definigoes
como estrutura geométrica e algébrica, como ela atua nos calculos de perimetros
e areas de figuras planas, sua aplicagao nos calculos de volumes de alguns sélidos
e aborda, também, demonstragoes de casos de semelhanca de triangulos. Este
capitulo traz uma base matematica bem consistente, para que o professor possa
acrescentar argumentos mais convincentes ao ministrar o conteudo.

No Capitulo 2 sao apresentadas algumas aplicagdes da semelhanga de figuras
planas em outros conteidos da Geometria, como também em outras ciéncias
como a Fisica. Esta interacao entre as ciéncias é de suma importancia, pois
proporciona ao aluno verificar a construgao formal dos conceitos que estuda na
escola. Sao apresentadas, também, formas diferentes de observar e construir
figuras semelhantes utilizando o conceito da Homotetia e o uso do instrumento
pantdgrafo.

No Capitulo 3 encontra-se uma lista de atividades que abordam o tema pro-
posto de formas variadas, trazendo aplicacoes do cotidiano do aluno, que permite
a ele fazer comparacoes entre objetos, construgoes de figuras semelhantes, desen-

volver outros conceitos geométricos e aplicar a semelhanca em situagoes problema.



Nas Consideragoes Finais serao apresentadas conclusoes sobre o trabalho de-

senvolvido nos capitulos anteriores.



Capitulo 1

Desenvolvimento e definicoes

Podemos ter uma nocao de semelhanca quando fazemos uma simples com-
paragao entre objetos planos ou tridimensionais. Criangas ao lerem uma revista
em quadrinhos ou a assistirem um desenho animado podem observar que ha dois
objetos iguais, mas de tamanhos diferentes. Meninas quando brincam de boneca
podem comparar seu tamanho com de uma mulher normal, e os meninos podem
comparar seus carrinhos de brinquedo com os carros vistos na rua. Na ilustracao

abaixo temos uma figura de bonecas com medidas distintas:

Figura 1.1: Bonecas de medidas distintas. Fonte: = baudamatema-
tica.wordpress.com

Na figura abaixo podemos perceber dois pentagonos de tamanhos diferentes,

porém no mesmo formato:

Figura 1.2: Pentagonos semelhantes



Podemos notar que para ampliarmos o pentagono regular menor, basta mul-
tiplicar a medida de cada um dos seus lados pela constante 2 e dai formaremos
o pentagono regular maior. Assim, temos que a proporcao de semelhanca entre
o maior pentdgono e o menor ¢ 2. Calculando seus perimetros podemos perceber
que o perimetro da maior figura também é o dobro da menor, ou seja, a propor¢ao
de selhanca também se mantém para os perimetro: perimetro menor: 2.5 = 10

u.c., perimetro do maior: 2.5.2 = 20 u.c.

1.1 Um breve historico

A semelhanca de figuras planas é estudada ha varios séculos, em especial
pelos babilonios que, no periodo de 2000 a.c. a 1600 a.c., tinham conhecimento de
que os lados correspondentes de dois triangulos retangulos semelhantes sao pro-
porcionais. Esses lados correspondentes sao conhecidos como lados ”homélogos”,
ou seja, sao lados que estao opostos aos mesmos angulos de triangulos diferentes.

Um grande nome no estudo de semelhanca de figuras planas foi Tales de Mileto
(623 - 558 a.c.), que era conhecido como um dos ”sete sdbios”da Antiguidade,
durante a primeira metade do século seis a.c. De acordo com Eves (2004), Tales
comecou sua vida como um mercador e, apds se tornar rico, dedicou-se ao estudo
e viagens. Ele viveu algum tempo no Egito e despertou admiracao ao calcular a
altura da pirdmide de Quéops usando sua sombra.

De acordo com a historia, hd duas versoes de como Tales conseguiu calcular a
altura da piramide. A primeira foi dada por Hieronimos, discipulo de Aristételes
(384 - 322 a.c.), a qual diz que Tales anotou o comprimento da sombra no mo-
mento em que essa era igual a altura da piramide que a projetava. A versao
posterior, dada por Plutarco (46 - 120 d.c.), diz que ele fincou uma vara vertical-
mente ao chao e usou semelhanga de triangulos (Figura 1.3). Entretanto ambas
as versoes nao relatam como o matematico obteve a medida do comprimento da
sombra da piramide, isto é, a distancia da extremidade da sombra ao centro da

base da piramide.
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Figura 1.3: Piramide de Quéops. Fonte: estudopratico.com.br



Tales de Mileto ganhou grande prestigio por ter sido o primeiro personagem
conhecido a quem associam-se descobertas matematicas. Em geometria podemos

citar alguns resultados elementares:

a) Qualquer diametro efetua a bisse¢ao do circulo em que é tragado;
b) Os angulos da base de um triangulo isésceles sao iguais;

c) Angulos opostos pelo vértice sao iguais;

d) Se dois triangulos tém dois angulos e um lado em cada um deles respectiva-

mente iguais, entao esses triangulos sao iguais.

e) Um angulo inscrito num semi-circulo é reto (Este resultado era do conheci-

mento dos babilonios de 1400 anos antes).

De acordo com Eves (2004)([7]) estes resultados obtidos por Tales foram me-

diante alguns raciocinios logicos e nao pela intuicao ou por experimentacao.

1.2 Definicoes

Nesta secao vamos explicitar algumas definigbes sobre semelhanga entre
objetos, figuras e poligonos, tentando abordéa-las de maneira mais profunda para
que o professor adquira uma base mais forte para ministrar suas aulas sobre o
tema a ser estudado.

Dois objetos que possuem as mesmas formas, mas tamanhos diferentes sao
ditos semelhantes.

Podemos vincular a idéia de semelhanca de figuras com reducao ou ampliagao
de determinada figura alterando as medidas de seus lados, mas mantendo suas
proporcoes. Essa ideia também estd ligada a ”mudanca de escala”, que é bastante
estudada em cartografia.

Quando nos referimos aos poligonos, podemos dizer que estes sao semelhantes
quando conservam os valores de seus angulos e os lados homologos sao proporcio-
nais. Ao citarmos lados homologos, dizemos que sao os lados que se correspondem
em cada poligono, isto é, sao os lados que estao em poligonos diferentes, mas que
sao opostos a angulos de mesma medida.

Entretanto, podemos observar figuras que, mesmo nao sendo poligonos, também
sao semelhantes, como por exemplo duas circunferéncias.

Segundo Giovanni e Giovanni Jr. ([9]):



Dois poligonos com o mesmo numero de lados sao semelhantes quando
possuem angulos respectivamente congruentes e lados correspondentes
proporcionais. A razdo entre qualquer lado de um poligono e o lado
correspondente de outro chama-se razao de semelhanca.

Nesta ilustragao (Figura 1.4) temos duas figuras cujos angulos sdo congruen-

tes.

/ 108.43° \|3

j11e.57° 1355 2 15

2 2 108.43¢

11857 qasd |
1 []

Figura 1.4: Poligonos semelhantes

Podemos observar que os lados de medidas 6 e 3; 2 e 1; 3 e 1,5; 5 e 2,5; se

correspondem, ou seja, sao lados homologos. Logo percebemos que : 3=71°
1% = 2% = 2, o que caracterizamos de razao de semelhanca entre estas duas
figuras.

De uma maneira formal, podemos dizer que a semelhanga de duas figuras L e
L', com razao de semelhanca k(k € R, —{0}), é uma relagdo biunivoca entre seus
pontos, f : L — L', que indica uma semelhanca, com a seguinte propriedade: se
A e B sao pontos quaisquer de L e A’= f(A) e B’= f(B) sao seus correspondentes
em L’, entdo A’B’ = k.AB, em que A’B’ corresponde & medida do segmento A’B’
e AB a medida do segmento AB; com isso, dados dois pontos, usaremos AB para
nos referirmos a medida do segmento e AB para nos referirmos ao segmento. Esta
correspondéncia biunivoca f : L — L', juntamente a propriedade de multiplicar
a constante k pela distancia de A a B denota-se uma semelhanca entre L e L’ de

razao k. Vejamos na figura 1.5:

m
f
B

Figura 1.5: Relagao biunivoca entre L e L. Fonte: mundoeducacao.bol.uol.com.br




Assim, podemos chegar as seguintes definicoes:
I) Se A" = f(A) entdao A e A’ sdo considerados pontos homdlogos;

IT) Se A" = f(A) e B' = f(B) entdao AB ¢ A’B’ sao considerados segmentos

homologos.

Em um caso particular, se £ = 1, concluimos que as figuras serao congruentes

ou isométricas, pois suas dimensoes permanecerao inalteradas.

1.3 Semelhanca entre perimetros

Se a razao entre duas figuras semelhantes é k entao a razao entre seus
perimetros também serd k.

Vamos observar os quadrilateros que ilustram a figura abaixo:

Figura 1.6: Quadrildteros semelhantes

Podemos notar que cada lado do quadrilatero, a esquerda da figura 1.6, foi
multiplicado por uma constante k > 1, obtendo o quadrilatero a direita. O
perimetro do primeiro vale: P, = f + g+ h+ 1. J& o perimetro do segundo vale:
Pr=kf+kg+kh+ki=k(f+g+h+i)=EkD.

Assim, é possivel observar que multiplicando as medidas dos lados do qua-
drilatero por uma constante, estaremos multiplicando o perimetro pela mesma
constante. Esta definicao pode ser usada para qualquer poligono.

Logo a razao entre as dimensoes de duas figuras planas é igual a razao entre

seus perimetros.

1.4 Semelhanca entre areas

Vamos calcular as areas dos quadrados abaixo:



Figura 1.7: Quadrados de medidas proporcionais

Calculando a 4rea do primeiro quadrado obtemos S = a?. Podemos perceber
que o lado desse foi aumentado k vezes, ou seja, a razao de semelhanca entre o
quadrado maior e o menor é representada pela constante £ > 1. Calculando a
area deste segundo quadrado obtemos: S’ = k?a?. Podemos notar que a razao
entre as dreas do maior e o menor quadrados vale k2.

Agora, vamos calcular as areas dos triangulos abaixo:

Figura 1.8: Triangulos de medidas proporcionais

Primeiramente, vamos observar que as dimensoes do primeiro triangulo foram

multiplicadas por uma constante k. A area do primeiro triangulo é dada por

b.h kbk.h k*b.h
S = DR J& a area do segundo triangulo é S’ = 5 =g

Observamos que a razao entre a area do maior triangulo pelo menor se da por
4
S
S

Agora, se temos um poligono qualquer, podemos dividi-lo em triangulos (Fi-

gura 1.9):

Figura 1.9: Pentagono



Multiplicando a medida de cada um dos seus lados pela constante k, também
estaremos multiplicando as medidas de cada lado dos triangulos pela mesma
constante, ou seja, a razao de semelhanca entre o maior poligono e o menor é
k> 1 (Figura 1.10).

ka ke

Kb kd

ke

Figura 1.10: Pentagono cujos lados foram multiplicados pela constante k

Logo, como a razao de semelhanca entre as dreas dos triangulos é k2, entdo a

razao entre as areas dos dois poligonos é k2, pois:

/ ! /
FGH — SFHI — SFIJ :k2
SABC SACD SADE

Assim,
rorr + Serr + Serg _ 2
Sapc + Sacp + Sape

Portanto, a razao entre as areas de quaisquer dois poligonos semelhantes sem-

pre serd k2.

1.5 Semelhanca em sélidos geométricos

Para essa segao, usaremos o simbolo = para a notagao de congruéncia e
para representar os angulos citados, usaremos o simbolo Z.
Mesmo trabalhando com sélidos geométricos é possivel utilizar a semelhanca
de figuras planas na resolucao de questoes sobre areas ou volumes destes solidos.
Esta secao mostrard como podemos utilizar o conceito de semelhanga em
outras areas da Matematica.
Podemos usar como exemplo o célculo do volume de tronco de piramide (Fi-

gura 1.11). A férmula para célculo deste volume se dé por:

h
V = g(AB + \/ AB-Ab + Ab),

em que h é a altura do tronco, Ap é a area da base maior e A, é a area da base

menor.
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Figura 1.11: Tronco de piramide

Notemos que esta féormula nao é tao simples para ser memorizada por um aluno
no momento da realizacao de uma avaliacao escolar. Logo, o uso da semelhanca
de triangulos pode facilitar a resolucao desta questao, pois olhando para uma
secao vertical da piramide da figura abaixo, podemos observar dois triangulos

semelhantes:

Figura 1.12: Triangulos formados a partir de uma secgao vertical da piramide

Podemos verificar que os triangulos EI1G e EBC sao semelhantes, pois ZEIG =
/EBC e /IEG = Z/BEC'. Assim, como os lados g e a sao homélogos, podemos
entao formar a seguinte propor¢ao com as medidas dos segmentos g,a,h e H,
logo g =5

Portanto, conhecendo as medidas ¢, a e H, podemos encontrar o valor da
medida de h e assim, podemos calcular o volume das duas piramides formadas
(conforme Figura 1.12). Com base nisso, para encontrarmos o volume do tronco,
basta encontrarmos a diferenca entre os volumes das piramides maior e menor.
Vejamos um exemplo:

Calcule o volume de um tronco de piramide reto, de base quadrada,
cuja base menor tem 4 cm de lado, a base maior 12 cm de lado e 3 cm

de altura.

11



Seja um tronco de piramide conforme a figura abaixo:

Figura 1.13: Tronco de piramide

Podemos observar que a base menor é formada pelo quadrado GF HI de lado
medindo 4 cm e a base maior é formada por outro quadrado BCDE de lado
medindo 12 cm.

Para resolvermos tal questao vamos transformar este tronco em uma piramide
inteira, ou seja, vamos estender as arestas laterais até se encontrarem em um

ponto, conforme figura 1.14:

Figura 1.14: Piramide formada a partir do prolongamento das arestas laterais

Apods este processo podemos visualizar duas piramides de bases quadradas tais
que a menor tem por vértices AGFHI e a maior por ABCDE.

Agora precisamos calcular o volume das duas piramides. Entretanto nao co-
nhecemos os valores de suas alturas, apenas a altura do tronco. Entao, tracando
um plano vertical perpendicular as piramides, poderemos visualisar dois triangulos,
um menor de altura h e outro maior de altura h + 3 e bases medindo 4 cm e 12

cm, respectivamente (Figura 1.15).

12



4cm

12 cm

Figura 1.15: Seccao vertical da piramide

3cm

h+3 cm

Notemos que esses triangulos sao semelhantes, logo suas dimensoes sao pro-

porcionais. Assim, comparando as alturas e as bases destes triangulos, temos:

h+3 12
h 4
h+3
——=
3h=h+3
he?.

2

(1.1)

. . 3 . . .
Disso, temos que a altura da piramide menor vale h = 3 e da piramide maior

9
vale H = 5 +3 = 7 Agora, conseguiremos encontrar o volume do tronco da

piramide.

Primeiramente, vamos encontrar os volumes das duas piramides. Denomine-

mos por V7 o volume da piramide maior e V5 o volume da piramide menor. O

volume da piramide maior é:

o (2)
‘/1 - N 7

Vi = 216em?.

O volume da piramide menor é:

13




Vo= — (1.8)

3

42 ( =
o) o
Vo = 8cm?. (1.10)

Portanto o volume V' do tronco da piramide vale:

V =216 — 8 = 208cm?

Esse exercicio mostra como podemos utilizar o conceito de semelhanca em ou-

tra area da Matematica, deixando-a mais simples de se compreender e trabalhar.

1.6 Semelhanca de triangulos

Para essa secao, usaremos o simbolo « para representar semelhanca entre as
figuras.
Dois triangulos ABC e Ay B sao considerados semelhantes quando possuem

os angulos ordenadamente congruentes e os lados homoélogos proporcionais, isto

é, ABC A13101 Se:

a) LA= /LA, 4B = /By, ZC = LCh;

AB _ AC _ BC
AlBl N A101 B BICI

homologos.

b)

= k. Em que k ¢é a razao de proporcao entre os lados

No caso de k = 1 podemos afirmar que os triangulos sao congruentes.
Em decorréncia da semelhanca de triangulos, como também de qualquer outro

poligono, temos algumas propriedades:
I) Reflexiva: ABC «~ ABC;
IT) Simétrica: ABC « A;B,C; < A1 B,C; «~ ABC;
IIT) Transitiva: ABC «~ A1 B1Cy, A1 B1Cy v Ay ByCy < ABC v~ Ay By(Ch.

De acordo com a citagao feita por Marco Aurélio Maestri (p.14)([12]), da obra
Fundamentos da Matemética Elementar (Dolce, Osvaldo e Pompeo, José Nicolau;

1993) encontramos o Teorema Fundamental que nos diz que: ” Se uma reta é
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paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os outros dois em pontos
distintos, entao o triangulo que ela determina é semelhante ao primeiro”.

Para que possamos demonstrar tal teorema, devemos fazer uso do teorema
de Tales, o qual afirma que, um feixe de retas paralelas interceptadas por retas
transversais formam segmentos correspondentes proporcionais.

Demonstracao:

Seja o triangulo ABC abaixo e uma reta paralela ao lado BC' que intercepta

os lados AB e E, respectivamente nos pontos D e E:

Figura 1.16: Triangulo interseptado por uma reta paralela ao lado BC

Podemos notar que os segmentos DE e BC sio paralelos, logo formam angulos
correspondentes. Disso, podemos afirmar que ZADE = ZABC e ZAED =
ZACB, e como o angulo A ¢é comum aos dois triangulos, temos trés pares de

angulos congruentes (Figura 1.17).

L
VAN

Figura 1.17: Triangulos ADFE e ABC semelhantes

C

. . AD AFE
Pelo teorema de Tales, podemos encontrar a seguinte propor¢ao: A5 = AC
Agora, tracando uma reta paralela ao lado AB passando pelo ponto E forma-

mos um paralelogramo BFED (Figura 1.18).

A/

Figura 1.18: Paralelogramo BF ED formado no triangulo ABC



Como BFED é um paralelogramo temos que os segmentos DE e BF sdo

t o t de Tales. obt BE 1 opo. AL _ DE
congruentes e elo teorema de ales, obtemos:. — = ——. 00, —— = ——.
& P ’ AC ~ BC "% ac T BCO
AD AE DE

= = = k.
AB AC  BC
Portanto, como os trés lados dos triangulos ADE e ABC' estao em uma mesma

Disso podemos concluir que

proporc¢ao, podemos concluir que estes sao semelhantes.
Com base nas construcoes acima, podemos identificar que dois triangulos sao

semelhantes quando:

19 Possuem todos os angulos internos congruentes;

2° Possuem lados homélogos proporcionais;

3% Possuem um angulo congruente compreendido entre lados proporcionais.

Esses sao os trés casos de semelhanca de triangulos. Vamos fazer a demons-

tracao de cada um deles seguido de um exemplo de aplicacao.

1.7 Casos de semelhanca de triangulos

1° caso (AAA): Se dois tridangulos possuem dois angulos congruentes entao
os triangulos sao semelhantes.

Demonstragao:

Sejam dois triangulos ABC e Ay B, tais que ZBAC = /B1A:Ci e ZABC =
ZA1B1Cy (Figura 1.19). Suponhamos, sem perda de generalidade, que AB >
A1By,AC > A,Cy e BC > B{(4.

Figura 1.19: Triangulos ABC e A1 B1C}

Tracemos uma reta paralela ao lado BC, do triangulo ABC (Figura 1.20),
interseptando os lados AB e AC, respectivamente nos pontos F' e G, de maneira
que AF = A1 B, e AG = AC.

Poderemos perceber que, pelo caso lado - angulo - lado (LAL), os triangulos
AFG e A1 B,C] sao congruentes, pois AF = A1B; e AG = A;C e os angulos

16



formados por estes respectivos lados, ZF AG e /B A,C sao também congruentes.

@

Figura 1.20: Triangulos congruentes

De acordo com essa congruéncia podemos afirmar que ZAFG = ZAB,C.
Como, por hipétese, LZABC = ZA;B;C; concluimos que ZAFG = ZABC.
Logo todos os angulos do triangulo AF'G sao congruentes a todos os angulos
do triangulo ABC.

- S AF  AG

Agora, como F'G é paralelo a BC', pelo teorema de Tales temos: 1B~ Ac

Assim tracemos uma reta paralela ao lado AB do triangulo ABC, passando

pelo ponto G e interseptando o lado BC no ponto H (Figura 1.21).

A A1
A >% A
B1 o
C
B H

Figura 1.21: Paralelogramo formado no triangulo ABC

Diante da figura acima, percebemos que o quadrilatero BFGH ¢é um parale-

logramo, portanto F'G = BH. E novamente, pelo teorema de Tales temos:
_BH:>AG_FG:>AG_FG_AF
AC  BC AC  BC =~ AC BC AB’
Como os triangulos AFG e Ay BC sao congruentes, temos:
AG  FG AF N AC,  BiCr AB
AC ~ BC  AB AC ~ BC ~ AB
de semelhanca entre os triangulos. Portanto, os triangulos ABC e A B,C] sao

= k, em que k é a razao

semelhantes pelo caso AAA.

Vamos analisar uma aplicagao.

Exemplo:

Na figura abaixo encontramos um triangulo ABC' e um segmento que inter-
cepta os lados AB e AC, respectivamente nos pontos D e E. Verificamos que os

segmentos DE e BC sdo paralelos.
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DE // BC

Figura 1.22: DE//BC

Assim, podemos afirmar que os angulos ZADFE e ZABC sao congruentes, pois
sao correspondentes. De maneira andloga podemos verificar a correspondéncia
dos angulos ZAED e ZACB, logo sao congruentes.

Observando a figura podemos visualizar dois triangulos: ABC' e ADE. Pode-
mos visualizar, ainda, que o angulo A ¢ comum aos dois triangulos. Logo, como
LADE = ZABC e ZAED = ZABC, temos trés angulos congruentes.

Portanto, pelo caso AAA, temos que os triangulos ABC' e ADE sao seme-
lhantes.

2° caso (LLL): Se dois triangulos possuem lados homdlogos proporcionais
entao eles sao semelhantes.

Demonstragao:
AB AC BC

pu— p— p— k.
AB;  ACr BiCy
Sem perda de generalidade, facamos k > 1. Agora vamos construir uma

reta paralela ao lado BC, do triangulo ABC, interceptando os lados AB e AC

respectivamente nos pontos F' e GG, de maneira que AF = A;B; (Figura 1.23).

Sejam os triangulos ABC e A;B,(C tais que

B C

Figura 1.23: Tridangulo interceptado por uma reta paralela ao lado BC

Pelo teorema de Tales, temos:

AB AC

AB AB AC
Mas como AF = A B;, entao:

AF ~ AB, AG =k
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C
Alcl = ]{5, IOgO AG = Alcl.

Agora tracemos uma reta paralela ao lado AB passando pelo ponto G e in-

terceptando o lado AB no ponto H (Figura 1.24).

Entretanto, temos que

A Ay

Figura 1.24: Paralelogramo formado no triangulo ABC

Podemos notar que o quadrilatero formado BFGH é um paralelogramo, logo

FG = BH. Assim, usando novamente o teorema de Tales temos:

BC AC  BC

BH_AGjlgG_AG_k'

Disso, temos e k. Como BC,

Logo, concluimos que os triangulos AFG e A;B,C; sao congruentes, pelo
caso LLL, pois AF = A1B1,AG = AC; e FG = B;C;. Assim, temos que
/BAC = £/B,A\Cy,LABC = ZAB,C) e ZACB = LA,C By.

Vamos observar um exemplo simples de como aplicar esse conceito.

= k, podemos afirmar que F'G = B,(C}.

Exemplo: Na figura abaixo estao ilustrados dois triangulos e suas respectivas

dimensoes. Verifiquemos se estes sao semelhantes.

E

43
B6 2915
5.83 D E

2

B C

Figura 1.25: Triangulos

Analisando as medidas dos lados de cada um dos triangulos podemos notar
que AB =2FD,AC = 2FF e BC = 2DFE. Isto é, os lados dos triangulo ABC
tem medidas iguais ao dobro das medidas dos lados do triangulo DEF', logo a
razao de semelhanca entre os triangulos é k = 2. Portanto os triangulos ABC e
DFEF sao semelhantes pelo caso LLL.

3° caso (LAL): Se dois lados de um triangulo sdo proporcionais aos homdlogos
de outro triangulo, e os angulos compreendidos a estes respectivos lados sao con-

gruentes, entao os triangulos sao semelhantes.
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Demonstracgao: AC
Sejam dois triangulos ABC' e A, B} tais que 1B = ywe

LBlAlCl.
Inicialmente vamos supor, sem perda de generalidade, que AB > A By, AC >

=ke /BAC =

A,Cy e BC > B,C,. Tracamos uma reta paralela ao lado BC, do triangulo ABC,

interseptando os lados AB e AC respectivamente, nos pontos F e G de maneira

que AF = A, B; (Figura 1.26).

A Ay

B

Figura 1.26: Triangulo com reta paralela ao lado BC'

AB AC ) .
Pelo teorema de Tales temos: aAF = AC Todavia, AF = A;B;. Assim

AC AC

bt AB =

11 = =

OV AR, T AG T AG T AG
Assim, podemos perceber que os triangulos AFG e A;B;C sao congruentes,

pelo caso LAL, pois AF = A1By, AG = ACh e LFAG = £ZB1A,C}, e por

= k. Logo concluimos que AG = A;C4.

consequéncia, FG = B,C}.
Agora, vamos construir uma reta paralela ao lado AB, do triangulo ABC,

passando pelo ponto G e que intercepta o lado BC' no ponto H (Figura 1.27).

Figura 1.27: Paralelogramo formado no triangulo ABC

Vamos observar que o quadrilatero BFGH ¢é um paralelogramo, logo F'G =

BH. E mais uma vez, pelo teorema de Tales temos:
BC AC N BC
BH AG =~ FG AG’
Assim, obtemos a seguinte proporcao:

AB AC

ABi — ACr  BiCy
Como o triangulo AF'G é congruente ao triangulo A; B;C} podemos verificar

que os angulos deste sao congruentes aos angulos do triangulo ABC' e portanto
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AB AC BC

pu— pu— p— k'
ABy  AC BiCy
Sendo assim, os triangulos ABC' e A; B,C] sao semelhantes pelo caso LAL.

Agora, vamos observar um exemplo desta semelhanca.

Exemplo: Vamos verificar se os triangulos da figura abaixo sao semelhantes:

Figura 1.28: Triangulos

Ao analisarmos a figura acima podemos perceber que AB = BTC, BD = %
e que os angulos ZABD e ZCBE sao opostos pelo vértice (O.P.V.), logo sao
congruentes. Disto temos que a razao entre os lados dos triangulos é 1

Portanto, pelo caso LAL os triangulos ABD e BCE sao semelhantes.

Acreditamos que o docente pode fazer uso, ao ministrar suas aulas no En-
sino Médio, de algumas demonstracoes vistas neste capitulo, apresentando-as e
fazendo com que os alunos também tentem construi-las, a fim de estimular o ra-
ciocinio légico dedutivo destes. Assim, nao s6 o conceito de semelhanca poderd
se tornar um aprendizado mais significativo, como também o aluno conseguira
fazer conexdes com outros conceitos de Matematica ou de outras ciéncias como a

Fisica.
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Capitulo 2

Construcao de Conceitos e

aplicacoes

Neste capitulo, vamos apresentar algumas aplicacoes relacionadas ao conceito
de semelhanca, o qual auxilia na construcao de novos conceitos na Matematica e
em outras ciéncias, como também, outras maneiras de se obter figuras ou objetos
semelhantes através do uso de alguns instrumentos, como o pantégrafo, e de

conceitos matematicos como a homotetia.

2.1 Construcao de conceitos matematicos

Um fato de grande importancia na histéria da geometria foi o famoso ” Teo-
rema de Pitdgoras”. Pitagoras (570 - 495 a.c.) mostrou que em qualquer triangulo
retangulo temos a seguinte relacao: a® = b? + ¢2, em que a é a medida da hipo-
tenusa do triangulo e b e ¢ sao as medidas dos catetos.

E uma das demosntracgoes deste teorema pode ser feita através de semelhanca
de triangulos. Vamos ver agora os passos dessa demonstragao:

Primeiramente, construa um triangulo de vértices A, B e C, retangulo em A:

A

Figura 2.1: Triangulo retangulo em A

Podemos perceber que o segmento de medida a é o comprimento da hipotenusa
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deste triangulo e os segmentos de medidas b e ¢ representam os comprimentos
dos catetos. Agora, vamos construir a altura deste triangulo partindo do ponto

A e encontrando o ponto H em BC:

Figura 2.2: Triangulo retangulo com altura h

Ao tracar tal segmento podemos perceber que a figura 2.2 apresenta trés

triangulos:

Figura 2.3: Triangulo retangulo em A

C

Figura 2.4: Triangulo retangulo em H e hipotenusa b

Figura 2.5: Triangulo retangulo em H e hipotenusa c

Observando os triangulos dois a dois podemos encontrar algumas relagoes.

Comparando os triangulos das figuras 2.3 e 2.4 podemos perceber que o angulo
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/CAB, do triangulo 2.3 é congruente ao angulo ZAHC do triangulo 2.4 e o
angulo ZABC' do triangulo 2.3 é congruente ao angulo ZC'AH do triangulo 2.4.

Comparando os lados homélogos, podemos formar a seguinte proporc¢ao:

%:%:bQZa.m (2.1)
b =a(a —n) (2.2)
b* =a® —an (2.3)

Agora, comparando os triangulos das figuras 2.3 e 2.5 podemos perceber que
ha angulos congruentes como ZCAB = ZAHB e ZABC = ZABH. Logo, esses
triangulos sao semelhantes.

Comparando os lados homélogos podemos formar a seguinte proporgao:

a c

—=—=cd=an
c n

Substituindo a equacado acima na equacao 2.3 temos: b* = a® — 2.

E portanto a? = b? + 2.

Isto conclui a demonstracao do teorema de Pitagoras.

Outro teorema matematico que pode ser demonstrado pela semelhanca de
triangulos é o teorema de Ptolomeu(90 - 168 d.c.). Esse trabalha com qua-
drilatero inscrito em circunferéncia. Geralmente, este tema é apresentado no 8°
ano do Ensino Fundamental, mas que pode ser visto novamente no Ensino Médio.

Teorema: Em um quadrildtero qualquer inscrito em uma circunferéncia, a
soma dos produtos das medidas dos lados opostos € igual ao produto das medidas
das diagonais. De forma equivalente:

Se ABC'D é um quadrildtero qualquer inscrito em uma circunferéncia (Figura
2.6),

Figura 2.6: Quadrilatero inscrito
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entao:

AB.CD + BC.AD = BD.AC

Demonstracgao:
Seja P um ponto sobre o prolongamento do lado CD tal que ZDAP = /BAC
(Figura 2.7).

Figura 2.7: Lado C'D prolongado até o ponto P

Observando a figura acima, temos que os angulos ZABC' e ZADC sao suple-
mentares, pois em um quadrilatero inscrito as medidas dos angulos opostos so-
mam 180°. Além disso, os angulos ZADC e ZADP formam um angulo de 180,
logo sao suplementares. Assim, se ZABC + ZADC = 180° e ZADC + ZADP =
180°, entao concluimos que ZABC = ZADP (Figura 2.8).

A

Figura 2.8: ZABC = ZADP

A partir dai, concluimos que os triangulos ABC' e AD P sao semelhantes, pois
possuem /ABC = ZADP e /BAC = Z/DAP.
Assim, comparando os lados homélogos e construindo as devidas proporcoes
temos:
AB BC AC
AD DP AP’

(2.4)
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Para provarmos o teorema de Ptolomeu, serda necessario determinar outras
expressoes equivalentes para DP e AP.
A partir das duas primeiras razoes da proporcao 2.4 e isolando o termo DP

obtemos:

_ AD.BC

DP
AB

(2.5)

Agora, observamos que os angulos ZABD e ZACD sao congruentes, pois
ambos correspondem ao arco de circunferéncia AD. Além disso os angulos ZBAD

e ZCO'AP também sao congruentes (Figura 2.9).

Figura 2.9: Dois pares de angulos congruentes

Devido a estas congruéncias, concluimos que os triangulos ABD e ACP sao

semelhantes. Consequentemente,

AB BD AD
AC  CP AP’

(2.6)

Para finalizarmos a demonstracao do teorema de Ptolomeu, precisamos re-
escrever de forma equivalente CP e AP. A partir das duas primeiras razoes,

temos:

_ AC.BD

P
¢ AB

(2.7)

Da figura 2.9, CP = DP + CD e, substituindo as equacgoes 2.5 e 2.7 nesta

ultima, obtemos a seguinte equagcao:

AC.BD _ AD.BC |

5 — = +CD. (2.8)
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Multiplicando a equacao acima por AB, encontramos:
AC.BD = AD.BC +CD.AB (2.9)

Portanto, estd demonstrado o teorema de Ptolomeu.

Diante destas demonstragoes, podemos notar como a semelhanca de triangulos
pode auxiliar na construcao de outros conceitos matematicos, trazendo progresso
para a evolucao da Matematica, principalmente a Geometria.

Olhando para o ponto de vista didatico, essas demonstragoes podem ser inte-
ressantes para o aluno. Aqui ele conhecera a origem matematica de um conceito
basico de Geometria que ird estudar. E para o professor, as demonstracoes po-
dem enriquecer sua aula dando maior embasamento e seguranca para continuar

a ministrar o conteudo.

2.2 Aplicacoes

Nesta se¢ao vamos apresentar uma aplicacao da semelhanga em um contexto
diferente. Acreditamos que esta aplicacao é bastante interessante para professores
de Matematica e Fisica do Ensino Médio, que possibilita uma interdisciplinarie-
dade entre essas ciéncias.

Um momento muito curioso e interessante em que se utilizava a semelhanca
de figuras foi a criacao da ”Camara escura de orificio”, na qual se estudavam
varios fenomenos opticos. Essa camara foi criada na Idade Média e foi ela quem
deu origem a maquina fotografica, dando inicio a um processo de registro de
imagens, que através do processo tecnoldgico, evoluiu até as cameras digitais dos
dias atuais.

Um dos principios da propagacao da luz diz que em um meio homogéneo,
isotrépico e transparente, a luz se propaga em linha reta. Para dar veracidade a
este fato, foi criada a camara escura de orificio, que era constituida de uma caixa
de paredes opacas, internamente pretas e completamente fechada, exceto por um
orificio feito em uma das paredes para que a luz possa entrar.

Na ilustracao abaixo observamos um objeto AB iluminado ou luminoso, de
comprimento x, colocado em frente ao orificio da camara. Os raios de luz que
partem do objeto e ultrapassam o orificio formam uma figura CD, de compri-
mento y, na parede oposta a esse orificio, que é semelhante ao objeto AB, porém

invertida. Dizemos que esta figura formada é a imagem do objeto AB (Figura
2.10).
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Figura 2.10: Objeto refletido na camara. Fonte: mundoeducacao.bol.uol.br

O fato da figura CD ser semelhante ao objeto AB comprova a propagacao
retilinea da luz.

Nesta ilustracao, podemos perceber que os angulos ZABO e ZOC' D sao con-
gruentes, pois sao alternos internos e que os angulos ZAOB e ZCOD também
0s sao0, pois sao opostos pelo vértice. Logo, os triangulos AOB e COD sao seme-
lhantes.

Dessa semelhanca, podemos retirar uma relacao entre as medidas das alturas
do objeto AB e da imagem e das medidas das distancias do objeto a parede com

orificio "a”e da imagem a parede com orificio ”b”:

r a
- == (2.10)
y b

Para ilustrarmos melhor esta relagao de proporgao entre as medidas das altu-

ras e das distancias em relagao ao orificio da camara, vejamos abaixo um exemplo

de exercicio:

7
A\l

10 50 &m

Figura 2.11: Arvore projetando imagem de 5 cm. Fonte: mundoeduca-
cao.bol.uol.br

Nessa imagem temos uma arvore de altura desconhecida. Vamos calcula-la

utilizando a relagao ja citada:

H 1000

= —— 2.11
5 20 (2.11)

Assim,
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50H = 1000.5 (2.12)
H =100 (2.13)

Portanto, a altura da arvore vale 100 cm, o que equivale a 1 m.

Um observador externo pode visualizar a imagem projetada na camara se esta
for construida com papel vegetal. Essa imagem formada na camara pode ser re-
gistrada colocando-se um filme ou papel fotografico onde ela se encontra. Por isso
que a camara escura de orificio também pode ser conhecida como maquina fo-

togréfica rudimentar. Podemos visualizar a imagem por um outro angulo (Figura
2.12):

Figura 2.12: Imagem da &arvore formada na camara. Fonte: portal do profes-
sor.com.br

Assim como nas maquinas fotograficas, em nossos olhos as imagens que se for-
mam também sao invertidas e semelhantes ao objeto, isto é, possuem as mesmas

caracteristicas daquelas obtidas com a camara escura.

2.3 Aplicacao na Fisica 6ptica

Esta secao foi reservada para aplicacao da semelhanca de triangulos na cons-
trucao de um conceito de Fisica. Assim, como na se¢ao anterior, poderemos ve-
rificar o desenvolvimento de um importante conceito, desta vez, na Fisica optica,
ao estudarmos lentes esféricas convergentes.

O tema a ser trabalhado nesta secao é a Equacao de Gauss, que é expressa
por: 1 é = —, em que p representa a medida da distancia do objeto (luminoso
ou iluminado) & lente, ¢ a medida da distancia da imagem do objeto a lente e f
a distancia focal.

Contudo, primeiramente, o que é uma lente esférica?

De acordo com Courrol e Preto ([5]): 7E um sistema constituido de dois

dioptros esféricos ou um dioptro esférico e um plano, nos quais a luz sofre duas
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refracoes consecutivas” .
Estas lentes estao no nosso cotidiano e podemos encontra-las em varios instru-
mentos 6ticos como Oculos, lunetas, bindculos, maquinas fotograficas, telescopios,

microscopios e outros mais. Vamos visualizar exemplos destas lentes (Figuras 2.13
e 2.14):

Bimwwra  Plusemens  Cocnmonmes

Figura 2.13: Lentes convexas. Fonte: brasilescola.uol.com.br

Na figura 2.13, podemos notar que todas as lentes sao convexas, todavia, a
terceira lente é concavo - convexa. Ela recebe esta denominacao pois possui os
dois tipos de lente. Além disso, o raio de curvatura da lente concava é maior que

o ralo da lente convexa.

" Bisinara Phar-ciucwes  Conrss- rints

Figura 2.14: Lentes concavas. Fonte: brasilescola.uol.com.br

Ja na figura 2.14, podemos observar apenas lentes concavas, todavia a terceira
também apresenta os dois tipos de lentes e o raio de curvatura da lente convexa é
maior que o raio de curvatura da lente concava, por isso a denominacao convexa
- concava.

Agora, o que seria uma lente convergente?

Uma lente se diz convergente quando os raios de luz que incidem paralelos ao
eixo principal, ao se refratarem, tomam dire¢oes para um ponto em comum.

Na ilustracao abaixo, podemos visualizar o comportamento dos raios em uma

lente convergente:

Figura 2.15: Lente convergente. Fonte: brasilescola.uol.com.br
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Na figura 2.15 podemos verificar que os raios incidem paralelamente ao eixo
principal e refratam encontrando - se num ponto F'.

Caso contréario, se os raios paralelos ao se refratarem tomarem direcoes distin-
tas, diremos que esta é uma lente divergente e nenhuma imagem serd formada.

Agora, vamos observar como acontece a construcao de uma imagem em uma
lente esférica convergente. Para isso, precisamos de trés raios incidentes comportando-

se da seguinte maneira:

a) O primeiro raio incide paralelo ao eixo principal e reflete passando pelo foco

imagem F’;

b) O segundo raio incide passando pelo foco objeto F' e reflete paralelo ao eixo

principal;
¢) O terceiro raio incide passando pelo centro 6tico da lente C' e nao sofre desvio.

Ainda para a construcao da imagem, devemos analisar a posicao do objeto
em relagao ao foco objeto e o centro otico da lente. Assim, vamos observar a

construcao da imagem de um objeto localizado antes do foco objeto:

Figura 2.16: Objeto antes do foco

Na figura acima estd representado um esquema com a lente DFE, seu centro
6tico C' e seus focos F' e F'| temos que as distancias foco objeto - lente e foco
imagem - lente possuem as mesmas medidas.

Podemos observar que a refracao dos raios que incidem sobre o objeto OO,
formam uma imagem I[; a qual é real, invertida e maior que o objeto.

Este esquema com a lente convergente pode representar um projetor de slides.

Vamos colocar outro objeto em uma posi¢ao entre o foco objeto e o centro

6tico da lente e verificar como serd formada sua imagem (Figura 2.17):
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Figura 2.17: Objeto entre o foco e o centro 6tico

Nesse esquema a imagem [; do objeto OO, é virtual, direita e maior que o
objeto. Este esquema representa uma lente de aumento, isto ¢, uma lupa.

Para finalizar, vamos observar como se forma a imagem de um objeto que esta
a uma distancia do foco objeto igual a distancia desse para o centro ético (Figura
2.18):

Figura 2.18: Objeto a uma distancia do foco objeto igual a distancia deste para
o centro 6tico

Na figura acima temos que a imagem é real, invertida e do mesmo tamanho do
objeto. Ela representa um esquema de uma maquina copiadora sem ampliacao.

A partir disso foi possivel analisar alguns exemplos de criacao de imagens
através de uma lente esférica convergente. Agora, vamos escolher um destes
exemplos para determinar analiticamente as caracteristicas desta imagem. Essa
determinacao nos conduz a utilizar a Equacao de Gauss, que é o objeto de trabalho
desta secao.

Agora, demonstraremos esta equacao utilizando a semelhanca de triangulos.
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Para isso vamos escolher, sem perda de generalidade, a posicao do objeto antes
do foco objeto (Figura 2.19):

Figura 2.19: Objeto antes do foco

Na figura acima, temos que o segmento p representa a medida da distancia
do objeto a lente DFE, o segmento f representa a medida da distancia do foco
objeto a lente, e o segmento ¢ representa a medida da distancia da imagem a

11 1
lente. Devemos demonstrar que — + — = —.

Notemos que os triangulos AC'F g BCF’ estao destacados e serao utilizados
na demonstracao da Equacao de Gauss.

Observemos que os triangulos ACF e ABO; sao semelhantes. De fato, eles
possuem o angulo ZA em comum e, como os segmentos FC e O; B sdo paralelos,
os angulos ZACF e ZABQO; sao correspondentes e também congruentes. Pelo
caso AAA os triangulos sao semelhantes.

Assim, comparando os lados homodlogos e construindo a devida proporgao

obtemos:

0.8 = 1B = (2.14)

FC AC’$£ £
p AB’

Agora, na mesma figura, temos que os triangulos BCF’ e BAI; sdo seme-
lhantes, pois eles possuem o angulo /B em comum e, como os segmentos CF’
e Al sdo paralelos, os angulos ZBCF' e /BAI sao correspondentes e também
congruentes. Logo, pelo caso AAA, os triangulos sao semelhantes.

Consequentemente,

CF BC f BC
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Agora, somando as equagoes 2.14 e 2.15 obtemos:

f | _AC BC _AC+BC
St =AY AE - 4B (2.16)

Entretanto AC'+ BC' = AB, entao:

Pl _AB T T (2.17)

qupq

Dividindo ambos os lados da equagao por f obtemos:

Portanto estd demonstrada a Equacao de Gauss.

Como forma de ilustracao, vamos solucionar uma atividade na qual se aplica
a Equacao de Gauss:

Atividade: Seja um objeto posicionado a uma distancia de 60 cm de uma
lente esférica convergente, cuja distancia focal é de 20 cm. Calcule a distancia da
imagem a lente.

Solucao: Por base nos dados indicados no enunciado, temos que p = 60 e

f =20. Aplicando a Equacao de Gauss temos:

1

1 1
1 1 1
1 1
-= (2.21)
q
q = 30. (2.22)

Portanto, a distancia da imagem a lente é de 30 cm.

2.4 Construcao de imagens semelhantes: Ho-

motetia

A semelhanca é um conceito matematico que estuda a ampliacao ou reducao
de imagens. E para este fim existem algumas técnicas de ampliacao e reducao
como a homotetia.

Homotetia significa ampliacao ou redugao de um ente geométrico a partir de

um ponto fixo. K necessario, primeiramente, um centro de homotetia O e a razao
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de homotetia k, sendo k um nimero real, em que cada ponto 17" é gerado a partir
de um ponto original 7" obedecendo a equacao: O—T_)’ = kﬁ .

A homotetia pode ser tanto positiva quanto negativa, dependendo do valor
de sua razao. Mais a frente, construiremos ampliacoes e reducoes de imagens
variando o seu valor.

Inicialmente, observemos pontos homotéticos e, em seguida construiremos

imagens homotéticas.

1) Homotetia de ponto:

Figura 2.20: Ponto homotético

Na figura acima, temos que o ponto B’ é homotético ao ponto B a partir do

centro de homotetia O e razao k. Logo, temos OB’ = k.OB.

Como conseguimos verificar a homotetia para pontos, podemos verificar, também,

para mais de um ponto, o que formaria um segmento de reta.

2) Homotetia de segmento:

Figura 2.21: Segmento homotético

Podemos observar, na figura 2.21, que o ponto A’ é homotético ao ponto

A e o ponto C” é homotético ao ponto C', pois OA" = k.OA e OC' = k.OC.
OA"  oC'

OA  OC
paralelos, a partir da reciprocidade do teorema de Tales.

Deste modo = k, o que implica que os segmentos AC e A’C’ sdo
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Agora, passemos a construcao de uma ampliacao de triangulo, a partir da

técnica de homotetia (Figura 2.22):

Figura 2.22: Triangulo homotético

De acordo com a figura 2.22 o ponto A’ é homotético ao ponto A, B’ ao B
e C" ao C e de acordo com a homotetia entre segmentos, temos que AB//A’B’,
AC/JA'C" e BC'//B'C". Assim os angulos do triangulo ABC' sdo congruentes

aos angulos do triangulo A’B’C’, o que nos permite afirmar que os triangulos sao

semelhantes.

Neste exemplo OA’ = 2.0A, OB’ =2.0B e OC’ = 2.0C, ou seja, a razao de
homotetia entre estes triangulo é k = 2.

A homotetia pode ser direta ou inversa, dependendo do valor atribuido a razao
de homotetia k. A nova imagem a ser formada pode ser reduzida ou até mesmo
aparecer de forma invertida, sendo simétrica a imagem original. Para k > 1 entao
a imagem ¢ direta e ampliada; para 0 < k < 1 a imagem é direta, mas reduzida;
para —1 < k£ < 0 a imagem ¢ inversa e reduzida e para £ < —1 a imagem ¢é
inversa, mas ampliada.

Vamos construir figuras homotéticas a partir de um pentagono irregular qual-
quer, variando o valor da razao de homotetia e analisar as caracteristicas dos
novos pentagonos. Primeiramente, vamos desenhar o centro de homotetia O e o

pentdgono irregular ABCDE (Figura 2.23).

Figura 2.23: Pentagono e centro de homotetia
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Agora vamos usar uma razao k = 2.

Figura 2.24: Pentagono ampliado

Na figura acima, podemos notar que o pentdgono formado A’B’'C’' D’ E’ matém
as mesmas caracteristicas do pentagono original ABCDFE, mas esta ampliado.
Isto acontece pelo fato de k > 1.

Neste momento, vamos atribuir um valor para k = % e observarmos como

serd construida a nova imagem (Figura 2.25):

Figura 2.25: Pentagono reduzido

Agora, podemos perceber que o novo pentdgono, apesar de manter as carac-
teristicas do pentagono original, esta em tamanho reduzido, pois seus lados agora

Sao = do original, isto ¢ 0 < k < 1.
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2
Utilizando um valor para razao de homotetia k = —» Vamos perceber a forma

distinta como o novo pentagono ¢é formado (Figura 2.26):

Figura 2.26: Pentagono reduzido e invertido

Na figura acima, temos que o novo pentagono foi formado de maneira reduzida,
pois seus lados correspondem a 3 dos lados do pentagono ABCDE, entretanto
ele aparece invertido, devido ao valor de k ser menor que 0. Isso é o que chamamos
de homotetia inversa.

Vamos analisar, agora, um pentagono homotético de razao k = —2 (Figura
2.27). Poderemos perceber que o pentagono A’B'C'D’'E’ também aparecerd in-
vertido, pelo fato da razao de homotetia ser negativa, todavia o novo pentagono
sera maior que o original, pois k < —1.

Podemos concluir que a figura ampliard quando |k| > 1 e ird reduzir quando
|k| < 1.

Figura 2.27: Pentagono ampliado e invertido

A homotetia é uma técnica que também pode ser utilizada para imagens

tridimensionais.
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Na figura abaixo esta ilustrada uma piramide de vértice V' e base quadrada
ABCD. Aplicando sobre o ponto O uma razao de homotetia k = —1 encontramos

uma piramide V' A’B’C’'D’ de mesmo tamanho da original, porém invertida.

Figura 2.28: Piramide homotética

Ainda podemos ressaltar que se a razao de homotetia tiver valor igual a 1
encontraremos a nova imagem sobreposta a original, e para £ = 0 nao conse-
guiriamos formar uma imagem homotética.

Portanto, acreditamos que esta técnica para encontrar imagens semelhantes
poderia ser abordada pelo professor de Matematica do Ensino Médio, mesmo que
essa nao seja contemplada em seu livro didatico, para que o aluno possa observar
e compreender o comportamento geométrico de imagens e objetos, identificar
paralelismos, congruéncias e semelhancas, e, assim, ter a capacidade de elaborar
suas proprias construcoes.

No capitulo 3 de nosso trabalho hé uma lista de atividades que contemplam
construcoes de figuras semelhantes a partir da homotetia e servem como sugestao

para o docente utilizar em suas aulas.

2.5 Pantégrafo

O pantégrafo é um instrumento criado em 1603 pelo astronomo e jesuita
alemao Christoph Scheiner que serve para redimensionar figuras, ou seja, trans-
lada-las, amplia-las ou reduzi-las da maneira que se deseja.

Esse instrumento ¢ formado por quatro réguas, paralelas duas a duas, for-

mando um paralelogramo que se deforma da maneira desejada. Na extremidade
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de uma das réguas maiores fixamos o pantografo, em outra extremidade da ou-
tra régua maior fixamos um lapis, ou grafite, para que seja possivel construir o
desenho. Em um outro ponto, onde se encontram as réguas menores, podemos
fixar um lapis, grafite, ou até mesmo um parafuso, que contornara a imagem a
ser ampliada, reduzida ou transladada. Este ponto receberd o nome de ponta
seca.

Podemos conferir estas caracteristicas na figura abaixo:

Figura 2.29: Esquema de um pantégrafo. Fonte: sllumao2016.blogspot.com.br

De acordo com a figura 2.29 o ponto A é o ponto em que o pantégrafo ficara
fixado na mesa. Para fixar pode-se usar uma morc¢a ou uma ventosa. No ponto
B encontraremos um lapis para tragar o novo desenho. No ponto P encontramos
um parafuso para servir de ponta seca. E esse ponto que ir4 circundar a imagem
a ser trabalhada. E finalmente, o ponto Y apresenta um objeto mével que podera
ser colocado no buraco da régua para fazer o redimensionamento desejado. Para
este ponto Y também pode-se usar um parafuso, como também para as outras
extremidades do paralelogramo X e W.

A figura abaixo apresenta um exemplo de como pode-se usar um pantografo:

Figura 2.30: Imagem ampliada através do pantografo. Fonte: pantografole-
gal.com.br

Ao deslizar a ponta seca sobre a imagem, o lapis comega a construir a nova
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imagem semelhante e ampliada.

Na verdade, o ponto fixo do pantégrafo serve como ponto de homotetia. Neste
caso a homotetia é sempre direta, tendo a nova imagem as mesmas caracteristicas
da original, contudo com suas dimensoes ampliadas, ou seja, a razao de homotetia
¢ sempre maior ou igual a um.

No préximo capitulo faremos algumas referéncias a construcao de imagens
utilizando este instrumento.

Confiamos que uma aula organizada com uso do pantégrafo pode prender a
atencao do aluno de forma significativa, visto que ele estara fazendo uma cons-

trugao presenciando de perto a semelhanca entre duas imagens.
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Capitulo 3
Lista de atividades sugeridas

Neste capitulo apresentaremos uma lista de atividades que envolvem o tema
semelhanca de figuras planas de maneiras diversas, a fim de auxiliar o professor

na conducao de sua disciplina.

1) A figura abaixo mostra um quadrado inscrito em um triangulo de base 20

cm e altura 12 cm. Calcule o lado desse quadrado.

12.cm

20 cm

Figura 3.1: Quadrado inscrito em um triangulo

Sugestao de resolugao:

Denominemos por ”7¢” a medida do lado do quadrado. Como os lados do
quadrado sao paralelos podemos perceber que o triangulo maior FFG é
semelhante ao triangulo do topo EAD (perceba que E = E'), pois possuem

um angulo em comum e angulos correspondentes, conforme figura abaixo:

E' E

VAW

q 12

20

Figura 3.2: Comparacao entre os triangulos EFG e EAD
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Como o lado do quadrado mede ¢, a medida da altura do triangulo, que
estd no topo, é encontrada pela diferenca entre a altura do triangulo maior
e o lado do quadrado, isto ¢, 12 — ¢g. Como a base do triangulo que estd no

topo coincide com o lado do quadrado, temos que esta base tem medida q.

Assim, fazendo a proporcao dos lados homologos temos:

12 —¢q q
= — 1
12 20 (3-1)
12.q = 20.12 — 20.q (3.2)
12qg = 240 — 20¢q (3.3)
32q = 240 (3.4)
q=71,5 (3.5)

Portanto, o lado do quadrado possui medida igual a 7,5 cm.
Comentario:

Para utilizar a resolucao sugerida, o aluno precisa identificar os triangulos
semelhantes em uma figura composta por varias formas geométricas, utili-
zando os conceitos de lados paralelos de um quadrado e a correspondéncia
entre angulos formados por retas paralelas. Também, se ele consegue uti-
lizar a informacao de uma forma geométrica em outra, como no caso de
encontrar a expressao que representa a altura do triangulo do topo em
funcao do lado do quadrado. Finalmente, o aluno precisa identificar os
lados homologos para construir corretamente a proporcao da semelhanca

entre os dois triangulos.

Sejam trés retangulos Ry, Ry e R3. Se Ry é semelhante a Ry e Ry é seme-
lhante a R3, responda:
a) Ry é semelhante a R3?7
b) Caso sejam semelhantes, o que podemos dizer sobre a razao de seme-
lhanca entre Ry e R3?
Sugestao de resolucgao:

Pelo item a), se Ry é semelhante a Ry entao existe uma constante, de medida
J 9
"k”, que representa a razao de semelhanga entre estes retangulos, tal que,

pela figura 3.3:
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Figura 3.3: Retangulos semelhantes Ry e Ro

2 477

Se Ry ¢é semelhante a R3 entao existe uma constante, de medida "p”, que
representa a razao de semelhanca entre estes retangulos, tal que, pela figura
3.4:

ak akp

Figura 3.4: Retangulos semelhantes Ry e Rj

Assim, podemos notar que se multiplicamos as dimensoes do retangulo
Ry pela medidad de kp, encontramos um retangulo com as dimensoes do
retangulo Rj.

Portanto, R; e R3 sao semelhantes.

ak bk
Ja no item b), como R; e R3 sdo semelhantes entao temos arp _ Tp = kp,
a

a razao de semelhanca entre estes retangulos.
Comentario:

Essa atividade tem como finalidade mostrar ao aluno a propriedade de
transitividade da semelhanca de figuras planas no momento em que ele
tem, por hipétese, que Ry, Ry sao semelhantes; Ry e R3 sao semelhantes e
conclui que R; e R3 também sao semelhantes. Podemos ressaltar, também,
que esta atividade requer do aluno conhecer o caminho para verificar qual

a razao de semelhanca entre as figuras.

Um triangulo teve seus lados aumentados em 30%, obtendo-se um novo

triangulo semelhante ao primeiro.
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a) Qual a razao de semelhancga?

b) Qual foi o percentual de aumento de sua area?

Sugestao de resolucgao:

No item a) suponha que os lados do triangulo inicial sejam de medidas a, b
e c. Se esses forem aumentados em 30%, entao passarao a valer a + 0, 3a =
1,3a; 6+ 0,3b=1,3be c+0,3c =1, 3c.

Logo, comparando os lados homélogos, a razao de semelhanga entre esses

triangulos é:
~ 1,3a 1,36_1,30_13_13

K a b c 10

No item b) suponha que S seja a drea do triangulo de lados a, be ¢, e S" a

area do triangulo de lados 1,3a, 1,3b e 1, 3c.
/
Temos que a razao entre as dreas destes triangulos ¢ dada por — = k? =

) S
13\* 169
10/  100°

169
Assim, t S'=—5=1,69S.
ssim, temos 100 ,

Portanto o aumento percentual da drea do triangulo foi de 69%.
Comentario:

Seguindo essa sugestao de resolucao, o aluno comparard os dois valores
encontrados e podera compreender corretamente o conceito de razao entre
areas de figuras planas, em que a razao entre as areas é igual ao quadrado

da razao entre os lados homologos.

Vamos determinar a altura de um poste utilizando as sombras formadas

pela luz solar.

Utilizando de papel, caneta e uma trena vamos encontrar a altura de um
poste comparando as medidas de sua sombra com a sombra de uma pessoa,

a sua altura com a altura dessa pessoa.

Situacao hipotética: Contando com a participacao de um aluno vamos
medir, utilizando a trena, sua altura e sua sombra formada pelos mesmos
raios solares que incidem sobre um poste e o aluno. Suponhamos que a
altura do aluno seja de 1, 6m e sua sombra meca 1, 2m. Suponhamos ainda
que, ao medir a sombra do poste, encontramos 3, 6m. Anotamos estes dados

e podemos formar o seguinte desenho (Figura 3.5):
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36m 1,2m

Figura 3.5: Primeiro triangulo representando o poste e o segundo o aluno

Observando a figura acima podemos notar que o segmento AB representa
a altura do poste, BC' a sombra deste, DE representa a altura do aluno e

EF a medida da sombra deste aluno.

Como toda altura é perpendicular & base temos que o segmento AB é per-
pendicular a BC e o segmento DE é perpendicular a EF, logo os angulos
/ZABC e ZDFEF sao retos. Como os raios de incidéncia do sol sao pa-
ralelos temos que os angulos ZACB e ZDFFE sao correspondentes, logo

congruentes.

Disso podemos verificar que os triangulos ABC' e DEF sao semelhantes.

Assim, comparando os lados homdlogos temos:

2
s

3,

(=)

AB
i5° (3.7)
AB =4,8. (3.8)

Portanto a altura do poste mede 4,8 m.
Comentario:

Seguindo essa sugestao, o aluno precisa perceber a geometria ao seu re-
dor e na natureza, e transformar os fenomenos da natureza em dados ma-
temadticos, utilizando os conceitos de semelhanca de triangulos para soluci-

onar o problema.

Demonstre que o segmento com extremos nos pontos médios de dois lados
de um triangulo é paralelo ao terceiro lado e tem por medida a metade da

medida deste terceiro lado.

Sugestao de resolugao:
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Sejam A, B e C' os vértices de um triangulo e M, N os pontos médios dos

lados AB e AC, respectivamente (observe Figura 3.6):

Figura 3.6: M e N sido pontos médios de AB e AC respectivamente

AM 1 AN 1

M e N sa t édios t — = - e — = —. Assi
1C4(;\r/[no A; s30 pontos médios temos — 5 ¢ A0 5 ssim,
A5~ AC Esta proporcao decorre do teorema de Tales, logo para que

isto ocorra devemos ter M N||BC.

Assim, podemos perceber que os angulos ZANM e ZACB sao correspon-
dentes, logo congruentes. Disto, temos que os triangulos AMN e ABC' sao
semelhantes, pois além de ZANM = ZACB, estes triangulos possuem o

angulo ZA em comum.

AM AN 1 ) MN 1 B
Como —— = —— = — podemos afirmar, também, que = — e entao

AB AC 2 BC 2
BC

Portanto, o segmento com extremos nos pontos médios de dois triangulos é
paralelo ao terceiro lado e tem por medida a metade da medida desse terceiro
lado, isto é, o segmento M N é base média do lado BC' do triangulo ABC.

Comentario:

Nesta resolucao, o aluno precisa desenvolver um conceito matematico uti-
lizando de outros conceitos ja assimilados, ou seja, identificar o uso do
teorema de Tales, conhecer as propriedades de tal contetido e relacionar
com a proporcao entre os triangulos para concluir o conceito de base média

de triangulos.

Um quadrado tem lado 5 cm. Qual sera o perimetro do outro quadrado, uma
vez que sabendo que a razao de semelhanca entre o primeiro e o segundo ¢é
3,147

Sugestao de resolugao:
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Se a razao entre os quadrados é de 3,14 entao temos que a razao entre seus
perimetros é, também, 3,14. Assim, como o perimetro do primeiro quadrado

vale 20cm, o perimetro do segundo valera 20.3, 14 = 62, 80cm.
Comentario:

Para usar essa estratégia sugerida, o aluno precisa conhecer o conceito de
razao entre perimetros de figuras planas e concluir que a razao entre os lados

de duas figuras permanece constante ao compararmos seus perimetros.

A piramide de Quéops ¢é considerada uma das grandes maravilhas do mundo
antigo; sua base é um quadrado cujos lados medem cerca de 230 metros.
O filésofo grego Tales de Mileto, conseguiu medir a altura da piramide de
Quéops. Partindo do principio de que existe uma razao entre a altura de
um objeto e o comprimento da sombra que esse objeto projeta no chao, e
que esta razao é a mesma para diferentes objetos no mesmo instante. No
caso da piramide de Quéops ele usou apenas um bastao e as medidas das
sombras da piramide e do bastao, num mesmo instante. Como forma de

ilustracao temos a figura abaixo:

Figura 3.7: Piramide de Quéops

Sabendo que o bastao AB usado por Tales, media 2 metros, a sombra da
piramide GB media 155 metros e que a sombra do bastao BC' mede 3,6
metros. Dal pode-se afirmar que a medida da altura da piramide de Quéops

calculada por Tales de Mileto foi de? (o ponto H é o centro do quadrado).
Sugestao de resolugao:

Observando a figura acima podemos verificar que a altura V H da piramide
forma com o apdtema de sua base HB um angulo reto, logo o triangulo
VHB é retangulo. Agora, a altura AB do bastao forma com sua sombra
BC' um angulo reto, logo o triangulo ABC' também é retangulo (Figura

3.8).

48



A

2m

nl [ ]
(115 + 155) m B 36m

Figura 3.8: Triangulos representando alturas e sombras da piramide e do bastao

Como LV BH = ZACB, pois sao angulos correspondentes, podemos con-

cluir, pelo caso AAA, que os triangulos VHB e ABC sao semelhantes.

Disto, fazendo a comparacao entre os lados homologos correspondentes,

encontramos a seguinte proporgao:

h 115+ 155
2 36 (3.9)
ho 270
n_ =2 1
2~ 3,6 (3.10)
h
5= (3.11)
h =150 (3.12)

Comentario:

Ao utilizar tal resolucao o aluno precisa visualizar uma figura plana interna
a um solido geométrico, que no caso é uma parte de um triangulo retangulo
em uma piramide, observar que o maior triangulo retangulo tem um cateto
formado pela sombra da piramide junto com o apdtema da base e possa
encontrar triangulos semelhantes a partir da incidéncia dos raios solares,
que formam angulos correspondentes, e assim comparar as medidas das

alturas da piramide e do bastao, e as medidas de suas respectivas sombras.

Com essa atividade o aluno pode observar que o conceito de semelhanca de
triangulos esta implicito, também, na geometria espacial, no momento em

que necessita visualizar parte do triangulo retangulo interno a piramide.

O Pantégrafo é um instrumento, criado no século XVII, com o intuito de

construir amplia¢ao ou redugao de figuras planas (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Pantogafo. Fonte: imagem.casadasciencias.org

Ele consiste em um quadrilatero com dois pares de lados paralelos, ou seja,
um paralelogramo cujos lados possuem marcacoes para se obter a ampliagao

ou reducao desejada.
Vamos construir a ampliagdo de uma imagem plana.

Faca um desenho ou utilize qualquer outra imagem em papel de tamanho
A4. Logo apds, fixe o pantografo em um ponto da mesa e coloque a ponta
seca, que esta em um dos vértices do paralelogramo, sobre o contorno da
figura que estd na folha de papel A4. Agora, coloque a ponta do grafite,
que esta no vértice seguinte do paralelogramo, sobre uma folha de papel de
tamanho A3. Escolha um tamanho que deseja ampliar a figura. Deslize a
ponta seca sobre o contorno e observe a imagem que esta sendo construida

na folha de papel A3.

Poderemos notar que nesta folha serd reproduzida uma imagem similar a

imagem da folha de papel A4, todavia de tamanho distinto.

Nesta atividade sugerimos utilizar uma folha de papel de tamanho A4 para
a figura original e outra de tamanho A3 para a imagem que serd ampliada,
mas nada impede que estas folhas possuam o mesmo tamanho ou que a
ordem delas possa ser alterada, ja que a imagem original pode ser pequena
ou talvez, ao invés de uma ampliacao, possa ser feita uma reducao, basta

inverter o lugar da ponta seca com a do grafite.

Como sugestao de desenho apresentamos a figura abaixo que mostra como
o pantégrafo pode ampliar uma imagem. Verifique que a ponta seca estd
no ponto D, da figura a esquerda, e o grafite esta no ponto E, da figura a

direitas
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Figura 3.10:  Ampliagao construida com pantdgrafo. Fonte:  slbi-
klausso.blogspot.com

Comentario:

Nesta atividade o aluno devera apresentar destreza para manipulacao de
uma ferramenta que pode ampliar ou reduzir figuras planas, até 5 vezes a
original, e que também poderda mostra-lo que a proporcao entre os lados
das duas figuras é a mesma. A partir dessa o aluno tem a oportunidade
de comparar figuras similares que possuem as mesmas caracteristicas, mas

medidas distintas.

9) Considere um pantdgrafo fixo em A com as dimensoes abaixo:

Figura 3.11: Pantografo em posicao normal e pantografo deslocado

Na figura acima, a ilustracao a esquerda representa um pantografo cujo
segmento Al vale 12cm. A direita temos uma ilustragao desse pantografo

apos a movimentacao do ponto C.

Suponhamos que o ponto C' tenha se movimentado até alcancar o ponto
D. Assim, qual devera ser a medida do deslocamento de D em funcao da

medida do segmento C'D?

Sugestao de resolugao:
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10)

Podemos observar que os triangulos AHC e C'E D sao isésceles e semelhan-

tes. Podemos dizer entao que os lados do triangulo CED e AHC' estao
1

numa razao 2 logo AC' = 2C'D.

Se o ponto C' deslocou-se até onde estava o ponto D, entao a medida do

comprimento de seu descolcamento foi de C'D. Agora, a medida do seg-

mento AC é de AC + CD = 3CD.

1
Como a razao de semelhanca entre os triangulos CED e AHC' é de 3 entao

o novo comprimento da medida de C'D vale 1,5C'D.
Portanto a medida do deslocamento de D vale 1,5C'D.
Comentario:

Com esta atividade o aluno tera a oportunidade de encontrar a taxa de
ampliacao da figura que estd sendo trabalhada. Para isso, ele tera que
verificar a semelhanca de alguns triangulos antes e depois do deslocamento
do ponto C' e devera, também, conhecer técnicas algébricas para fazer as
devidas substituicoes num sistema que envolve varias medidas de segmentos

encontradas no pantégrafo.

Seja um triangulo retangulo ABC' de hipotenusa com medida a e catetos

com medidas b e ¢, conforme figura abaixo:

A

Figura 3.12: Triangulo retangulo em A

Ao tracar a altura h, relativa a hipotenusa, cujo pé esta no ponto H,

formam-se dois segmentos sobre esta, de medidas m e n. Ksta altura
também divide o triangulo ABC' em outros dois ABH e ACH.

Mostre que estes trés triangulos sao semelhantes e que sua proporgoes re-

sultam nas relagoes métricas de um triangulo retangulo.
Sugestao de resolucgao:

Primeiramente, devemos pesquisar em livros, apostilas ou internet, quais

sao as relagoes métricas de um triangulo retangulo.
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Apos finalizada a pesquisa encontraremos como relacées métricas os seguin-

tes itens:
) a® = b% + 2
IT) a.h =b.c;
I1I) b* = a.m;

Agora, vamos verificar a semelhanca entre os triangulos formados.

Ao tracarmos a altura relativa a hipotenusa a, com pé no ponto H, forma-
mos trés triangulos retangulos: ABC, ABH e AC H, cujas hipotenusas sao

a, ¢ e b, respectivamente, conforme a figura 3.13.

Figura 3.13: Altura h formando trés triangulos retangulos

Observando o triangulo ABC', podemos perceber que os angulos ZABC' e
ZACB sao complementares. Mas, analisando o triangulo ABH podemos
perceber que os angulos ZABH e /BAH sao, também, complementares.
Como ZABH = ZABC entao os angulos ZACB e /BAH sao, também,
congruentes, logo, os triangulos ABC' e ABH sao semelhantes. Agora, ao
analisarmos o triangulo AC'H temos que os angulos ZACH e ZCAH sao
complementares. Todavia, temos que ZACH = ZACB, entao os angulos
ZABC e ZC'AH sao congruentes. Logo os triangulos ABC e AC'H também

sao semelhantes.

Devido a propriedade da transitividade de semelhanca de figuras planas

podemos concluir que os triangulos ABH e AC'H também sao semelhantes.

Portanto os trés triangulos formados sao semelhantes.
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O préximo passo desta atividade é mostrar as relagoes métricas de um
triangulo retangulo utilizando as semelhangas entre os triangulos que estao

sendo trabalhados, comparando as figuras duas a duas.

Primeiramente, vamos comparar os triangulos retangulos semelhantes ABC
e ABH representados pela figura 3.14. Assim, comparando os lados homélogos
e elaborando as devidas proporcoes, poderemos encontrar algumas relagoes

métricas no triangulo retangulo ABC.

-

Figura 3.14: Triangulos retangulos semelhantes ABC e ABH

Podemos notar que os lados a e b do triangulo ABC' sao homodlogos, res-

pectivamente, aos lados ¢ e h do triangulo ABH.

Assim, elaborando a equacao encontramos:

RS
5 = o

I
o

Dai encontramos a relagao métrica correspondente ao item II.

Analisando esses dois triangulos ainda, podemos notar que os lados a e
¢ do triangulo ABC' sao homodlogos aos lados ¢ e n do triangulo ABH,

respectivamente.

Assim, elaborando a equacgao encontramos:

a
C

3 3o

02:(1.

Disto encontramos a relagao métrica correspondente ao item IV.

Agora vamos comparar os tridngulos semelhantes ABC' e ACH (Figura
3.15).
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Figura 3.15: Triangulos semelhantes ABC' e ACH

Analisando esses dois triangulos podemos notar que os lados a e b do
triangulo ABC' sao homdlogos aos lados b e m do triangulo ACH. As-

sim, elaborando a equacao encontramos:

a
;=
b = a.

33|

Assim, encontramos a relagao métrica correspondente ao item III.

Para encontramos a préxima relagao vamos comparar os triangulos ABH e
ACH (Figura 3.16):

-

n ' m

Figura 3.16: Triangulos semelhantes ABH e ACH

Analisando esses dois triangulos podemos notar que os lados h e n do
triangulo ABH sao homodlogos aos lados m e h do triangulo ACH. As-

sim, elaborando a equacao encontramos:

S =3

h
m

h? = m.

Logo, encontramos a relagao métrica correspondente ao item V.

Para finalizar, vamos nos ater as relacoes dos itens III e IV.
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11)

De IV temos ¢? = a.n, mas podemos escrever n = a — m. Logo obtemos a
o2

equagao ¢ = a.(a —m).

Desenvolvendo esta equacao encontramos: ¢ = a? — am. Substituindo a

relacao III nesta equacgao obtemos:

¢ =a*— b (3.21)
a? =b* + (3.22)

Assim, encontramos a relacao métrica correspondente ao item I.

Portanto, ao tracarmos a altura de um triangulo retangulo, relativa a hi-
potenusa, formamos trés triangulo semelhantes que proporcionam as cinco

relacoes métricas no triangulo retangulo.
Comentario:

Para solucionar essa atividade, de acordo com a resolucao sugerida, o aluno
precisard identificar angulos congruentes para verificar a semelhanca en-
tre os triangulos apresentados. Apds esta verificagao analisar os lados
homologos e construir as proporcoes pertinentes. Logo, ressaltar quais as
relagoes entre os lados dos triangulos que ele encontrou e concluir que es-
tas relagoes sao encontradas em um triangulo retangulo qualquer. Aqui
o aluno deve dominar cdlculos algébricos e conhecer o momento certo de

utilizar estratégias como o sistema de equagoes.

Com esta atividade, o aluno terd a oportunidade de encontrar um resultado
matemaéatico no desenvolvimento de outro conceito matematico. Isto pode
acarretar em uma melhor compreensao do conceito de relacoes métricas, ja

que ele participara de todas as etapas da construcao desse conceito.
Amplie, para o dobro, um quadrildtero qualquer utilizando o método da
homotetia direta.

Sugestao de resolugao:

Para esta atividade vamos necessitar de alguns instrumentos de desenho

como folha de papel A4, lapis, régua e compasso.

Primeiramente vamos desenhar um quadrilatero qualquer (Figura 3.17) e
um ponto externo a ele utilizando do l4pis e da régua (ndo ha necessidade

da régua ser graduada).

Observacao: Facamos um desenho de maneira que sua ampliacao também

caiba na mesma folha de papel.
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Figura 3.17: Quadrilatero e centro de homotetia E

Agora vamos construir semirretas que partem do ponto externo F e passam

pelos pontos A, B, C' e D, que sao os vértices do quadrilatero em questao:

Figura 3.18: Semirretas passando pelos vértices do quadrilatero

Neste momento, com a ajuda de um compasso, vamos encontrar os vértices

do novo quadrilatero a ser formado.

Para isso, coloque a ponta seca do compasso no ponto E e o grafite no
ponto A e conserve esta abertura, que representa a medida do segmento
EA. Agora, mantendo a mesma abertura do compasso, coloque a ponta

—
seca sobre o ponto A e marque um ponto sobre a semirreta EA(Figura
3.19).

Este novo ponto formado vamos denominé-lo por Aj.

Figura 3.19: Ponto A; encontrado através do compasso

Podemos notar que o FA; = 2FA.
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Como préximo passo, facamos os mesmos procedimentos, utilizando o com-
passo, sobre as semirretas EB, EC' e ED, encontrando, assim os pontos
Bl, Cl e D1 (Figura 320)

Esses novos pontos encontrados, através do compasso, serao os vértices do

quadrilatero ampliado.

Figura 3.20: Vértices do quadrilatero ampliado sobre as semirretas

De maneira anédloga, podemos perceber que EB; = 2EB, EC, = 2EC e
ED, =2ED.

Unindo os pontos marcados sobre as semirretas, encontraremos o qua-

drildtero que estamos porcurando, A; B;C;D;, conforme a figura 3.21:

Figura 3.21: Quadrilatero A;B,C1D; formado com vértices sobre as semirretas

Logo, o quadrilatero ABCD foi ampliado para o quadrilatero A; B,C1D,
1

na razao —.
2
Comentario:

A homotetia direta mostra ao aluno uma nova maneira de ampliar ou
também reduzir figuras planas. Nesta atividade ele podera compreender
o conceito de homotetia e construir uma figura aumentando os valores dos
lados da figura, na mesma proporg¢ao, e analisar, que assim estard aumen-
tando a figura por completo, ou seja, a razao entre os lados é igual a razao

entre os perimetros.
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12) Utilizando o método da homotetia inversa, encontre a figura ampliada 3

vezes de um quadrilatro nao convexo.
Sugestao de resolucgao:

Para essa atividade vamos necessitar de alguns instrumentos de desenho

como folha de papel A4, lapis, régua e compasso.

Primeiramente vamos desenhar um quadrilatero nao convexo qualquer (Fi-
gura 3.22) e um ponto externo a ele utilizando do ldpis e da régua (nao ha

necessidade da régua ser graduada).

Figura 3.22: Quadrilatero e centro de homotetia E

Diferentemente da atividade anterior, em que tracamos semirretas a partir
do ponto externo a figura, vamos tragar semirretas partindo dos pontos A,

B, C e D, vértices do quadrildtero, passando pelo ponto externo E (Figura
3.23).

Figura 3.23: Semirretas partindo dos vértices do quadrilatero

Para ampliar a figura comegamos marcando, com um compasso, a medida
do segmento AE. Mantendo essa abertura no compasso, coloque a ponta

seca no ponto E e marque um novo ponto sobre a semirreta Ag. Como
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queremos ampliar esta figura 3 vezes, devemos marcar mais dois pontos
sobre a semirreta E utilizando o compasso de mesma abertura que o
segmento AE. O terceiro ponto formado vamos denomina-lo por A, (Figura
3.24).

Figura 3.24: Ponto A; encontrado através do compasso

Podemos notar que FA; = 3FEA.

Agora, de maneira analoga, vamos utilizar o compasso e marcar mais trés
pontos em cada uma das outra semirretas, de maneira que encontramos os
pontos By, C e Dy, respectivamente nas semirretas BE, CE e DFE. Nesta
figura podemos notar que FB; = 3FKB, KEC; = 3EC e ED, = 3ED, ou

seja, a razao de proporcao entre estes segmentos é de 3 (Figura 3.25).

Figura 3.25: Pontos encontrados com o uso do compasso

Logo o quadrilatero nao convexo, a ser formado, também terda uma razao

de proporc¢ao de 3 para o quadrilatero original.

Conectando os pontos Ay, By, C; e Dy, obtemos o quadrilatero nao convexo
AIBICIDI abaixo:
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Figura 3.26: Quadrilatero formado apds a conexao dos pontos

Observando a figura 3.26 podemos verificar que ela nao apenas triplicou
seu tamanho, como também, apareceu invertida em relagao ao quadrilatero

original. Dizemos entao que a razao entre estas figuras é de k = —3.

Figura 3.27: Quadrilatero ampliado e invertido

Se tracarmos uma bissetriz do angulo formado pelos pontos A, E e C
(Figura 3.27), poderemos notar que esta servird como uma "lente de au-

mento” para o quadrilatero nao convexo original.
Comentario:

Essa atividade permite ao aluno observar uma nova maneira de ampliagao
de figuras planas. Além de poder amplid-las, também podera inverté-las.
Comparando com a atividade anterior ele devera notar a diferenca entre
suas razoes de proporcao. Se a razao k for maior que 0 a figura ampliara ou
reduzira mantendo as mesmas caracteristicas da figura original. Entretanto

se a razao k for menor que 0, a figura ira se inverter.

13) Construa ampliacoes e redugdes de um tridngulo utilizando a ferramenta
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homotetia do software Geogebra e compare o valor da razao de homotetia

com o aspecto da figura.
Sugestao de resolucgao:

Para iniciar essa atividade, primeiramente, vamos abrir uma janela do Ge-
ogebra e construir duas retas perpendiculares, representando os eixos coor-
denados (Figura 3.28):

EEE e ron —

2 S TSR

Figura 3.28: Janela do geogebra aberta com duas retas perpendiculares

Agora, na barra de ferramentas, que esta identificada pelos onze quadrados
em sequéncia, vamos utilizar a ferramenta Intersecao de Dois Objetos
(Figura 3.29), encontrada no segundo item da barra de ferramentas (para
encontra-la clique no triangulo abaixo no canto direito do quadrado), mar-
quemos o ponto de intersecao entre os eixos coordenados. Logo apds vamos
construir um controle deslizante, que se encontra no décimo item da

barra de ferramentas, de intervalo entre —3 e 3.

Dai, facamos o desenho do triangulo utilizando a ferramenta Poligono, que

esta no quinto item da barra de ferramentas.

ot .

2 S TR

Figura 3.29: Janela do geogebra aberta com triangulo construido

Feito o desenho do triangulo vamos utilizar a ferramenta homotetia, que

estd localizada no nono item da barra de ferramentas (Figura 3.30):
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Figura 3.30: Janela do geogebra aberta com a opcao ”homotetia”

Apo6s escolher a opcao homotetia vamos clicar uma vez no poligono origi-
nal e no centro de homotetia, que no caso é o ponto E localizado na origem
dos eixos coordenados. Poderemos observar que aparecera uma janela de-
nominada Fator, que significa qual sera a razao de homotetia a se usar.
Assim, escolhemos como fator o nimero £ que se encontra no controle des-
lizante. Como este varia entre —3 e 3, entao o valor da razao de homotetia

também ird variar entre —3 e 3.

Poderemos perceber que o controle deslizante estd marcando o nimero 1.
Vamos clicar e arrastar este controle até k£ valer —1. Como este valor é

menor que 0, perceberemos que o triangulo aparecera invertido.

Para verificarmos que o novo triangulo é realmente homotético com o ori-
ginal, vamos tracar retas que passam nos vértices F', G e H do triangulo e

pelo ponto de homotetia £ (Figura 3.31).

Figura 3.31: Janela do geogebra aberta com triangulos homotéticos

Ao tracarmos tais retas podemos verificar que a reta que passa pelos pontos
I e E. também passa pelo ponto F; e da mesma maneira a reta que passa
pelos pontos G e E passa pelo ponto GG; e a reta que passa pelos pontos H e

E também passa pelo ponto H;. Logo podemos concluir que este triangulo
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¢ realmente homotético ao original.

Agora, vamos observar o comportamento do novo triangulo quando varia-

mos o valor do numero k.

Vamos deslizar o nimero k até o valor —0,5 (Figura 3.32).

Figura 3.32: Janela do geogebra aberta variando o valor de "k”

Por esta imagem podemos observar que o novo triangulo estd simétrico ao
original, mas reduzido, pois a razao de homotetia esta entre —1 e 0 e dentro

deste intervalo a figura apresenta tais caracteristicas.

Neste momento, vamos escolher um valor para a razao de homotetia que

esteje no intervalo entre 0 e 1. Suponhamos k£ = 0, 6.

Observamos a figura abaixo:

Figura 3.33: Janela do geogebra aberta variando o valor de "k”

Nesta imagem podemos analisar que o triangulo possui as mesmas carac-
teristicas do triangulo original, porém esta reduzido. Isso porque a razao

de homotetia é positiva e estd entre 0 e 1.

Vamos variar o valor de k para —1,4 e ver o que acontece (Figura 3.34).
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Figura 3.34: Janela do geogebra aberta variando o valor de "k”

Na imagem acima foi possivel verificar que o triangulo esta invertido e
ampliado. Isto se deve pelo fato da razao de homotetia ser negativa, mas

menor que —1.

Para finalizar, vamos variar o nimero k para um valor que seja maior que
1. Suponhamos k = 1, 6 e observaremos que o triangulo serd ampliado, mas

mantendo as mesmas caracteristicas do triangulo original.

Esta ampliagao ocorreu pelo fato da razao de homotetia ser positiva e maior
que 1(Figura 3.35).

Figura 3.35: Janela do geogebra aberta com desenho de triangulo ampliado

Assim, podemos concluir que quando a razao de homotetia (k) é menor
que —1 a nova figura aparece invertida e ampliada, conforme a figura 3.34.
Quando a razao k esta entre —1 e 0, podemos notar que a nova figura ¢ in-
versa da original e reduzida, conforme figura 3.32. Logo, podemos observar
que a homotetia inversa acontece quando £ < 0. Ja, no momento em que o
numero k esta entre 0 e 1, verificamos que a nova figura mantém a forma
da figura original, porém reduzida, conforme figura 3.33. Agora, quando k

¢ maior que 1 podemos perceber que a nova figura se amplia mantendo as
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mesmas formas da figura original, conforme figura 3.35. Portanto, podemos

observar que a homotetia direta acontece quando k& > 0.
Comentario:

Essa atividade apresenta o conceito de homotetia de uma maneira mais
dinamica e ilustrativa, mostrando ao aluno um software que pode acrescen-

tar muito no seu processo de aprendizagem.

Aqui ele podera abstrair de maneira significativa os conceitos de homote-
tia direta e inversa visualizando, ao mesmo tempo, a variacao da razao
de homotetia e o comportamento da nova figura que serd construida pelo

software.

Num triangulo ABC, retangulo em A, os catetos medem 3 cm e 6 cm. Qual
o valor da medida do raio da circunferéncia, com centro na hipotenusa e

tangente aos catetos do triangulo?
Sugestao de resolucgao:

Primeiramente, como a questao nao nos trouxe uma ilustragao, devemos

construi-la para facilitar a resolucgao.

Sejam uma circunferéncia de centro O e raio r e um triangulo retangulo
ABC, retangulo em A, tais que os catetos deste triangulo tangenciam esta

circunferéncia e o ponto O pertence a hipotenusa do triangulo (Figura 3.36):

3cm

6 cm

Figura 3.36: Triangulo retangulo cujos catetos tangenciam a circunferéncia

Observando a figura acima temos AB = 3 cm e AC = 6 cm os catetos
do triangulo. Os pontos E e F' sao os pontos de tangéncia com a circun-
feréncia nos catetos AB e E, respectivamente. Os segmentos OF e OF

representam os raios desta circunferéncia.
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Como todo segmento tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio
dessa, temos que o cateto AB é perpendicular ao raio OF, logo o angulo
ZOFEA é reto. Da mesma forma, o cateto AC' é perpenduicular ao raio
OF e assim, o angulo ZOFC é reto. Portanto encontramos outros dois
triangulos retangulos: BEO e OFC (Figura 3.37).

3cm \r
-

Figura 3.37: Triangulos BEO e OFC' encontrados

6cm

Disso, podemos concluir que o quadrilatero AFOFE é um quadrado, logo
possui lados paralelos, e como o lado AF est4 sobre o cateto AC, podemos

dizer que EO é paralelo a AC'; assim formam angulos correspondentes.

A partir dessas conclusoes, podemos verificar que os angulos ZABC e
ZFOC sao congruentes e que os angulos ZACB e ZFCO também sao

congruentes, conforme figura 3.37.
Portanto os triangulos ABC e OFC sao semelhantes.

Observando o triangulo retangulo OFC' percebemos que seu cateto OF
possui a medida de r e seu cateto F'C' possuia medida de 6 — r (Figura
3.38).

3cm

Figura 3.38: Triangulos semelhantes
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Analisando a figura acima podemos notar que os lados AB e OF sio opostos
ao mesmo angulo, logo sao homdlogos. Ja os lados AC' e FC sdo opostos a

angulos congruentes, logo também sao homologos.

Dai, construindo a equacao correspondente obtemos:

3 6
- 2
r 6-—r (3:23)
6r =18 — 3r (3.24)
9r =18 (3.25)
r=2. (3.26)

Portanto o raio da circunferéncia vale 2 cm.
Comentario:

Para solucionar essa atividade o aluno requer conhecimento de alguns con-
ceitos sobre retas e circunferéncias como, por exemplo, a perpendicularidade

entre uma reta tangente a circunferéncia e seu raio.

Um dos objetivos ¢ fazer com que o aluno complete a figura de forma que
encontre mais triangulos e, por consequéncia, encontre angulos congruentes
e triangulos semelhantes; identifique os lados homdlogos e construa a devida

proporcao.

A planta de uma casa, que é uma redugao das dimensoes reais, foi feita na
escala 1: 320 (razao de semelhanga). Uma sala retangular dessa casa tem
5 cm e 6 cm de dimensao nessa planta. Nessas condigoes:

a) Quais as dimensoes reais dessa sala?

b) Qual a drea da sala na planta?

¢) Qual a édrea da sala no real?

Sugestao de resolucgao:

Se a escala desta planta é de 1: 320, isto significa que, a cada 1 cm na planta
equivale a 320 cm na medida real. Logo, para descobrir as reais dimensoes

desta sala basta construirmos as seguintes propor¢oes:
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1 5
320 =z
x = 1600cm

z = 16m.

E também:

1 6
320
y = 1920cm

y = 19, 20m.

(3.31)

(3.32)
(3.33)

Portanto temos que as dimensoes reais desta sala sao 16 m e 19,20 m.

Disso podemos concluir que a drea da sala na planta vale S = 5.6 = 30cm?.

J4 a 4rea da sala no real vale S* = 16.19, 20 = 307, 20m?.

Comentario:

Para que o aluno siga a sugestao de resolugao dessa atividade, ele precisara

trabalhar com escalas e observar que a razao de semelhanca entre a sala do

mapa e a real, é a prépria escala do mapa.

16) Observe a figura abaixo:

Figura 3.39: Poligonos em papel quadriculado

Nela estao desenhados, em papel quadriculado, dois quadrados e em cada

quadrado um octégono. Cada quadrado do papel quadriculado mede 1

u.c. Os pontos A, B, C, D, E, F, G e H, do poligono a direita, sao os
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vértices do octégono, mas também pontos médios dos quadrados do papel

quadriculado.

Comparando os poligonos descubra a razao de semelhanca entre os quadra-

dos e os octdégonos.
Sugestao de resolugao:

Primeiramente vamos comparar os quadrados. O lado do quadrado da
esquerda é composto por 5 quadrados menores do papel e o quadrado da
direita é formado por trés quadrados do papel. Logo, a razao de semelhanca

entre estes quadrados é de 3

Agora, observando os octogonos, podemos perceber que o poligono da es-
querda possui seu lado maior formado por trés quadrados do papel. Agora,
no poligono da direita, como os pontos marcados sao pontos médios dos
quadrados do papel temos que o lado maior deste octégono é formado por
1,5 quadrados do papel, logo a razao de semelhanca entre os lados destes
dois octégonos é 2. Portanto a razao de semelhanca entre estes poligonos é
2.

Comentario:

Seguindo a sugestao de resolucao dada acima, o aluno precisara exprimir as
medidas dos lados dos poligonos através dos quadrados do papel quadricu-
lado, sem valor de alguma medida. Observando a quantidade de quadrados
de cada poligono, conseguira compara-los e descobrir qual a razao de seme-

lhanca.

Sabendo que o volume de um cubo encontra-se elevando ao cubo o valor
da medida de sua aresta, calcule a razao de semelhanca entre dois cubos
cujo maior tem aresta quatro vezes maior que o cubo menor. Conclua como

encontrar o volume do cubo maior sem utilizar a férmula do volume.
Sugestao de resolucgao:

Seja n a medida da aresta do cubo, assim, seu volume serd V = n3. Se

quadruplicarmos o valor de sua aresta teremos um cubo de volume igual a
V' = (4n) = 64n3.

3
n 1
Logo a razao de semelhanca entre os volumes dos cubos é — = = —.
V' 64n3 64
. ) 1 /1Y’ N
Analisando esta razao podemos observar que - \1) Mas 1 é a razao

entre as arestas dos cubos. Isto é, a razao entre os volumes ¢ igual a razao

entre as arestas elevada ao cubo.
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Portanto para encontrarmos o volume de um cubo, cujas arestas foram
aumentadas, podemos usar a razao entre as arestas; basta elevar esta razao

a terceira poténcia.

Comentario:

A atividade exige do aluno verificar que hd semelhanca entre figuras geométricas

tridimensionais e que a razao entre suas arestas podem ser usadas facilmente
para céalculos de volumes, pois ele pode usar a razao entre elas ao invés de

operar calculos utilizando férmulas.

Esta atividade introduz um conceito que o aluno ird explorar melhor na
segunda série do Ensino Médio e que pode agugar a sua curiosidade para o

ano seguinte.

A figura representa uma chapa de aluminio de formato triangular de massa
1250 gramas. Deseja-se cortd-la por uma reta r paralela ao lado BC e que
intercepta o lado AB em D e o lado AC em E, de modo que o trapézio
BCED tenha 700 gramas de massa. A espessura e a densidade do material

da chapa sao uniformes. Determine o valor percentual da razao de AD por
AB. Dado V11 = 3, 32.

Figura 3.40: Chapa de aluminio de formato triangular

Sugestao de resolugao:

Como a reta r é paralela ao lado BC formamos angulos correspondentes.
Assim podemos concluir que ZAED e o ZACB sao congruentes, como
também, ZADE ¢ ZABC séo congruentes. Como o angulo A é comum aos
triangulos ADE e ABC entao temos que, todos os angulos dos triangulos
sao congruentes (Figura 3.41). Portanto, pelo caso AAA, temos que os

triangulos sao semelhantes.
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Figura 3.41: Triangulos semelhantes

Sabemos que D = , em que D representa a densidade, M a massa e

v
V o volume. De acordo com o enunciado a densidade da placa de metal
¢ uniforme, ou seja, M = V, mas como a espessura também ¢é uniforme e
V = A.E onde A é a édrea do triangulo que serve de base para a placa de

metal e E é a espessura, temos que V = A, entao M = A.

Assim, como os triangulos sao semelhantes, temos:

Mapg _ AapE _ AD ? (3.34)
Mape  Aapc AB '
1250 — 700 AD\?
—_— = — 3.35
1250 (AB) (3:35)
AD 11 2
= */5_ _ 3’53 — 0,664, (3.36)

Portanto o valor percentual da razao de AD por AB é de 66,4%.
Comentario:

Podemos perceber que nessa atividade o aluno necessitara de um conhe-
cimento prévio de Quimica basica no momento em que for trabalhar com
a férmula de densidade. Manipulando suas variaveis ele podera encontrar
uma férmula mais simples igualando a massa da placa a area de sua su-

perficie.

Aqui o aluno tera que praticar essa manipulacao algébrica com varias
variaveis, utilizar conhecimentos de outra disciplina, observar os triangulos
semelhantes e comparar a razao entre dois segmentos com a razao entre as

areas dos triangulos.

Fractais sao objetos geométricos que podem ser divididos em partes, cada

uma semelhante ao objeto original. O triangulo de Sierpinski (Figura 3.44)
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¢ um bom exemplo de fractal. Neste exemplo, a partir de um triangulo
equilatero preto sao feitas divisoes repartindo-o em quatro outros seme-
lhantes e o do meio é retirado, ficando apenas trés triangulos pretos. Na
sequéncia, a mesma divisao ¢é feita para cada um dos triangulos pretos,

repartindo-os em outros quatro triangulos semelhantes e assim por diante.

Suponha que a area do triangulo equilatero original seja 1u.a. Determine a

area do triangulo equilatero preto da quarta sequéncia da figura abaixo.

Py W
A Aa

Figura 3.42: Triangulo de Sierpinski

Sugestao de resolucao:

Podemos notar, na primeira figura da sequéncia, que para dividir o triangulo
em quatro foi necessario marcar os pontos médios de cada um dos lados.

Isto significa que os lados do triangulo original foram divididos pela metade.

Na segunda figura também foram marcados os pontos médios de cada lado
dos triangulos pretos, ou seja, os lados do triangulo original foram divididos

em quatro partes.

Logo, mantendo este padrao, percebemos que na terceira figura o lado do

triangulo original foi dividido em oito partes e do quarto em dezesseis partes.

Com isso, podemos concluir que a razao de semelhanca de um triangulo

preto da quarta figura com o original é de 6

. . 1 .
Como a razao entre os triangulos é de 16 a razao entre suas areas é de

1y _ 1
16) 256

Portanto a area do triangulo preto da quarta sequéncia é de %u.a.

Comentario:
Seguindo a sugestao de resolucao dessa atividade, o aluno exercitara seu

raciocinio logico, percebendo o padrao encontrado nos diferentes triangulos,
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e a partir disso, encontrar a razao de semelhanca entre eles. Descobrindo
esta razao, o aluno deverd usar o conceito de razao entre areas de figuras

semelhantes.

20) Vamos confeccionar uma camara escura de orificio de papeldo, observar o
fenomeno fisico ocorrido e estimar o comprimento de possiveis imagens a se

formar.
Sugestao de resolucgao:

Para confeccionar a camara escura de orificio, devemos providenciar uma
caixa de sapatos de papelao, uma folha de papel cartao na cor preta, uma
folha de papel vegetal, fita adesiva, um estilete e uma fita métrica, conforme

figura abaixo.

Figura 3.43: Materiais para confecgao

Precisamos que o interior da camara seja o mais escuro possivel, logo vamos
forrar a parte interna da caixa de papelao com o papel cartao preto, exceto

por uma das paredes.

Figura 3.44: Caixa forrada

Apo6s forrarmos a caixa, vamos fazer uma abertura, de aproximadamente 1

cm de raio, em um dos lados da caixa utilizando o estilete.
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Devemos observar que o papel cartao do interior também possua a mesma

abertura.

Figura 3.45: Abertura feita em um lado da caixa

Na parede onde foi feita a abertura, vamos colocar um pedaco de folha de

papel aluminio entre a caixa e o papel cartao.

Figura 3.46: Papel aluminio na parede com abertura

Com a ponta de uma caneta, vamos fazer um orificio no papel aluminio,

por onde a luz passara.

. /

Figura 3.47: Orificio feito no papel aluminio

Na parede que nao foi forrada, vamos fazer uma abertura retangular para

que seja possivel visualizarmos a imagem a ser formada.
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Figura 3.48: Orificio feito no papel aluminio

Agora, com um pedaco de papelao e um pedaco da folha de papel vegetal,
vamos confeccionar uma tela que se posicionara dentro da caixa, para a

formagao da imagem.

Figura 3.49: Tela onde se formara a imagem

Posicionando a tela com papel vegetal teremos terminado de confeccionar

a camara escura.

Figura 3.50: Camara escura feita de papelao

Construida a camara escura de orificio, vamos observar como a imagem de

algum objeto serd formada na tela e estimar o seu comprimento.

Para que consigamos executar a experiéncia ¢ importante que escolhamos

um lugar que haja sombra ou usamos um pano preto para cobrir a camara.
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Na figura abaixo, temos a foto de uma garrafa que servira de objeto para

nossa experiencia.

Figura 3.51: Garrafa que sera nosso objeto de estudo

Medindo o comprimento da garrafa encontramos 22,60 cm. Colocamos a
camara em uma posicao que o orificio esta a 97 cm dela e, dentro da camara,
posicionamos a tela a uma distancia de 16,80 cm do orificio. Logo encon-

tramos a imagem a seguir.

Figura 3.52: Imagem invertida da garrafa

Vamos estimar o comprimento da imagem formada (7;). Assim, utilizando
as medidas das distancias do objeto ao orificio, da imagem ao orificio e do

tamanho do objeto, chegamos na proporcao abaixo.

226 97
16 (3.37)
T; = 3,90 (3.38)

Logo encontramos o comprimento da imagem em aproximadamente 3,90

cim.

Agora, vamos mudar a distancia da imagem ao orificio e observar seu novo
comportamento. Para isso, basta movermos a tela com papel vegetal. Es-
colhemos uma distancia de comprimento 19,20 cm. Logo encontramos a

seguinte imagem.
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Figura 3.53: Imagem invertida da garrafa

Podemos observar que ao aumentarmos a distancia da tela ao orificio, a
imagem aumentou o seu tamanho. Utilizando as medidas das distancias do
objeto ao orificio, da imagem ao orificio e do tamanho do objeto, chegamos

na proporgao abaixo, vamos estimar o comprimento (7;).

226 97
T "To3 (3.39)
T, = 4,47 (3.40)

Logo encontramos o comprimento da imagem em aproximadamente 4,47

cim.

Podemos perceber que aumentando a distancia da tela ao orificio aumento

o comprimento da imagem.
Comentario:

Esta atividade apresenta uma experiéncia pratica onde encontramos uma
imagem semelhante a um objeto original. Esta experiéncia é muito interes-
sante, pois o aluno pode ver na pratica um fenémeno fisico e a aplicacao da

semelhanca de triangulos.
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo apresentar o conceito de Semelhanca de
Figuras Planas de uma maneira mais profunda, propiciando ao professor do En-
sino Médio uma base mais completa para ministrar suas aulas. Utilizando de
estratégias e atividades diversificadas, ele pode conseguir que seus alunos com-
preendam, de uma maneira significativa, as aplica¢oes da semelhanca.

O ensino de semelhanca de figuras planas, realizado de maneira completa, nao
s6 pode estimular o raciocinio légico-dedutivo do aluno, como também ampliar
a sua percepcao do mundo ao seu redor, possibilitando-o o entendimento dos
conceitos geométricos em situacoes cotidianas.

As definicoes dos conceitos de semelhanca apresentam uma formalizacao con-
sistente deste conceito geométrico. Apresenta-las, apontando os outros concei-
tos geométricos que auxiliam nas demonstragoes, podem ajudar o aluno em seu
processo de ensino-aprendizagem, fazendo com que ele substitua uma simples
memorizacao por um conceito formado e mais consistente.

A apresentacao de aplicacoes da semelhanca em outras areas da Matematica,
como também em algumas areas da Fisica, possibilita ao aluno entender como
os conceitos sao construidos e organizados, mostrando-o que as ciéncias se rela-
cionam, nao sao contetudos sem fundamentos, e como podem ser titeis no mundo
ao qual estao inseridos. Os métodos de ampliar ou reduzir figuras, enaltecendo
as propriedades de semelhanca durante as construgoes, pode ser de grande ajuda
para que o aluno tenha uma aproximacao e uma identificacao maior com tais
propriedades.

Finalmente, as atividades propostas tém a preocupacao de tratar o conceito
abordado neste trabalho de maneira diversificada, nao se tratando apenas de en-
contrar o valor de uma incégnita, mas sim, mostrar aplicagoes, dedugoes e cons-

trucoes de conceitos, fazendo com que o aluno os organize de forma concatenada
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e possa abstrai-los para lhe auxiliar em alguma situagao problema.
Assim, espera-se que o professor possa se favorecer ao utilizar este trabalho
como um de seus materiais didaticos, proporcionando-o uma aula sobre seme-

lhanca de figuras planas mais criativa e atrativa.
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