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“Quanto mais aumenta nosso conhecimento, mais evidente fica nossa ignorancia”.

John F. Kennedy

1ii



Agradecimentos

Agradego primeiramente a Deus por me guiar nas estradas e na vida.

Agradego ao meu querido pai, Joao Bosco Souto, pelos ensinamentos de valores
e por estar ao meu lado nao me deixando declinar jamais. A minha doce mae,
Maria Auxiliadora de Miranda Souto, por sempre ter me mostrado o quanto devo
estender a mao para ajudar os que de mim precisam, o quanto devo lutar para
atingir meus objetivos, pelo incondicional apoio em todos os momentos e por ser
minha maior torcedora.

Ao meu irmao, Rafael Tiago de Miranda Souto, por se orgulhar de mim
fazendo-me sentir grande, por entender minha auséncia em prol dos estudos e
por sempre acreditar em meu progresso.

A Republica Mafia pela acolhida, em especial Igor Lopes e Flavio Santos pelo
incentivo desde o processo seletivo e apoio constante durante todo o curso.

A todos os meus tios e tias pelo carinho constante. Destes devo mencionar José
Geraldo, Maria Clara, Marcia e Maria Terezinha por acompanhar cada momento
desta caminhada.

Aos meus companheiros do Rotaract Club de Vigosa e Rotary Club de Conse-
lheiro Lafaiete que desde o inicio foram grandes incentivadores assim como todos
os companheiros do Distrito 4580 de Rotary International.

Aos amigos Adriana Marta, Felipe Santos, Flavia Cristina, Terezinha Antunes
e Thiago Viana por nao me deixarem desistir em momentos dificeis e a todos os
amigos do GruPao que sempre estiveram presentes nesta minha jornada.

Aos colegas de trabalho do Colégio Poténcia e da E. E. Gen. Sylvio Raulino
de Oliveira por me proporcionarem as condigoes para este aperfeicoamento e aos
meus queridos alunos pelo incentivo.

Aos meus colegas de mestrado Bruno, Elimar, Gleisiane e Paulo pela uniao e
pela amizade.

Aos professores do IMPA e da UFV que se empenharam em nos ensinar sempre
com criatividade e dedicacao.

Ao meu orientador Allan de Oliveira Moura pelos indiscutiveis ensinamentos,
pela presenca constante e pelo trabalho de parceria na construcao deste.

A Universidade Federal de Vigosa, em especial ao Departamento de Ma-

tematica, pela oportunidade concedida e estrutura disponivel.

v



Sumario

Lista de Figuras vii
Resumo ix
Abstract X
Introducao 1
1 Andlise de Livros Didaticos 3

w

1.1 Livro: Matematica Ciéncia e Aplicagdes - Volume 1 - Atual Editora
1.2 Livro Matematica para o 2° grau - Volume 1 - Editora Atica . . .

1.3 Livro Novo Olhar Matematica - Volume 1 - Editora FTD . . . . . 10
1.4 Fundamentos de Matematica Elementar - Volume 4 - Atual Editora 13

Verificagao do Conhecimento Prévio dos Alunos 17
2.1 A Imstituicdfo de Ensino . . . . . . . . ... ... L. 17
2.2 Aplicacao do Teste . . . . . . . . . ... 18
Caderno de Estudos 22
3.1 Sequéncias . . . . . . ... 22
3.1.1 Introducao . . . . . . .. .. 22
3.1.2 Definicao . . . . ... 23
3.1.3 Leide Formacao . . . . ... . ... ... ... ...... 24
3.1.4 Questoes Resolvidas . . . . ... ... ... ... ..... 25
3.2 Progressao Aritmética . . . . .. ... L 27
3.21 Introducdo . . . . . . .. ... 27
3.2.2 Definicao . . . . ..o 28
3.2.3 Questoes Resolvidas . . . . . ... .. ... ... ..... 29
3.2.4 Termo Geral da Progressao Aritmética . . . . .. ... .. 32
3.2.5 Questoes Resolvidas . . . . ... ... ... ... ..... 33
3.2.6 Soma dos Termos de uma Progressao Aritmética . . . . . . 37



3.2.7 Questoes Resolvidas . . . . .. ... ... ... ...... 39

3.3 Progressao Geométrica . . . . . .. ... 41
3.3.1 Introducao . . . . . . .. ... 41

3.3.2 Definicao . . . . ..o 43

3.3.3 Questoes Resolvidas . . . . .. ... ... ... ...... 44

3.3.4 Termo Geral da Progressao Geométrica . . . . . . . . . .. 48

3.3.5  Questoes Resolvidas . . . . . ... ... ... ... .... 50

3.3.6  Soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica 52

3.3.7 Questoes Resolvidas . . . . . ... ... .. ... ..... 54

3.3.8  Soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica . 57

3.3.9 Questoes Resolvidas . . . . . ... ... ... .. .. ... 59

4 Consideragoes Finais 63
Referéncias 64
Anexo 66

vi



Lista de Figuras

1.1
1.2

1.3

1.4
1.5

1.6

1.7
1.8

1.9

1.10
1.11

1.12

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8

Livro: Matemadtica Ciéncia e Aplicagoes Vol. 1 . . . . . . . . . .. 4
Defini¢ao de P.A do livro Matematica Ciéncia e Aplicagoes - vo-
lume 1, Pag. 246 . . . . . . . . . ... )
Definicao de P.G. do livro Matematica Ciéncia e Aplicagoes - vo-
lume 1, Pag. 254 . . . . . . . ..o
Livro: Matemdtica para o 2° Grau- Vol. 1 . . . . . ... ... ..

Definicao de P.A. do livro Matematica para o 2° grau - volume 1,

Pag. 203 . . . . . .o 8
Defini¢ao de P.G. do livro Matematica para o 2° grau - volume 1,

Pag. 217 . . . . o 9
Livro: Novo Olhar Matematica- Vol 1 . . . . ... .. ... ... 10
Definicao de P.A. do livro Novo Olhar Matematica - volume 1,

PAG. 222 . o 11
Definicao de P.G. do livro Novo Olhar Matematica - volume 1,

PAZ. 235 . o o 12
Fundamentos de Matematica Elementar - Vol 4 . . . . . . . . .. 14
Definigao de P.A. do livro Fundamentos de Matematica Elementar

-volume 4, P4g. 6 . . . . . ... 14
Definicao de P.G. do livro Fundamentos de Matematica Elementar

-volume 4, Pag. 24 . . . . . ..o 15
Fachada do Colégio Poténcia . . . . . ... ... ... ... ... 18
Questao 1 do teste de Verificacao de conhecimento prévio . . . . 18
Questao 2 do teste de Verificacao de conhecimento prévio . . . . 19
Questao 3 do teste de Verificagao de conhecimento prévio . . . . 19
Questao 4 do teste de Verificagao de conhecimento prévio . . .. 19
Questao 5 do teste de Verificacao de conhecimento prévio . . . . 20
Questao 6 do teste de Verificacao de conhecimento prévio . . . . 20
Questao 7 do teste de Verificagao de conhecimento prévio . . . . 21

vii



2.9

3.1
3.2
3.3
3.4

Questao 8 do teste de Verificacao de conhecimento prévio . . .. 21

Papirode Rhind . . . . . . . ... ... oo 23
Soma dos nimeros de 1 a 100 . . . . . . . . ... ... 37
Alendado Xadrez . . ... .. .. ... ... 54
O Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga . . . . . . ... ... .. .. 58

viil



Resumo

SOUTO, Eduardo Filipe de Miranda, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
marco de 2017. Ensino de sequéncias e progressoes no ensino médio.
Orientador: Allan de Oliveira Moura.

Este trabalho aborda conceitos de Sequéncias Numéricas, Progressoes Aritméticas
e Geométricas. E apresentado um questionario de verificagdo de conhecimento
prévio, essencial para o estudo, e uma proposta de Ensino de Sequéncias e Pro-

gressoes para alunos do Ensino Médio.
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Abstract

SOUTO, Eduardo Filipe de Miranda, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa,
March, 2017. Teaching of sequences and progressions in high school.
Advisor: Alan de Oliveira Moura.

This work deals the concepts of Numerical Sequences, Arithmetic and Geometric
Progressions. It’s presented a prior knowledge verification questionnaire, essencial
for the study, and a teaching proposal of Sequence and Progressions for High

School students.



Introducao

O conteudo deste trabalho atende as normas, competéncias e habilidades re-
lacionadas ao estudo de Sequéncias de Numeros Reais contidas no Guia de Re-
feréncia para o Exame Nacional do Ensino Médio bem como nos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio.

O Estudo das sequéncias, progressoes aritméticas e progressoes geométricas
acompanha o desenvolvimento da sociedade e tem fundamental importancia nas
relacgoes sociais e do homem com a natureza. Ha cerca de 5000 anos os babilonios
ja observavam os periodos de cheia do rio Nilo para o planejamento do processo
de plantacao e colheita. Objetivando proporcionar um bom entendimento do
estudo das sequéncias e progressoes, o contetido deste, busca pelo conhecimento
da matematica de maneira contextualizada de forma a motivar a associacao da
matematica com temas da realidade do aluno.

Este trabalho tem seu conteido dividido em 4 capitulos onde no Capitulo 1 -
Anélise de Livros Didéticos - é feita uma analise da abordagem dada por 4 livros
didaticos propostos para o Ensino Médio para o estudo das Sequéncias e Pro-
gressoes. Sao observados ordenacao, conceitos, exemplos, atividades, ilustracao e
contextualizacao. Os livros escolhidos sao livros de frequente uso em instituicoes
de ensino que ofertam Ensino Médio. A analise feita é uma analise baseada em
minha visao e experiéncia enquanto professor. Todos os livros analisados sao li-
vros disponiveis para as escolas no Programa Nacional do Livro didatico sendo,
portanto, livros com autorizacao para utilizacao em sala de aula.

No Capitulo 2 - Verificagao do Conhecimento Prévio dos Alunos - é proposta
uma analise do conhecimento do aluno que esta prestes a iniciar seus estudos
de sequéncias, com base nos conteudos necessarios para tal compreensao. Essa
verificacao é proposta e, apds aplicada a uma turma de Ensino Médio, é comen-
tada no capitulo. A pesquisa com os alunos estd registrada no Comité de Etica
e Pesquisa com Seres Humanos da Universidade Federal de Vigosa sob o niimero
56617916.4.0000.5153.

O Capitulo 3 - Caderno de Estudos - apresenta o estudo de sequéncias, pro-



gressoes aritméticas e progressoes geométricas de maneira contextualizada con-
tendo além das defini¢oes, exemplos e questoes resolvidas.
Finalmente nas Consideragoes Finais sao apresentadas conclusoes sobre o

contetdo abordado nos capitulos anteriores.



Capitulo 1
Analise de Livros Didaticos

Os parametros curriculares nacionais chamam atencao a forma de apresentacao
do contetido ao aluno, bem como a importancia de que tal conteido tenha um
significado para o mesmo. Garantir que o aluno consiga dar significado e esta-
belecer conexoes entre os contetdos, por si so, constitui um erro no processo de

ensino e ¢é fator “determinante” do fracasso na aprendizagem.

“Se os conceitos sao apresentados de forma fragmentada, mesmo
que de forma completa e aprofundada, nada garante que o aluno esta-
beleca alguma significagcao para ideias isoladas e desconectadas umas
das outras. Acredita-se que o aluno sozinho seja capaz de construir
multiplas relagoes entre 0s conceitos e formas de raciocinio envolvidos
nos diversos conteudos, no entanto o fracasso escolar e as dificuldades
dos alunos frente a Matemdtica mostram claramente que isso nao €

verdade.”
(NACIONAIS, Parametros Curriculares; MEDIO, Ensino. Parte III-Ciéncias da Natu-
reza, Matemdtica e suas Tecnologias. 2013.)
Nas secoes deste capitulo sao apresentadas descricoes das abordagens de Pro-
gressoes e Sequéncias dos livros Matemética Ciéncia e Aplicagoes - Volume 1 -
Atual Editora, Matematica para o 2° grau - Volume 1 - Editora Atica, Novo Olhar
Matematica - Volume 1 - Editora FTD e Fundamentos de Matematica Elementar

- volume 4 - Atual Editora, seguidas de anélise das mesmas.

1.1 Livro: Matematica Ciéncia e Aplicacoes -

Volume 1 - Atual Editora

Autores: Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto

Périgo e Nilze de Almeida
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Figura 1.1: Livro: Matematica Ciéncia e Aplicagoes Vol. 1

Este livro traz o conteudo em seu primeiro volume, destinado a alunos do
primeiro ano do Ensino Médio dividido em doze capitulos: teoria dos conjuntos,
conjuntos numéricos, nogoes gerais sobre funcoes, funcao afim, funcao quadratica,
funcao modular, funcao exponencial, func¢ao logaritmica, complemento sobre funcoes,
progressoes, matematica comercial e financeira, semelhanca e triangulos retangulos
e trigonometria no triangulo retangulo.

No capitulo 10, Progressoes, é apresentado o conceito de sequéncia numérica
como uma fungao com dominio nos ntimeros naturais. Deste modo, a relacao
entre progressao aritmética e geométrica com a funcao afim e exponencial, res-
pectivamente, é explicitada no texto. O capitulo traz a lei de formacao, propri-
edades, termo geral de sequéncias, soma dos n primeiros termos de P.A. e P.G.,
soma dos infinitos termos de uma P.G. e interpretacoes graficas para progressoes
aritméticas e geométricas em suas paginas 243 e 277.

O capitulo tem inicio com uma secao de nome Sequéncias mostrando uma
funcao f : N* — N e analisando o comportamento do seu dominio e de sua
imagem. Em seguida a abordagem para a formatagao do termo geral de uma
sequéncia a, através de exercicios resolvidos. O livro cita o termo “lei da re-
corréncia”, termo nao utilizado nos demais livros e acrescenta outro exemplo ao
texto. Antes de introduzir as progressoes o livro apresenta uma lista de oito
questoes propostas voltadas para a fixacao do conceito de sequéncia.

A apresentacao de progressoes aritméticas é feita por situacao-problema e evi-
denciado a formacao de uma sequéncia a partir dos dados da situagao-problema,
um termo é sempre obtido somando o termo anterior a uma constante, ainda nao
denominada razao. Posteriormente o livro apresenta a definicao de progressao

aritmética da seguinte forma:



& uma sequéncia numérica em que cada termo, a partir do sequndo, é obtide
somando-se o termo anterior com uma constante. Essa constante é chamada e é indicada por 7

a) (-6,-1, 4,9, 14, ...) ¢ uma P.A de razdo r = 5.

b) (2;2,3; 2,6;2,9; ...) é uma P.A de razdo r = 0,3.

¢) (150, 140, 130, 120, ...) é uma P.A de razdo r = —10.

d) (V3,1 +V3,2 + \3,3 +143,...) éumaP.A. derazior = 1.

1 2 . ~ _ 1
0, ——, ——, -1, ...) éuma P.A. derazdor = ——.
& 05 = 1) L

f) (7,7,7,7,..)éumaP.A. derazdor = 0.

Nos itens do exemplo anterior, note que a razdo da P.A. pode ser obtida calculando-se a diferenca entre
um termo qualquer (a partir do segundo) e o termo que o antecede, isto é:

r=a,-a =a-a =38 -3, = .= "3,

Figura 1.2: Defini¢do de P.A do livro Matematica Ciéncia e Aplicagdes - volume
1, P4g. 246

A seguir sao apresentados seis exemplos de progressoes aritméticas e suas
razoes. O livro chama atencao para o fato de que a razao de uma progressao
aritmética é obtida através da diferenga entre um termo (a partir do segundo) e
o termo anterior.

A classificagao das progressoes aritméticas é apresentada em segao separada
onde sao dadas as defini¢coes de progressoes aritméticas crescentes, decrescentes
e constantes, relacionando as defini¢oes com os exemplos que questoes resolvidas
ja apresentadas. O termo geral da progressao aritmética é apresentado conjectu-
rando a férmula utilizando-se de que a,, — a,_1 = r. Antes de propor ao aluno
que resolva vinte e nove exercicios, o livro apresenta oito exercicios resolvidos.
Os exercicios propostos envolvem desde questoes simples, onde a aplicagao di-
reta da formula do termo geral da progressao aritmética determina o resultado,
seja ele o termo geral, a razao ou primeiro termo quanto exercicios que exigem
maior atencao do aluno, relacionando muiltiplos e divisores, paridade, sistemas de
equacgoes e geometria plana.

A soma dos n primeiros termos da progressao aritmética é apresentada inicial-
mente por seus aspectos histéricos envolvendo Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
onde a férmula apds ser conjeturada é demonstrada. O texto observa que os ter-

mos equidistantes dos extremos de uma P.A. possuem a mesma soma que a soma



dos extremos e apresenta dois exercicios resolvidos e onze exercicios propostos.
Ao final do capitulo é apresentado uma secao intitulada Aritmética e Funcao
Afim, diferenciando as duas exatamente pelo Dominio da funcao afim.
A apresentacao de progressao geométrica também é feita através de exemplo

emendado a definicao assim dita:

€ a sequéncia em que cada termo, a partir do sequndo, é igual ao produ:
do termo anterior por uma constante real. Essa constante é chamada e é indicada por g.

a) (4,12, 36,108, ...) é uma P.G. de razdo q = 3.

)
b) (-3, -15, =75, =375, ...) é uma P.G. de razdo q = 5.
0 1 1
4" 8

2,-8,32,-128, 512, ...) é uma P.G. de razdo q = —4.

~1000, —100, —10, —1, ...) é uma P.G. de razio q = — = 0,1.

(

1 P = 1
(2,1, Ty ...) @ uma P.G. de razdo q = >
(
( 10

d)
)

e

Figura 1.3: Definicao de P.G. do livro Matematica Ciéncia e Aplicagoes - volume
1, P4g. 254

Sao apresentados oito exemplos de progressoes geométricas e suas respectivas
razoes e mostrado que a P.G. de termos a; = ay = ... = a,, = 0 possui razao
indeterminada.

A classificagao das progressoes geométricas foi mostrada em secao a parte,
definindo as progressoes geométricas como crescente, decrescente, constante, al-
ternada ou oscilante e estacionaria. Nesta mesma secao o aluno é estimulado a
produzir uma progressao geométrica de razao ¢, primeiro termo a; utilizando a
lei da recorréncia. Essa lei é apresentada em seguida, sendo conjecturada. Assim
como na progressao aritmética, sao apresentados seis exercicios resolvidos e em
seguida vinte e cinco exercicios propostos de aplicacao direta da férmula do termo
geral para obter a;, ¢ ou n, questoes envolvendo ntimeros irracionais, e equagoes
do segundo grau.

A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica é feita a partir
da demonstragao da mesma seguida de um exemplo, duas questoes resolvidas
e nove exercicios propostos. Em seguida, é apresentada a soma dos termos de
uma progressao geométrica infinta, através de exemplos e utilizando a definicao
de limite, juntamente com quatro exercicios resolvidos e sete exercicios propos-

tos. O produto de n termos é apresentado através da demonstracao da férmula



acompanhado de um exercicio resolvido e quatro questoes propostas. As funcoes
exponenciais e as progressoes geométricas sao apresentadas e diferenciadas grafi-
camente.

O capitulo encerra com uma abordagem histérica da sequéncia de Fibonacci
seguido de dezoito exercicios complementares e um desafio da Olimpiada Brasi-
leira de Matematica das Escolas Publicas.

O livro em seu capitulo 10 trabalhou com observagao de regularidades em
padroes, investigacao, levantamento e validacao de conjecturas e generalizagoes.
Por outro lado, o livro nao apresentou questoes aplicadas no Exame Nacional
do Ensino Médio, embora cita em sua apresentagao utilizar-se de sugestoes da
Secretaria de Educagao Basica do Ministério da Educacao. Alguns problemas
que nao aparecem na vida real, sem necessidade, também sao apresentados ao

aluno.

1.2 Livro Matematica para o 2° grau - Volume

1 - Editora Atica

Autores: Nelson Gentil, Carlos Alberto Marcondes dos Santos,

Antonio Carlos Greco, Antonio Bellotto Filho e Sérgio Emilio Greco

MATEMATICA
PARLD = -« GRAL

VOLUME 1

=

GENTIL

MARCONDES
GRECO
BELLOTTO
SERGIO

Figura 1.4: Livro: Matematica para o 2° Grau - Vol. 1

O livro traz em seu primeiro volume, dedicado a alunos do primeiro ano
do Ensino Médio, 12 capitulos: Revisao, Conjuntos, Par Ordenado - relagoes,
Funcoes, Funcoes Elementares e equagoes, Fun¢ao quadratica e inequacao, Funcao

modular - composta - inversa, Funcao exponencial, Logaritmo - Funcao Lo-



garitmica, Sequéncia - Progressdo Aritmética (P.A.) - Progressao Geométrica
(P.G.), Relagoes trigonométricas no triangulo retangulo.

No capitulo 11, Sequéncias - Progressoes Aritméticas (P.A.) - Progressoes
Geométricas (P.G.) sdo apresentadas as definigdes de sequéncias e progressoes,
onde o rigor (a nivel permitido para Ensino Médio) nas demonstragoes é predo-
minante e as atividades exigem do aluno conhecimento de manipulagoes algébricas
em suas paginas de 201 a 237.

O capitulo inicia com a definicao de Sequéncia introduzindo as notagoes de 1°
termo, 2° termo, ..., enésimo termo. a secao também evidencia a diferenca entre
sequéncia numérica e conjunto numérico. A lei de formacao de uma sequéncia
¢ apresentada a partir de exemplos seguida de sete exercicios propostos. Em

seguida a progressao aritmética é assim definida:

Progressdo aritmética (PA)

Definicdo

Uma seqiiéncia de niimeros reais ¢ chamada de progressdo aritmética (PA) quando
cada um de seus termos, a partir do segundo, é igual & soma do anterior com uma cons-
tante r dada, chamada razdo da PA.

Se a seqiiéncia (a,,a,,as,...,a,,...) é PA= a,=a,;+r ,n>2enelN:

a; ¢ o 1.° termo da PA
a,=a,+r
az=a,+r
dy=as+r

én:an,l +r1 (a, € o termo geral da PA)

Figura 1.5: Definicao de P.A. do livro Matematica para o 2° grau - volume 1,
Pag. 203

O livro classifica uma progressao aritmética em crescente, decrescente ou cons-
tante, citando exemplos e identificando o raio de cada uma delas como sendo
r = a, — a,_1. Posteriormente hd uma secao intitulada Representacao de uma
P.A. em que um termo central é apresentado como a soma do termo anterior com
a razao ou a diferenca entre o termo posterior e a razao onde se conclui que um
termo central é igual a média aritmética entre seu termo posterior e anterior. Sao
apresentados seis questoes resolvidas seguidos de 11 exercicios propostos envol-
vendo identificagao do raio de uma progressao aritmética, classificacao da P.A.,

determinacao de um elemento a partir de outros.



A férmula geral da P.A. é apresentada através de uma demonstragao e seguida
de oito exercicios resolvidos e vinte e um exercicios propostos que buscam tratar
diversas formas de aplicagao do termo geral. O texto apresenta uma segao cha-
mada interpolagao aritmética que mostra como ¢ feita a interpolacao de k meios
aritméticos entre dois niimeros com dois exercicios resolvidos e cinco exercicios
propostos. O livro mostra a soma de n termos de uma progressao aritmética
desenvolvendo a férmula, resolvendo oito exercicios e propondo vinte exercicios
para o aluno.

A progressao geométrica é apresentada diretamente em sua defini¢ao:

Progressio geométrica (PG)

Definicdo _

Uma seqiiéncia de niimeros reais ¢ chamada progressdo geométrica (PG) quan-
do cada um de seus termos, a partir do segundo, ¢ igual ao produto do anterior por
uma constante q dada, chamada razdo da PG.

Se a seqiiéncia (a,,a,,a3,...,8,,...) € PG=|a,=a,_;-q|,n>22enelN:
a; ¢ o 1.° termo da PG
a,=a; °q
az=a; *q
a,=4az+q
a,=a,_; *q (a, € o termo geral da PG)

Desse modo, em uma PG, cada termo dividido pelo seu anterior € igual a razéo q:

Figura 1.6: Definicao de P.G. do livro Matemética para o 2° grau - volume 1,
Pag. 217

A classificacao de P.G. é dividida em crescente, decrescente, alternante, cons-
tante e estacionaria ou singular. Da mesma forma que nas progressoes aritméticas,
o livro traz uma secao denominada Representacao de um P.G., onde define que
um termo central é igual a média geométrica de seu anterior e posterior. Em
seguida sao apresentados quatro exercicios resolvidos e sete exercicios propostos.

A férmula geral da P.G. é apresentada mediante demonstracao e com nove
exercicios resolvidos seguidos de dezesseis exercicios propostos envolvendo aplicagao
direta da férmula do termo geral e também interpolacao geométrica. O capitulo
também mostra como calcular o produto dos termos de uma P.G. limitada e a
soma dos termos de uma P.G. limitada e ilimitada utilizando exemplos e definicao

através da nocao de limites. Sao apresentados quatorze exercicios resolvidos e



trinta e trés exercicios propostos. Ao final do capitulo hd um pequeno texto
sobre Carl F. Gauss (1777-1855) e a soma dos termos de uma P.A. O capitulo
encerra com uma se¢ao de sessenta e um exercicios complementares.

Neste livro, ainda h& outro capitulo intitulado Questoes de Vestibular que
apresenta 22 questoes sobre sequéncias e progressoes.

Embora explore bastante a definicaio matemaética de sequéncias e progressoes,
o livro pouco apresenta situagoes-problema em suas questoes que, em sua maioria,
nao sao contextualizadas. Também apresentou as se¢coes Soma de P.G. limitada
e Produto de uma P.G. limitada sem definir uma sequéncia limitada. O grande
nuimero de questoes propostas possibilita ao aluno um treinamento intenso porém
com situagoes pouco utilizadas no dia a dia. As questoes de vestibular, com
questoes de vestibulares de varios lugares do Brasil contribuem com aplicagoes
do conteudo, embora mesmo nestas hd pouca contextualizagao do assunto com a

vida cotidiana do aluno.

1.3 Livro Novo Olhar Matematica - Volume 1 -
Editora FTD

Autor: Joamir Souza

NOVO OLHAR
MATEMATICA

Figura 1.7: Livro: Novo Olhar Matematica - Vol 1

O livro traz o conteido em seu primeiro volume, destinado a alunos do pri-

meiro ano do Ensino Médio e é dividido em 3 unidades: Os conjuntos, As
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funcoes, Progressoes e Trigonometria, subdivididas em nove capitulos: Con-
juntos, Funcoes, Fungoes Afim, Fungao Quadratica, Funcao exponencial, Loga-
ritmo e Funcao Logaritmica, Fungao Modular, As Progressoes, Trigonometria no
Triangulo Retangulo.

A Unidade 3: Progressoes, inicia com um texto sobre a flipagem e o movi-
mento que gera desenhos animados como texto introdutério do capitulo 8: As
progressoes. O Capitulo comeca com um exemplo contextualizado de sequéncia e
a utilizacao de nomenclaturas como enésimo termo, termo de ordem n, sequéncia
ou sucessao finita e infinita e obtencao dos termos de uma sequéncia através de
seu termo geral. Em seguida o livro apresenta treze exercicios propostos que
abordam a definicao de sequéncia e a manipulacao para que se obtenha o termo
geral de uma sequéncia.

A progressao aritmética é apresentada inicialmente por uma situagao-problema

para depois ter sua definicao apresentada conforme Figura 1.8.

Chamamos de progresséo aritmética (PA) toda sequéncia numérica em
que, a partir do 22 termo, a diferenca entre um termo e seu antecessor é
igual a uma constante, chamada razdo da progresséo, indicada por r.

Se r=0, entdo a PA é constante.
= Se r>0, entdo a PA é crescente.
= Se r<0, entdo a PA é decrescente.

Na PA (9,9,9,9,9,...), temos r=0. Portanto, essa PA é constante.
= Na PA{-5,-1,3,7,11,...), temos r=4. Portanto, essa PA é crescente.

= Na PA (12,9,6,3,0,...), temos r=-3. Portanto, essa PA é decrescente.

Figura 1.8: Definicao de P.A. do livro Novo Olhar Matematica - volume 1, Pag.
222

Em seguida o livro mostra que, em uma P.A., um termo ¢é igual ao termo
anterior somado a razao e conclui que um termo ¢ igual a média aritmética dos
termos anterior e posterior a ele, apresentando depois trés atividades resolvidas
e quinze atividades propostas.

O termo geral da progressao aritmética é apresentado sendo conjecturado e
com cinco questoes resolvidas, com destaque para a questao que trata da in-
terpolacao aritmética. As trinta e duas atividades propostas apresentam desde
questoes de aplicacao direta da formula do termo geral quanto a analise grafica
e exercicios da Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas (Ob-
mep). Em seguida sdo apresentadas duas se¢oes que relacionam P.A. e funcao

afim e P.A. e funcao quadratica. A estas segOes segue uma lista de oito atividades
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propostas. A soma dos n termos de uma P.A. é mostrada através de exemplos,
seguidos de um texto denominado A Lenda de Gauss, que trata sobre a histéria
de Carl F. Gauss (1777-1855) e ¢ concluida com apresentagao e demonstragao da
formula seguido de trés atividades resolvidas e quinze atividades propostas.

O conceito de progressao geométrica € apresentado, assim como na progressao

aritmética, inicialmente através de exemplos e posterior definicao:

Chamamos de progressdo geométrica (PG) toda sequéncia numérica em
que, a partir do 22 termo, o quociente entre um termo e seu antecessor €
igual a uma constante, chamada razéo da progresséo e indicada por g.

« Se q=1, entdo a PG é constante.

*» Se g>1e a,>0 ou 0<g<1e a,<0, entdo a PG é crescente.
=Seqg>1ea<0ou 0<g<iea,>0, entéo a PG é decrescente.

» Se <0, entdo a PG é alternante.

» Na PG (5,5,5,5,5,...), temos g=1. Como gq=1, essa PG é constante.
1

« Na PG (—8,74,—2,—1,-%,,.,), temos q:E e a,=-8. Como 0<qg<1e a,<0,

essa PG é crescente.
» Na PG (-3,-9,-27,-81,-243,...), temos q=3 e a,=-3. Como g>1e a,<o0,
essa PG é decrescente.

» Na PG (-1—,—%,1,—5,25, ) temos g=-5. Como g<0, essa PG é alternante.

25

Figura 1.9: Definicao de P.G. do livro Novo Olhar Matematica - volume 1, Pag.
235

O livro traz também o termo recorréncia para determinar o enésimo termo de
uma P.G. Apds duas atividades resolvidas sao propostos oito exercicios.

O termo geral da P.G. é apresentado conjecturando uma férmula para o mesmo
onde sao mostrados cinco exemplos, dos quais em dois utilizam-se calculadora
e foi tracado um grafico da sequéncia, seguida de quinze atividades propostas.
H& uma secao denominada P.G. e Fung¢ao que relaciona a funcao exponencial
a uma P.G. A Esta secao somam-se cinco atividades propostas. A soma dos n
primeiros termos de uma P.G. é apresentada através da conjecturacao de sua
férmula, quatro atividades resolvidas e dez atividades propostas. Diferente dos
outros livros analisados, o capitulo apresenta o tema Série geométrica convergente,
utilizando-a para concluir a férmula da soma dos termos da P.G infinita e o
trabalho com as dizimas periddicas. Sao propostas nove atividades para resolucao
dos alunos.

O capitulo ainda conta com uma secao denominada Situacoes envolvendo P.A.

e P.G. através de duas questoes resolvidas e treze atividades propostas. Ainda
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é apresentada a secao Ezplorando o tema, que consta de um texto com uma si-
tuagao a ser resolvida e a aplicacao das progressoes para a resolugao do problema
e a utilizagao da indugao matematica como demonstracao de conjecturas. O livro
acrescenta a secao Reflexao sobre o capitulo que retoma os conceitos estudados
durante o capitulo e ainda a Secao Ezercicios complementares com doze ativida-
des.

O livro, em seu final apresenta um capitulo extra denominado Tecnologias,
em secao que trata de progressoes, onde o aluno ¢é estimulado a trabalhar com
progressoes aritméticas e geométricas em planilhas eletronicas.

Diferente da maioria dos livros para Ensino Médio, este define a progressao
geométrica a partir a razao entre dois termos e nao pelo o produto de um termo
por uma constante. Também deixou claro a definicao de série geométrica diver-
gente e convergente. As atividades do livro, quase em sua totalidade, sao contex-
tualizadas e mostram ao aluno como o conhecimento de sequéncias e progressoes
aritméticas e geométricas pode ser utilizado em muitas situacoes cotidianas. A
secdo Situagoes envolvendo P.A. e P.G. é de extrema relevancia ao aplicar as
progressoes em situagoes de juros, taxas de natalidade e mortalidade, fungoes e
velocidade, dentre outros, proporcionando conexoes entre diferentes temas ma-
tematicos. Dentre as analises feitas, este foi o que mais partiu de problemas
e nao de definicoes como meio de construcao do processo de aprendizagem. O
relacionamento das observacoes do mundo real com representacoes e principios
matematicos foi muito bem feito neste livro. O uso da calculadora, embora nao
seja imprescindivel, foi apresentado pois em quase todos os problemas de pro-

gressao geométrica da vida real seu uso se faz necessario.

1.4 Fundamentos de Matematica Elementar -

Volume 4 - Atual Editora

Autor: Gelson Iezzi Samuel Hazzan
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Fundamentos de
Matemdtica Elementar
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Figura 1.10: Fundamentos de Matematica Elementar - Vol 4

Este livro é destinado a um estudo mais completo da matematica do Ensino
Médio e em seu volume 4 apresenta o estudo das sequéncias, progressoes, matri-
zes, determinantes e sistemas lineares dividido em seis capitulos: Sequéncias, Pro-
gressoes Aritméticas, Progressoes Geométricas, Matrizes, Determinantes e Siste-
mas. O objetivo do nosso estudo estd compreendido nos trés primeiros capitulos
entre as paginas um e setenta e sete.

O Capitulo 1, Sequéncia, com as defini¢oes de sequéncias finitas e sequéncias
infintas sua relacao com pares ordenados e igualdade entre sequéncias. Em se-
guida a lei de formacgao de uma sequéncia é definida através de férmulas de
recorréncia exemplificadas e sao apresentados quatro exercicios propostos.

O capitulo 2, Progressoes Aritméticas, inicia com a seguinte definicao de pro-

gressao aritmética:

I. Definigao

8. Chama-se progressdo aritmética (P.A.) uma seqiiéncia dada pela seguinte
férmula de recorréncia:

(a,=a
la, =2, + L ¥nEMN,n>2

em que @ ¢ 7 sdo nimeros reais dados.
Assim, uma P.A. é uma seqiiéncia em que cada termo, a partir do segun-

do, é a soma do anterior com uma constante r dada.
Eis alguns exemplos de progressdes aritméticas:
fi=(1,35709.) em que a, = I

e r=2
f,=(0,-2-4,-6-8,..) emquea =0 e r=-
er
er

N

fy=(4,4,4,4,4,..) em que @, = 4

1
em que @, =

fo=| 5

1
-

1

@2 ol
ol

7
™
v 3,

wlz v
wle e

fo = (4, emquea, =4 r=-—

Figura 1.11: Defini¢ao de P.A. do livro Fundamentos de Matematica Elementar

- volume 4, Pag. 6

O livro classifica as progressoes aritméticas em crescentes, decrescentes ou
constantes e propoe vinte e oito exercicios. Destes vinte e oito, o livro apresenta

a solugao para cinco.
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A férmula geral de P.A. é mostrada conjecturando-a a partir de exemplos e,
apos sua definicao é apresentada sua definicao pelo principio da inducao finita.
Esta se¢ao termina com dezenove exercicios dos quais quatro apresentam solucao.
O capitulo tem uma secao sobre interpolacao aritmética onde explica o que é
interpolar meios aritméticos, apresenta em exemplo e nove exercicios, sendo um
resolvido. A soma dos termos de uma progressao aritmética é apresentada e
demonstrada por inducao finita seguida de trinta e cinco exercicios propostos,
sendo cinco resolvidos. O capitulo se encerra com a secao Leitura que apresenta
um texto sobre o desenvolvimento do estudo de Dirichlet sobre os niimeros primos
de uma progressao aritmética. O Capitulo 3, Progressao Geométrica, apresenta

assim definida uma progressao geométrica:

1. Detinicao

14. Chama-se progressdo geométrica (P.G.) uma seqiiéncia dada pela seguinte
férmula de recorréncia:

a =a

a,=2a.,-¢¥n€N,n>2
em que @ e g sao numeros reais dados.

Assim, uma P.G. é uma seqiiéncia em que cada termo, a partir do segun-
do, ¢ o produto do anterior por uma constante g dada.

Eis alguns exemplos de progressdes geométricas:

fi=(1,2,4,8,16,..) emquea, =1 e q =
=12, —4, —8, —16, ...) emquea, =-] e g =2
Hiala| 1 1 o
f ) ey e e = =L
) ( 3° 90 27 Bl > emquea, =1 e g 3

f, (—54, —18, —6, -2, —%, ) emquea, = —54 ¢ q = %

7.7, 7, 7,.-..) emquea, =7 ¢ g =1
B (8, =5, 5, =5,5,-..) emqueag, =5 e g=-1
f, = (3,0,0,0,0, ..) emquea, =3 e g=0

Figura 1.12: Definicao de P.G. do livro Fundamentos de Matemética Elementar

- volume 4, Pag. 24

A classificacao de progressoes geométricas foi feita através das denominagoes
crescente, constante, decrescente, alternantes ou estacionarias, seguido de vinte e
dois exercicios dos quais um ¢ resolvido.

A férmula do termo geral da P.G. é apresentada utilizando exemplos e é citado
que a mesma é demonstrada por inducao finita, embora essa demonstracao nao
seja feita no livro. Sa@o propostos dezenove exercicios, sendo um resolvido. A
interpolagao geométrica é definida e sao apresentados exemplos e posteriormente
cinco exercicios propostos que antecedem a secao que trata da soma dos termos
de uma progressao geométrica. Tal secao também apresenta a féormula e diz que o
principio da inducao finita é uma forma de demonstragao, embora nao acrescenta
tais calculos. Apds um exemplo, sao propostos dezesseis exercicios.

O capitulo apresenta uma secao que trata sobre o limite de uma sequéncia e

sequéncia convergentes, onde o limite é definido. Em seguida a soma dos termos
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de um P.G. infinita é apresentada e demonstrada. Esta se¢ao propoe ao aluno a
resolucao de vinte e seis exercicios.

O livro traz ao final um capitulo denominado “Testes de vestibulares” com
nove questoes sobre sequéncias, cinquenta e cinco questoes sobre progressoes
aritméticas e sessenta e cinco questoes sobre progressoes geométricas.

O conteudo de Sequéncias e progressoes apresentado neste livro é completo
para um aluno do Ensino Médio. Suas questoes seguem um nivel crescente de difi-
culdade e os exercicios resolvidos em meio aos propostos aparecem como forma de
obtencao de um outro olhar sobre a resolucao de determinadas questoes. Embora
a contextualizacao das questoes seja algo pouco apresentado, o estudo através

deste livro proporciona a um bom conhecimento para o aluno.
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Capitulo 2

Verificacao do Conhecimento

Prévio dos Alunos

2.1 A Instituicao de Ensino

Os alunos participantes da pesquisa sao alunos do Colégio Poténcia situado
em Conselheiro Lafaiete-MG, na regiao central da cidade.

Aprovado em 5 de fevereiro de 2001, nos termos do artigo 44, processo n® 29584
e publicado no “Minas Gerais” do dia 20 de fevereiro de 2001, o Colégio Poténcia
surgiu apos 11 anos de existéncia do Pré-Vestibular Poténcia. No primeiro meés de
aula, eram pouco mais de 500 alunos distribuidos e exatamente 50 funcionarios.

Atualmente, sao oferecidos os cursos de Ensino Fundamental — iniciacao a
alfabetizagao (1* EA), 1° ao 5° ano e 6° ao 9° ano; Ensino Médio com 3° ano
integrado; Cursos Técnicos Profissionalizantes em Mecanica, Mineragao, Eletro-
eletronica e Seguranca do Trabalho, Edificacoes e Logistica. Oferece ainda o
pré-vestibular, que tem conduzido grande niimero de pessoas ao ensino superior.
O colégio funciona nos trés turnos do dia com Educacao Infantil e 1° a 8° ano no
turno da tarde, 9° ano e Ensino Médio no turno da manha e Cursos Técnicos e
Pré-Vestibular a noite.

A mensalidade do Ensino Médio atualmente é em torno de R$500,00, aten-
dendo segundo o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio

Teixeira (INEP), ao ptblico de indicador socieconémico de classe alta.
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Figura 2.1: Fachada do Colégio Poténcia

2.2 Aplicacao do Teste

Foi proposto aos dezessete alunos do 1° ano do Ensino Médio participantes
da pesquisa que resolvessem oito questoes com o objetivo de identificar habilida-
des dos alunos ao identificar sequéncias e resolver equacoes de primeiro grau e
exponenciais, comuns em calculos que envolvam sequéncias. Todos os alunos da
turma participaram voluntariamente da pesquisa. As atividades foram aplicadas
em sala de aula, durante a aula de matematica, como atividade extracurricular e
nao foram pontuadas na nota dos alunos.

As questoes 1 e 2 tiveram como objetivo analisar se o aluno identifica sequéncias
simples como algo que pode seguir determinada légica. A primeira questao foi
resolvida corretamente por todos os alunos e a justificativa comum de resposta
foi que um termo é obtido somando duas unidades ao termo anterior. Um aluno
justificou que um termo é o nimero que faz com que a diferenca entre ele e o

termo anterior é 2.

Para as questdes de 1 a 4, complete os espagos em branco de acordo
Questao 1 3-5-7-9-11-12 - 15 - v

Figura 2.2: Questao 1 do teste de Verificacao de conhecimento prévio

A segunda questao, também com unanimidade de acertos foi desenvolvida

pelos alunos como uma sequéncia em que um termo é obtido triplicando o termo

18



anterior. Um aluno identificou a sequéncia como uma sequéncia numérica que
dobra o termo anterior e soma o termo anterior ao resultado obtido para obter o

termo seguinte.

Questio 2 2 -6 - 18 - 54 - 162 - Y56 - 1458 - NITY Vebriog 3 DOmon

Figura 2.3: Questao 2 do teste de Verificagao de conhecimento prévio

Com as questoes 3 e 4 foi observado a habilidade do aluno em identificar
sequéncias de segunda ordem. A terceira questao, com treze acertos, trés erros
e uma resposta em branco foi identificada pela maioria dos alunos como uma
sequéncia alternada de sinal ou ainda termos somando e subtraindo alternada-
mente. Embora a maioria dos alunos nao conseguiram justificar de forma correta,
eles identificaram a sequéncia e o termo pedido na questao. Um aluno que for-
neceu uma resposta errada definiu a sequéncia como soma dos nimeros pares e
subtragao dos nimeros impares, o que ¢ claramente falso, observando apenas os
dois primeiros termos da sequéncia. Os demais erros foram erros de calculo feitos

pelos alunos.

Questdao 3 8 -10-7-11-6- 21 _-_D__~-_ Lo

Figura 2.4: Questao 3 do teste de Verificacao de conhecimento prévio
Transcricao do texto da figura: “Segue a sequéncia numérica: nimero par soma

e nimero impar subtrai.”

A quarta questao, foi deixada em branco por um aluno e respondida correta-
mente pelos demais que identificaram a sequéncia e realizaram corretamente os

calculos.

Questdio 4 4'- 4 -12 - 60 - 420 - C. - BT - Q4D

Figura 2.5: Questao 4 do teste de Verificagao de conhecimento prévio
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As questoes 5 a 8 solicitam ao aluno conhecimento algébrico na manipulagao
de equagoes onde sao utilizadas operagoes semelhantes as utilizadas nos célculos
envolvendo progressoes. Na oitava questao o conhecimento de equagoes exponen-
ciais foi explorado.

A quinta questao, com acerto de todos os alunos foi respondida de maneira
curiosa por trés alunos que preferiram aplicar a propriedade distributiva a multi-
plicagao (5—1).6 ao invés de resolver a diferenca entre parénteses antes de efetuar

a multiplicacao.

Para as questdes 5 a 8, resolva as equagoes que seguerm:

Questdo 5 s =4+(5-1).6

Figura 2.6: Questao 5 do teste de Verificagao de conhecimento prévio

Na sexta questao, onde trés alunos erraram, treze acertaram e um aluno deixou

a questao em branco, os equivocos apresentados foram:

e Nao efetuar corretamente a multiplicagao (z — 1).4;

49,

e Nao concluir que 4r =49 = v = 7;

e Efetuar as operagoes errando calculos.

Questdo 6 50 =5+ (z—1)4

Figura 2.7: Questao 6 do teste de Verificacao de conhecimento prévio

A sétima questao teve quinze acertos e dois erros de calculo onde um aluno
atribuiu 9 para 3* e outro aluno atribuiu 243 para 3%. Os demais alunos desen-

volveram corretamente a questao.
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Questdo 7 © = 3.341

Figura 2.8: Questao 7 do teste de Verificacao de conhecimento prévio

A oitava questao com quatro alunos sem respondé-la, dois erros e onze acertos
percebe-se que os alunos tiveram dificuldade ao concluir que 32 = 2° e que 96 =
3.2°. Um aluno ao desenvolver a equacao copiou-a errado e um aluno anulou as
bases das poténcias sem nenhum critério correto, concluindo o erro. Os demais

alunos resolveram normalmente a equacao chegando ao resultado correto.

Questdo 8 96 = 3.277¢

Figura 2.9: Questao 8 do teste de Verificacao de conhecimento prévio

Observando o resultado de cada aluno e considerando que as escolas, em sua
maioria, exigem pelo menos 60% de aproveitamento para aprovagao, estes tiveram
um resultado satisfatério quando percebe-se que todos acertaram mais de 75% das
questoes e que a maioria dos erros cometidos pelos mesmo podem ser corrigidos

com maior atencao na resolucao das questoes.
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Capitulo 3

Caderno de Estudos

3.1 Sequéncias

3.1.1 Introducao

Desde a antiguidade os homens procuravam entender o ciclo das cheias dos
rios para o melhor cultivo dos alimentos, entender as fases da lua e de outros
fenomenos. Desenvolveu calendérios que serviam de quantificadores do tempo
afim de padronizar o transcurso de um ciclo. Para isso passou-se a criar e desen-

volver sequéncias numéricas ao longo da histéria.

“Os egipcios comegcaram cedo a se interessar pela astronomia e
observaram que a inundacao anual do Nilo tinha lugar pouco depois
que Siriis, a estrela do cao, se levantava a leste logo antes do sol.
Observando que esses surgimentos heliacais de Sirius, o anunciador
da inundagao, eram separados por 365 dias, os egipcios estabeleceram
um bom calenddrio solar feito de doze meses de trinta dias cada um e
mais cinco dias de festa no final do ano dedicados aos deuses Osiris,
Horus, Seth, Isis e Nephthys.”
Boyer, Carl B., Histéria da Matemdtica, Edgard Blicher, Sdo Paulo, 1974
No Papiro de Rhind, um documento egipcio de cerca de 1650 a.C., onde o escriba
Ahmes mostra a solugao de 85 problemas de aritmética, fragoes, calculo de areas,
volumes, progressoes, reparticoes proporcionais, regra de trés simples, equacgoes
lineares, trigonometria béasica e geometria, hd um problema criativo que remete

a sequeéncias numeéricas:

Quando 1a a Sto Ives,

Encontrei um homem com sete mulheres
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Cada uma tinha sete sacos,

Cada saco tinha sete gatos,

Cada gato tinha sete gatinhos.
Gatinhos, gatos, sacos e mulheres

Quantos iam a Sto Ives?

Podemos identificar a solucao do problema da seguinte maneira: 1 homem + 7
mulheres = 8 pessoas. Cada mulher com 7 sacos (7x7 = 49 sacos). Cada saco com
7 gatos (49x7 = 343 gatos). Cada gato com 7 gatinhos (343x7 = 2401 gatinhos).
Entao 8 4+ 343 + 2401 = 2752 (os 49 sacos nao sao seres vivos e, por isso nao
sao somados). No caso do problema resolvido, ele representa uma sequéncia de
multiplos de 7, 7x7 = 49, 4927 = 343, 34327 = 2401. Porém o resultado é

diferenciado dada a contextualizacao do problema.
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Figura 3.1: Papiro de Rhind

3.1.2 Definicao

Vamos denotar por R o conjunto dos niimeros reais, N o conjunto dos

numeros naturais e N* o conjunto dos nimeros naturais sem o zero.
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Chama-se Sequéncia finita toda aplicacao f do conjunto {1,2,3,4,...,n}
em R. Em toda sequéncia finita, a cada nimero 7, 1 < ¢ < n, um

numero real a; é associado.

Chama-se Sequéncia infinita toda aplicacao f de N* em R. Em

toda sequéncia infinita, a cada ¢ € N* esta associado em a; € R.

Cada elemento de uma sequéncia é denominado termo da sequéncia e em uma
sequéncia de n termos cada i termo ¢ identificado como a;. Por exemplo, na
sequéncia (2,5,8,11,14,17,20,23) o nimero 14 é o 5° termo e pode ser represen-
tado por as. Assim temos as = 14.

Em uma sequéncia (ay, as, as, ay, ...,a,) os termos a; e a, sdo chamados ex-
tremos da sequeéncia. Dois termos a; e a; sao equidistantes dos extremos se, e
somente se, o numero de termos que antecedem a; é igual ao nimero de termos
que sucedem a;.

Exemplos:

e (2,4,5,10,20) é a sequéncia de divisores positivos de 20.

e (1,3,5,7,9,11,....,2n+ 1,...) é a sequéncia de nimeros impares.

e Os termos ag € a1 sdo dois termos equidistantes na sequéncia (ay ag, as, ..., as).

e (2016,2012,2008,2004, ...,1896) é a sequéncia dos anos em que aconteceram

os Jogos Olimpicos da Era Moderna.

3.1.3 Lei de Formacao

Em diversas situacoes, interessam as sequéncias que possuem uma lei de
formacgao, isto é, aquelas em que seus termos obedecem a determinada regra.
A lei de formacao de uma sequéncia pode ser identificada através de trés formas:
uma regra que expressa a, em fungao de n, sua férmula de recorréncia, que es-
tabelece uma regra para identificar a; e outra regra para identificar cada termo
a, a partir do termo anterior (a,_1) ou ainda através de uma propriedade que os
nimeros devem apresentar.

Exemplos:
e A férmulaa, = 4n*+3,n € {1,2,3,4,5} representa a sequéncia (7, 19, 39, 67, 103).

b1:5

° n € N* é a férmula de recorréncia que representa a
b, =2b,_1+1

sequéncia (5,11,23,47,95...).

24



e Escrever a sequéncia que apresenta o dobro dos cinco primeiros numeros

naturais fmpares: (2,6, 10,14, 18).

3.1.4 Questoes Resolvidas

QUESTAO 1 - (Obmep - 2012 - nivel 2) Renata montou uma sequéncia
de triangulos com palitos de fésforo, seguindo o padrao indicado na figura. Um

desses triangulos foi construido com 135 palitos de fésforo. Quantos palitos for-

VA

mam o lado desse triangulo?

Resolugao: Pela observacao da figura é possivel notar que do primeiro
triangulo para o segundo triangulo foram acrescentados dois triangulos e para
a terceira, trés triangulos. Logo 6 e 9 palitos, respectivamente.

Deste modo:

a1:3
a2:a1+2.3
a3:a2+3.3

Ap = Qp—1 + 3N
Efetuando a soma das igualdades temos:

_ (n+1).3n
an = 5

Para a utilizacdo de 135 palitos temos a,, = 135. Assim:
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(n+1).3n

2
Efetuando as operacoes temos que n = 9 ¢é a resposta para a questao.
QUESTAO 2 - (Obmep - 2015 - nivel 3) Uma sequéncia de nimeros

é definida por a; = 3 e a,y1 = a, + ai para todo ntumero natural n > 1. Por

135 =

exemplo: ay = a; +a? = 3+ 3% = 12. Qual é o algarismo das unidades de agp5 ?

Resolugao: Calculando alguns outros termos da sequéncia temos:

az = as +a3 =12+ 122 =156 e ay = az + a3 = 156 + 24336 = 24492

Considere u; sendo o ultimo algarismo de a;. Deste modo, observando, a1, as, az
e a4 temos que us = 2, uz = 6, e uy = 2. Sem calcular o valor de a5 temos que as
unidades de 2 + 22 representam us = 6.

Dai temos que o valor de u; esta variando de acordo com o valor de i da
seguinte maneira:

Quando ¢ é par, entao u; = 2 e quando ¢ é impar, entao u = 6. Como em
as015, ¢ = 2015 é fmpar, entao usg5; = 6, portanto o algarismo das unidades de
az015 € 6.

QUESTAO 3 - (Obmep - 2016 - nivel 3) Jodozinho distribuiu bolas em
caixas numeradas de 1 a 2016. Ele fez isso de forma que o niimero total de bolas,
em quaisquer cinco caixas consecutivas, fosse sempre o mesmo. Na figura abaixo
estao indicadas as quantidades de bolas em algumas caixas; a figura também
mostra que Joaozinho colocou 3 e 7 bolas em duas caixas vizinhas. Quantas

bolas ele colocou na ultima caixa?

20919111 ?]...13|7]...] 7
bolas || bolas bala bolas || bolas
Caixa 1 Caixa 2 Caixa 3 Caixa 4 Caixa 5 Caixa 2016

Resolugao: As caixas com 3 e 7 bolas sao vizinhas, e as caixas 1 e 5 estao
vazias. Se a caixa 1 inicia uma sequéncia e a 5 termina, para que os numeros
de bolas 3 e 7 sejam vizinhos, as caixas com 7 bolas devem iniciar a sequéncia e
as 3 bolas devem terminar a sequéncia, ficando 7 —5 — 9 — 1 — 3. Desse modo,
as cinco caixas consecutivas sempre somarao 25. Tendo em vista que esta é
uma sequéncia numérica de 5, a caixa 2016 sera a primeira caixa de uma nova
sequéncia, correspondendo ao nimero de 7 bolas.

QUESTAO 4 - (Obmep - 2016 - nivel 3) Abaixo temos trés figuras
pentagonais: a primeira com 5 pontos, a segunda com 12 pontos e a terceira com
22 pontos. Continuando esse processo de construcao, a vigésima figura pentagonal

terd 651 pontos. Quantos pontos terd a vigésima primeira figura?
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5 12 22

Resolugao: Observando a segunda e terceira pentagonal nota-se que a se-
gunda figura foi obtida acrescentando-se 4 novos pontos (vértices do poligono)
e n pontos em cada um dos 3 vértices opostos ao ponto fixo, sendo n a posicao
da pentagonal na sequéncia. Assim os pontos da poligonal n sao dados por
P,=P, 1+3n—1)+4.

Como a vigésima poligonal possui 651 pontos, entao para a vigésima primeira

figura temos:

P21:P20+3.20+4

Py =651 +60+4 =715

Portanto a vigésima primeira poligonal possui 715 pontos.

3.2 Progressao Aritmética

3.2.1 Introducao

As projecoes para a producao de arroz no periodo de 2012 — 2021, em uma
determinada regiao produtora, apontam para uma perspectiva de crescimento
constante da producao anual. O quadro apresenta a quantidade de arroz, em
toneladas, que serd produzida nos primeiros anos desse periodo, de acordo com

essa projecao.

Ano | Projegao (t)

2012 50,25

2013 51,50 Suponha ser necessario obter o valor da projecao em
2014 52,75

2015 54,00

2021.
Uma forma de obter essa estimativa é através do estudo das sequéncias. Con-

sidere a sequéncia (50,25;51,50;52,75;54...). Observando-a nota-se que cada
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termo a,,, ¢ obtido através da soma do termo anterior ao valor de 1,25, dai
Api1 = an + 1, 25.

Sendo a; = 50,25, ay = 51,50, az = 52,75, ay = 54,00, temos que

as = 54 + 1,25 = 55, 25,

as = 59,25+ 1,25 = 56, 5,

ag = 56,5+ 1,25 = 57,75,

a; = 57,75+ 1,25 =59, 00,

ag = H9 + 1,25 = 60, 25,

ag = 60,25 + 1,25 = 61, 5 e, finalmente,

ajp = 61,54+ 1,25 = 62,75.

Portanto a projecao de producgao em 2021 é 62, 75.

Com o conhecimento de sequéncias facilmente resolvemos situagoes como a
apresentada acima, porém essa resolucao torna-se trabalhosa quando é necessario
encontrar um termo muito distante do termo que se tem. Para essas questoes, o

estudo das progressoes aritméticas torna-se bastante 1util.

3.2.2 Definicao

Denominamos progressao aritmética (P.A.) como a sequéncia onde a dife-
renca entre cada termo e o termo anterior é constante. A essa constante atribui-se
o nome de razao da progressao aritmética

Por exemplo, a sequéncia (aq,as,as) serd uma P.A. sempre que ay — a; =
az — as = r (razao).

Uma sequéncia pode ser classificada de acordo com sua razao, da seguinte

maneira;
e Crescente: quando a, > a,_1, ou seja, r > 0.
e Decrescente: quando a, < a,_1, ou seja, r < 0.
e Constante: quando a, = a,_1, ou seja, r = 0.
Exemplos:

e (4,12,20,28...) é uma progressao aritmética infinita de a; = 4 e raio igual

a 8, portanto, crescente;

e (4,6;5,8;7,0) é uma progressao aritmética finita de a; = 4,6 e raio igual a

1,2, portanto, crescente.

e (27,24,21,...) é uma progressao aritmética infinita de a; = 27 e raio igual

a —3, portanto, decrescente.
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e (—1,—1,—1,—1...) é uma progressao aritmética infinita de a; = —1 e raio

igual a 0, portanto, constante.

3.2.3 Questoes Resolvidas

QUESTAO 5 - (Univ. Federal do Para) Sabendo que a sequéncia (1 —
3z, — 2,2x + 1) é uma P.A., determinar o valor de x.

Resolugao: Como a sequéncia é uma progressao aritmética temos que (r —
2)—(1-32)=22+1) — (v —2). Assim:

r—2—-14+3rxr=2x+1—ax+2 =
dr—3=x+3 =

4y —xr=3+3 =

3r=6=
6
T ==
3

QUESTAO 6 - (SBM) Determine 4 niimeros em progressio aritmética
crescente, conhecendo sua soma 8 e a soma de seus quadrados 36.

Resolugcao: Considere que os dois nimeros centrais dessa P.A. sdo z — y e
x + y. Dessa forma temos que (z +y) — (z — y) = 2y.

Entao a progressao aritmética é dada por (x — 3y, z —y, z +y, x + 3y).

Assim como a soma dos termos é 8 temos:

r=—3y+r—y+tr+ty+r+3y=8=

4o =8 =

Como a soma dos quadrados é 36, temos:

(. =3y + (x —y)> + (x+y)* + (x+ 3y)* = 36 =
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22 — 6y + 9y? + 2% + 2zy + v? + 2% — 22y + v + 2% + 62y + 9y° = 36 =

42 4 20y° = 36

Como x = 2, temos

4.4 +20y* =36 =

20y* = 20 =
20
Y 70

y2:1:>
y=+V1=
y = *+1.

Como a P.A. é crescente, entao (x +y) > (x — y). Dai

24y>2—-y=

y+y>0=

2y > 0 =

y > 0.

Logox =2ey=1Assmzr -3y =2-3=-1,z—y=2-1=1,
r+y=2+1=3,2+3y=2+3=05.
Portanto os nimeros sao —1,1, 3, 5.

QUESTAO 7 - (PUC - MG) As medidas dos angulos internos de um

triangulo estao em progressao aritmética de razao 20°. Quanto mede o menor
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angulo desse triangulo?
Resolugao: Consideremos a P.A (x — 20°, 2,z + 20°) sendo a progressao
dada na questao. Dessa forma a soma dos termos dessa progressao é 180° pois a

soma dos angulos internos de qualquer triangulo ¢ 180°. Dai

z—20°4+ x4+ x4+ 20°=180° &

3z = 180°=
180°
xr =
3
x = 60°

Logo os angulos do triangulo sao z —20° = 40°, x = 60° e x = 80° e, portanto,
o menor angulo do triangulo mede 40°

QUESTAO 8 - (Papiro de Rhind) Divida 100 paes entre 5 homens de
modo que as partes recebidas estejam em Progressao Aritmética e que um sétimo
da soma das trés partes maiores seja igual a soma das duas menores.

Resolugao: Seja a sequéncia:(x — 2r,x —r, x,x +r, x + 2r), considerando q
a razao. A soma tem que resultado 100, pois sao 100 paes. Assim

r—2r+x—r +x+x+r, x4+ 2r =100 & 5x = 100 &2 = 20.

Encontrando o valor de x é 20, basta descobrir o valor da razao. Pelas in-

formagoes do problema temos:

1
?(w+x+r+x+2r):x—2r+x—r<:>
1
?(3x+3r):2m—3r(:)
3r+3r =1de - 21Ir &

11x = 24r

Como x = 20, entao

11.20 = 24r &
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220 =24r &

220 55

r =

24 6

Dessa forma temos que a sequéncia (z — 2r,z — r,z,x + r,x + 2r) = (20 —
2.%, 20 — %5, 20,20 + %, 20 + 2.%) = (%, %, 1775, %) representa a quantidade de
paes que cada um dos 5 homens recebera.

3.2.4 Termo Geral da Progressao Aritmética

Em uma progressao aritmética o préximo termo ¢ igual ao seu antecessor
somado a uma razao r. Dessa forma, podemos dizer, genericamente, que ay =
ap +r.

Assim, temos que az = as+r. Substituindo o valor genérico de ay na expressao
temos a3 = a; + 2r.

Analogamente, ays = a3z + r que apods substituido o valor de a3 na expressao
fica ay = a1 + 3r.

Repetindo o procedimento seguidamente tem-se:

a

ay =ai +r.

CL3:CL1+27’.

as = ay + 3r

anp=a1+ (n—1)r

Portanto, o termo geral de um progressao aritmética ¢ dado por a, = a; +
(n —1)r paran > 2.
Essa férmula pode ser demostrada utilizando o principio da indugao ma-

temaética:
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Ela é vélida para o segundo termo pois, por definicao, cada termo é igual ao
anterior mais uma constante fixa r e portanto as = a; + r;
Assumindo como hipétese de inducao que a férmula é véalida para n — 1, ou

seja, que a,_1 = aj + (n — 2)r, resulta que o n-ésimo termo é dado por:

Ap = Ap_1 +7 =

ap= (a1 +n—=2)r)+r <

an=a1+ ((n=2)r+r)&

ap =a1+ (n—1)r
Exemplos:
e O 15° termo da P.A. (3,7,11,15...) é dado por a;5 =3+ (15 — 1).4 = 59.

e O numero de termos da P.A. (12,15, 18, ...,279) é dado por 279 = 12+ (n—
1).3 ©<n=90.

3.2.5 Questoes Resolvidas

QUESTAO 9 - (Enem - 2011) O nimero mensal de passagens de uma
determinada empresa aérea aumentou no ano passado nas seguintes condicoes: em
janeiro foram vendidas 33000 passagens; em fevereiro, 34500; em marco, 36000.
Esse padrao de crescimento se mantém para os meses subsequentes. Quantas
passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano passado?

Resolugao: Considere a sequéncia (33.000, 34.500, 36.000...) uma P.A e note
que sua razao r é r = 1.500

Sendo a,, o nimero mensal de aumento de passagens da empresa no mes n,

queremos descobrir o valor de a;. Deste modo:

ap=a;+ (n—1r=

az = 33.000 + (7 — 1).1500 <

a7 = 33.000 + 6.1500 <
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a7 = 33.000 + 9.000 <

a7 = 42.000

Portanto no més de julho o aumento de passagens foi de 42.000.
QUESTAO 10 - (Enem - 2007) O gréfico abaixo, obtido a partir de dados
do Ministério do Meio Ambiente, mostra o crescimento do niimero de espécies da

fauna brasileira ameacadas de extingao.

4619 m =

8

nimerode espdcies ameacadas de adingio

.
1983 1987 1991 1995 1909 2003 2007 40

Se mantida, pelos proximos anos, a tendéncia de crescimento mostrada no
grafico, o nimero de espécies ameacadas de extingao em 2011 serd igual a?

Resolugao: Analisando o grafico percebe-se 7 periodos, com um intervalo de
4 anos entre cada um. Segue que o periodo de 2011 é o imediatamente posterior
ao de 2007. Sabendo que no primeiro periodo tem-se o valor de 239 espécies e no

sétimo periodo o valor é 461 temos:

ap=a1+(n—1)r<

461 =239+ (6 — 1) &

461 — 239 = or &

222 =6r &
222
r=—
6
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r=237

Ou seja, a variagao a cada periodo é de 37 espécies.

Somando 37 ao periodo de 2007, obtemos o periodo seguinte, de 2011, que é
de 461 + 37 = 498 espécies.

QUESTAO 11 - (Enem - 2010) Uma professora realizou uma atividade
com seus alunos utilizando canudos de refrigerante para montar figuras, onde
cada lado foi representado por um canudo. A quantidade de canudos (C) de
cada figura depende da quantidade de quadrados (Q) que formam cada figura. A

estrutura de formagao das figuras esta representada a seguir:

Figura | Figura Il Figura llI

Que expressao fornece a quantidade de canudos em funcao da quantidade de
quadrados de cada figura?

Resolugao: Pela figura é fato que para formar um quadrado sao necessarios
4 canudos. Para formar dois quadrados sao necessarios 7 canudos e para formar

trés quadrados 10 canudos sao necessarios. Assim temos:

Quadrados | Canudos

1 4
2 7
3 10

Nao é dificil perceber que o ntimero de canudos (C) forma uma progressao
aritmética de razao 3. Entao é verdadeiro que a, = a1 + (n — 1).r & C =
4+ (Q — 1).3, onde Logo

C=4+Q-1)3<

C=44+3Q -3«

C=3Q+1.

Portando a expressao que fornece a quantidade de canudos em funcao da

quantidade de quadrados de cada figura é C' = 3@Q) + 1.
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QUESTAO 12 - (IFBA) O cometa Halley visita a Terra a cada 76 anos.
Sua ultima aparicao foi em 1986. Quantas vezes ele visitou a Terra desde o
nascimento de Cristo?

Resolugcao: Os anos de passagem do cometa formam uma progressao aritmética
de razao —76. Assim, seu termo geral é dado por a,, = 1986+ (n —1).(—76) onde
a, representa os anos de passagem do cometa e n a quantidade de vezes que o
cometa passou. Considere n = 1 para passagem do cometa em 1986, n = 2 para
a passagem do cometa em 1910 e assim sucessivamente.

A questao pede o ano de passagem do cometa na era crista, logo a,, > 0.

Dessa maneira temos:

1986 + (n — 1).(=76) > 0 <

2062 — 76n > 0 &

6m < 2062 &

2062 o
76

n <
n < 27,1315...
Assim as passagens na era crista aconteceram em todos os a,,n < 27. Como

deseja-se encontrar a primeira passagem, entao n devera assumir o maior valor

possivel, neste caso, n = 27 .Logo

a, = 1986+ (n —1).(=76) &

asr = 1986 + (27 — 1).(—76) <

ay; = 1986 + 26.(—76) <

agy; = 1986 — 1976 <

Qo7 = 10
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Portanto o cometa Halley visitou 27 vezes a Terra na era crista e sua primeira

passagem na era crista se deu no ano 10.

3.2.6 Soma dos Termos de uma Progressao Aritmética

O matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) é considerado o
maior matematico do século XIX e um dos maiores de todos os tempos. Com
origem de familia pobre, seu pai tentou evitar que recebesse instrucao adequada
mas ele teve o apoio de sua mae e de um tio para os estudos.

Desde pequeno foi considerado pelo seu professor, Buttner, uma crianga com
habilidades acima da média. Buttner entregou a seu ajudante, Johann Martin
Bartels, um jovem de 17 anos, a responsabilidade dos ensinamentos a Gauss.

Segundo conta-se, o professor pediu a turma que calculasse o valor da soma
de 1 a 100 e em pouco tempo Gauss respondeu 5050, corretamente.

Gauss observou que a soma de dois termos equidistantes ¢ igual a soma dos

extremos.

1+100=101

3+ 98 =101

¥
1+2+3+4..+450+51+...+98+99+ 100

t & ¥ |
s0+51=101

2+99=101

Figura 3.2: Soma dos nimeros de 1 a 100

Assim, Gauss concluiu que o resultado da soma pode ser dado pela soma de
dois termos equidistantes multiplicada pela quantidade de termos e dividido por

dois, ou seja

(a1 + a,).n
—

A demonstragao desta formula pode ser dada da seguinte maneira:

Sp =

Somando

S,=a+ay+az+ ..+ a,_1+a,e

S, =a,+ay+as+ ..+ a,_1 + a,, obtemos

28, = (a1 + an) + (a2 + an_1) + ... + (an_1 + a2) + (a, + a1). Como a soma de
dos termos equidistantes é sempre a mesma temos:

25, = (a1 + an) + (a1 + an) + ... + (a1 + ap) + (a1 + a,) assim,
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25, = (a1 + ap).n &
g (ay + an).n

A soma dos numeros de 1 a 100 pode, entao, ser calculada da seguinte maneira:

Os ntmeros de 1 a 100 formam a progressao aritmética (1,2,3...99,100) de

e q =1
[ ] a100:100
e n =100

Assim, para calcular a soma dos termos temos:

B (a1 + a,).n
S, = 5

(1 + 100)100

Sipp = ————F——
2

101(100
Sio0 = # g

10100

S100 = —5 = 5050

Uma maneira mais rigorosa de demonstrar a férmula é através da indugao

matematica:
1
Considere S, : 1 +24+3+...+n= @
(1+1).1 : : . :
Note que 1 = ————— ¢ verdadeira. Portanto a igualdade é verdadeira para
n=1.

1 2
Considere Sp41:14+2+3+...+n+(n+1)= (n+ )2(n+ )

Agora suponha que S, seja verdadeira para qualquer n € N. Somando n + 1

a ambos os lados da igualdade temos

(n+1)n

14243+...+n+(n+1) = 5

+(n+1) <

(n+1)n+2(n+1)

142434+ ... +n+(n+1)= 5

n?4+n+2n+2
142434+ ... +n+(n+1)= 5

n? +3n+ 2

142434+ ... +n+(n+1)= 5
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(n+1)(n+2)

1+2434+ ... +n+(n+1)= 5

Logo a igualdade é verdadeira para S,;.

Portanto, a férmula
(a1 + ay).n

Sn =

é verdadeira para todo n € N.

3.2.7 Questoes Resolvidas

QUESTAO 13 - (Enem - 2013) As projecdes para a producio de arroz
no periodo de 2012 — 2021, em uma determinada regiao produtora, apontam
para uma perspectiva de crescimento constante da producao anual. O quadro
apresenta a quantidade de arroz, em toneladas, que serd produzida nos primeiros

anos desse periodo, de acordo com essa projecao.

Ano | Projecao (t)
2012 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

A quantidade total de arroz, em toneladas, que devera ser produzida no
periodo de 2012 a 2021 sera de

Resolugao: As quantidades de arroz produzidas formam uma progressao
aritmética, dado seu crescimento constante igual a 51,50 — 50,25 = 1,25. Assim,

para calcular o total produzido no periodo de 2012 a 2021 podemos utilizar da
(a1 + an).n

féormula S, =
6rmula 5

en =10.
Sabendo que a, = aj + (n — 1).r temos que a;p = 50,25 + (10 — 1).1,25
< ajp = 50,25+ 9.1,25 = 61,5. Assim:

, sendo a; a produgao em 2012, a,, a producao em 2021

(50,25 + 61,5).10
2

S, =

S, = 111,755 <

S, = 558,75
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QUESTAO 14 - (Enem - 2012) Jogar baralho é uma atividade que es-
timula o raciocinio. Um jogo tradicional ¢ a Paciéncia, que utiliza 52 cartas.
Inicialmente sao formadas sete colunas com as cartas. A primeira coluna tem
uma carta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem trés cartas, a quarta tem
quatro cartas, e assim sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas,
e o que sobra forma o monte, que sao as cartas nao utilizadas nas colunas. A
quantidade de cartas que forma o monte é:

Resolugcao: Para calcularmos as cartas do monte, basta subtrairmos do
total de cartas a quantidade de cartas que formam as colunas. As quantidades de
cartas que formam as colunas podem ser representadas pela P.A. (1,2,3,4,5,6,7).
Assim, para saber quantas cartas sao utilizadas nas colunas basta que facamos a

soma dos termos da P.A.

+ ay,).
(aq a)n:>

o=

. <1+27).7
57:877@
572%:28

Logo sao utilizadas 28 cartas para a composicao das colunas. Dai a quantidade
de cartas do monte ¢ dada por 52 — 28 = 24.

Portanto, o monte possui 24 cartas.

QUESTAO 15 - (Enem - 2010) Ronaldo é um garoto que adora brincar
com numeros. Numa dessas brincadeiras, empilhou caixas numeradas de acordo

com a sequéncia conforme mostrada no esquema a seguir.

-
]
oL B
]

-

Ele percebeu que a soma dos nimeros em cada linha tinha uma propriedade

e que, por meio dessa propriedade, era possivel prever a soma de qualquer linha
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posterior as ja construidas. A partir dessa propriedade, qual serd a soma da 9*
linha da sequéncia de caixas empilhadas por Ronaldo?

Resolugao: Na figura temos que o termo central de cada linha é igual ao
nimero desta linha, isto é, na primeira linha, temos o nimero 1 , na segunda, 2
e assim por diante.

Observe que, antes do termo central, os niimeros seguem em ordem crescente
até o termo central formando uma P.A. e decrescem até 1 apds ele, com os mesmos

nimeros. Assim, a soma dos termos da n — ésima linha é:

2[(n—-1D)+n—-2)+(n—3)+...+3+2+1]+n

(mn—1)4+(n—-2)+n—3)+..+3+2+1¢éasoma dos termos de 1 até n — 1 e
pode ser expressa por

g [n=1)+1.(n—1) nn-1) n*-n

e 2 T2 T2

desde modo, substituindo o valor de S,,_; na expressao que fornece a soma

dos termos até a n — ésima linha temos

n2—n

2

Assim a soma da n — ésima linha da sequéncia é n? e, portanto, a soma da

2. +n=n’—n+n=n?

92 linha da sequéncia é 9% = 81.

3.3 Progressao Geométrica

3.3.1 Introducao

Veja uma versao de uma famosa lenda sobre a histéria do jogo de xadrez:

Conta-se que o rajd indiano Balhait, entediado com jogos em que
a sorte acabava prevalecendo sobre a pericia e a habilidade do jogador,
pediu a um sdbio de sua corte, chamado Sissa, que inventasse um jogo
que valorizasse qualidades nobres, como a prudéncia, a diligéncia, a
lucidez e a sabedoria, opondo-se as caracteristicas de aleatoriedade e
fatalidade observadas no nard (antigo jogo indiano com dados).

Passado algum tempo, Sissa se apresentou ao raji com sua in-
vencao. Tratava-se de um tabuleiro quadriculado, sobre o qual se mo-
vimentavam pecas de diferentes formatos, correspondendo cada for-

mato a um elemento do exército indiano: Carros (Bispos), Cavalos,
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FElefantes (Torres) e Soldados (Pedes), além de um Rei e um vizir
(Rainha). Sissa explicou que escolheu a guerra como tema porque € a
guerra onde mais pesa a importancia da decisao, da persisténcia, da
ponderagao, da sabedoria e da coragem.

O raja ficou encantado com o jogo e concedeu a Sissa o direito
a pedir o que quisesse como recompensa. Sissa tentou recusar a re-
compensa, pois a satisfacao de ter criado o jogo, por si so, jd lhe era
gratificante. Mas o raja insistiu tanto que Sissa concordou em fazer
um pedido:

- Desejo, como recompensa, um tabuleiro de Xadrez cheio de graos
de trigo, sendo que a primeira casa deve ter um grao, a sequnda deve
ter dois, a terceira deve ter quatro, a quarta deve ter oito, e assim
sucessivamente, dobrando o niumero de grdaos na casa sequinte, até
encher todas as casas do tabuleiro com o numero de graos correspon-
dentes.

O rajd se recusou a satisfazer um pedido tao modesto, e tentou
persuadir Sissa a escolher uma recompensa mais valiosa. No entanto,
Sissa disse que para ele bastava que lhe fosse conferida aquela recom-
pensa, e nada mais.

Diante disso, o raji ordenou que lhe dessem um saco de trigo,
julgando que nele haveria pagamento de sobra, mas Sissa se recusou
a aceitd-lo. Disse que nao queria nem um grao a mais nem a Mmenos
do que lhe cabia receber.

Foi so entao que o rajd ordenou aos seus matemdticos que calcu-
lassem a quantia evata que deveria ser paga, e descobriu, para sua
consternacao, que todo o trigo da India néo era suficiente, alids, todo
o trigo cultivado no mundo, durante dezenas de anos, nao seria sufi-

ciente!
Tahan, Malba. ”O homem que calculava”.(2012)

Escrevendo a sequéncia de graos em cada casa do tabuleiro temos (1, 2,4, 8,16, 32, ...)
que facilmente nota-se nao ser uma progressao aritmética, embora esta sequéncia
estabelece um padrao em seus termos: (1,2,4,8,16,32,...) = (2°,21,22 23 21 25 )
um termo ¢ igual ao anterior multiplicado por 2. Quando situagoes semelhan-
tes acontecem, elas determinam um tipo de sequéncia denominada progressao

geométrica.
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3.3.2 Definicao

Definimos Progressao Geométrica (P.G.) a sequéncia onde a razao entre
cada termo e seu antecessor é uma constante. A essa constante atribui-se o nome
de razdo da progressao geométrica.

A~ . , a9 as
Por exemplo, a sequéncia (aj, as, az) serd uma P.G. sempre que == q
1 2
(razdo).
Uma sequéncia pode ser classificada de acordo com sua razao, da seguinte

maneira:

e Crescente: quando a, > a,_1, ou seja, para a; > 0 temos ¢ > 1 ou para

a; <0 temos 0 < q < 1.

e Decrescente: quando a, < a,_1, ou seja, para a; > 0 temos 0 < ¢ < 1 ou

para a; < 0 temos q > 1.

e Constante: quando a, = a,_1, ou seja, ¢ = 1 ou para qualquer valor de ¢

quando a; = 0.

e Alternante: quando cada termo tem sinal oposto ao sinal do termo anterior,

ou seja, ¢ < 0.
Exemplos:

e (6,6,6,6,0,...) é uma progressao geométrica infinita de a; = 6 e razao igual

a 1, portanto, constante.

e (3,6,12,24) é uma progressao geométrica finita de a; = 3 e razao igual a 2,
portanto, crescente.

25
4 1’ '
—100 e razao igual a 3 portanto, crescente.

e (—100,—50,—25, — ..) é uma progressao geométrica infinita de a; =

1
o (16,8,4,2,1, 5 ...) é uma progressao geométrica infinita de a; = 16 e razao

1
igual a 2 portanto, decrescente.

o (—4,—12,—-36,—108) é uma progressao geométrica finita de a; = —4 e

razao igual a 3, portanto, decrescente.

o (—2,44,—8,4+16,—32,+64) é uma progressao geométrica finita de a; = —2

e ¢ = —2, portanto, alternante.
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3.3.3 Questoes Resolvidas

QUESTAO 16 - (Enem - 2008) Fractal (do latim fractus, fragao, que-
brado) — objeto que pode ser dividido em partes que possuem semelhanga com o
objeto inicial. A geometria fractal, criada no século XX, estuda as propriedades
e o comportamento dos fractais — objetos geométricos formados por repeticoes
de padroes similares.

O triangulo de Sierpinski, uma das formas elementares da geometria fractal,

pode ser obtido por meio dos seguintes passos:
1. comece com um triangulo equildtero (figura 1);

2. construa um triangulo em que cada lado tenha a metade do tamanho do

lado do triangulo anterior e faca trés copias;

3. posicione essas copias de maneira que cada triangulo tenha um vértice co-
mum com um dos vértices de cada um dos outros dois triangulos, conforme

ilustra a figura 2;

4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada copia dos triangulos obtidos

no passo 3 (figura 3).

AL L

Figura | Figura 2 Figura 3

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da sequéncia apresentada

acima é:
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Resolugcao: Na sequéncia de figuras, pode-se observar que as figuras 1, 2 e
3 apresentam 1, 3 e 9 triangulos pretos, respectivamente. Considere a, a quan-
tidade de triangulos pretos da figura n. Dessa forma queremos descobrir as. Da
observacao das figuras pode-se criar a sequéncia (1,3,9...).

Observando a sequéncia, nota-se que:

% = g, logo a sequéncia é uma progressao geométrica de razao ¢ = 3. Dessa
maneira temos que a4 = a3.3 = 9.3 = 27.

Portanto a opc¢ao correta é a opcao C que apresenta 27 triangulos pretos.

QUESTAO 17 - (Cesgranrio - 1988) Suponha que os nimeros =, —6,
3z + 3 e y estao, nesta ordem, em progressao geométrica. Desse modo os valores
de x e y sao:

Resolugao: Como a sequéncia forma uma progressao geométrica, entao
-6 3r+3 y

x —6  3z+3

Assim temos

(—6).(=6) = (32 + 3).0 =

36 = 322 + 3z =
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322 4+3r-36=0=

2 4+r—12=0.

Resolvendo a equagao segue que

—1+ /12 —4.1.(-12)

Tr =
2.1
—1++v49
r=———=
2
—147 N
r =
2
r=3ouzx=—4
Para calcular os valores de y temos:
R =
x 3r+3

—18x — 18 = 2y =

Para z = 3 temos:

—72
—18.(3)—18:3y:>—54—18:3y:>y:T:>y:_24
Para x = —4 temos:
54 27
—18.(—4) —18=—-4y=54=—-4dy=y = -3
. . 27
Portanto os valores de x e y sao, respectivamente, 3 e —24 ou —4 e -5

QUESTAO 18 - (UEPA - 2002) Um carro, cujo prego a vista é R$24.000, 00,

pode ser adquirido dando-se uma entrada e o restante em 5 parcelas que se encon-

tram em progressao geométrica. Um cliente que optou por esse plano, ao pagar

a entrada, foi informado que a segunda parcela seria de R$4.000,00 e a quarta

parcela de R$1.000,00. Quanto esse cliente pagou de entrada na aquisicao desse

carro?

46



Resolugcao: Sabemos que:
a; = 4000 e ay = 1000, portanto a progressao geométrica formada pelas
parcelas é uma P.G. decrescente.
4000

Como ay = a;.q entao 4000 = a,.q = a; = ——.

4000
Como a4 = a,.¢> entao 1000 = a;.¢> = 1000 = ——.¢% = 1000 = 4000.¢> =
q

1,1
' 1 ' 24000 4000
Assim ) — —— = T = 8000
q -
2
Dali:

as = Qs.q = 4000.% =2.000 e a5 = a4.q = 1000.% = 500

Logo a1 + as + ag + a4 + a5 = 8.000 + 4.000 4 2.000 + 1.000 + 500 = 15.500.

Subtraindo o valor total das parcelas do valor do carro, obtém-se o valor da
entrada, logo

24.000 — 15.500 = 8500

Portanto o cliente pagou R$8500,00 de entrada.

QUESTAO 19 - (UFMG) Uma criacdo de coelhos foi iniciada hé exata-
mente um ano e, durante esse periodo, o nimero de coelhos duplicou a cada
quatro meses. Hoje, parte dessa criacao devera ser vendida para se ficar com a
quantidade inicial de coelhos. Para que isso ocorra, a porcentagem da populacao
atual dessa criacao de coelhos a ser vendida é

a) 75

b) 80

)83, 33

d) 87,5

Resolugcao: Nao ha informacgao da quantidade inicial de coelhos logo pode-
mos afirmar que esse valor é x. Sendo assim, passados 4 meses, a populacao de
coelhos tornou-se 2x,8 meses,4x; apos 12 meses, a populagao passou a ser 8.

Podemos representar a sequéncia da quantidade de coelhos como uma pro-
gressao geométrica (r, 2x,4x, 8z) de razao g = 2.

Como, de acordo com o enunciado, o criador de coelhos quer voltar a ter a
quantia inicial (x), entao ele deve vender 8z — x = 7z coelhos.

Uma das maneiras de calcular a porcentagem de coelhos a ser vendida é através

de uma regra de trés:

8x 100% 72.100%
Sp=—>"

= 87,5%
Tx ) 8x
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Portanto, a populacao de coelhos a ser vendida é 87, 5%, alternativa d.

3.3.4 Termo Geral da Progressao Geométrica

O famoso engenheiro Gordon Moore em 1965 é cofundador da Intel e disse
que a cada dois anos, aproximadamente, seria possivel dobrar a quantidade de
transitores em um chip, dobrando a poténcia possivel de um computador. Essa

teoria sempre foi comprovada ao longo dos anos como mostra o grafico a seguir.

Transistores num Microprocessador de 1971-2011 & Lei de Moore
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Dessa forma, seguindo fielmente a regra, a quantidade de transitores em um
chip forma uma progressao geométrica de razao 2. Mas como descobrir a quanti-
dade e transitores de uma determinada época, sem ter que calcular termo a termo
dessa progressao?

Situacoes como a apresentada nos levam ao estudo de uma forma de determi-
nar um n-ésimo termo de uma progressao geométrica

Sabemos que de uma P.G. de razao ¢:
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ay
a2 = a1.q
as = az.q

n — 1 fatores { a4 = as.q

as = Q4.4

ap = Qp—1-9

Multiplicando as igualdades, temos:

ap = 01.9.4.G.....q.q

Assim,

n—1
an = a1.q

Essa féormula pode ser demonstrada utilizando o principio da inducao ma-
tematica:

Para n = 1 temos

a; = al.ql_1 =
a; = ay

Portanto a igualdade é verdadeira para n = 1.
Suponha, agora, que a férmula seja correta para algum n € N, isto é, que

a, = a;.q" ' . Multiplicando por ¢ ambos os lados dessa igualdade, segue que

n—1 n
Qpt+1 = Ap.¢q = 1.9 .4 = a1.9

o que mostra que a férmula é correta para n + 1. Portanto, ela é correta para
todo n € N.

Exemplos:

e Na progressio geométrica (2,4,8,...) 0 10° termo é ag = 2.21071 =229 =
2.512 = 1024.

e A progressao geométrica (6, —18, ..., 729) possui 6 termos pois 729 = 6.(—3)" ! &

n = 6.
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3.3.5 Questoes Resolvidas

QUESTAO 20 - (Vunesp - 2003) Virias tdbuas iguais estdo em uma
madeireira. A espessura de cada tabua é 0,5c¢m. Forma-se uma pilha de tabuas
colocando-se uma tabua na primeira vez e, em cada uma das vezes seguintes,

tantas quantas ja estejam na pilha.

Pilha na 12 vez Pilha na 22 vez Pilha na 32 vez

Determine, ao final de nove dessas operagoes:

a) quantas tabuas terd a pilha;

b) a altura, em metros, da pilha.

Resolugao: a) Como em cada formacdo das pilhas é colocada a mesma
quantia da anterior, a quantidade de madeiras em cada pilha dobra em relagao a
pilha anterior. Assim podemos formar uma P.G. que representa a quantidade de
madeiras em cada pilha (1,2,4...) de razao ¢ = 2.

Sendo a9 a quantidade de maneira da 9* pilha, conhecendo o 1° termo da

P.G. e a razao, podemos utilizar a formula do termo geral da P.G.

~1
a, = a1.q" " =

ag =121 =

8

ag = 2° =

ag = 256

Portanto, a 9* pilha tera 256 madeiras.
b) Basta multiplicar a quantidade de tabuas pela espessura de cada uma que

é 0,5cm. Assim

256.0,5 = 128cm =1, 28m

Portanto a 9* pilha tera 1,28m.
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QUESTAO 21 - (UFPE) Suponha que o prego de um automoével se des-
valoriza 10 por cento ao ano nos seus 5 primeiros anos de uso. Se este automovel
novo custou R$10.000, 00, qual serd o seu valor em reais apds os 5 anos de uso?

Resolucao: Se o automdvel desvaloriza-se 10% ao ano, podemos afirmar
que a cada ano seu valor passa a ser apenas 90% do que era anteriormente. Para
determinar esse valor a cada ano, basta multiplicar o valor anterior por 0,9 (que
equivale a 90% ).

Dessa forma, ha uma progressao geométrica com razao 0,9, por isso utiliza-
remos a férmula do termo geral da P.G. para resolver a questao.

Consideremos a; = 10.000, ¢ = 0,9 e n = 6 (pois, apds 5 nos o automdvel

estard em seu 6° ano).
_ n—1
an =0a1.¢" " =

1

ag = al.qﬁ_ =

ag = 10000.(0, 9)7 = 10000.0, 59049 =

as = 5904,9

Portanto, o valor do automével serd de R$5.904, 90.
QUESTAO 22 - (UFV) Uma bactéria de determinada espécie divide-se em

cada 2 horas. Depois de 24 horas, qual serd o nimero total de bactérias?

e) 16777216

Resolugao: Inicialmente temos 1 bactéria. Apds duas horas, temos 2 bactérias.
Apo6s 2 horas cada uma das bactérias se divide, resultando em 4 bactérias. Deste
modo, pode-se formar uma progressao geométrica em que cada termo a, repre-
senta o nimero de bactérias apds cada periodo 2h, (2,4,8...). Logo para um
periodo de 24h temos aqs:

ay, = a1.q" " =
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app = 2.21271 = 2211 = 212 — 4096

Portanto, apés 24h a quantidade de bactérias desta espécie sera de 4096,

alternativa c.

3.3.6 Soma dos n primeiros termos de uma progressao

geométrica

Na introdugao das progressoes geométricas foi apresentado o problema en-
frentado pelo raja indiano Balhait para fazer o pagamento da quantia de trigos
pedido por Sissa mas nao foi calculado a quantidade de trigos a ser paga. Na
histéria, as quantidades de trigo podem ser representadas pela P.G. (1,2,4,8...),
uma P.G. de a; = 1, ¢ = 2 e 64 termos.

A soma dos n primeiros termos de uma P.G. é S,, = a; +as +az + ... +a, (I).

Multiplicando os termos da equagao por ¢ # 0 temos ¢.S,, = q.(a; + as + az +
. +a,) (II)

Subtraindo (II) de (I), temos:

Sn:a1+a2+a3+...—|—an
—q.S, =q.(ay +as+az+ ...+ ay)
Sp — an = a1 — Qn.q

Sabemos que a, = a;.¢" !, assim

Sp— Sn.q=a1 — ap.q =
Sn(l - Q) =da; — al-qn_l'q =
Sp-(1—q)=a1 —a1.¢" =

Sp(1—q)=a1(1—-¢") =

S, = a.(1—q")
1—¢q
A férmula S,, = M

l-q

tematica da seguinte maneira:

pode ser demonstrada utilizando a inducao ma-
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a;.(1—q)

Para n = 1 temos que 5, = .
—q

= a;. Logo a igualdade é verdadeira
paran = 1.
Supondo que a férmula seja verdadeira para n, verifiquemos se ¢ verdadeira

para n + 1:

Sn+1 = Unp+1 + Sn

Como a,, = a;.¢" ! entao (pi1 = ap.q". Assim,
Spi1=a1.94" + 5, =

a;.(1 —q™
Sn+1:a,1.q”+—1( ¢") =
I—gq

1_ n
Sn+1 = aj. (q"—i— q ) =
I—gq

"(1—q)+(1—qg
Sn+1=a1.(Q( q) + ( (1)):>
l—q
n n+1 n
_ +1—
Sn+1:a1. (q d q>:>
l—q

1— n+1
Sht1 = ay. (1—([)
—dq

Logo a férmula é verdadeira para n + 1 e, portanto, verdadeira para n € N.
Retornando ao problema inicial, conhecendo a férmula apresentada, pode-se
determinar a quantidade de trigo que o raja indiano Balhait devera para ao Sissa

da seguinte maneira:

(1 —q"
Sn:al( Q):>
l—q
20 (1 — 264
564: (1_2 ):264_1

Seq = 18.446.744.073.709.551.615

Esse gigantesco valor representa a quantidade de trigo que o inventor deveria

receber do raja.
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Figura 3.3: A lenda do Xadrez

Exemplo:

10000. (1~ (3)°)

e A soma dos termos da P.G. (10000, 5000, 2500, 1250, 625) é S5 = [T
T2

32 — 19375

10000. (1 —35)  10000.2
2 2

3.3.7 Questoes Resolvidas

QUESTAO 23 - (UFPB) Hélio comprou em uma loja,uma méaquina de
lavar roupas, no seguinte plano de pagamento: 10 parcelas, sendo a primeira de
R$256,00 e o valor de cada parcela, a partir da segunda, correspondendo a 50%
do valor da anterior. Hélio pagou pela maquina o valor total de

a) R$511,75

b) R$511,50

c) R$511,00

d) R$510,50

e) R$510,00

Resolugao: Cada parcela corresponde a 50% (metade) da parcela anterior,

1
portanto as parcelas formam uma progressao geométrica de a; = 256 e ¢ = —.

2
Para uma compra em 10 parcelas, considere n = 10.
O valor total da méquina pode ser calculado pela soma dos termos da pro-

gressao geométrica que representa as parcelas deste financiamento. Assim
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Sh =
l—gq
256. (1 (3)")
Sio = 1 1 =
—3
256.(1 — L
Sio = (1 1024) -
2
1023
256,——f1
Sio= 1024
2
1023 2
Sip= ——= =
10 4 1
1023
Su)__-75—-::511,5

Portanto, o valor total da méquina de lavar é R$511, 50, alternativa b.

QUESTAO 24 - (Obmep - 2006) No inicio de janeiro de 2006, Tina formou
com colegas um grupo para resolver problemas de Matemdtica. Eles estudaram
muito e por isso, a cada meés, conseguiam resolver o dobro do ntimero de problemas
resolvidos no meés anterior. No fim de junho de 2006 o grupo havia resolvido um
total de 1134 problemas. Quantos problemas o grupo resolveu em janeiro?
(A) 12
(B) 18
(C) 20
(D) 24
(E) 36

Resolucao: Como a cada meés Tina e seus colegas dobram o numero de
problemas resolvidos, este nimero ano a ano forma uma P.G. Dessa maneira,
considere:

S¢ = soma dos termos (ao final de 6 meses deu 1134)

a; = primeiro elemento (o que se quer descobrir na questao)

q = razao (q no caso é 2, pois a cada més eles fazem o dobro do més anterior)

n = numero de termos (no caso é 6, pois de Janeiro a Junho s@o seis meses)

Assim, aplicando a férmula da soma dos termos de uma P.G., temos:

a1-(1—¢")

S, =—217 =
I—gq
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1134 =
1-2
34— ar.(1 — 64)
—1
—1134
a1 =
1T 63
a; = 18

Portanto, o niimero inicial de questoes resolvidas por Tina e seus amigos foi
18.

QUESTAO 25 - (Fuvest - 2003) No plano cartesiano, os comprimentos
de segmentos consecutivos da poligonal, que comeca na origem 0 e termina em
B (ver figura), formam uma progressao geométrica de razao p, com 0 < p < 1.

Dois segmentos consecutivos sao sempre perpendiculares. Entao, se OA = 1, a

abscissa = do ponto B = (z,y) vale:

b

1_p12
a) T
1_p12
b) 5
L+p
1_p16
c) T
1_p16
d) 5
IL+p
)1_p20
[§] 1—p4
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Resolucdo: O segmento OA = 1. O segmento seguinte tem medida igual a
p, logo este termina no ponto (1,p). O segmento posterior tem segmento igual a
p.p = p?, daf termina no vértice de coordenada (1 — p?,p). O préximo segmento
possui segmento igual a p?, assim este segmento termina no vértice (1 — p?, —p?)
Seguindo, tem-se um segmento de comprimento p* que termina no vértice (1 —
P> +p'p—p?).

Observando a poligonal temos que as abscissas dos vértices determinados se
alteram apenas quando a poligonal tem segmento horizontal (paralelo ao eixo ),
ou seja, nos vértices impares considerando o ponto A como 1° vértice. Logo as
abscissas sao, 1, 1 —p?, 1 —p> +p*, 1 —p> +p* —pb....

Observando os valores temos a soma de uma P.G. de razao ¢ = —p?. Assim,
para o ponto B, 16° vértice que possui abscissa igual a abscissa do 15° vértice,

que corresponde ao 8° termo da progressao, temos:

Sn:al'(l_qn)i
1—gq
L= (—p?®
=T
1— 16
Sy = — L
1+ p?

1 — 16
Portanto a abscissa do ponto B ¢ Tr 2 alternativa d.
p

3.3.8 Soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica

O filésofo grego Zenon (450a.C'.) entre muito de seus estudos apresentou um
paradoxo conhecido como Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga: Aquiles, dispu-
tando uma corrida com uma tartaruga, num impeto de generosidade, resolveu dar
a ela uma pequena vantagem, deixando que o bicho partisse alguns centimetros a
sua frente. A velocidade do mais veloz e valente guerreiro grego ¢ igual a 10 vezes
a velocidade da tartaruga. A distancia que os separa é de 100 metros. Nessas
condigoes, quando Aquiles vencer os 100 metros, a tartaruga terd corrido 1—10 do
que percorreu Aquiles e ficard 10 metros a sua frente. Quando Aquiles correr
esses 10 metros, a tartaruga tera percorrido % dessa distancia e estard 1 metro
a sua frente. Quando Aquiles correr esse metro, a tartaruga terd percorrido 10
centimetros, e assim por diante. Esse raciocinio pode levar muita gente a con-
cluir que Aquiles, por mais rapido que seja, nunca alcancara a tartaruga. Assim,

pensava o Zenon.
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Sabemos que o pensamento de Zenon, embora pareca logico é errado pois
nestas condigoes apos algum tempo Aquiles encontrara e ultrapassara a tartaruga.
Matematicamente héd uma explicagao para isso:

Quando Aquiles percorrer os primeiros 100m, a tartaruga percorrera 10m;

Quando Aquiles percorrer os proximos 10m, a tartaruga percorrera 1m;

Quando Aquiles percorrer o proximo 1m, a tartaruga percorrera 0, 1m.

Distancia

percorrida
, Ponto de encontro

/ | entre Arquiles e a
| Tartaruga

& Aquiles [
Tartaruga

Tempo

Figura 3.4: O Paradoxo de Aquiles e a Tartaruga

Assim, para alcangar a tartaruga Aquiles devera correr a distancia S = 100 +

104+140,1+..., 0o que representa a soma de uma progressao geométrica de razao

1 n
100. [1— ()"
1-L ’
. , 10
a equacao e o contexto do problema, precisa-se calcular o valor de S para um

q:%ealleO.

Observando

Dessa forma, S pode ser expressa por S =

valor infinito de n, porém, n é o expoente de uma fracao onde o numerador é 1

(elemento neutro da potenciagao) e o denominador é maior que 1. Dai, quanto
n
maior o valor de n, mais préximo de zero sera o valor de (1—0> o que torna este

valor desprezivel. Logo

S:1m[1—gﬁﬂ

=
T
100.[1 — 0]
5= 1-0,1

100
S =—=111,111...
0,9 ’

)
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Ou seja, quando Aquiles percorrer 111, 111...m ele alcancara a tartaruga.
Para progressoes geométricas infinitas onde —1 < ¢ < 1, é possivel estimar um
valor para a soma de seus termos, pois estes em determinado momento, admitirao
valores despreziveis para a soma, como visto no caso histérico anterior.
Assim, para —1 < ¢ < 1 temos
a;.(1—¢") a1 (1-0)

Sn: f—
1—gq 1—gq

3]

Sn

=1 .
E para a quando a progressao geométrica tiver razao ¢ < —1 ou ¢ > 17
Nestes casos ¢" tera valores cada vez maiores quando n aumenta. Logo,

quando a P.G. for infinita, a soma de seus termos serd também um numero

infinito.

Exemplos:

e A soma dos termos da P.G. (1, %, i) é dada por S = 1a =11 2.

e O numero 0,444... por ser escrito na forma 0,4 + 0,04 + 0,004 + ... . Ob-
servando esta sequéncia de somas podemos identifica-la como a soma dos
termos da P.G (0,4;0,04;0,004...) cuja razao é q = %} = 0,1. Portanto
a soma dos infintos termos da P.G. (0,4;0,04;0,004...) é S = 1a_1q =

0,4 0,4 4

= 09-9" 0,4444. Esta é uma outra maneira de mostrar que

3.3.9 Questoes Resolvidas

QUESTAO 26 - (PUC SP — 2004) Uma pessoa A chega as 14 horas
para um encontro que havia marcado com uma pessoa B. Como B nao chegara

ainda, A resolveu esperar um tempo t; igual a meia hora e, apds isso, um tempo

ty = §t1 e, apés, um tempo t3 = §t2 e, assim por diante. Se B nao veio ao
encontro, quanto tempo A esperou até ir embora?
a) 1 hora

b) 1 hora e 30 minutos
¢) 2 horas
d) cerca de um ano

e) resto da vida
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Resolucao: A cada periodo de espera a pessoa A diminui pela metade o
tempo que esta disposta a continuar esperando. Assim tem-se uma P.G. de razao
q= 3 e a; = 30. Para saber o tempo total de espera basta calcular a soma dos

teros desta progressao geométrica. Logo,

ai

g —
1—g¢q

30

S:
1—

1
2

S =

30 2
T - 30— =
3 1

S = 60.

Portanto a pessoa A esperou 60 minutos que equivalem a 1 hora. Alternativa

QUESTAO 27 - (UFRJ - 2003) A regido fractal F, construida a partir

de um quadrado de lado 1lem, é construida por uma infinidade de quadrados e

construida em uma infinidade de etapas. A cada nova etapa consideram-se os

quadrados de menor lado (I) acrescentados na etapa anterior acrescentando-se,
. 1 N

para cada um destes, trés novos quadrados de lado 3 As trés primeiras etapas

de construcao de F' sao apresentados a seguir:

— 1cm — — 1lcm — — 1cm —
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Calcule a area de F'. Justifique.
Resolucao: Para a etapa 1 a area total é dada pela area do quadrado de

lado 1em. Para a etapa 2 a area total é dada pela area do quadrado de lado 1ecm
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somada as dreas dos 3 quadrados de lado %cm. A area total da figura da etapa 3

¢ dada pela area do quadrado de lado 1em adicionada as areas dos 3 quadrados

de lado %cm adicionadas a area dos 9 quadrados de lado %cm. Dessa forma:
Etapal: A= 1.1 = 1lecm?

Etapa 2: A—1.1+3. (2 2—1+31—1+1 2
apa 2: A=1. \3) = 9= 3™
Etapa 3: A=1.1+3 12+9 12—1+31+9 12—1+1+1 2
apa 3: A=1. |3 \g) = 3 \g) = 3 T gom
Entao, a drea do FractaléSzl—i—g—i—g—i—ﬁ...queéasoma dos termos de

1
uma P.G.dea; =1eq= 3 (-1 < g<1). Assim:

-1,
1

S = T =
l—3
1 3

S:EZ—
22

Portanto a drea F = —cm?.

QUESTAO 28 - (VUNESP - 2005) O lado de um triangulo equilétero
mede 3m. Unindo-se os pontos médios de seus lados, obtém-se um novo triangulo
equilatero. Unindo-se os pontos médios do novo triangulo, obtém-se outro triangulo
equilatero e, assim sucessivamente. Determine a soma dos perimetros de todos
os triangulos construidos.

Resolugao: A cada novo triangulo formado possui lado com medida igual a
metade do lado do triangulo anterior pois o ponto médio de um segmento divide-o

em dois outros segmentos de medida igual a metade do segmento que os originou.

Dessa forma, o perimetro do primeiro triangulo é 3.3 = 9m, o perimetro do

segundo triangulo é 3.5 =5m do terceiro triangulo é 3.1 = ;M o que forma
99

a P.G (9, 21 ) de a; = 9 e razao q = % Assim, a soma dos perimetros dos

triangulos formados pode ser calculada pela soma dos termos de uma P.G. de

razao —1 < ¢ < 1. Logo




S = 18m

Portanto, a soma dos perimetros de todos os triangulos construidos é 18m.

QUESTAO 29 - (UFPI - 2010) Ao largar-se uma bola de uma altura
de 5m sobre uma superficie plana, observa-se que, devido a seu peso, a cada
choque com o solo, ela recupera apenas g da altura anterior. Admitindo-se que
o deslocamento da bola ocorra somente na direcao vertical, qual é o espago total

percorrido pela bola pulando para cima e para baixo?

(A) 6m

(B) 11m

(C) 156m

(D) 18m

(E) 19m

Resolucao: A bola a cada toque no chao percorre g da altura anterior, dessa

2

forma as alturas que a bola atinge sao 5, 5.§, D. (2) ... . Entao a distancia
total que a bola percorre (descendo e subindo) é representada pela soma D =
5—1—9—1—E 4—5+4—5+... = 5+@+%+... formando assim, a soma de 5 com

8 8§ 64 64 8 64 30 ’ 3

a soma dos termos de uma progressao geométrica de a; = 5 razao q = 3 Dai

D=5+5=

=
30
D=5++%=
8
30
D=5+—=
5
D=5+6=11

Portanto, a distancia total percorrida pela bola é 11m, alternativa B.
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Este trabalho tem foco para o Ensino Médio, nos estudos de Sequéncias e Pro-
gressoes com o intuito de mostrar uma abordagem de facil entendimento com as
principais defini¢coes e demonstragoes. Nao foram apresentadas uma quantidade
exagerada de féormulas e sim aquelas necesséarias para uma compreensao adequada
das progressoes e utilizagao das mesmas no dia a dia e na vida pratica do aluno.

O desenvolvimento histérico das sequéncias foi inserido nao como um capitulo
a parte, mas como parte integrante do processo de ensino-aprendizagem assim
como situagoes curiosas que as envolvem objetivando assim um maior interesse
por parte daquele que faz o estudo e enriquecendo o tema.

Os livros didaticos analisados neste estudo fazem uma boa abordagem das
sequéncias e progressoes, porém as vezes com questoes de pouca utilidade pratica
ou excessiva quantidade de féormulas, o que pode tornar o tema confuso aquele
que nunca teve contato com sequéncias e progressoes.

O caderno de estudos foi construido de forma a garantir maior aproximacao
dos contetidos praticos com o contetdo tedrico, na medida que as questoes resolvi-
das foram apresentadas apos cada topico, e estas, contextualizadas de acordo com
o que estabelece os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio. As re-
solugoes foram apresentadas de maneira clara em busca de um fécil entendimento
do leitor.

Assim, foi apresentada uma maneira de trabalhar o estudo de Sequéncias e
Progressoes sem se preocupar com casos particulares de forma a atender o Guia
de Referéncia para o Exame Nacional do Ensino Médio, explorando o aspecto
histérico e contextualizando o tema respeitando os Parametros Curriculares Na-
cionais e os Contetdos Béasicos Comuns para a Matematica no Estado de Minas

Gerais.
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Anexo

Projeto de Pesquisa: ENSINO DE SEQUENCIAS E PROGRESSOES NO ENSINO MEDIO

Verificagao de Conhecimento Prévio
Instituicao de Ensino: Colégio Poténcia
Professor: Eduardo Souto Ensino Médio - Data:___/____/______
Nome: Nimero:______

O NOME DO ALUNO OU QUALQUER OUTRO DADO DE IDENTIFICACAO NAO SERAO
PUBLICADOS, PERMANECENDO EM ABSOLUTO SIGILO

Para as questoes de 1 a 4, complete os espagos em branco de acordo.

Questao 1 3 -5-7-9-11 -

Questao 2 2 -6 - 18 - 54 - 162 - - -

Questao 3 8 -10-7-11-6 - _

Questao 4 4 -4 - 12 - 60 - 420 - _ - -

Para as questoes 5 a 8, resolva as equagoes que seguem:

Questao 5 z =4+ (5—-1).6

Questao 6 50 =5+ (z —1)4

Questao 7 = = 33!

Questao 8 06 = 327!
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