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Resumo

NASCIMENTO, Elimar Moreira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, maio de 2017.
Integracio entre Algebra e Geometria no Ensino da Matematica. Orientadora:
Marinés Guerreiro.

Neste trabalho abordamos algumas interacdes entre a Algebra e a Geometria, a partir da
ampliagao do conhecimento histérico do desenvolvimento da Geometria Analitica e suas
aplicacoes, bem como do estudo do tema simetria. Analisamos alguns livros didaticos para
perceber como esses temas sao abordados no Ensino Fundamental e Médio. Desenvolvemos
um estudo dos grupos de simetria de figuras geométricas no plano e no espago, bem como
dos grupos de friso e de grupos cristalograficos. Propomos um material para o ensino de
simetria, com desenvolvimento gradual, desde o 6° ano do Ensino Fundamental até o 3° ano
do Ensino Médio.
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Abstract

NASCIMENTO, Elimar Moreira, M.Sc., Universidade Federal de Vigosa, May, 2017. In-
tegration between Geometry and Algebra in Mathematics Teaching. Advisor:
Marinés Guerreiro.

In this work we discuss some interactions between Algebra and Geometry, from the bro-
adening of the knowledge of the historical development of Analytical Geometry and its
applications, as well as the study of symmetry. We evaluate some textbooks to understand
how these topics are approached in Elementary and High School. We also develop a study
of the groups of symmetry of geometric figures in the plane and in space, as well as groups
of frieze and crystallographic groups. We propose a material for the teaching of symmetry,
with a gradual development, from the sixth year of the Elementary School to the third o
year of the High School.
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Introducao

A Matemaética s6 iniciou como ciéncia com Des-
cartes. (Augusto Comte)

A Matematica ¢é tradicionalmente dividida em trés grandes éreas: a Geometria, a Algebra
e a Analise. Essas dreas sao também conhecidas como delineadoras de maneiras de pensar
em Matematica.

A solugao para um mesmo problema pode ser encontrada "geometricamente", "algebri-
camente" ou "analiticamente". A decisao sobre qual é a melhor, a mais simples, ou a mais
adequada solucao, depende da natureza do problema e das preferéncias pessoais bastante
subjetivas de quem o resolve. No entanto, na maioria das vezes, as areas do conhecimento
matematico se entrelagam de maneira significativa e isso nem sempre é percebido nos assun-
tos ministrados no Ensino Bésico.

O proeminente matemético Russo Vladimir Rokhlin certa vez afirmou bastante emocio-
nado que "a profundidade e a beleza da Geometria nao podem ser comparadas com as de
qualquer outra area da Matematica" [24]. Ja no século XVIII, Jean Le Rond d’Alembert
afirmava que "a Algebra ¢ generosa, muitas vezes nos da mais do que lhe pedimos" [7, p.
478|.

Historicamente, a Geometria Euclidiana é um dos conhecimentos que teve seu desenvolvi-
mento desde as civilizagoes mais antigas, na Grécia e no Egito e era principalmente utilizada
para resolver problemas praticos da Agricultura, Astronomia, Arquitetura e Engenharia. No
entanto, ja na Escola Pitagorica, comegou a ser apresentada com uma abordagem sintética
em que certas nogoes geométricas sao consideradas primitivas e onde o raciocinio dedutivo a
partir de axiomas e teoremas ¢ a ferramenta principal para obter proposigoes verdadeiras [7].
Nos dias atuais, os conhecimentos de Geometria sao aplicados nos mais variados campos do
conhecimento humano, tais como: Fisica, Quimica, Geologia, Astronomia, Engenharia, Bi-
ologia, Navegacao, Cartografia, Computagao Grafica e muitos outros. Na maioria dos livros
didéaticos atuais, os temas de Geometria Euclidiana sao ainda tratados axiomaticamente e
poucas aplicagoes sao apresentadas.



Introdugao 2

A Algebra também é uma das dreas mais antigas da Matematica, se considerarmos seus
primoérdios vinculados & Teoria de Numeros e a Aritmética Bésica. Ao longo da Histéria,
muito conhecimento foi sendo adicionado e, desde o século XVII, a partir da observacao
de regras comuns que certos conjuntos com determinadas operagoes satisfaziam, foram se
originando as diferentes estruturas algébricas (e subéreas da Algebra) que hoje sdo estuda-
das [7]. Nos dias atuais, as aplicacdes de Algebra também sdo muitas, como na Tecnologia
da Informacao, com a transmissao de mensagens, a Criptografia para a seguranca dos da-
dos digitais, funcionamento dos telefones celulares, armazenamento de grande quantidade
de dados, etc. De modo geral, na escola, o ensino da Algebra se restringe a resolucdo de
equacoes algébricas de modo mecanico, quase sempre sem vincular com problemas reais ou,
pelo menos, geométricos.

Com a introdugao do plano cartesiano por René Descartes, no inicio do século XVII,
problemas de outras areas da Matematica, como os da Algebra, puderam ser transformados
em problemas de Geometria (e vice-versa), muitas vezes conduzindo a simplificagdo das
solugbes [7]. Essa integracao da Algebra com a Geometria deu origem, dentre outras, a
Geometria Analitica que foi um dos pontos chaves para que Isaac Newton e Gottfried Leibniz
pudessem desenvolver as ideias do Céalculo Diferencial e Integral no final daquele mesmo
século.

Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram se-
paradas, seus progressos foram lentos e suas apli-
cagoes limitadas. No entanto, quando estas duas
ciéncias foram unidas, deram uma a outra reno-
vada vitalidade e seguiram rapidamente rumo &
perfeicao.(Joseph Louis Lagrange) [15]

A Geometria Analitica, também chamada Geometria Cartesiana, é o estudo da geometria
por meio de um sistema de coordenadas e dos principios da Algebra e da Analise. E um
campo matematico no qual sao utilizados métodos e simbolos algébricos para representar e
resolver problemas geométricos. Sua importancia esta presente no fato de que estabelece uma
correspondéncia entre equagoes algébricas e curvas geométricas. Tal correspondéncia torna
possivel a reavaliacdo de problemas na Geometria como problemas equivalentes em Algebra,
e vice-versa; os métodos de um ambito podem ser utilizados para solucionar problemas no
outro [25].

No estudo da Geometria integrada a Algebra destacamos ainda a nocéo de simetria que
¢é encontrada nas formas presentes na natureza: nas folhas, nas flores, no corpo humano e de
outros animais, nos cristais de gelo, na neve, entre tantos outros exemplos de objetos com
formas simétricas. Ao longo da evolucao do conhecimento, a nocao de simetria se tornou
uma das mais importantes, nao apenas em Geometria, mas em todas as areas da Matema-
tica e na Fisica, onde o entendimento de simetrias dos objetos e fenémenos fisicos fornece
meios extremamente eficazes para a compreensao das leis que regem tais fendmenos. Os "ar-
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gumentos de simetria" fornecem atalhos e solugoes elegantes para problemas mateméticos
e fisicos [24]. Os diferentes tipos de simetrias existentes no plano e no espago podem ser
classificados de modo bastante elegante ao se utilizar certas estruturas algébricas conhecidas
COmo grupos.

As ideias de simetria sao influentes nao apenas por fornecerem métodos para a resolugao
de problemas: o seu aspecto mais importante é que elas sao pecas-chave em muitas das
ligagoes entre os diferentes ramos das ciéncias [24]. Explorar essas ideias de modo dinamico
pode motivar a aprendizagem de topicos de Algebra e Geometria nos diversos niveis de
ensino.

Nesta dissertagao abordaremos principalmente as interagoes que existem entre a Algebra
e a Geometria, a partir de uma ampliagao do conhecimento em relacao a esse tema em seus
diversos aspectos.

No Capitulo 1, fazemos uma abordagem histérica sobre o surgimento e o desenvolvi-
mento da Geometria Analitica ao longo dos anos, destacando os estudiosos que deram sua
contribuicao, em especial René Descartes e Pierre de Fermat.

No Capitulo 2, apresentamos como a Geometria Analitica é tratada nos dias atuais e
quais os conceitos estudados nos Ensinos Fundamental, Médio e Superior e, em seguida,
exibimos algumas aplicagoes das cOnicas.

No Capitulo 3, sera feita uma analise critica de alguns livros didaticos adotados nas
escolas de Ensino Bésico, observando a presenca da Geometria Analitica e da simetria e
como estes contetidos sao abordados nesses livros.

No Capitulo 4, abordamos o estudo da simetria, presente nos objetos e na natureza, os
conceitos intuitivos e matematicos, os tipos de simetria e algumas de suas aplica¢oes nas
diversas areas.

No Capitulo 5, propomos um material didatico para ser trabalhado com os estudantes de
forma gradual por ano de estudo. Nesse material sugerimos diversas atividades, dentre elas
algumas para serem realizadas no Geogebra, explorando assim a ideia de simetria de uma
maneira visual associada aos conceitos geométricos e algébricos das figuras planas.



Capitulo 1

O surgimento e o desenvolvimento da
(Geometria Analitica ao longo da Histoéria

Neste capitulo abordamos os principais fatos historicos sobre as origens e os desenvolvi-
mentos da Geometria Analitica. As principais fontes consultadas para esta parte do trabalho
foram [3], [4], [7].

Héa diversos pontos de vista sobre as origens da Geometria Analitica e a época que isso
ocorreu. Existem indicativos de que a Geometria Analitica se iniciou na Grécia. Os gregos
antigos dedicavam-se de forma consideravel a Algebra Geométrica. A ideia de coordenadas
foi usada pelos gregos na confecgao de mapas e pelos egipcios e romanos na agrimensura.

Menaecmus (380 — 320 a.C.) era astronomo e importante gedmetra grego da Academia de
Platao. Deduziu as propriedades das segoes conicas e resolveu o problema da duplicagao dos
cubos utilizando duas curvas: uma parabola e uma hipérbole. Na tentativa de encontrar esta
solucao descobriu uma nova curva: a elipse. Essas trés curvas chamadas de segoes conicas
foram obtidas através da intersecao de um plano com uma superficie conica. Algumas vezes
foi afirmado que ele utilizava a Geometria Analitica, pois seus escritos tinham fortes indicios
do uso de coordenadas (3], p. 70), mas ndo se pode ter certeza desta afirmacao. Menaecmus
nao sabia que uma equagao com duas variaveis determinava uma curva, alias, os gregos nao
conheciam o conceito geral de equagdes com variaveis. A auséncia de notagoes algébricas
foi o principal motivo que impediu os gregos de construirem a verdadeira Geometria de
coordenadas.

Apolénio (262 — 190 a.C.) foi o maior gedbmetra grego da antiguidade e escreveu impor-
tantes tratados. Dentre eles o que mais se destacou foi o tratado sobre conicas que substituiu
todas as outras publicagoes antigas feitas sobre se¢oes conicas. Neste tratado ele deduziu,
de forma geométrica, centenas de novos teoremas sobre as se¢oes conicas, originados a partir
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dos conhecimentos de Menaecmus. Os tratados de Apolonio continham uma Matemaética
bastante avancada e inclusive muito do que conhecemos hoje como Geometria Analitica. As
dedugoes de Apolonio apresentavam fatos geométricos semelhantes as equagoes cartesianas.
Mas, o desenvolvimento da Geometria Analitica por Apolonio ficou impedido por causa das
poucas curvas que os gregos conheciam.

A aritmética de Diofanto (221 — 305 d.C), considerado o pai da Algebra, representou
um grande avanc¢o na Matematica dos gregos devido a introducao da notagao algébrica.
Ele usou abreviacoes para representar poténcias de niimeros, relacoes e operacoes, e letras
gregas para representar nimeros desconhecidos. Embora Diofanto tenha avancado no uso
das simbologias, ainda nao tinha a notacao adequada para expressar métodos mais gerais.
Isso fez com que seu trabalho se reduzisse a problemas particulares.

A Geometria grega se restringia ao estudo de um ntmero limitado de curvas planas, mas
gragas a sua predisposigao para generalizar, Pappus (290 — 350 d.C) prop6s um problema
generalizado que permitia a obten¢ao de uma infinidade de novos tipos de curvas. No entanto,
Pappus nao fez um estudo aprofundado desses lugares que simplesmente eram chamados de
curvas e que nada mais se sabia sobre elas. Desse ponto em diante se fazia necessario
trabalhar a0 mesmo tempo com Algebra e Geometria. Treze séculos apos, suas conclusdes
foram o ponto de partida para Descartes que, a partir do problema de Pappus, finalmente
impulsionou o desenvolvimento da Geometria Analitica.

Por volta de 1350, Nicole Oresme (1323 —1380) comegou a se interessar pela Matematica,
em particular por problemas que envolvia taxas de variagao, como velocidade e aceleracao.
Nesse sentido ele foi o primeiro estudioso a apresentar graficos de velocidade. Antecipou
a Geometria Analitica ao localizar pontos por coordenadas e propds o uso de um gréfico
para representar uma grandeza variavel que dependesse de outra. A funcdo era represen-
tada graficamente associando a variavel dependente com a independente, & medida que esta
ultima sofresse variagoes. Essa foi a primeira aparicao clara da equacao da reta. Assim,
pode-se considerar Oresme como inventor da Geometria de coordenadas antes de Descartes.
No entanto, as técnicas algébricas e geométricas nao permitiram que ele fosse mais longe
nesse estudo, sendo necessario esperar mais de 200 anos por Viéte, Descartes e Fermat, que
retomaram e desenvolveram os ensaios naquelas areas.

Frangois Viete (1540 — 1603), maior matemaético francés do século XVI, desenvolveu o
simbolismo da Algebra introduzindo o uso de vogais para representar incognitas e consoantes
para representar constantes. Foi um algebrista por exceléncia. O seu pensamento se apro-
ximava muito da Geometria, mas a sua Geometria tinha um nivel mais elevado do que a de
seus predecessores Apoldnio e Pappus, pois tratava as operagoes algébricas fundamentais de
forma geométrica. Ele tinha uma tendéncia muito significativa em associar a nova Algebra
com a antiga Geometria. Introduziu métodos graficos para resolver equagoes cubicas e bi-
quadradas (ou de 4° grau) e trigonometria, para as equagoes de graus mais elevados. Viéte,



que também simplifica as relagoes trigonométricas, pode ser considerado um precursor da
Geometria Analitica.

Estes acontecimentos nos quais apareceram indicios da Geometria Analitica parecem nos
confundir, mas, na realidade, o argumento principal sobre esta drea da Matematica consiste
em transferir uma analise geométrica para uma anéalise algébrica correspondente e vice-versa.
Antes de a Geometria Analitica poder desempenhar plenamente esse papel, teve que esperar
o desenvolvimento do simbolismo e dos processos algébricos. Assim, parece mais correto
concordar com a maioria dos historiadores que consideram as contribuicoes decisivas feitas
no século XVII pelos matematicos franceses René Descartes (1596 — 1650) e Pierre de Fermat
(1601 — 1665) como a origem essencial do assunto. Sem duvida, s6 depois da contribuicao
dada por esses dois homens & Geometria Analitica é que esta ganhou os contornos iniciais
da forma com que estamos familiarizados nos dias de hoje.

Figura 1.1: René Descartes.

A Matematica de Descartes tinha muita ligagdo com as obras escritas no passado e foi
numa tentativa de resgatar algumas dessas obras que Descartes deu sua principal contribuicao
a Matemaética: a Geometria Analitica. Isso, em parte, se deve ao fato de na Matematica os
conhecimentos serem acumulativos, isto é, nao se descarta nada, so se acrescenta. Em ciéncias
mais experimentais, novas descobertas algumas vezes tornam obsoleto o conhecimento até
entao existente.

A contribuigao de Descartes & Geometria Analitica se deu no ultimo apéndice do tra-
tado Discours de la Méthode pour Bien Conduire as Raison et Chercher la Verité dans les
Sciences, escrito e publicado em 1637. O titulo La Géométrie, embora nao se assemelhe
muito ao que hoje chamamos de Geometria Analitica, é dedicado a uma completa aplica-
cdo da Geometria & Algebra e da Algebra a Geometria. A primeira parte do trabalho de
Descartes é considerada a base da nova Geometria e apresenta alguns dos principios da Geo-
metria Algébrica, revelando um avango em relagao aos gregos. Assim, introduz a nocao de
coordenadas espaciais, estabelece o conceito de fungao com duas varidveis, demonstra que



cada curva corresponde a uma fungao e apresenta o processo para obtencao de raizes qua-
dradas e cubicas (J4], p. 182). Na segunda parte, mostra que, quando temos a equacdo de
uma determinada curva, podemos, através de suas tangentes, descobrir e estudar todas as
suas propriedades. A terceira parte traz uma série de teoremas, apresenta uma inovagao no
uso das nomenclaturas e introduz uma simbologia extremamente moderna que estd muito
préoxima da atual.

Figura 1.2: Pierre de Fermat.

Ao mesmo tempo em que Descartes formulava as bases da Geometria Analitica moderna,
o assunto também ocupava a atengao de outro génio matemaético francés, Pierre de Fermat.
A contribuicao de Fermat & Geometria Analitica se encontra num pequeno texto intitulado
Isagoge ad locus planos et solidos, que s6 foi publicado, postumamente, junto com sua obra
completa. Fermat era bastante modesto e contrario & publicacao de seus trabalhos. Descartes
também nao tinha o costume de publicar suas obras, mas manteve correspondéncia cientifica
com muitos dos principais matematicos de seu tempo, exercendo, dessa maneira, consideravel
influéncia sobre seus contemporaneos. Talvez por causa disso é mais comum lembrar de
Descartes como sendo criador da Geometria Analitica. Fermat usou a notagao de Viéte
para escrever seu trabalho que, assim, tinha uma aparéncia antiga em termos de simbolismo
quando comparado ao de Descartes.

Apesar de terem estudado o mesmo assunto e na mesma época, eles mantinham algumas
diferengas. Enquanto Descartes partia de um lugar geométrico e entao encontrava sua equa-
¢ao, Fermat partia de uma equagao e entao estudava o correspondente lugar geométrico. Sao
esses os dois aspectos reciprocos do principio fundamental da Geometria Analitica. Cada
um a seu modo, sabia que a ideia central era associar equacoes a curvas e superficies. Neste,
em particular, Fermat foi mais feliz. Descartes superou Fermat na notagao algébrica.



E uma pena que Fermat nao tenha publicado quase nada em toda sua vida, pois sua ex-
posicao era muito mais sistematica e didatica que a de Descartes. Além disso, sua Geometria
Analitica era um tanto mais préoxima da nossa no fato de serem as ordenadas usualmente
tomadas perpendicularmente ao eixo das abscissas. Como Descartes, Fermat percebia a
existéncia de uma Geometria Analitica a mais que duas dimensoes. Mas se Fermat tinha
realmente isso em mente nao foi além. Mesmo a Geometria em trés dimensoes teria que es-
perar até o século XVIII, antes de ser efetivamente desenvolvida. Fermat enriqueceu tantos
os ramos da matematica com tantas contribuigoes importantes que é considerado o maior
matematico francés do século XVII.

Mais tarde Jan De Witt (1625 —1672), La Hire (1390 — 1443) e Johann Bernoulli (1667 —
1748) também deram as suas contribui¢oes para a Geometria Analitica. Em 1691, Jakob
Bernoulli introduziu a idéia do sistema de coordenadas polares. Assim, com essa descoberta,
os gebmetras tiveram de romper com os sistemas cartesianos quando as situacoes indicavam
um referencial mais conveniente. Em 1731, Antoine Parent (1666 — 1716) foi o primeiro a
escrever sobre curvas nao-planas no espaco de forma analitica.

Leonhard Euler (1707—1783) foi o mais importante matematico nascido na Sui¢a do inicio
do século XVIII. Ele aumentou os conhecimentos disponiveis de quase todos os ramos da
Matematica. Além disso, Euler escrevia na linguagem e notac¢ao que usamos hoje. Usamos
as notagoes introduzidas por Euler nao s6 para designagao de nimeros importantes, mas
também em Geometria, Algebra, Trigonometria e Analise encontramos simbolos, bem como
terminologias e ideias.

O Introductio in Analysin Infinitorum de Euler é um importante tratado em dois volumes.
Escrito em 1748, serviu como fonte dos desenvolvimentos da Matematica durante a segunda
metade do século XVIII. Nessa época a ideia de fungao tornou-se fundamental na Analise
e estava implicita na Geometria Analitica de Fermat e Descartes. No primeiro volume da
Introductio, Euler define funcao de uma quantidade variavel como sendo qualquer expressao
analitica formada daquela quantidade variavel e de nimeros ou quantidades constantes. Mais
informalmente, funcao era a relacdo entre duas coordenadas de pontos sobre uma curva
tracada em um plano. O segundo volume, que era mais extenso e sistematico, descreve
os desenvolvimentos da Geometria Analitica em trés dimensoes. FEuler escreveu sobre o
uso de Geometria de coordenadas no espago, apresentando equacoes gerais para superficies.
Percebe-se como Euler trabalhava da forma mais geral possivel. Esse livro tornou o uso de
coordenadas, tanto em duas quanto em trés dimensoes, a base para um estudo sistematico
das curvas e superficies.

Gaspard Monge (1748—1818) era especialista em Geometria, além de professor e excelente
formador de curriculos ([3], p. 350). A Geometria no espago ressurgiu gracas as atividades
matematicas e revolucionarias de Monge. Foi a partir dai que a Geometria Analitica de trés
dimensoes tomou forma.



A Geometria Analitica estava muito sobrecarregada de calculos algébricos. Era necessario
desenvolver procedimentos novos e avangados. Julius Pliicker (1801 — 1868) foi um dos
pioneiros a contribuir no aprimoramento da Geometria Analitica tornando-se especialista
através de um novo e importante ponto de vista. Ele acreditava que os métodos algébricos
eram mais preferiveis que os puramente geométricos. A sua notagao abreviada influenciou
a Geometria de coordenadas. Gabriel Lamé (1795 — 1870) foi o primeiro a estudar, na
Geometria Analitica, familias a um parametro por meio do uso da notagao abreviada, mas
foi Pliicker quem levou mais longe esse estudo.

Pliicker nao conseguiu desenvolver a Geometria Analitica de mais de trés dimensoes, pois
sendo seu lado algébrico fraco, nao conseguiu aproveitar os desenvolvimentos sobre a teoria
dos determinantes. Ele s6 chegou a esse conhecimento um tempo depois no qual desenvolveu
a ideia de uma nova Geometria Analitica no espago a quatro dimensdes. Mas enquanto
isso Cayley iniciou os estudos sobre Geometria Analitica em n dimensoes através do uso de
determinantes.

O surgimento da Geometria Analitica foi essencial para que Issac Newton (1642 —1727) e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716), independentemente, pudessem desenvolver o Caculo
Diferencial e Integral, o que significou um grande avan¢o em véarias areas do conhecimento
desde entao.

Atualmente, com o auxilio de softwares computacionais a maioria das curvas e superficies
estudadas no Ensino Fundamental e Médio pode ser visualizada no plano e no espago. Tanto
o conhecimento da Historia da Matematica quanto a utilizacao desses softwares podem e
devem auxiliar o ensino de topicos de Geometria Analitica nas escolas. No capitulo 5 iremos
explorar um pouco o uso do Geogebra para essa finalidade.



Capitulo 2

A Geometria Analitica

Na primeira secao deste capitulo apresentamos os conceitos basicos de Geometria Anali-
tica e seus elementos. Na segunda secao focamos a atencao nas conicas e algumas de suas
aplicagoes.

2.1 A Geometria Analitica e seus elementos

No século XVII, Descartes, ao relacionar a Algebra com a Geometria, criou principios
matematicos capazes de analisar por meio de métodos geométricos as propriedades do ponto,
da reta e da circunferéncia, determinando distancias entre eles, localizagao e pontos de
coordenadas.

A Geometria Analitica, como ensinada nos livros escolares, pode ser explicada de uma
forma simples: ela diz respeito & definicao e representacao de formas geométricas de modo
numérico e a extragao de informacao numérica dessa representacao.

Com base nesses estudos, a Matemaética passa a ser vista como uma disciplina moderna,
capaz de explicar e demonstrar situacoes relacionadas ao espago. As noc¢oes intuitivas de
vetores comegam a ser exploradas de forma contundente na busca por resultados numéricos
que expressem as ideias da unido da Geometria com a Algebra [16].

Os conceitos de ponto, reta e plano sao considerados nogoes intuitivas da Geometria
desde Euclides. Na Geometria Analitica, utilizamos essa intuicdo para representa-los com
dados numéricos ou equagoes.

A base da Geometria Analitica estd em representar os pontos de uma reta utilizando os
nameros reais. Cada ponto de uma reta é representado por (ou representa) um tinico nimero
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real e vice versa. Esse nimero real é obtido pela distancia entre o referido ponto e a origem
da reta, que é o ponto relacionado com o niimero zero como mostra a Figura [2.1]

Figura 2.1: Reta Real.

Posteriormente, essa idéia foi expandida para a representacao de pontos no plano e no
espago como descrevemos na Figura 2.2

VA

Figura 2.2: O ponto P localizado no plano e no espaco.

O objeto fundamental de destaque na Geometria Analitica é, sem duavida, o sistema de
coordenadas cartesianas, pois uma vez estabelecido, permite manipular em duas dimensoes,
equagoes de retas e curvas e, em trés dimensoes, retas, planos e superficies em geral.

O plano cartesiano é formado por dois eixos perpendiculares, ou seja, eixos que, ao
se cruzarem, formam entre si quatro angulos de 90°. Cada ponto no plano cartesiano é
determinado pela coordenada situada no eixo horizontal e situada no eixo vertical. Ao
localizarmos um ponto, temos a sua posicao representada pelo par ordenado de niimeros.

J& os pontos do espaco sao representados por um conjunto de trés nimeros reais, conhe-
cidos como ternas ordenadas. Cada terna ordenada representa um tnico ponto no espaco e,
vice-versa, a cada ponto do espaco fica univocamente associada uma terna de ntimeros reais.

O conceito de distancia, portanto, ¢ um dos mais importantes dentro da Geometria
Analitica. Por meio dele sao definidos outros conceitos importantes, como o de circunferéncia.
Além disso, a maioria das defini¢bes algébricas de figuras geométricas é obtida por intermédio
do conceito de distancia.

Se um ponto pertence a uma reta e é representado por um numero real, dizemos que
o lugar geométrico onde esse ponto esta localizado (a reta) possui apenas uma dimensao
e o numero real é chamado de coordenada do ponto. Caso o ponto pertenca a um plano,
é representado por um par de ntmeros reais. O lugar geométrico onde esté localizado (o
plano) possui duas dimensdes e esse ponto possui duas coordenadas. Desse modo, o ntimero
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de coordenadas que um ponto possui é igual ao nimero da dimensao que possui o lugar
geométrico onde esse ponto esté localizado. O ponto pertencente ao espago tridimensional,
por exemplo, sera representado por trés coordenadas.

Qualquer objeto matematico, figura geométrica, forma, etc., que esteja no espago pode
ser representado geometricamente por um desenho ou algebricamente por uma férmula ma-

temética. Essa formula é o que materializa a Geometria Analitica e conecta a Geometria a
Algebra.

O estudo da Geometria Analitica geralmente é dividido em tépicos e ensinado de acordo
com o nivel em que o aluno se encontra. No Ensino Fundamental, estuda-se o sistema carte-
siano ortogonal no plano, de modo bastante intuitivo. No Ensino Médio, sao aprofundados
0s conceitos e as equacoes sao associadas as curvas, ainda no plano. Somente no Ensino Su-
perior, em alguns cursos de Ciéncias Exatas, é trabalhada a Geometria Analitica Espacial,
com tratamento vetorial [17].

Os conteudos trabalhados no Ensino médio sdo:

1. O ponto

1.1 Plano Cartesiano
1.2 Distancia entre dois pontos
1.3 Ponto médio de um segmento

1.4 Condicao de alinhamento de trés pontos
2. A reta

2.1 Equacgoes da reta

2.2 Posicoes relativas entre retas
2.3 Angulo entre retas

2.4 Paralelismo

2.5 Perpendicularidade

2.6 Distancia entre ponto e reta
3. A circunferéncia

3.1 Equagoes da circunferéncia
3.2 Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia
3.3 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

3.4 Posicoes relativas entre circunferéncia e circunferéncia
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4. As coOnicas

4.1 Elipse
4.2 Hipérbole
4.3 Paréabola

No Ensino Superior, estuda-se os seguintes topicos:

1. Vetores

1.1 O que sao e como se representam os vetores?
1.2 Operagoes basicas envolvendo vetores

1.3 Angulo entre vetores
2. Quadricas

2.1 Elipsoide
2.2 Hiperboloéide
2.3 Paraboloide

2.2 Conicas: nocoes intuitivas, propriedades e aplicagoes

O estudo sistematico das conicas ou das se¢oes conicas foi realizado pelo gedbmetra grego
Apoldnio. Ele registrou seus estudos numa obra composta por 8 volumes chamada Seg¢oes
Conicas. A obra de Apolénio foi a mais completa e aprofundada e, além disso, ele conseguiu
gerar todas as conicas de um tunico cone de duas folhas, simplesmente variando o plano de
intersecao, como mostra a Figura [2.3]

Figura 2.3: Conicas.
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A importancia da contribuicao da obra de Apolénio estd na sua influéncia nos estudos
astronomicos e geograficos de Ptolomeu, nas aplicagoes de 6tica, na construcao de espelhos,
no estudo das orbitas planetarias de Kepler (1571 — 1630), nos estudos sobre a trajetoria
de projéteis de Galileu (1564 — 1642) e outros. Mais tarde, mateméaticos como Newton
(1643—1727) e Fermat também fizeram uso, mesmo que indiretamente, dos estudos deixados
por Apolonio [23].

Consideremos um cone circular reto e um plano que o intercepta. Da posi¢ao deste plano
relativamente ao cone, a se¢ao obtida na superficie lateral poder ser uma circunferéncia, uma
elipse ou uma pardbola.

2.2.1 A circunferéncia

E uma curva obtida quando o plano é perpendicular ao eixo do cone e nio passa pelo
vértice [2]. A circunferéncia também pode ser definida como o conjunto de todos os pontos
que estao a uma mesma distancia de um ponto fixo. Essa distancia é o raio e o ponto fixo é
o centro da circunferéncia. Veja na Figura [2.4]

A circunferéncia é uma figura plana que pode ser rodada em torno de um ponto sem
modificar sua posi¢ao aparente e é simétrica em relacao a um numero infinito de eixos de
simetria, caracteristicas nao comumente encontradas em outras figuras planas.

O estudo das circunferéncias, de seus elementos como o perimetro e a area, e de outras
relagoes envolvendo essas curvas tem sua importancia dada pela grande variedade de itens
com essa forma presentes em nosso dia a dia. Um exemplo é a roda que, devido ao fato de
ter essa forma circular, faz com que a acao da for¢a de atrito com o solo seja minimizada,
facilitando o deslocamento de grandes massas [23].

Figura 2.4: A circunferéncia.
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2.2.2 A elipse

E uma curva obtida quando o plano é obliquo ao eixo, nao passa pelo vértice e nao
é paralelo a nenhuma geratriz do cone [2]. Na elipse ha a presenga de dois pontos fixos,
denominados focos. A soma das distancias de qualquer ponto da elipse até esses focos é
sempre um valor constante. Observe a Figura

Figura 2.5: A elipse.

Uma propriedade muito importante da elipse é que qualquer raio luminoso ou onda sonora
que saia de um dos focos seré refletido pela elipse na direcao do outro foco. Essa propriedade
justifica algumas aplicagoes da elipse como, por exemplo, a aplicagao 6ptica de um dispositivo
de iluminagao usado em consultorios odontologicos. Este dispositivo consiste num espelho
com a forma de um arco de elipse e numa lampada que se coloca no foco mais proximo.
A luz da lampada é concentrada pelo espelho no outro foco, ajustando-se o dispositivo de
forma a iluminar o ponto desejado.

Ainda no campo da saude, existe um procedimento muito utilizado no tratamento de
calculo renal, denominado litotripsia extracorporea. Neste procedimento, conforme mostra
a Figura [2.0] ondas de choque criadas fora do corpo do paciente viajam através da pele e
tecidos até encontrarem os célculos mais densos, pulverizando-os. O litotriptor possui um
espelho eliptico que concentra os raios emitidos num determinado ponto com grande precisao.

Figura 2.6: Litotripsia extracorpoérea.

Outra aplicacao da propriedade acima é no campo da acustica utilizada em igrejas, audi-
torios e teatros, pois quando duas pessoas estao cada uma em um dos focos de um elipséide
(solido que se obtém rodando uma elipse em torno do seu eixo, isto é, da reta definida pelos
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dois focos) e uma delas falar, mesmo que seja baixo, a outra pessoa ouvird perfeitamente,
mesmo que haja outros ruidos e sem que as demais pessoas que estiverem entre os dois focos
possam ouvir. Esses espagos sao chamados de sala dos murmurios ou sala dos sussurros e
sao utilizados em véarios edificios piblicos da Europa e dos Estados Unidos.

Na Arquitetura e Engenharia ha uma grande variedade de aplica¢gbes como no famoso
Coliseu de Roma e em outras construgoes de pontes, arcos e cupulas de igrejas.

Figura 2.7: Coliseu de Roma.

Outra aplicagao da elipse foi nos estudos de Kepler na drea de Astronomia. Ele formulou
trés leis a respeito dos movimentos planetarios, sendo que a primeira dessas leis afirma que
os planetas descrevem oOrbitas elipticas com o Sol ocupando um dos focos [23].

Figura 2.8: As Leis de Kleper.

2.2.3 A parabola

E uma curva obtida quando o plano ¢ paralelo a uma s6 geratriz do cone [2]. Na parébola,
todos os pontos estao a uma mesma distancia de um ponto fixo, denominado foco, e de uma
reta fixa, chamada diretriz.Veja a Figura [2.9]

Figura 2.9: A paréabola.
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A propriedade de destaque na parabola, denominada de propriedade de reflexao, é o fato
de que todo raio luminoso ou onda sonora que incida sobre a parabola paralelamente ao
seu eixo é refletido de modo a passar pelo foco da parabola. O processo inverso também
acontece, ou seja, qualquer raio ou onda que seja emitido do foco da parabola e que incida
sobre a paréabola é refletido numa mesma dire¢ao segundo retas paralelas ao eixo da parabola.
Essa propriedade faz com que a parabola apresente varias aplicagoes, como por exemplo, em
antenas parabolicas, fardis de veiculos, fornos solares e em telescopios.

Em particular, no caso dos fornos ou coletores solares, os raios de luz ao encontrarem
um espelho parabélico convergem para o foco do espelho, onde a temperatura pode chegar
a 3.500°C, e neste ponto, é colocado um dispositivo que ira utilizar a energia concentrada.
Essa energia pode ser usada para gerar eletricidade, derretimento de ago, fazer combustivel
de hidrogénio ou nanomateriais. A seguir, a imagem do maior forno solar do mundo, situado
na Franca.

Figura 2.10: Maior forno solar do mundo.

Na engenharia, as pontes suspensas (juntamente com as pontes estaiadas) sao bastante
utilizadas, pois possibilitam os maiores vaos. Nessas pontes, a base (tabuleiro) ¢ sustentada
por varios cabos metéalicos verticais (pendurais) ligados a dois cabos maiores principais que,
por sua vez, sao conectados as torres de sustentacao. Os cabos comprimem as torres de
sustentacao e estas tultimas transferem as forcas de compressao para as fundacoes. Como
os cabos verticais sao distribuidos de maneira regular, a carga da ponte é distribuida de
modo uniforme aos cabos principais, que formam uma parabola. A maior ponte suspensa do
mundo, que fica no Japao, tem extensao de quase 4 Km e vao central de quase 2 Km. Outra
ponte suspensa, conhecida no Brasil, é a Ponte Hercilio Luz, que fica em Florianopolis, SC
[23], como mostra a Figura [2.11]

Figura 2.11: Ponte Hercilio Luz - Florian6polis, SC.
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2.2.4 A hipérbole

Se considerarmos dois cones iguais e opostos pelo vértice e o plano secante paralelo a duas
geratrizes, obteremos na superficie lateral dos dois cones a curva constituida por dois ramos
chamada hipérbole [2]. Na hipérbole ha a presenca de dois pontos fixos, denominados focos,
tal que a diferenca entre as distancias de qualquer ponto da hipérbole aos focos é sempre um
valor constante. Veja a Figura|[2.12
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Figura 2.12: A hipérbole.

A propriedade de reflexao da hipérbole afirma que qualquer segmento de reta dirigido a
um dos focos da hipérbole encontra o ramo correspondente e é refletido em direcao ao outro
foco. Essa propriedade é muito aplicada nos telescopios de reflexao, os quais sao constituidos
de dois espelhos, sendo um maior, que é parabdlico e outro menor, que é hiperboélico. Esses
dois espelhos dispoem-se de modo que os eixos da pardbola e da hipérbole coincidam e que
o foco da parabola coincida com um dos focos da hipérbole, conforme Figura [2.13]
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Figura 2.13: Telescopio de Reflexao.

Nesse tipo de telescopio, quando os raios de luz se refletem no espelho parabélico sao
dirigidos para o foco, pela propriedade de reflexao da pardbola. Como este também é foco da
hipérbole, pela propriedade de reflexao desta os raios de luz refletem-se no espelho hiperboélico
e seguem em dire¢ao ao outro foco da hipérbole. Os raios de luz passam através de um orificio
no centro do espelho primério, atrds do qual estd uma lente ocular que permite corrigir
ligeiramente a trajetéria da luz, que chega finalmente aos olhos do observador ou a pelicula
fotografica. A vantagem deste tipo de telescopio reside no fato de ter um comprimento muito
menor do que os telescopios de refragao (isto ¢, de lentes) com o mesmo poder de ampliagao.
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As curvas hiperbolicas também sao utilizadas na arquitetura como pode ser observado
da Catedral de Brasilia e no planetario do St. Louis Science Center, nos Estados Unidos.

Figura 2.14: Catedral de Brasilia.

Ja na engenharia civil, o hiperboléide (solido originado da rotagdo de uma hipérbole) é
utilizado na construcao de torres de refrigeracao de usinas nucleares. Isso se deve ao fato
de que o hiperboldide é uma superficie duplamente regrada, ou seja, para cada um dos seus
pontos existem duas retas distintas que se interceptam na superficie. Deste modo as torres
podem ser construidas com vigas de ago retas, permitindo assim uma minimizacao dos ventos
transversais e mantendo a integridade estrutural com uma utilizagdo minima de materiais

de construgao.

Figura 2.15: Hiperboloéide.

Finalmente, outra importante utilizacao das hipérboles é no sistema de localizacao em
navegacao, denominado de LORAN (Long Range Navigation - Navegacao de Longa Distan-
cia). Este sistema permite a um navegante de um navio ou o piloto de um aviao achar sua
posicao sem confiar em marcos visiveis. O LORAN utiliza hipérboles confocais, isto é, hipér-
boles com um dos focos em comum, onde estao os radares que emitem sinais. Cada par de
radares da uma hipérbole que contém a posi¢ao do navio ou do aviao e, assim, a sua posi¢ao
exata é o ponto onde as trés hipérboles interceptam-se. Essa posi¢ao pode ser determinada
pela plotagem das trés hipérboles em um mapa, obtendo a intersecao em comum usando
coordenadas e computando algebricamente a intersegao [23].



Capitulo 3

Analise de livros didaticos

Na primeira secao deste capitulo apresentamos uma anélise de quatro livros didaticos,
dois do Ensino Fundamental e dois do Ensino Médio, em relagao aos contetidos de Geometria
Analitica contido nesses livros. Na segunda sec@o, analisamos a presenca de contetidos
referentes a simetria em alguns livros didaticos em uso atualmente.

3.1 A Geometria Analitica nos livros didaticos

Em geral, no Ensino Fundamental é feita uma introducao a quase todos os contetudos
da Matemética e no Ensino Médio estes conhecimentos sao consolidados e aprofundados. A
Geometria Analitica é pouco abordada no Ensino Fundamental. De acordo com as expe-
riéncias ao longo de alguns anos em sala de aula lecionando para alunos dos dois niveis e
observando os livros didaticos pude constatar que nas séries finais do Ensino Fundamental é
estudado o sistema de coordenadas cartesianas e a localizagao de pontos no plano cartesiano.
Ao estudar equagoes com duas incognitas e sistemas de equagdes com duas incognitas usa-
mos o sistema de coordenadas para representar e ou encontrar solugoes. O plano cartesiano
também é usado para construir os gréaficos das funcoes de 1° e 2° graus.

As colegoes de livros do Ensino Fundamental selecionadas foram: A conquista da Mate-
mdtica e Vontade de saber Matemdtica. A colegao A conquista da Matemdtica é de autoria
de José Ruy Giovanni Junior e Benedito Castrucci, publicada pela editora FTD, em 2009
e usada nos anos de 2011, 2012 e 2013 pela Escola Estadual José Alves de Magalhaes, mu-
nicipio de Brés Pires, MG. A cole¢ao Vontade de Saber Matemdtica é de autoria de Joamir
Souza e Patricia Moreno Pataro, publicada pela editora FTD em 2012 e foi usada nos anos
de 2014, 2015 e 2016 pela Escola Estadual Terezinha Pereira em Dores do Turvo, MG.
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As colec¢oes de livros do Ensino Médio selecionadas foram: Matemdtica, Ciéncia, Lin-
guagem e Tecnologia e Matemdtica, Ciéncia e Aplicagoes. A colecao Matemdtica Ciéncia,
Linguagem e Tecnologia é de autoria de Jackson Ribeiro, publicada pela editora Scipione, em
2010 e foi usada nos anos de 2012, 2013 e 2014 pela Escola Estadual Senador Levindo Coelho
situada no municipio de Uba, MG. A colecao Matemdtica, Ciéncia e Aplicagoes é de auto-
ria de Gelson Iezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e Nilze de Almeida,
publicada pela editora Saraiva, em 2013 e foi usada nos anos de 2015 e 2016, continuando
seu uso em 2017 pela Escola Estadual Terezinha Pereira.

Ao analisar as cole¢oes pude constatar que a Geometria Analitica nao esté presente nos
4 livros didaticos de cada colecao. Na Colecao 1, a Geometria Analitica esté4 pouco presente
e aparece nos livros do 6° e 9° anos; na Colecao 2, a Geometria Analitica é estudada so-
mente nos livros do 8° e 9° anos; nas Colegoes 3 e 4 observa-se que a Geometria Analitica é
trabalhada somente no livro do 3° ano do Ensino Médio. Estes livros foram analisados minu-
ciosamente, observando-se quais topicos apareceram e como foram tratados. Nas subsecoes
seguintes descrevemos os contetdos de cada um dos livros analisados. A figura [3.1] mostra a
capa de um exemplar de cada uma das colegoes.

MATEMATICA
ciéncia e aplicacoes

VOLUME

A conguista
| da Materiatica

José Ruy Giovanni .
P b MATEMATICA

ENSINO
MEDIO

Vontade
de Saber

MATEMATICA

MANUAL DO

e

Figura 3.1: Livros didaticos

3.1.1 A Conquista da Matematica

Em anélise ao livro do 6° ano, no Capitulo 2 Calculando com nimeros naturais, Segao 7
Resolvendo problemas, no tépico Tratando a informagao, o autor fala sobre Localizacao de
pontos no plano cartesiano. Ele menciona o assunto para ensinar o estudante a jogar Batalha
Nawal, como mostra a Figura[3.2] Faz-se uma comparagao entre o jogo e o plano cartesiano.
No jogo, para localizar as embarcagoes na batalha naval, utiliza-se as coordenadas: letra
(horizontal) e nimero (vertical), nessa ordem. No plano cartesiano, identificamos os pontos
por meio de pares de ntimeros: o primeiro (abscissa) marcado no eixo horizontal e o segundo
(ordenada) marcado no eixo vertical.
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Figura 3.2: Colecao 1, Volume 6, Pagina 82.

Analisando o livro do 9° ano, no Capitulo 5 que fala sobre Fun¢ao polinomial do 1°
grau, na Segao 29, o autor trata do assunto O sistema de coordenadas cartesianas. A segao
comega com um toépico intitulado Explorando. A Figura[3.3mostra a maquete de uma cidade
e um sistema de referéncias indicado por letras e nimeros. Para localizar os elementos dessa
maquete, adotamos uma letra e um nimero, nessa ordem. Por exemplo, a torre da igreja
pode ser representada pelo par ordenado (C,9).

Em seguida, o autor explica que um par de niimeros, dispostos numa certa ordem, pode
determinar a posi¢ao de um ponto no plano. O primeiro nimero representa a distancia
medida horizontalmente e o segundo representa a distancia medida verticalmente do ponto
em relacdo a um par de retas ortogonais que se interceptam. E assim que se constréi um
sistema no qual pares de niimeros podem ser associados a pontos e vice-versa.

No topico Aplicagoes do sistema cartesiano sao apresentados alguns exemplos sobre a
utilizacao do plano cartesiano para a localizacao de qualquer ponto em mapas, plantas de
regioes e graficos. Dando continuidade ao topico, o autor ensina a construir o plano cartesiano
usando duas retas perpendiculares que se cruzam, uma horizontal, eixo z, e outra vertical,
eixo y. O ponto de intersecao das retas recebe o nome de origem. Os eixos sao divididos
em segmentos de mesma medida. A cada ponto de cada reta corresponde um numero real.
Os numeros positivos a direita e acima da origem; os niimeros negativos a esquerda e abaixo
da origem. O sistema formado recebe o nome de plano cartesiano. Assim, todo ponto do
plano fica definido a partir de dois valores: um no eixo x e outro no eixo y, ou seja, todo
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ponto pode ser representado por um par ordenado (x,y). Esses valores sao as coordenadas
do ponto. E dado um exemplo de plano cartesiano no qual estdao desenhados alguns pontos
para que possa ser feito a identificacao das suas coordenadas.

29) sISTEMA DE COORPENAPAS
CARTESIANAS

@ploranao

Afigura ab
cia indic;

147

Figura 3.3: Colecao 1, Volume 9, Pagina 147.

Esse trabalho de construcao é bem interessante, pois quando o estudante aprende a
construir o plano cartesiano, ele é capaz de localizar e determinar as coordenadas do ponto
com mais facilidade e compreensao.

No toépico Sistema cartesiano nos jogos é apresentado um tabuleiro de xadrez, Figura
[3.4] Nesse tabuleiro se torna mais facil localizar a posigao de uma pega usando o sistema de
coordenadas. A localizagao de cada casa é identificada por um par ordenado de ntmeros: o
1° nimero identifica a fila vertical (coluna) e o 2°, a fila horizontal (linha).

Os exercicios propostos sao bem técnicos e nao ha muita contextualizacao. Estes desen-
volvem no estudante a capacidade de localizar pontos, objetos, pessoas e lugares no plano
determinando suas coordenadas.

Na se¢ao 32 que fala sobre Grdfico da fung¢ao polinomial do 1° grau no plano cartesiano,
o autor nos diz que podemos representar graficamente uma fungao polinomial do 1° grau,
utilizando um sistema de coordenadas cartesianas. Essa representacao deve nos dar todas
as informagoes sobre como se comporta essa funcao sendo um recurso muito utilizado por
ser de facil visualizagao.
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Figura 3.4: Colecao 1, Volume 9, Pagina 152.

Nos exemplos, é dada uma funcao para que seja feito o grafico. Observe a Figura |3.5]
Atribui-se alguns valores para x, substitui na fungao e encontra-se os valores corresponden-
tes para y. Em seguida localiza-se os pares de nimeros no plano cartesiano. Atribuindo
infinitos valores para a variavel independente x podemos encontrar infinitos valores para a
variavel dependente y. Obtemos assim, infinitos pontos alinhados formando sempre uma
reta. O mesmo acontece no Capitulo 6 destinado ao estudo de Fungao polinomial do 2° grau
ou Fung¢ao quadrdtica, na segao 36 sobre Grdfico da fun¢ao quadrdtica, cujo grafico € uma
parabola.

3.1.2 Vontade de Saber Matematica

O Capitulo 4 do livro do 8° ano é dedicado ao estudo do Plano Cartesiano. O autor
comeca falando sobre Coordenadas geogrificas, latitude e longitude. Apresenta uma figura
do globo terrestre onde é destacado o sistema de coordenadas geograficas de lugares famosos
no mundo. Em seguida, o autor propoe uma Conversa sobre o assunto, onde pergunta ao
aluno sobre o conhecimento, utilizacao e importancia do GPS automotivo. O interessante
¢ que ele faz uma integracao da Geografia com a Mateméatica ao mencionar o meridiano
de Greenwich e a linha do Equador para fazer certas localizacoes. E imprescindivel que o
aluno tenha o conhecimento geogréafico sobre o assunto ou que o professor detenha desse
saber para explicar ao aluno caso ele nao saiba ou nao se lembre. O autor fala também
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muito brevemente sobre Localizag¢ao. Nesse momento ele propoe uma situagao em um teatro
onde é preciso identificar a localizagao de uma cadeira, lugar onde a pessoa que comprou
o ingresso vai se sentar. Essa localizacao é feita usando codigos. O codigo é composto por
uma letra, que indica a linha, e por um nimero, que indica a coluna. Por exemplo, se no
ingresso estiver escrito Cadeira H12, significa que a cadeira a ser ocupada esté na linha H
e coluna 12. Esse assunto é bem introdutoério e bésico e envolve nao apenas o conhecimento
matematico, mas o contextualiza.

36) gRAFICO DA FUNCAO QUADRATICA

Na unidade anterior, vimos que o grafico de uma fung&o polinomial do 1 grau, dada por
y = ax + b, parax € R, é uma reta.

Agora, conheceremos a figura que representa o grafico de u
2¢ grau ou fungéo quadratica

Veja 0s exemplos:

1 Construir, no plano cartesiano, o gréfico da fungao y = x
mero real

Inicialmente, vamos atribuir algu
valores -3, =2, 0, 2, 3
Compondo a tabela para determi

Agora, precisamc
pontos no plano cartesiano.

serva na figura,
parébola.

Figura 3.5: Colecao 1, Volume 9, Pagina 177.

Em seguida sao propostas atividades envolvendo localizacao de objetos, lugares e pon-
tos. Dentre elas destacamos algumas que estao contextualizadas e outras que apresentam a
interdisciplinaridade, como por exemplo, na Figura |3.6|

Na Secao seguinte, Fstudando o plano cartesiano, ele formaliza o conhecimento e apre-
senta o sistema de coordenadas cartesianas. Faz um breve relato histérico sobre as origens
desse sistema de localizacao de pontos, por quem e quando se desenvolveu. Introduzir o
conteido no seu contexto histérico é de suma importancia para uma melhor compreensao
do aluno sobre o assunto.

O autor conclui o texto apresentando a seguinte definicao de plano cartesiano: O plano
cartesiano é composto por duas retas numeradas, uma horizontal e outra vertical, que se
cruzam perpendicularmente em um tnico ponto, chamado origem. A reta horizontal é deno-
minada eixo das abscissas (eixo x) e a reta vertical, eixo das ordenadas (eixo y). A localizagao
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de um ponto no plano cartesiano é indicada por meio de coordenadas cartesianas que sao
representadas por um par ordenado na forma (x,y).

& contexto

BN Leia algumas informagdes acerca do jogo de xadrez

Xadrez

O tabuleiro de um jogo e xadrez é composto por 64 casas, distribuidas em 8 linhas e 8 colunas.
Gada uma das pegas do jogo movimenta-se nesse tabuleiro de acordo com algumas regras.
O cavalo, por exemplo, realiza um movimento que lembra a letra “L". O tabuleiro abai-
X0 as casas para as quais o cavalo poderia se movimentar a partir da posigao que ocupa.

a) No tabuleiro acima, qual posigao é ocupada pelo cavalo?
b) Dessa posigéo, para quais outras o cavalo podera se movimentar?

©) Se o cavalo estiver em A2, para quais posigdes ele poderd se movimentar?

Figura 3.6: Colecao 2, Volume 8, Péagina 80.

A seguir, ele coloca a figura de um plano cartesiano onde é mostrado o eixo das ordenadas,
o eixo das abscissas e o sentido positivo e negativo de cada um. Um exemplo é dado para
que o aluno possa entender como é feita a localizacao de um ponto no plano obtendo suas
coordenadas.

As atividades propostas sao numerosas e, as vezes, contextualizadas, enfatizando a loca-
lizagao de pontos em diversas situagoes.

Para finalizar o capitulo, ele apresenta o topico Refletindo sobre o capitulo, onde retoma
os contetdos estudados de uma forma mais participativa e envolvente através de perguntas
que levam o aluno a refletir sobre a utilizacao do contetido na pratica. O tépico Explorando
o tema fala um pouco mais sobre os eixos fazendo um relato dos desenvolvimentos ao longo
da histéria e a sua importancia nos dias atuais. A revisao e os testes retomam todos os
conhecimentos através de exercicios mais contextualizados e testes com questoes de avaliagoes
externas como OBMEP e outras.

O autor aborda o tema novamente no Capitulo 7 sobre Fquacoes, sistemas de equagoes
e inequacoes. Na secao Equacgoes do 1° grau com duas incognitas, ele fala sobre as equagoes
do 1° grau que possuem duas incognitas, por exemplo, x e y, e que podem ser escritas na
forma ax + by = ¢, em que a, b e ¢ sao numeros reais, com a # 0 e b # 0. Neste tipo de
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equagao, as solugoes sdo dois nimeros expressos por pares ordenados (x,y) e representados
graficamente. As constatacbes sao feitas a partir de um exemplo onde se atribui alguns
valores independentes pra variavel x, substitui na equacao e encontra o valor correspondente
de y. Podemos observar que para qualquer valor real atribuido & incognita x temos um valor
correspondente de y. Cada par ordenado de niimeros reais representa um ponto. Ha infinitos
pares ordenados que sao solugoes de uma equagao do 1° grau com duas incégnitas, portanto
existem infinitos pontos. Esses pontos, quando localizados no plano cartesiano, constituem
uma reta. Importante ressaltar que o autor nao define a solugdao da equagao de imediato e
sim permite que o estudante construa as suas ideias.

Nas atividades propostas ele traz um grafico onde estao localizados alguns pontos ligados
por uma reta. Em seguida, apresenta quatro equagoes e pede para identificar qual delas
é a equacao cuja solucao esta representada no grafico. No proximo exercicio ele pede que
o estudante construa, no plano cartesiano, o grafico correspondente as solugoes de cada
equacao dada.

Outro momento em que o autor utiliza o sistema de coordenadas cartesianas é na se-
cao destinada ao Sistema de duas equacoes do 1° grau com duas incognitas. Aqui temos
duas equacoes e duas incognitas e devemos encontrar uma solu¢ao que satisfaca as duas ao
mesmo tempo. A soluc@o de um sistema também pode ser determinada graficamente. Neste
caso, representa-se o sistema em um plano cartesiano e determinam-se as solugoes das duas
equagoes dadas por duas retas que podem ser concorrentes, paralelas ou coincidentes. Se
as retas forem concorrentes, ou seja, se cruzam em um Unico ponto, o sistema tem uma
tnica solucao que corresponde as coordenadas do ponto de intersecao das duas retas. Se as
retas sao paralelas e distintas, o sistema nao tem solugao e se as retas forem coincidentes, o
sistema tem infinitas solu¢oes que correspondem as coordenadas de cada ponto dessas retas.

Nas atividades ele propoe um exercicio que pergunta qual dos graficos representa a solugao
do sistema dado. Sao trés graficos nos quais as retas representadas se cruzam em um ponto.
O estudante devera verificar quais desses pontos de intersecao é a solugao do sistema dado,
substituindo cada um deles nas equagoes do sistema. Se as coordenadas do ponto satisfazem
as duas equacoes simultaneamente, entao esse ponto é a solugao do sistema.

No préximo exercicio, o autor pede para associar cada sistema de equagodes a sua re-
presentacao grafica. Os trés graficos apresentam os trés casos de solugoes: em um as retas
sao paralelas e distintas, no outro as retas sao coincidentes e no terceiro as retas sao con-
correntes. E necessério que o aluno use uma estratégia bastante interessante para resolver
esse exercicio: se uma das equacoes € multipla da outra, entao as retas sao coincidentes. Se
somente o primeiro membro das equagoes sao miltiplos, e o termo independente é diferente,
entao as retas sao paralelas. Em outro exercicio, o aluno deve construir a representacao
grafica de cada sistema dado, dizer se ele possui solugao, quantas sao e se tiver uma tnica
solucao escrevé-la.
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Nessa secao o autor induz o estudante a encontrar a solugao de um sistema através do
grafico. Na proxima secao, destinada a resolucao de sistemas de duas equagoes, o autor
mostra como resolver um sistema usando os métodos da adi¢ao e da substituicao. Em to-
dos os métodos, é feita a representacao da solucao do sistema graficamente, fazendo um
paralelo entre o método algébrico e o método geométrico. O autor também apresenta situ-
agoes concretas onde se aplica o conhecimento desenvolvido na se¢ao com varios problemas
contextualizados.

Na secao Inequacgoes do 1° grau com uma incdégnita, o autor explica o que é uma inequacao,
ensina como resolver uma inequagao e representa a solugao através da reta real destacando
a parte dessa reta que contém os ntimeros que sao solu¢oes da inequagao.

Para finalizar o capitulo, além de apresentar o topico Refletindo sobre o capitulo, a Revisao
e os Testes, apresenta também o topico Acessando tecnologias, no qual faz o uso do GeoGebra
para representar retas no plano cartesiano. Veja a Figura[3.7] Sao propostos dois exemplos:
um pede para representar graficamente a solugao de uma equagao com duas retas incognitas
e o outro, pede para resolver graficamente um sistema de equagcoes.

K1 selecione a opgao Malha no menu Exibir.

Novo ponto

Figura 3.7: Colecao 2, Volume 8, Pagina 170.

Analisando o livro do 9° ano, observa-se que no capitulo referente as Equagoes do 2° grau
e sistemas de equacgoes, na segao sobre Sistema de duas equacoes com duas incognitas, o
autor utiliza o sistema de coordenadas cartesianas para representar a solucao de um sistema.
Nesse caso, faze-se apenas a localizacao dos pontos que sao solucao do sistema no plano
cartesiano.
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No capitulo que trata das Funcoes, secao destinada a Representa¢ao grdafica de uma
fungdo, o autor retoma os conhecimentos sobre plano cartesiano vistos no ano anterior.
Faz uma mencao histérica destacando René Descartes como a pessoa que mais contribuiu
para o estudo do plano cartesiano. Em seguida, propoe uma situacao envolvendo funcao
na qual é atribuido alguns valores para = e encontra-se os valores correspondentes de y.
Assim, sao obtidos alguns pares ordenados de nimeros que podem ser localizados em um
plano cartesiano. Como podemos atribuir infinitos valores para a variavel independente x,
encontraremos infinitos valores para a variavel dependente y. Portanto, existem infinitos
pontos que unidos formam o grafico da funcao. Se a funcao é do 1° grau, ou seja, a funcao
é afim, o grafico que a representa é uma reta e se a funcao é do 2° grau, isto é, a funcao é
quadratica, entao o grafico é uma curva chamada de parébola.

No Ensino Médio, é comum trabalhar a Geometria Analitica no 3° ano, ocasidao em que
se estudam a reta, a circunferéncia e as conicas no plano cartesiano. A fragmentagao dos
conceitos estudados é um aspecto que persiste na Geometria Analitica trabalhada no Ensino
Médio e tem sido alvo de criticas por parte dos profissionais que trabalham na area. No
estudo da reta, por exemplo, as equagoes nas diferentes formas geral, reduzida, segmentaria,
paramétrica sao apresentadas isoladamente e nao ha uma abordagem mais integrada dessas
equacoes.

No estudo da circunferéncia e das conicas também ha uma segmentagao como observado
no estudo da reta. O que intensifica essa limitagao é a atengao crescente que vem sendo
dispensada ao método de completar quadrados para obter a forma candnica de equacao de
uma circunferéncia e que permite determinar as coordenadas do centro e o comprimento do

raio.

E importante fazer as conexdes entre a Geometria Analitica e outros topicos como: grafi-
cos de funcoes; representacoes geométricas dos sistemas lineares; matrizes de transformacgoes
geométricas. Apesar disso, ainda sao pouco valorizadas no Ensino Médio essas articulagoes,
tanto ao tratar dos sistemas lineares, fungoes e matrizes, quanto no estudo da Geometria
Analitica.

3.1.3 Matematica, Ciéncia, Linguagem e Tecnologia

A unidade III é dedicada ao estudo da Geometria Analitica e estd dividida em trés
capitulos.

O capitulo 5 é destinado ao estudo do ponto e da reta. No tépico 1, o autor faz uma in-
trodugao & Geometria Analitica relatando brevemente como se deu o seu surgimento citando
as contribuicoes dos matemaéticos franceses René Descartes e Pierre de Fermat.
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Na secao Conversando sao apresentadas algumas perguntas para que o professor possa
conversar com os estudantes sobre a Geometria Analitica. Sdo questionamentos que levam a
refletir como a Geometria Analitica pode aliar a Geometria com a Algebra. Por meio deles
sao verificados os conhecimentos sobre grafico de funcao e representacao de um sistema no
plano cartesiano e a contribui¢ao da Geometria Analitica no estudo desses contetdos.

No tépico 2, o autor traz a defini¢ao de sistema cartesiano ortogonal, que é formado por
duas retas perpendiculares que se cruzam em um tnico ponto. O plano determinado pelos
eixos é chamado plano cartesiano.

O topico 3, dedicado ao estudo do ponto, comeca com a secao Distdncia entre dois pontos.
E feita a demonstraciao da férmula para o calculo da distancia entre dois pontos distintos
usando um tridngulo retangulo e o Teorema de Pitdgoras. Com esta féormula é preciso
conhecer somente as coordenadas dos pontos. Para calcular as distancias entre pontos que
tém abscissas ou ordenadas iguais nao é necessério a aplicacao da féormula.

A segunda secao, Ponto médio de um segmento, comeca com a seguinte situacao: "Em
certo trecho em linha reta de uma estrada seréd instalada uma placa eqiiidistante das extre-
midades... Quais as coordenadas do ponto M em que a placa sera instalada?". O calculo das
coordenadas do ponto médio de um segmento foi desenvolvido de forma geral considerando
dois pontos distintos quaisquer situados no plano cartesiano por meio do Teorema de Tales.

Na terceira se¢ao o autor aproveita as conclusoes a cerca das coordenadas do ponto médio
de um segmento para obter também de forma genérica as coordenadas do baricentro, ponto
de interse¢ao das medianas de um triangulo.

Na quarta se¢ao o autor mostra que podemos verificar se trés pontos distintos sao coline-
ares ou nao colineares utilizando apenas as suas coordenadas. Para fazer esta verificagao, ele
usa uma técnica simples que é demonstrada para o estudante comprovando assim sua veraci-
dade. A demonstracao é feita utilizando trés pontos alinhados e situados no plano cartesiano
e aplicando o Teorema de Tales. Chega-se a uma expressao envolvendo as coordenadas dos
pontos que é igual a zero pelo fato dos pontos estarem alinhados. Essa expressao é igual ao
determinante da matriz quadrada de ordem 3 em que a 1 coluna é composta pelas abscissas
dos trés pontos, a 2% coluna pelas ordenadas e a 3% coluna completa com o nimero 1. Se

os pontos estao alinhados, entao o determinante é zero e, reciprocamente, se o determinante
for igual a zero, entao os trés pontos pertencem a mesma reta.

Na quinta se¢ao o autor demonstra uma férmula que permite calcular a area de um
tridngulo usando apenas as coordenadas dos seus trés vértices. Aplicando a féormula para
o célculo da éarea do tridngulo estudada na Geometria Plana, a distancia entre dois pontos
e semelhanca de triangulos, chega-se & conclusao de que a area do triangulo dado é igual
ao modulo do determinante da matriz quadrada de ordem 3 formada pelas coordenadas dos
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trés vértices dividido por dois.

Concluindo o topico sobre o estudo do ponto podemos fazer algumas observacoes. Nas
demonstracoes das formulas o autor utiliza o Teorema de Tales, o Teorema de Pitagoras
e semelhanga de triangulos. Essas demonstragoes sao claras e de facil entendimento. Os
contetdos sao divididos em secoes. As segoes estao interligadas, pois as relagoes obtidas em
uma sao utilizadas para as conclusoes de outras relagoes na outra.

O topico 4 é dedicado ao estudo da reta. O texto comeca com uma situacao envolvendo
funcao linear, como mostra a Figura [3.8] O grafico desta funcdo é representado no plano
cartesiano e é uma reta que passa pela origem. No estudo da Geometria Analitica é possivel
associar uma reta a uma equacao. Nesse topico o autor traz algumas formas de se obter a
equacao de uma reta, bem como as diferentes formas de representar essa equagao.

ﬁ Reta

A cana-de-agiicar é um dos principais produtos agricolas do Brasil. Na safra
008, a produgio brasileira foi de aproximadamente 495 milhdes de tone-
onsiderada um recurso totalmente renovvel, seu processo de industriali-
era varios produtos, como agicar, dlcool hidratado, vinhoto e bagago. Para
0 de 1 kg de agicar sdo necessarios, em média, 12,5 kg de cana-de-ag-
2 obter esse resultado ou realizar célculos com outras quantias, podemos
2ar uma fungdo linear e representi-la em um plano cartesiano

y=125x m ntidade
y " superior a producio de
cana-de-aciicar (kg) agucar (kg) gl et
Itaipu

Note que, para fazer esse
tipo de grifico, bastam
dois pontos.

Ao representar essa fungao no plano cartesiano, podemos notar que o grafico repre-
ma reta, como foi visto ao estudar esse tipo de funcdo

studo de geometria analitica, é possivel associar uma reta a uma equago. Nes-
studaremos algumas formas de se obter a equagdo de uma reta, bem como

formas de representar essa equagio

Figura 3.8: Colegao 3, Volume 3, Pagina 184.

A primeira das formas é a equagao geral da reta. Essa equagao é obtida considerando dois
pontos distintos A e B pertencentes a uma reta no plano cartesiano e um ponto P qualquer
dessa reta. Como esses pontos sao colineares, entao o determinante da matriz quadrada
formada por estes trés pontos é igual a zero. Fazendo as manipulacoes algébricas necessarias
chega-se a uma equagao da forma ax + by + ¢ = 0, em que a, b e ¢ s2o numeros reais e a # 0
ou b # 0, sendo = e y as coordenadas do ponto P. Assim, pode-se afirmar que toda reta
do plano cartesiano pode ser associada a uma equacao desse tipo e toda equagao desse tipo
pode ser associada a uma reta.

Na segunda se¢ao, o autor fala que uma reta, representada no plano cartesiano, forma
um angulo em relacao ao eixo x. Este angulo é formado partindo-se, no sentido anti-horario,
do eixo para a reta e é chamado de angulo de inclinacao da reta. O coeficiente angular ou
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a declividade da reta é o nimero real que expressa a tangente trigonométrica do angulo de
inclinacao. O calculo do coeficiente angular pode ser feito em termos das coordenadas de
dois pontos distintos da reta.

P

Outro tipo de equacao é a equagao da reta que passa por um ponto, conhecidos seu
coeficiente angular. O autor nos diz que existe uma tnica reta que passa por dois pontos
distintos. De maneira semelhante, dado um ponto e um coeficiente angular nao nulo existe
também uma tnica reta sob estas condigoes. A partir da formula para o célculo do coeficiente
angular é possivel, através de manipulagoes algébricas, obter a equacao da reta conhecendo-se
apenas um ponto e o coeficiente angular da reta.

A partir da forma da equagao da reta que passa por um ponto e de algumas manipulagoes
algébricas chega-se a equagao reduzida da reta. O autor faz uma comparagao entre a equagao
reduzida da reta e a fungao afim e conclui que a expressao algébrica que representa a fungao
afim é igual a equacao reduzida da reta, ou seja, y = ax + b, onde a é o coeficiente angular
e b é o coeficiente linear.

O autor nos informa que as posigoes relativas de duas retas no plano cartesiano podem
ser dadas de acordo com o coeficiente angular das duas retas. O estudo de cada uma dessas
posigoes pode ser feito graficamente e também por meio das equacoes das retas. Se os
coeficientes angulares forem iguais as duas retas sao paralelas e se seus coeficientes angulares
forem diferentes elas serao concorrentes. Podemos encontrar o ponto de intersecao das duas
retas concorrentes montando um sistema com as equacoes das duas retas. A solucao desse
sistema ¢é o ponto de intersecao entre elas.

A partir da resolugao de um sistema formado pelas equacgoes de duas retas do plano é
possivel também verificar as suas posicoes relativas. Se o sistema tem uma tnica solucgao,
as retas sao concorrentes; se o sistema tem infinitas solucoes, as retas sao coincidentes; se o
sistema nao tem solucgao, as retas sao paralelas. O autor ainda nos lembra que uma solugao
de um sistema linear com duas incognitas e duas equagoes corresponde ao par ordenado
(x,y) que satisfaz simultaneamente as duas equagoes do sistema.

Na secao, o autor fala sobre as retas perpendiculares que é um caso particular de retas
concorrentes e inicia o assunto com a seguinte pergunta: "Dada uma reta r, nao paralela ao
eixo x nem ao eixo y, qual é o coeficiente angular de uma reta s perpendicular a ela?"Para
responder a esta pergunta, ele considera duas retas perpendiculares inseridas em um plano
cartesiano. O triangulo formado por essas duas retas e o eixo x é retangulo. Usando algumas
relagoes envolvendo os angulos de um triangulo e a tangente de um angulo, chega-se a
conclusao de que o coeficiente angular de uma das retas é igual ao oposto do inverso do
coeficiente angular da outra.

Outro assunto discutido é o angulo formado por duas retas concorrentes quando estas nao
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sao perpendiculares entre si. Usando algumas relacoes envolvendo os angulos do triangulo,
relagoes trigonométricas envolvendo tangente e algumas manipulagoes algébricas, é possivel
chegar a uma formula para se calcular a tangente do angulo formado por essas duas retas
em funcao dos seus coeficientes angulares.

A secao traz uma férmula para o célculo da distancia de um ponto a uma reta. Para isso
basta considerar a proje¢ao ortogonal do ponto sobre a reta. A distancia entre o ponto e sua
projecao ortogonal é a distancia entre o ponto e a reta. O autor faz algumas manipulagoes
algébricas envolvendo &area de triangulo, distancia entre pontos e determinantes para se
chegar a uma férmula que permite calcular essa distancia usando somente as coordenadas
do ponto e os coeficientes numéricos da equagao da reta.

Para finalizar o capitulo, o autor mostra que podemos relacionar o estudo de retas com o
de inequagoes do 1° grau com duas variaveis. As regioes delimitadas por uma reta tragada no
plano cartesiano podem ser associadas a expressoes do tipo ax +by+c¢ > 0, ax + by +c > 0,
ax +by +c < 0 ouaxr+ by + c < 0 as quais sao chamadas de inequagoes do 1° grau com
duas variaveis.

(" Exercicios propostos

137 Resolva graficamente as inequagdes. 142 (FGV - 5P)
a) 6x+5y+30>0 PP P i a) Represente os pontos (x, y) do plano carte-
7 [ siano que satisfazem a relagio 2x— y <6.
b) ys-3x-7 d)-18x>-y+9
3 b) Qual a drea da figura deterr
138 (Unifor - CE) Analise o grafico _/ tos (x,y) do plano
a0 lado 2}, " . , <2,
Nele, a regido sombreada pode zem,simultaneamente, as relagdes: | |

ser definida como o conjunto ERX]
dos pares (x, y) de nimeros
reais tais que:

a)3x+2y-6>0  d) 2x+3y-6>0
b)3x+2y+6<0  e) 2x+3y+6<0
©) 2x+3y-6<0
" | Desafio ]
139 Elabore um problema en- 143 Uma adega tem 105 garrafas de vinho tinto e
volvendo uma inequagdo b 60 garrafas de vinho branco. Em uma promo-
do 1.2 grau com duas varié- | ¢o, serdo montados dois tipos de cestas com

veis que tenha como res-

| essas garmafas.
posta a imagem ao lado. 1

« cestas “tinto": uma garrafa de vinho branco
o[ /2 e trés de vinho tinto;

« cestas *branco": duas garrafas de vinho bran-
3| co e uma de vinho tinto.

140 Resolva graficamente os sistemas de inequa-
cBes a seguir.
oy [ExBy 1050 [x43y-750
x+5y-2520 -6x+y+11<0
py [x+y+1650
4x+3y+2420

| 141 Junte-se a um colega e resolvam o exercicio.
Na imagem est4 representado um tringulo
equilitero de drea igual a 9V3 u.a a) Considerando t a quantidade de cestas

y “tinto" e b a quantidade de cestas *bran-

ue podem ser montadas com as gar.
rafas di \ de
inequagdes que repr
b) Represente em um pl -
inada pela intersecio dessas
"

o 2 (R

ue essa regido re-

iagio, o
a) Quais sdo as coordenadas dos vértices presenta? Justifique sua resposta.

desse tridngulo? ©) Quantas cestas de cada tipo podem ser

elaboradas para que ndo sobrem nem fal-

b) Quais inequagdes delimitam o tridngulo?
tem garrafas?

Figura 3.9: Colecao 3, Volume 3, Pagina 212.

Durante todo o capitulo os contetidos sao fragmentados, tratados em secoes diferentes,
mas conectados uns aos outros. As relagoes obtidas vao sendo trabalhadas de modo a se obte-
rem novas relagoes a partir daquelas. Ao final de cada se¢ao o autor traz exercicios resolvidos
e exercicios propostos contendo atividades para serem feitas em grupo, desafios e questoes de
exames de diferentes institui¢oes, como mostra a Figura[3.9) Estas atividades permitem que
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o estudante tenha uma compreensao melhor do contetdo e das aplicacoes das férmulas. Sao
apresentados diferentes problemas em diversas situacoes, as vezes contextualizadas, outras
mais técnicas.

Ao final, na se¢ao Saiba mais, o autor fala do estudo analitico de representagoes graficas
de fungoes e equacgoes que sao amplamente utilizadas em situagoes que envolvem duas ou
mais grandezas. Por exemplo, a representagao do montante de um investimento em relagao
ao tempo em que o dinheiro ficou aplicado; o consumo de combustivel de um automével de
acordo com a distancia percorrida; o custo de producao de produtos em relacao a quantidade
produzida; o consumo de energia elétrica em relacao ao desempenho do aparelho e o tempo
durante o qual ele ficou ligado. O estudo analitico destas representagoes graficas contribui
para a obtencao de respostas de para questoes relacionadas com as grandezas envolvidas por
ser de facil visualizagdo. Na Fisica, a Geometria Analitica pode ser aplicada no calculo do
espaco percorrido por um moével de acordo com sua velocidade e o tempo.

Na secao Conectando ideias, o autor instiga o estudante a refletir sobre a importancia do
conhecimento e aplicacao da Geometria Analitica na compreensao e funcionamento do GPS
(Global Postioning System - Sistema de Posicionamento Global).

No Finalizando a conversa, sao propostas algumas perguntas sobre o que foi estudado no
capitulo com o objetivo de revisar os conhecimentos adquiridos e verificar a aprendizagem
dos contetdos.

O Capitulo 6 é destinado ao estudo da circunferéncia. Na introducao, o autor nos diz que a
circunferéncia é uma forma geométrica utilizada em varias areas devido ao seu aspecto visual
e suas caracteristicas proprias. Assim como no capitulo anterior, é feita uma associa¢ao entre
uma equacao e uma circunferéncia no plano cartesiano e vice versa. Aqui também se estuda
as posigoes relativas entre ponto e circunferéncia, reta e circunferéncia e duas circunferéncias.

No topico 2, o autor inicia o texto recordando a defini¢ao de circunferéncia. Em seguida,
ele faz a sua representagao no plano cartesiano destacando seus elementos: centro e raio
e um ponto qualquer desta circunferéncia. A partir do calculo da distancia entre o centro
e o ponto qualquer da circunferéncia, representada pelo raio, e de algumas manipulacoes
algébricas chega-se a equagao reduzida da circunferéncia. Desenvolvendo os quadrados da
equagao reduzida é possivel escrever a forma geral da equagao da circunferéncia.

No toépico 3, o autor traz as posigoes relativas entre ponto e circunferéncia. Essas posicoes
dependem da ocorréncia de trés situagoes: se a distancia entre o ponto e o centro da circun-
feréncia é igual ao raio, entao o ponto pertence a circunferéncia; se a distancia entre o ponto
e o centro da circunferéncia é maior que o raio, entao o ponto é exterior a circunferéncia e
se a distancia entre o ponto e o centro da circunferéncia é menor que o raio, entao o ponto
é interior a circunferéncia.
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Ainda no tépico 3, o autor ressalta a relagao entre o estudo das posicoes relativas entre
o ponto e a circunferéncia com a resolugao de inequagodes do 2° grau do tipo f(x,y) > 0
ou f(z,y) < 0 e suas variagoes sendo f(z,y) = 0 igual a equacdo da circunferéncia. Por
exemplo, o conjunto solugao da inequagao f(x,y) < 0 é o conjunto dos pontos que estao
situados no interior da circunferéncia.

No topico 4, o autor diz que, de acordo com a posicao entre uma circunferéncia e uma
reta, podemos estabelecer algumas relagoes: se a reta corta a circunferéncia em dois pontos,
entao dizemos que a reta é secante a circunferéncia e a distancia entre a reta e o centro da
circunferéncia é menor do que o raio; se a reta toca a circunferéncia em apenas um ponto,
entao dizemos que a reta é tangente a circunferéncia e a distancia entre a reta e o centro da
circunferéncia é igual ao raio e se a reta nao toca a circunferéncia, entao dizemos que a reta
é exterior a circunferéncia e a distancia entre a reta e o centro da circunferéncia é maior do
que o raio. Veja a Figura |3.10]

[ 4 Posigées relativas entre reta e circunferéncia

Wassily Kandinsky foi um
pintor e escritor russo que se
destacou pela qualidade de
suas obras, bem como por P
introduzir a abstragdo nas ar-
tes visuais

Veja a0 lado uma obra
desse artista. Nela, podemos
observar a presenga de vrias
representagdes de circunfe-
réncias e retas, algumas das S
quais com pontos comuns.  (yaceyaam Y

De acordo com a posido entre uma circunfe
uma reta, podemos estabelecer relages, como m nos a seguir.

Seja uma circunferéncia A de centro C(a,b)
plano cartesiano. Quanto & posigao da reta t em rel

0 7, e uma reta t em um mesmo

& circunferéncia 4, temos 3

possibilidades:

« t corta 4 em 2 pontos 1 N y
Nesse caso, dizemos que t é secante a 4, e A \‘ &Y\Cj (
podemos destacar que: \ Y ]

- a distancia d entre a reta secante e o cen iar e

tro da circunferéncia é menor do que a  ————
medida do raio; \
+ M corresponde ao ponto médio de 4B.
« ttoca A em apenas 1 ponto,
Nesse caso, dizemos que t é tangente a 4,
e podemos destacar que:
-adistancia d entre a reta tangente e o cen-
tro da circunferéncia é igual a medida do  {
raio;

 toda reta tangente a uma circunferéncia é NV
perpendicular a0 raio no ponto de tan-
géncia

+ tndo toca A

Nesse caso, dizemos que t & exterior a 4, e

podemos destacar que:

- a distancia d entre a reta exterior 0 cen-
tro da circunferéncia é maior do que ame- |
dida do raio. \

Figura 3.10: Colecao 3, Volume 3, Pagina 229.

No dltimo toépico, o autor fala que, de acordo com a posicao entre duas circunferéncias,
também podemos estabelecer algumas relagoes. Se as circunferéncias tém dois pontos em
comum, entao dizemos que elas sao secantes e a distancia entre os centros é maior do que o
modulo da diferenga entre os raios e menor do que a soma desses raios. Se as circunferéncias
tém apenas um ponto em comum, entao dizemos que elas sao tangentes. No caso de elas
serem tangentes externas, a distancia entre os centros é a soma dos raios e caso elas sejam
tangentes internas, a distancia entre os centros é o moédulo da diferenca entre os raios. Se as
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circunferéncias nao tém pontos em comum, entao dizemos que elas sao secantes internas ou
externas. A distancia entre os centros é maior do que o modulo da diferenca entre os raios
no primeiro caso e menor do que a soma desses raios no segundo caso. As circunferéncias de
mesmo centro sao chamadas de concéntricas e a distancia entre os centros é nula.

Exemplo 2
Dadas as circunferéncias A,: x> + y*—=10x-8y+32=0e
A,:x*+y? —6x~8y+24=0, determine a posigio relativa entre elas
.4,
X2 +y?~10x-8y+32=0=(x-5) +(y-4)' =3
Assim, 2, tem centro (5,4) e raio 3
o2,
X4y —6x-8y+24=0=(x-3) +(y—4)’ =T
Assim, A, tem centro (3,4) e raio 1
* distancia d entre os centros:
d=y(5-3) +(4-4)' =2
Como 2=[3-1, temos que d =|r,—r,|
Assim, as circunferéncias sdo tangentes internas.
Agora, vamos determinar as coordenadas do ponto comuma 4, e 4,
Resolvendo o sistema formado pelas equagdes, temos:
X +y*-10x-8y+32=0 () L[y -10x-8g+32=0
X +y?—6x-8y+24=0 (-1) () |-x*-y +6x+89-24=0

T 4x+8=0=x=2
Substituindo o valor de x em I:

2%4y?-10-2-8y+32=0=y* -8y +16=0=y=4

Assim, o ponto comum entre 4, e 4, tem coordenadas (2, 4).

Figura 3.11: Colecao 3, Volume 3, Péagina 236.

Em todos os topicos, o autor traz exemplos (Figura(3.11)), exercicios resolvidos e exercicios
propostos. No Saiba mais, ele fala da aceleracao centripeta que é um vetor perpendicular ao
vetor velocidade de um movimento circular e aponta sempre para o centro da curvatura da

trajetoria.

O conectando ideias, ele fala um pouco sobre a danga da Terra, Figura [3.12] que trata
da propagacao dos terremotos feitos em movimentos circulares. No Finalizando a conversa,
sao propostas algumas perguntas sobre o estudo da circunferéncia no plano cartesiano com
o intuito de revisar os contetudos ensinados.

O autor dedica o capitulo 7 ao estudo das conicas: elipse, hipérbole e parabola. Na
introducao ele fala sobre o surgimento de cada conica que seu deu a partir da intersecao de
um plano com um cone circular reto e faz um breve relato histérico sobre as origens desses
termos introduzidos pelo matematico Apolénio (262 a 190 a.C). Ele mostra também algumas
situagoes nas quais as conicas estao inseridas. Por exemplo, a trajetéria dos planetas é
semelhante a uma elipse, a trajetoria descrita no lancamento de uma bola se parece com uma
parabola e em alguns sistemas de navegacao sao utilizadas linhas de posi¢ao hiperboélica para
orientar navios. Neste capitulo sao estudadas cada uma dessas curvas no plano cartesiano
juntamente com as equagoes que as representam.



3.1. A Geometria Analitica nos livros didaticos 37

Conectandoideias | A DANCA DA TERRA g 0
P ——
terr via

Argentina

Finalizando a conversa

) O que vocé entendeu acerca da circunferéncia e sua representagio no plano cartesiano?

b) Quais posigdes relativas entre ponto e circunferéncia foram estudadas neste capitulo? Nesses casos,
qual a relagio entre o raio da circunferéncia e a distancia do ponto ao centro?

©) O que diferencia as retas secante, tangente e exterior & circunferéncia?

d) Vocé considerou importante o estudo deste capitulo? Por qué?

€) As imagens a seguir foram apresentadas ao longo do capitulo. Escolha duas delas e escreva, de
mant

resumida, o que elas representam em relagéo o que vocé estudou neste capitulo

Figura 3.12: Colegao 3, Volume 3, Pagina 241.

No topico 2, o autor faz o estudo da elipse. Primeiramente ele faz a definicao da elipse
em termos algébricos e geométricos. Depois destaca e define cada um de seus elementos.
A partir da definicao de elipse e fazendo-se algumas manipulagoes algébricas chega-se na
equacgao reduzida da elipse quando o eixo maior é paralelo ao eixo x ou paralelo ao eixo y.

O topico 3 traz o conceito de hipérbole. O autor apresenta a defini¢ao, os elementos e as
assintotas da hipérbole. A partir da defini¢ao de hipérbole e fazendo alguns desenvolvimentos
algébricos chega na equacao reduzida da hipérbole quando o eixo real ¢ paralelo ao eixo x
ou paralelo ao eixo y.

O topico 4, define e apresenta os elementos da parabola. Através da definigao de parabola
e fazendo-se alguns procedimentos algébricos é encontrada a equagao reduzida da parabola
de acordo com o posicionamento de sua diretriz.

O autor traz trés experiéncias bastante interessantes para os estudantes: obter de ma-
neira pratica a representacao da elipse, da hipérbole e da parabola utilizando lapis, pregos,
barbante, régua e esquadro. Observe a Figura [3.13]
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Figura 3.13: Colecao 3, Volume 3.

Em todos os topicos o autor traz exercicios resolvidos e exercicios propostos. Na segao
Saiba mais temos uma situagao bastante interessante: a reflexao do som por meio de refletores
parabolicos, como mostra a Figura No Conectando ideias ele fala sobre os cometas
(bolas de gelo e poeira) e a orbita percorrida por eles em torno do sol que se assemelha a
uma elipse. E no finalizando a conversa o autor propdoe umas questoes sobre o estudo das
conicas a fim de revisar os contetidos estudados.

3.1.4 Matematica, Ciéncia e Aplicagoes

O Capitulo 1 é dedicado ao estudo do ponto. Na introducao, os autores relatam um
pouco da historia da Geometria Analitica. Eles destacam René Descartes e Pierre de Fermat
como os responsaveis diretamente pelo surgimento da Geometria Analitica, mas nao deixam
de mencionar outros nomes que também devem ser lembrados como Roberval, Desargues,
Merssenne e Pascal. Além disso, é relatado um pouco da vida e obra de René Descartes
e Pierre de Fermat e suas importantes contribui¢oes para o desenvolvimento da Geometria
Analitica.

Na primeira se¢ao os autores falam sobre o plano cartesiano, plano determinado por dois
eixos orientados e perpendiculares. Os eixos dividem o plano em quatro regioes chamadas
de quadrantes. Destacam-se os eixos das abscissas e das ordenadas e a origem do sistema.
Considera-se um ponto P qualquer e apresenta-se as suas coordenadas, ou seja, os niimeros
reais que representam as localizagoes do ponto em relagao aos eixos x e y.

A seguir eles fazem algumas observacgoes a respeito da bissetriz dos quadrantes impares
e da bissetriz dos quadrantes pares.



3.1. A Geometria Analitica nos livros didaticos 39

A segunda secao fala sobre a distancia entre dois pontos que é igual & medida do segmento
de reta que tem esses dois pontos por extremidades. Os autores apresentam o célculo desta
distancia divido em trés casos. Quando o segmento é paralelo ao eixo x ou ao eixo y, o
calculo da distancia é feito subtraindo as coordenadas z e y dos pontos, respectivamente.
Quando o segmento nao é paralelo a nenhum dos eixos coordenados existe uma férmula para
se calcular a distancia entre os dois pontos. Esta féormula é deduzida considerando-se um
triangulo retangulo situado no plano cartesiano e a distancia entre os dois pontos é a medida
da hipotenusa. Aplicando o Teorema de Pitédgoras e extraindo a raiz quadrada de ambos os
membros da igualdade, chegam & féormula da distancia entre os dois pontos usando apenas
as suas coordenadas.

Reflexido do som por meio de refletores parabélicos
meio de vibragdes, com orda de

Um c
corpo ca
comprimi

Tomemos como exef

Compressao

Figura 3.14: Colecao 3, Volume 3, Péagina 267.

Na terceira secao, os autores nos falam de situagoes que envolvem o ponto médio de um
segmento. Para isso se faz necessario estabelecer uma férmula para o calculo das coordenadas
deste ponto. Considerando um segmento de reta situado no plano cartesiano os autores
nos mostram, a partir da semelhanca de triangulos, como obter as coordenadas do ponto
médio desse segmento que sao obtidas pela média aritmética das coordenadas dos pontos
das extremidades do segmento.

Na quarta secao os autores nos mostram como conhecer as medidas das medianas de um
triangulo. Para determinar a medida da mediana relativa a um vértice do triangulo primeiro
se obtém o ponto médio do lado oposto e depois se calcula a distancia do vértice até esse
ponto médio. O ponto de intersegao das medianas de um tridngulo é chamado de baricentro.
Usando uma propriedade da Geometria Plana que diz que o baricentro divide cada mediana
na razao 2 : 1, o ponto médio de um segmento e algumas substituicoes algébricas é possivel
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deduzir que as coordenadas do baricentro sao as médias aritméticas das coordenadas dos
vértices do triangulo.

Na quinta secao, os autores nos dizem que trés pontos estarao alinhados se as suas coor-
denadas obedecerem a uma condicao. Essa condicao foi deduzida considerando trés pontos
sobre uma mesma reta, situados no plano cartesiano. Utilizando semelhanca de triangulos
e fazendo alguns desenvolvimentos algébricos obtemos uma expressao que é igual ao deter-
minante da matriz quadrada de ordem 3, na qual a primeira coluna contém as coordenadas
x dos trés pontos, a segunda coluna as coordenadas y e a terceira coluna composta pelo
namero 1. Se o determinante dessa matriz é zero, os pontos estao alinhados, caso contrario,
nao sao colineares. Esse é o algoritmo utilizado para determinar a colinearidade ou nao de
trés pontos do plano.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da reta. Na introducao os autores colocam um
exemplo mostrando uma reta que passa por varios pontos de coordenadas conhecidas. Um
ponto qualquer pertencera a esta reta quando estiver alinhado a dois outros pontos distintos
dessa reta. Utilizando o algoritmo mencionado acima, colocam as coordenadas desses trés
pontos em uma matriz, calculam o seu determinante e o igualam a zero, chegando a uma
equagao. Qualquer ponto de tal reta satisfara esta igualdade e qualquer ponto do plano que
satisfaca essa igualdade também estaréd na reta.

Na segunda segao, os autores definem a equagao geral da reta e a demonstram de forma
genérica considerando trés pontos pertencentes a uma reta sendo um deles um ponto genérico.
Como eles estao alinhados o determinante da matriz deve ser igual a zero. Fazendo o calculo
do determinante e algumas manipulagoes algébricas, chega-se a equagao ax + by +c =0, em
que a, b e ¢ sao numeros reais e a e b nao sao simultaneamente nulos. Toda reta do plano
cartesiano esta associada a uma equagao desse tipo e vice versa.

Na terceira se¢ao, os autores nos dizem que o ponto de intersecao de duas retas concorren-
tes pertence a cada uma das retas e, por esse motivo, as suas coordenadas devem satisfazer
as equagoes de ambas, ao mesmo tempo. Portanto, para obter o ponto de intersecao de duas
retas basta escrever um sistema com as equacoes das duas retas. A solugao desse sistema
é o ponto de intersecao das retas. O estudo dos sistemas lineares de duas equagoes e duas
incognitas nos mostra que hé trés possibilidades em relagao ao ntimero de solugoes e pode-
mos usar esse critério para conhecer as trés posicoes relativas de duas retas no plano. Se o
sistema possui uma tnica solucao, as retas se interceptam em tnico ponto, ou seja, elas sao
concorrentes. Se o sistema possui infinitas solugoes, as retas tém infinitos pontos em comum,
ou seja, elas sao coincidentes. Se o sistema nao possui solucao, as retas nao tém ponto em
comum, ou seja, elas sao paralelas.

Na quarta secao, apresentam a inclinacao de uma reta que é dada pelo angulo formado
por essa reta com o eixo x medido no sentido anti-horario. Os autores nos mostram que o
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coeficiente angular de uma reta é definido como sendo a tangente do angulo de inclinacao da
reta. A partir da definicao de tangente de um angulo agudo no triangulo retangulo podemos
fazer o calculo do coeficiente angular de uma reta usando apenas as coordenadas de dois de
seus pontos.

Na quinta se¢ao, os autores deduzem a equagao reduzida de uma reta a partir da férmula
para o calculo do coeficiente angular. Para isso, eles consideram estrategicamente o ponto
onde a reta corta o eixo y cuja abscissa é zero e outro ponto qualquer da reta. A partir de
manipulagoes algébricas chega-se a equacao reduzida da reta.

A sexta sec@o nos mostra como escrever a equacao de uma reta usando apenas um ponto
e a declividade dessa reta. Esta equacao é obtida também a partir da formula para o célculo
do coeficiente angular de uma reta e de algumas manipulacoes algébricas.

Na sétima secao os autores fazem uma comparacao entre a funcao afim e a equagao
reduzida da reta. Podemos notar que a lei de uma func¢ao afim é igual a equacao reduzida da
reta e a representacao grafica da reta no plano cartesiano é igual ao grafico da funcao afim.
A conclusao é de que a equagao reduzida de uma reta representa outra maneira de expressar
a lei de uma fungao afim.

A oitava secao traz uma maneira de constatar quando duas retas sao paralelas a partir dos
seus coeficientes angulares. Os autores nos mostram que duas retas do plano sao paralelas
se seus coeficientes angulares sao iguais. Quando queremos saber se duas retas de um plano
sao ou nao paralelas, comparamos os seus coeficientes angulares. Isso pode ser feito usando
tanto a equagao reduzida como a geral.

Ainda dentro da secao sobre paralelismo os autores nos mostram, por meio da Geometria
Analitica, uma importante propriedade da Geometria Plana que fala sobre a base média
de um tridngulo. Utilizando a férmula para se calcular o coeficiente angular de uma reta,
o ponto médio de um segmento e a distancia entre dois pontos, eles nos mostram que o
segmento que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao terceiro lado
e sua medida é igual & metade da medida desse lado.

A nona secao fala sobre a perpendicularidade. Os autores nos dizem que é possivel
procurar uma relagao entre os coeficientes angulares de duas retas perpendiculares do plano.
A partir das equagoes reduzidas das retas, do angulo externo de um triangulo e de operagoes
trigonométricas, chegamos a seguinte relacao: duas retas de um plano sao perpendiculares
se o produto dos seus coeficientes angulares é igual a —1.

Na décima secao os autores propoem outros modos de escrever a equacao da reta. A
forma segmentaria e a forma paramétrica. A forma segmentéria é deduzida considerando
trés pontos escolhidos estrategicamente. Os pontos onde a reta corta os eixos x e y no

s .

qual a ordenada de um e a abscissa do outro é igual a zero, e um ponto qualquer desta
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reta. Em seguida, calcula-se o determinante da matriz formada por estes pontos. Como
os pontos estao sobre uma mesma reta a expressao obtida para o determinante é igual a
zero. Fazendo algumas manipulacoes algébricas obtemos a equacao segmentéaria da reta.
A equacg@o paramétrica é uma alternativa de estabelecer a equacao da reta expressando
cada uma das coordenadas de seus pontos em funcao de uma terceira variavel, denominada
parametro. Os autores explicam como obter as equagoes paramétricas de uma reta através
de um exemplo.

Na décima primeira se¢ao se mostra como calcular a distancia entre ponto e reta. Considera-
se para isso a projecao ortogonal do ponto sobre a reta e calcula-se a distancia entre o ponto
e sua projecao ortogonal. Os autores fazem um exemplo mostrando como obter, analiti-
camente, a distancia entre um ponto e uma reta. Primeiro, encontra-se a equacao da reta
perpendicular a reta dada que passa pelo ponto dado. Em seguida, calcula-se o ponto de
intersecao da reta dada com a reta perpendicular. Por tultimo, calcula-se a distancia entre
o ponto dado e o ponto de intersecao das retas obtendo assim a distancia entre o ponto e a
reta. E possivel generalizar o procedimento descrito no exemplo para o calculo da distancia
entre o ponto e a reta. A demonstracao da féormula é feita usando os mesmos procedimentos
do exemplo s6 que com termos genéricos.

A décima segunda se¢ao mostra como calcular a area de um tridngulo a partir das co-
ordenadas dos seus trés vértices. A dedugao foi feita usando a féormula vista na Geometria
Plana, distancia entre dois pontos e célculo do determinante. Através de algumas manipu-
lagoes algébricas chega-se a formula que diz que a area de um triangulo é igual & metade do
determinante da matriz formada pelas coordenadas dos trés vértices desse triangulo.

A décima terceira segao fala sobre as inequagoes do 1° grau. Os autores nos dizem que,
com base na Geometria Espacial e de posi¢ao, uma reta contida em um plano divide-o em dois
semiplanos, ambos com origem na propria reta. Considerando uma reta do plano cartesiano,
temos que cada um desses semiplanos pode ser representado por uma inequagao de 1° grau
(com uma ou duas incognitas). Pode-se afirmar que o conjunto de pontos pertencentes a um
semiplano, satisfaz uma inequacgao do tipo ax +by+c¢ >0, x+by+c >0, ax +by+c <0
ou ax + by + ¢ < 0. No caso de um ponto (z,y) satisfazer a igualdade ax + by +c¢ =0, o
mesmo pertence a reta.

Ainda nesta secao, ha um item chamado aplicacoes em que os autores apresentam um
problema para ser resolvido usando inequagoes do 1° grau. As inequacoes lineares sao utili-
zadas em problemas importantes de uma area conhecida como Otimizacao Linear.

Na ultima secao do capitulo, os autores falam sobre o angulo entre retas. O objetivo ¢é
calcular a medida do angulo agudo formado por duas retas concorrentes e nao perpendicu-
lares. Usando algumas relagoes entre angulos e as férmulas para adigao de arcos, mostram
que para calcular a tangente do angulo entre duas retas é necessario conhecer somente os
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coeficientes angulares destas retas.

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo da circunferéncia. Sabe-se que uma circunferéncia é
o conjunto dos pontos eqiiidistantes a um ponto fixo dado, que é o centro. A distancia do
ponto ao centro se chama raio. Calculando essa distancia e elevando ambos os membros da
equacao ao quadrado encontra-se a equacgao reduzida da circunferéncia.

Na segunda sec@o, os autores mostram a equacgao geral da circunferéncia. A partir da
forma reduzida da equagao de uma circunferéncia, desenvolvendo os quadrados e agru-
pando os termos convenientemente, obtém uma expressao conhecida como equagao geral
da circunferéncia. Reciprocamente, para saber qual é a circunferéncia representada por
uma equacao, ou mesmo se a equacao representa de fato uma circunferéncia, utiliza-se um
processo pratico que consiste em completar os quadrados para se escrever a equacao na
sua forma reduzida. Os autores ainda nos dizem que nem sempre uma equacao da forma
Az* + By? + Caxy + Dx + Ey + F = 0, com coeficientes reais, representa uma circunferén-
cia. Sendo assim, é necessario fazer uma analise dos coeficientes para verificar se a equagao
representa ou nao uma circunferéncia.

A terceira secao fala sobre as posicoes relativas entre ponto e circunferéncia. Os autores
dizem que todos os pontos de uma circunferéncia distam igualmente do seu centro e mantém
dele distancia igual ao raio. Isso significa que se um ponto nao dista do centro uma medida
igual ao raio, ele é externo ou interno a circunferéncia. Assim, se a distancia de um ponto ao
centro da circunferéncia é igual ao raio o ponto pertence a circunferéncia; se esta distancia
for maior do que o raio o ponto é exterior & circunferéncia e se for menor que o raio o ponto
é interior a circunferéncia.

Na quarta se¢ao os autores dizem que a principal conseqiiéncia do estudo sobre as posi¢oes
entre um ponto e uma circunferéncia é conhecer um método para resolver inequagoes do 2°
grau da forma f(z,y) > 0, f(z,y) > 0, f(x,y) < 0 ou f(z,y) < 0, em que f(x,y) =0
¢ a equacao de uma circunferéncia com coeficiente de x? positivo. Dada a circunferéncia,
o plano cartesiano fica divido em trés subconjuntos: o subconjunto dos pontos interiores &
circunferéncia, o conjunto dos pontos da circunferéncia e o conjunto dos pontos exteriores a
circunferéncia. Portanto, esses subconjuntos representam as solugoes de (in) equagoes do 2°
grau.

Na quinta secao, apresenta-se a posicao relativa de reta e circunferéncia, conseqiiéncia
dos conhecimentos adquiridos na terceira se¢ao. Os autores afirmam que no plano existem
retas que cortam a circunferéncia em dois pontos, retas que tocam a circunferéncia em
apenas um ponto e outras que nao interceptam a circunferéncia em ponto algum. Estas
retas sao chamadas, respectivamente, secantes, tangentes e externas a circunferéncia. Os
autores ainda fazem um resumo de como obter a posicao relativa entre uma reta e uma
circunferéncia. Considera-se a equagcao da reta, isola-se uma das incognitas e substitui-se na
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equagao da circunferéncia obtendo assim uma equagao do 2° grau. Se esta equagao tem duas
solugoes entao a reta é secante, se a equagao tem apenas uma solucao, a reta é tangente e se
a equagao nao tem solucao a reta é exterior a circunferéncia. Existe outro processo, menos
trabalhoso, para determinar a posicao relativa de uma reta e uma circunferéncia. Este é um
método alternativo e consiste em calcular a distancia entre o centro da circunferéncia e a
reta, comparando-a a seguir com o raio.

A sexta secao fala especificamente da tangéncia. Os autores dizem que uma reta é
tangente a uma circunferéncia quando a intercepta unicamente em um ponto. Nesse ponto,
a reta é perpendicular ao raio e a distancia do centro da circunferéncia a reta tangente é igual
a medida do raio. Na sétima secao os autores trazem a intersecao de duas circunferéncias.
A intersecao consiste em um ponto ou dois pontos que pertencem as duas circunferéncias
ao mesmo tempo. Para determinar as coordenadas desse ponto montamos e resolvemos
um sistema formado pelas equacgoes das circunferéncias. Na tltima secao temos as posigcoes
relativas de duas circunferéncias. De acordo com a Geometria Plana, sdo possiveis 5 casos
distintos, como mostra a Figura |3.15|

relativas de duas circunferéncias
A posicao relativa das circunferéncias A,(com centro C, e raio r, )e A,(com centro C, e raio 1,) pode ser deter-

minada comparando-se a distancia C,C, entre os centros com a somar, + 1, ou coma diferenca |r, - r,| dos raios.
De acordo com a Geometria Plana, sio possiveis cinco casos distintos, conforme ilustrado a seguir:

g oo = sife CC,>r 4,

- 22 caso:

A, tangentes exteriores

Gl c, (st

-3¢ caso: A, e A, tangentes interiores

cot== €C, = Ir,-1l

= 4¢ caso: A, e h, secantes

AN -5 <CL <1 +1,

- 5¢ caso: A, e &, uma interna a outra

L=y 0=ce <Ir-rl

Figura 3.15: Colecao 4, Volume 3, Pagina 87.

O Capitulo 4 é destinado ao estudo das conicas. Os autores fazem uma introdugao
falando da origem de uma superficie conica de duas folhas a partir de duas retas: uma fixa
e outra que gira em torno dela. Eles ainda citam o nome de Apolénio de Perga, cerca de
200 a.C como sendo o matemético que iniciou o estudo das curvas obtidas quando se seciona
uma superficie conica com um plano. Dependendo da posicao deste plano, diferentes secoes
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podem ser obtidas.

A primeira secao traz o estudo da elipse, curva obtida a partir da interse¢cao de um plano
obliquo com uma das folhas da superficie conica. Primeiramente os autores mostram fotos
de lugares e objetos que tem o formato de uma elipse. Em seguida eles trazem a defini¢ao
de elipse e apresentam seus elementos principais. A partir da definicao de elipse é feita a
deducao da equacgao reduzida da elipse considerando o eixo focal como sendo o eixo x e
depois como sendo o eixo y.

Os autores trazem uma experiéncia interessante para os estudantes: desenhar uma elipse
usando o lapis e um barbante. Um barbante de comprimento 2a, onde a é uma medida
fixada é preso em dois pregos distantes 2¢ um do outro (de modo que 2a > 2¢). Mantendo o
barbante esticado, desloca-se a ponta do lapis. A curva que ele descrevera serda uma elipse.

A seguir temos as aplicacoes. Aqui os autores falam das orbitas dos planetas que se
assemelham a uma elipse para que o estudante possa fazer um paralelo entre os contetidos
estudados e o mundo ao seu redor e verificar que a Matematica estd em toda parte, nas
mais variadas situacoes. Além disso, faz uma interdisciplinaridade, envolvendo contetdos de
Matemaética com conhecimentos de Geografia. Dando continuidade & se¢ao, os autores falam
sobre a translacao do sistema cartesiano para em seguida apresentarem a equacao reduzida
da elipse com centro fora da origem.

A segunda secao traz o estudo da hipérbole, curva obtida a partir da intersecao de um
plano obliquo com as duas folhas da superficie conica. Primeiramente os autores mostram
fotos de situacoes e lugares cujo contorno tem a forma da hipérbole. Em seguida eles trazem
a definicao de hipérbole apresentando seus elementos principais. A partir da definigao de
hipérbole é feita a deducao da equacao reduzida da hipérbole tomando primeiro o eixo y
como sendo o eixo imaginario e depois o eixo x. Aqui eles falam sobre as assintotas e o que
¢ uma hipérbole eqiiilatera. Dando continuidade & se¢ao, os autores apresentam a equagao
reduzida da hipérbole com centro fora da origem. Além disso, eles trazem também hipérboles
e funcgoes reciprocas, no qual é feito o estudo de algumas fungoes cujo grafico tem a forma
de uma hipérbole.

A terceira secao traz o estudo da parabola, curva obtida a partir da intersecao de um plano
paralelo a uma geratriz da superficie conica com uma das folhas da mesma. Primeiramente
os autores mostram fotos de movimentos de objetos, situacoes e lugares cuja forma lembra
uma parabola. Em seguida eles trazem a definicao de parabola e mostram seus elementos
principais. A partir da definicao de parabola é feita a deducao da equacao reduzida da
pardbola tendo primeiro o foco no eixo x e depois no eixo y. Dando continuidade a secao,
os autores apresentam a equacao reduzida da parabola com vértice fora da origem. Além
disso, eles falam sobre a parabola e as fungoes quadraticas. O grafico desse tipo de equagao
¢ sempre uma parabola.
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A dltima sec¢ao ensina a fazer o reconhecimento de uma conica pela equagao. Os autores
mostram as equacoes das elipses, das hipérboles e das parabolas e nos dizem que uma equagao
do 2° grau nas incognitas x e y representa uma dessas conicas se for redutivel a uma das
formas de suas equagoes.

Ainda nesta se¢ao os autores nos dizem que ¢é regra geral na Geometria Analitica que
dadas duas curvas f(z,y) = 0 e g(z,y) = 0, a intersegao delas é o conjunto dos pontos que
satisfazem o sistema formado por estas duas equagoes. O mesmo conceito se aplica para
obter a intersecao de uma reta e uma conica, de uma circunferéncia e uma conica e de duas
conicas.

Em todas as se¢oes temos exemplos, exercicios resolvidos nos quais os autores mostram
ao estudante como aplicar os contetidos estudados e exercicios propostos para exercitar essa
aplicacdo. Veja a Figura [3.16] Alguns exercicios sao contextualizados, mas a maioria nao é
exigindo técnica do estudante. E no final de cada capitulo é proposto um desafio.

Em todos os capitulos, os autores colocam uma demanda do tipo Pense nisto para que o
estudante reflita sobre o contetido apresentado levando-o a identificar questoes importantes
do contetudo proposto.

60.Mostre quais das retas abaixo séo perpendiculares
entesi.
ry=2x+3
six-dy+4=0

tx+2y-6=0

wy =21

61.0btenha a equagso reduzida da reta que passa por
P(2, -3) e é perpendicular a

a)y=3x-1 b) 2x-5y~11=0

62.Determine m para que as retas r:3x + Sy~ 7 = Oe
simx—6y + 1 = 0 sejam perpendiculares.

63.Det

retas re s
a) rx-3y=0 sy=3x+2
brx-y+1=0  sy= %x 3
O rx+3=0 six-1=0
drx+3=0 sy +3=0
O r2x-3y+4=0 )y’%x

64 .Encontre a mediatriz do segmento AB, sendo:
a) A4SIeBI21)  b) AR-T)eBE3,1)

65.Encontre a equagéo da mediatriz do segmento PQ,
sendo P(1, 2) e Q(-3, 4). Em seguida, escolha um
ponto qualquer dessa mediatriz e mostre que ele
equidista de P e Q.

66.0ados P2, ~4)er:2x—3y +6=0:

denadas do ponto Q,intersegao
ulara rpor

b) determine o simétrico de P em relago a reta r.

a) obtenhaas
de rcoma

67.A8CD ¢ um quadrado e A(1,2) e B(3, 5) sdo vértices
consecutivos. Determine as equagdes das retas
suportes dos lados AC e BD.

68.s retas re 5, de equacdes r:2x -y + 3 =0 e
sty = mx + n,interceptam-se, perpendicularmente,
10 ponto (-2, ~1).Quais s3o os valores de me n?

69.Determine os valores reais de kpara os quais as retas

L~ 4 nso s3o perpen-

ny=-x+
diculares.

lesy="2

70.sejam os pontos A(2, 2), B(4, -1), C(-2,~5) e
D(-4, -2).
a) Mostre que o triangulo ABC ¢ retangulo em 6.
Quanto mede sua hipotenusa?
b) Mostre que o quadrilétero ABCD é um retangulo.
Quanto mede sua diagonal?

lo de vértices A(0, ~3),B(-4,0) e
uacao da altura relativa a0

72.utilizando a figura seguinte, mostre que o quadilé:
tero MNPQ é um losango.
Sugestao:uma das formas é mostrar que seus lados
540 dois a dois paralelos e suas diagonas 3 per.
pendiculares.

7 3.Um casal de namorados, Jilia e Jonas, costuma se
encontrar depois do trabalho em uma sorveteria
localizada na esquina de uma praa retangular.

emlinha reta,de seus locais de trabalho 3 s
ria pontualmente a5 18 h. Sabendo quea u
tiliz

Figura 3.16: Colegao 4, Volume 3, Péagina 47.

Os livros didaticos analisados tém um bom contexto historico. Relatam brevemente sobre
os desenvolvimentos da Geometria Analitica, dando énfase as contribuigbes dos matematicos
franceses René Descartes e Pierre de Fermat. Explicam os conceitos de sistema de coorde-
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nadas cartesianas e a localizacao de pontos no plano cartesiano. Esses conhecimentos sao
bésicos e importantes para uma melhor compreensao da Geometria Analitica.

O livro 1 deduz as férmulas para o calculo das coordenadas do ponto médio de um
segmento e a condi¢ao de alinhamento de trés pontos usando o Teorema de Tales, enquanto o
livro 2 usa semelhanca de triangulos. A deducao dessa formula pela semelhanca de triangulos
é encontrada na maioria dos livros didéaticos. Devido a este fato, a prova da férmula usando

o Teorema de Tales foi uma novidade pra mim. E uma opc¢ao bastante interessante de se
mostrar para o aluno caso nao a tenha no livro adotado.

O livro 1 apresenta mais ilustragoes do que o livro 2. Os dois trazem exemplos e exer-
cicios resolvidos. O livro 1 possui se¢coes como Conversando, Saiba mais, Conectando ideias
e Finalizando a conversa. Na se¢ao Conversando sao apresentadas algumas perguntas para
que o professor possa conversar com os estudantes e verificar o que eles trazem de aprendi-
zado. Na secao Saiba mais sao apresentadas algumas situagoes que envolvem a aplicacao do
contetdo estudado. A secao Conectando ideias instiga o estudante a refletir sobre a impor-
tancia do conhecimento e aplicagao da Geometria Analitica. No Finalizando a conversa sao
propostas algumas perguntas sobre o que foi estudado no capitulo com o objetivo de revisar
os conhecimentos adquiridos e verificar o grau de aprendizagem dos contetidos. O livro 2
traz a secao Aplicagoes para que o estudante possa fazer um paralelo entre os contetudos
estudados e o mundo ao seu redor e verificar que a Matematica estd em toda parte, nas
mais variadas situa¢oes. Além disso, faz uma interdisciplinaridade, envolvendo contetdos de
Matemaética com conhecimentos de outras disciplinas.

Os dois ultimos livros, que sao do ensino Médio, apresentam todos os conteiidos da
Geometria Analitica, com uma diferenca: o ultimo livro traz outras formas de escrever a
equacao da reta, como a equagao segmentaria e a paramétrica, enquanto o pentltimo livro
traz somente as equacoes geral e reduzida.

O penultimo livro é mais contextualizado e, algumas vezes, introduz os contetidos com
situacgoes praticas. Os exercicios propostos apresentam problemas, desafios, atividades em
grupo e questoes de exames de outras instituigoes de ensino. Dessa forma prepara melhor
o aluno para as provas internas e externas, desenvolve o raciocinio légico, a capacidade
de argumentacao e o capacita para enfrentar situagoes desafiantes do dia a dia. O tltimo
livro é mais técnico e traz poucos exercicios contextualizados. Os exercicios propostos sao de
aplicagao de férmulas, porém nao deixam de exigir do aluno o raciocinio légico, a capacidade
de pensar e de buscar caminhos para resolver determinados problemas como em um desafio.

Em geral, os dois livros sao bem parecidos, diferenciando-se pela ordem e forma como
apresentam os contetudos e deduzem as formulas. Nas duas escolas publicas de Ensino Médio
em que trabalhei, uma usou o primeiro livro e a outra, o segundo. A qualidade dos livros

2

escolhidos e adotados é excelente e isso se deve ao fato de as escolas serem muito bem
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conceituadas na regiao pela qualidade do ensino, nas quais os professores sao bem preparados
e se importam com a aprendizagem dos alunos.

3.2 A Simetria no Ensino Fundamental

Esta se¢ao contém a analise de alguns livros didaticos de Matemética destinados as séries
finais do Ensino Fundamental com relacao ao conceito de Simetria. Foram escolhidas trés
colegoes de livros didaticos com o objetivo de identificar a presenca do contetido Simetria,
quais temas sao abordados e como sao tratados. Essa analise se faz necessaria devido a
importancia do uso do livro didatico em sala de aula como norteador do processo ensino
aprendizagem e como influéncia de forma significativa a pratica do professor. Essas obras
sao, na maioria das vezes, a principal fonte para a elaboragao das suas aulas. A escolha
das colecoes ocorreu observando-se os periodos em que elas foram adotadas e por terem sido
usadas por mim em sala de aula, na condi¢ao de professora, em trés diferentes escolas nas
quais lecionei. A terceira cole¢ao foi adotada nesse ano de 2017 por uma das escolas para
ser trabalhado nos proximos trés anos.

Os livros selecionados foram: A conquista da Matemdtica, Vontade de saber Matemdtica
e Projeto Teldris: Matemadtica. A colecao A conquista da Matemdtica é de autoria de José
Ruy Giovanni Junior e Benedito Castrucci e foi publicada pela editora FTD, em 2009. Foi
usada nos anos de 2011, 2012 e 2013. A colecao Vontade de Saber Matemdtica é de autoria
de Joamir Souza e Patricia Moreno Pataro e foi publicada pela editora FTD em 2012. Foi
usada nos anos de 2014, 2015 e 2016. A colegao denominada Projeto Teldris € de autoria de
Luiz Roberto Dante, foi publicada pela editora Atica em 2016 e sera usada nos anos de 2017,
2018 e 2019 na Escola Estadual Professor Cicero Torres Galindo localizada no municipio de

Senador Firmino, MG.
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Figura 3.17: Livros didaticos
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Na Colecao 1, que é mais antiga, o autor nao traz os conteiidos de simetria. No estudo do
grafico da fungao quadratica nao é mencionado o eixo de simetria da parabola. Isso mostra
que, a alguns anos atras, a simetria nao era estudada em sala de aula. S6 depois de muitas
discussoes devido a importancia do ensino da simetria para a compreensao dos contetdos
matemaéticos e, principalmente, & cobranca do contetido em provas externas como o SIMAVE
e ENEM ¢ que este assunto comegou a aparecer mais nos livros didaticos e a ser abordado
em sala de aula. Mesmo assim é pouco e ainda ha muita resisténcia por parte dos professores
em ministrar o conteido. As sec¢Oes sobre o assunto sao puladas e deixadas para o final do
ano e, na maioria das vezes, o conteiido nao é trabalhado por falta de tempo.

Analisando a Colegao 2 podemos observar que o contetido Simetria aparece nos volumes 6,
7e9. O volume 6 é composto por 14 capitulos e o assunto Simetria é abordado no capitulo
8, sob o titulo Poligonos, formas circulares e simetria, na Secao 5, sob o titulo Figuras
simétricas. O autor apresenta um conceito inicial de simetria em relacao a um eixo, ou seja,
a simetria da figura é dada a partir da existéncia do eixo de simetria. Veja a Figura [3.18]
O texto explicativo e os exercicios sao todos voltados para o eixo de simetria e destacam de
forma implicita a simetria de reflexao.

Figuras simétricas E
ta, dividind e Ramtis o

Figura 3.18: Colecao 3, Volume 6, Pagina 193.

O volume 7 é composto por 12 capitulos e o assunto Simetria é abordado no Capitulo
11, sob o titulo Transformacao de figuras e simetria, nas Segoes 2 e 3 sob o titulo Figuras
simétricas e simetria de rotagao, respectivamente. Na Secao 2, o autor repete o que foi feito
no volume 6, apresentando também a simetria em relagao a um eixo. Os exercicios tém a
mesma finalidade e em todos se fala do eixo de simetria. Assim, ele apenas recorda o que foi
visto no ano anterior sobre simetria. Na Secao 3, fala-se brevemente da simetria de rotacao
em torno de um ponto. O contetdo nao estd bem explicado, apresenta um exemplo de rotacao
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que nao facilita o entendimento do aluno. Além disso, as duas secoes nao se interligam e
nao ha uma sequencia progressiva do contetido, pois passa de simetria em relacao a um eixo
para a simetria de rotagao em relagao a um ponto sendo esta ultima uma transformacao
geométrica no plano.

O volume 9 é composto por 10 capitulos e o assunto Simetria ¢ abordado no Capitulo
4, sob o titulo Simetria, nas Secoes 1 e 2 sob o titulo Simetria de rotacao e Simetria de
translagao, respectivamente. Na Secao 1, o autor traz novamente o conceito de simetria de
rotacao de forma superficial como foi feito no volume 7. Além disso, menciona a simetria
central obtida por uma rotacao de 180. E dado apenas um exemplo no qual é mostrado uma
simetria de rotacao. Em seguida apresenta o passo a passo para a construcao de uma figura
simétrica por rotagao a partir de um retangulo. A minima exploracao do contetdo dificulta
a aprendizagem do aluno que possui pouco conhecimento sobre simetria.

Na Secao 2, fala-se da simetria de translacao que é tratada da mesma forma, de maneira
superficial e com poucas informagoes e exemplos. Os poucos exercicios exigem apenas que o
aluno identifique as figuras que apresentam simetria de translagao.

No exercicio 13, pagina 77, o autor mostra uma obra do artista holandés Maurits Cornelis
Escher (1898- 1972) no qual é possivel identificar a simetria de rotagdo. Assim o aluno toma
conhecimento da presenga da simetria em importantes artes.

O Explorando o tema no final do capitulo traz a simetria na natureza, fundamental para
dar beleza aos seres. O tipo de simetria apresentada é a simetria bilateral. Aqui o autor
menciona também, mais uma vez, a simetria de reflexao.

Um ponto positivo é que as duas se¢oes tratam do mesmo tipo de simetria por rotacgao
e translacdo, que sao aquelas obtidas por uma transformacao geométrica. Além disso, a
definicao de cada uma é feita de forma clara e objetiva.

No Capitulo 5 sobre Funcdes, na secao Grdfico de uma funcao quadrdtica, o autor fala
do grafico de uma funcao quadratica destacando o eixo de simetria da paradbola. Observa-
mos que esse eixo de simetria ajuda o aluno a compreender que os pontos da parabola sao
simétricos em relacao ao eixo que passa pelo vértice da parabola. Assim, encontrado um
ponto da parabola é possivel encontrar outro por simetria. Neste caso, os valores da variavel
independente x sao simétricos em relagao ao eixo y e os valores da variavel dependente y que
é o valor da funcao sao iguais. O eixo de simetria também facilita a identificacao do vértice
da parabola, intersecao do eixo com a curva.

A Colecao 3 traz o estudo da simetria nos volumes 7 e 9. O volume 7 é composto
por 9 capitulos e o assunto Simetria é abordado no Capitulo 2 sob o titulo Geometria:
Solidos Geométricos, regioes planas e contornos, na Segao 7 sob o titulo Simetria. O autor
simplesmente faz uma dobradura e diz que a figura apresenta simetria ou é simétrica em
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relacao a "dobra"que divide a figura em duas partes iguais. A dobra é o eixo de simetria.
Em seguida, apresenta figuras com simetria em relacao a mais de um eixo. Depois diz que
a figura e seu reflexo sao simétricos ou que uma é simétrica da outra. Neste livro falta
um pouco mais de explicacao sobre o conceito de figura simétrica e assimétrica, com uma
definicao formal, objetiva e de facil entendimento. H& pouco contetido explicativo e os
exercicios sao de identifica¢do do tipo de simetria existente na figura. Veja a Figura[3.19] A
simetria predominante é a de reflexao que se mostra de forma implicita nos exercicios e que
depois é mostrada em algumas figuras simétricas. Aqui o estudo de simetria é vago e deixa
um pouco a desejar.

Figura 3.19: Colecao 3, Volume 7, Pagina 73.

O volume 9 é composto por 9 capitulos e o assunto Simetria é abordado no Capitulo 5 sob
o titulo Semelhanga, na se¢ao 3, sob o titulo Transformagoes geométricas. O autor fala sobre
a translagao, a reflexao em relagao a uma reta e a rotagao. Esse estudo é mais elaborado
devido a maneira como é abordado. A translacao é feita por meio de um de segmento
orientado (vetor) que é um conceito novo para o aluno apesar do conhecimento ja adquirido
sobre segmentos orientados. E mostrada também a reflexdo em torno de uma reta e um caso
particular de simetria destacando o eixo de reflexao que é o eixo de simetria. Mostra a rotacgao
em torno de um ponto de forma confusa com poucas figuras dificultando a compreensao. O
contetido é tratado de forma superficial com poucas informacgoes e exemplos. Traz poucos
exercicios nos quais é cobrado do estudante que ele faca as transformagoes geométricas das
figuras na malha quadriculada.

No Capitulo 3, Ezplorando a ideia de fung¢ao, na Secao 4 sobre Funcao Quadrdtica, o
autor mostra o grafico deste tipo de func¢ao e diz que a parabola é uma figura simetrica, na
qual o eixo de simetria é perpendicular ao eixo x e o encontro da parabola com o eixo de
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simetria é o vértice da parabola.

H& uma variagao da presenca da simetria nos 4 volumes de cada cole¢ao, com auséncia
do contetido em alguns livros e apari¢oes em outros, nao seguindo assim uma sequéncia
progressiva dos contetidos aos longo dos anos. A didatica dos livros das colegoes é bastante
insatisfatoria o que compromete a aprendizagem do conceito de simetria tao importante na
formacao matematica do estudante. Assim, o ideal seria que estes conceitos fossem abordados
em todos os anos e em niveis progressivos de extensao e de complexidade.

Nas colegoes analisadas podemos observar que o contetido de simetria nao aparece no final
do livro, o que é positivo nas obras, pois dadas as limitacoes do tempo escolar, contetidos
que se situam no fim dos livros tém menor chance de serem estudados de modo adequado.
Mas, mesmo sendo abordado no inicio ou no meio do livro, o contetido é superficial e pouco
explorado.

Os conceitos de "eixo de simetria"aparecem com bastante frequéncia nos livros didaticos.
A simetria de reflexao e de rotag@o sao as que mais aparecem nas obras analisadas. Foram
observadas limitagoes na abordagem desses tipos de simetria como a vinculagao da ideia de
simetria de reflexao a ideia de "metade da figura"e o uso do espelho como suporte material
associado a ideia de simetria. A abordagem destes conceitos de simetria em situacoes muito
proximas se da sem nenhuma explicacao das relagoes existentes entre elas. O estudante é
chamado a realizar atividades relativas ora a uma ora a outra de modo indiscriminado.

Nao é feito uma descricao do modelo matemético para o conceito de simetria que evi-
dencie o papel fundamental das transformacoes isométricas no plano euclidiano. O enfoque
especifico e explicito das isometrias é quase ausente nas cole¢oes. Além disso, quando esse
contetudo é abordado, suas conexoes com o conceito de simetria sao implicitos ou muito sutis.

Convém observar que ha uma predominéancia do estudo, no plano, da simetria de reflexao
em relacao a um eixo. Os textos e atividades que envolvem simetria exigem que os estudan-
tes identifiquem se uma figura possui simetria de reflexao em relagao a um eixo indicado;
verifiquem se uma figura possui simetria de reflexao, identificando o eixo de simetria; cons-
truam figuras com simetria em relagao a um eixo dado, conhecendo uma parte da figura, em
especial com suporte na malha quadriculada ou com recurso a um espelho real ou imaginario;
obtenha figuras com simetria de reflexao utilizando a dobradura a partir de uma dobra no
papel; produza figura simétrica a uma dada figura, conhecendo-se o eixo de reflexao.

Em nenhum desses casos, explicita-se a interven¢ao de uma isometria no plano, mesmo
no caso da dobradura, que envolve uma rotagao espacial em torno de um eixo. Apenas nas
situagoes, em numero relativamente pequeno, que envolvem as simetrias de rotacao e de
translagao, ocorrem referéncias explicitas as isometrias no plano.



Capitulo 4

Simetria

Um tema interessante que também promove a integracio entre Geometria e Algebra é o

estudo de simetrias de figuras geométricas. Neste capitulo abordamos este tema, iniciando

com as definicoes de simetria encontradas em alguns dicionérios, suas nogoes intuitivas e,

em seguida, passamos para um ponto de vista mais matematico do assunto. Na Secao [3.2]

fizemos um relato de como esse tema esta presente nos livros didaticos do Ensino Fundamen-

tal e Médio. Apresentamos no Capitulo [5| uma proposta de material didatico para o ensino

deste tema no Ensino Fundamental e Médio.

4.1 Definicao e tipos de Simetria

No Dicionario Aurélio [8] encontramos a definigdo a seguir:

93

Simetria [Do gr. symmetria, 'justa propor¢ao’.]
Substantivo feminino. 1.Correspondéncia, em
grandeza, forma e posi¢ao relativa, de partes si-
tuadas em lados opostos de uma linha ou plano
médio, ou, ainda, que se acham distribuidas em
volta de um centro ou eixo. 2.Harmonia resul-
tante de certas combinagoes e proporgoes regula-
res. 3.Anal. Mat. Propriedade duma fung¢io que
nao se altera numa determinada transformacao de
suas variaveis. 4.Geom. Propriedade duma confi-
guracao que é invariante sob transformagoes que
nao alteram as relagbes métricas, mas alteram a
posicao dos seus elementos constitutivos. 5.Log.



4.1. Definicao e tipos de Simetria 54

Propriedade da relagao que, afirmada entre A e B,
pode ser afirmada entre B e A, sem transformacao.
[Cf. assimetria.] Simetria axial. 1. Geom. Sime-
tria em relagao a rotagoes em torno de um eixo, ou
a reflexbes nesse eixo; simetria cilindrica. Simetria
bilateral. 1. Biol. A simetria do corpo da maioria
dos animais. Simetria central. 1. Geom. Sime-
tria em relagao a reflexdo em um ponto; simetria
polar. Simetria ciclica. 1. Anal. Mat. Simetria
de uma funcao sob permutacao ciclica. Simetria
cilindrica. 1. Geom. Simetrial axial. Simetria cir-
cular. 1. Geom. Simetria axial de uma configura-
¢ao plana. Simetria esférica. 1. Geom. Simetria
sob as rotagoes em torno de um ponto. Simetria
especular. 1. Geom. Simetria sob reflexdo num
plano. Simetria polar. 1. Geom. Simetria central.

Podemos perceber que a definicao encontrada no dicionério é bastante fiel & no¢ao intui-
tiva que se tem de simetria.

Um objeto ou figura tem simetria quando pode ser
dividido em duas partes que devem coincidir per-
feitamente quando sobrepostas. A simetria esté
presente em toda a parte, seja na natureza, nas
artes ou na Matematica. [I§]

No campo estético, a simetria é a responsével por proporcionar harmonia a uma imagem,
e, consequentemente, a sua beleza: quanto mais simétrico for um objeto ou figura, mais belo
tende a ser considerado.

Em Matematica, a simetria é uma correspondéncia entre pontos de uma mesma figura
como na definicao a seguir para figuras planas:

Definicao 4.1 Uma figura X é um conjunto de pontos do plano. Uma simetria de uma
figura X € uma transformacao T do plano em si mesmo tal que:

1. T(X) =X, isto é, T envia cada ponto em X para outro ponto em X e cada ponto em
X € a imagem de algum ponto em X sob T.

2. T preserva distincia, isto €, se d(p,q) denota a distancia entre os pontos p e q, entdo
D(T(p),T(q)) = d(p,q), para todos os pontos p e q.

Neste contexto, o objeto se "move", mas as distancias, angulos, tamanhos e formas
sao preservados pela simetria. Existem quatro tipos de simetrias em um plano: reflexao,
translacao, rotacao e reflexao com deslizamento.
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Simetria e assimetria sao palavras antonimas, ou seja, possuem significados completa-
mente distintos e opostos. A simetria consiste na conformidade e correspondéncia entre
posi¢ao, forma e medida em relagao a um eixo, por exemplo, e outras caracteristicas harmo-
niosas entre duas ou mais partes. A assimetria, por sua vez, seria a auséncia da simetria, ou
seja, quando nao ha esta correspondéncia entre as partes, sendo estas desproporcionais ou
nao harmoniosas.

A seguir descrevemos os diferentes tipos de simetrias com mais detalhes.

4.1.1 Simetria de reflexao

Em Matemaética, de acordo com [19], uma reflexao é uma transformacao geométrica do
ponto, da reta, do plano ou do espago que "espelha" todos os pontos em relagao, respecti-
vamente, a um ponto (dito centro de reflexdo), uma reta (dita eizo de reflexdo ou eizo de
simetria) ou um plano (chamado plano de reflexao ou de simetria), transformando o ponto,
a reta ou o plano num outro, que lhe é simétrico em relagao ao eixo ou ao ponto dado.

Uma reflexao do plano euclidiano é uma simetria ortogonal em relacao a uma reta. Assim,
uma reflexao é também chamada uma simetria azial ortogonal.

Em geral, dentro de um espaco euclidiano qualquer, uma reflexao é uma simetria orto-
gonal em relacao a um hiperplano, isto é, a um subespaco de codimensao 1. Em dimensao
3, trata-se, portanto, de uma simetria ortogonal em relacao a um plano.

Uma reflexdo S é uma transformagao involutiva, isto é, aplicada (ou composta) duas
vezes nos da a transformacao identidade do plano ou do espago. Na linguagem da Teoria
de Grupos, isto significa que é uma transformacao de ordem 2 (ver |6, p.140]). O termo nos
remete intuitivamente aos espelhos, que refletem uma imagem. A figura imagem e a figura
original sao isométricas.

De acordo com [I]], apresentamos a construc¢ao do conceito de simetria de reflexao.

Consideremos uma reta r e um ponto qualquer P nao pertencente a reta. Marquemos
um ponto P’ na perpendicular por P a reta r em M, no semiplano oposto ao de P tal que
P'M = PM. Veja Figura [4.1]

Dizemos que P’ é o simétrico de P em relagao ao eixo r. Em particular, se um ponto )
pertence ao eixo r, o seu simétrico )’ coincide com o proprio ponto Q.
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Figura 4.1: Reflexao do ponto P em relacao a reta r.

Agora, os simétricos A’ e B’ de A e B em relagao ao eixo r, conforme a Figura , nos
permitem obter o simétrico do segmento AB em relagao ao eixo r, a saber, o segmento A’ B’.

Figura 4.2: Reflexao do segmento AB em relagao a reta r.

Observamos ainda que M A" = MA (I) e NB" = NB (II). Como os angulos em M séao
retos e M N é lado comum, segue de (I) AAMN = AAMN. Logo NA' = NA (II) e
MNA' = MNA (IV). Os angulos em N também sdo retos; assim de (IV) segue A’NB' =
ANB (V). De (II), (III) e (V), temos A’NB' = AN B, ou ainda, A’'B' = AB.

Mostramos assim uma propriedade importante da simetria axial: ela conserva distdn-
cias. Por esse motivo, diz-se que a simetria axial é uma isometria ("mesma medida"). Em
consequéncia, conserva também os angulos.

Entretanto, a simetria axial inverte os sentidos, como se observa na Figura [£.3 pois
lendo os vértices do triangulo na ordem alfabética, temos A, B e C' no sentido horario. No
triangulo simétrico, a leitura dos vértices na ordem alfabética se da no sentido anti-horario.
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Figura 4.3: Reflexao do triangulo ABC' em relacao a reta r.

Figuras com estrutura simétrica reflexional

Considere uma figura qualquer e procure desenhar uma reta que a divida em duas partes
idénticas. Serao encontradas figuras em que essa operagao é possivel e outras em que nao é
possivel.

Num triangulo isésceles, existe a reta bissetriz do angulo formado pelos lados congruentes.
Num tridngulo equilatero, existem trés retas (as trés bissetrizes dos angulos internos que
coincidem com as mediatrizes dos lados). Entretanto, no tridngulo escaleno nao existe uma

tal reta (Figura [4.4)).

Observe que nos dois primeiros triangulos existem eixos de simetria, enquanto que no
escaleno nao existe. Em outras palavras, ha figuras que apresentam estrutura simétrica e
outras estrutura assimétrica.

Tiangulo Triangulo Triangulo
equilatero isosceles escaleno

3 eixos de 1 eixo de N&o tem eixo
simetria simetria de simetria

Figura 4.4: Simetria axial de triangulos.

Nos quadrilateros, observamos que o paralelogramo nao retangulo com lados opostos de
medidas diferentes e o trapézio escaleno nao possuem simetrias. O trapézio isdsceles possui
um eixo de simetria que é a reta suporte da mediana dos lados paralelos, o losango e o
retangulo possuem dois eixos de simetria que sao as retas suportes das diagonais do primeiro
e as medianas dos lados do segundo e o quadrado (losango e retangulo) possui quatro eixos de
simetria que sao as retas suportes das diagonais e as medianas dos lados. Veja a Figura [4.5]
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Figura 4.5: Simetria axial dos quadrilateros.

Um poligono regular de n lados possui n eixos de simetria que sao as retas passando
pelo "centro" e pelos vértices; os poligonos regulares de ntimero par de lados admitem o
circuncentro por centro de simetria. Ja os de niimero impar de lados nao possuem centro de
simetria. Todos os poligonos regulares apresentam estrutura simétrica, ou sao figuras simé-
tricas como mostra a Figura [£.6] No entanto, os poligonos irregulares podem ter estrutura

Pentagono regular Hexagono regular
(5 eixos de simetria) (6 eixos de simetria)

simétrica ou nao.

Figura 4.6: Simetria axial dos poligonos regulares.

O circulo tem infinitos eixos de simetria que sao as retas contendo os didmetros.

Circulo
ndmero infinito de eixos de simetria

Figura 4.7: Simetria axial do circulo.
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4.1.2 Simetria de rotagao

Segundo [20], uma simetria de rotagao ou rotacional ocorre quando se roda uma
figura numa amplitude maior que 0° e menor que 360°, tal que o resultado dessa rotacao seja
uma figura igual & figura em sua posi¢ao inicial. Assim, diz-se que uma figura tem simetria
de rotagao ou rotacional, se existir pelo menos uma rotagao, que nao de 0° ou 3607, tal que
a imagem dessa rotagao forme a mesma figura.

De acordo com [I]], apresentamos o conceito matemético de simetria de rotagao.

Dados um ponto fixo O e um angulo «, com 0 < a < 360° e um ponto qualquer P,
nao coincidente com O, construamos um ponto P’ tal que OP' = OP e POP' = a. Veja a
Figura [4.8|

Figura 4.8: Rotagao de angulo a.

Dizemos que P’ é o simétrico de P por simetria rotacional ao redor de O de angulo «.
Ao ponto O chamamos de centro de rotag¢ao ou rotocentro e a a de dngulo de rotagdo ou de
giro.

Na préatica se diz dar uma rotag¢ao ao ponto, o que pode ser facilmente observado, pois
como OP" = OP resulta que os pontos P e P’ pertencem a uma circunferéncia de centro O.

A cada ponto P corresponde, em geral, dois pontos por simetria rotacional de mesmo
angulo, assim se torna conveniente algumas vezes orientar o angulo, obtendo rotagoes no
sentido hordrio ou no sentido anti-hordrio. Veja a Figura

Figura 4.9: Simetria rotacional de mesmo angulo.
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Em particular, se P coincide com O dizemos que o seu simétrico rotacional é o pro-
prio ponto. Dizemos entao que o rotocentro é ponto invariante, como acontece na simetria
reflexional, quando todos os pontos do eixo sao invariantes.

Da igualdade dos angulos AOA’ e BOB' com « resulta AAOB = AA'OB’, como mostra
a Figura [4.10] Portanto, a rota¢do ¢ uma isometria que conserva os sentidos.

Figura 4.10: Rotacao de angulo a.

Em particular, se o angulo de rotacao é de 180°, ou seja, de meia volta ou de meio giro,
dizemos que a simetria é central. A denominacgao é oriunda do fato de o centro de rotacao
ser agora ponto médio do segmento PP’, qualquer que seja o ponto P. Veja a Figura [4.11]

Figura 4.11: Rotacao de 180°.

Se o angulo de rotagao é de 0°, o simétrico coincide com o proprio ponto. Dai, pode-se
dizer que a transformagao ¢é a identidade.

Figuras com estrutura simétrica rotacional

: A : _ 360
Os poligonos regulares possuem os seus angulos centrais dados por a, = ==,

onde n é o
numero de lados. Assim, para qualquer rotagao de centro no centro do poligono, de angulo

de rotagao dado pelo angulo central ou multiplos inteiros dele obtém-se o mesmo poligono.
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Por esse motivo dizemos que os poligonos regulares de n lados possuem estrutura simétrica
rotacional de dngulo central. Assim, o tridngulo equilatero, o quadrado e o pentagono regular
possuem estrutura rotacional respectivamente de 120°, 90° e 72°, e assim sucessivamente,

7

Figura 4.12: Estrutura simétrica rotacional dos poligonos.

como mostrado na Figura [4.12]

4.1.3 Simetria de translacao

Em [21], encontramos um conceito intuitivo da simetria de translacao.

Uma translagao é uma isometria que desloca a figura original segundo uma dire¢ao, um
sentido e um comprimento (vetor). As translagdes conservam a dire¢ao e o comprimento de
segmentos de reta, e as amplitudes dos angulos.

Na simetria de translacao, a figura "desliza" sobre uma reta, mantendo-se inalterada.
Em todas as translacoes se observa que um mesmo elemento se desloca numa determinada
direcao e sempre paralelo a si proprio, isto €, sem nunca rodar.

Apresentamos o conceito matematico de simetria de translacao, seguindo [I].

Dados uma direcao por uma reta r e um segmento M N de comprimento u, consideremos
um ponto P qualquer do plano. Construamos um ponto P’ tal que PP'//r e PP' = MN.
Dizemos que P’ é simétrico de P por simetria translacional na direcdo r e no moédulo u. A
reta r é chamada reta de translagao. Veja a Figura [1.13

Figura 4.13: Simetria translacional.

A cada ponto P correspondem dois simétricos por simetria translacional, assim é conve-
niente orientar a reta num dos dois sentidos. Assim, dizemos que a transformacao geométrica
é uma translacao, de vetor 7, que possui direcao e sentido de r e médulo \7|
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Por causa do paralelismo e da congruéncia de AA’ e BB’ com o segmento M N, resulta
que o quadrilatero ABB’A’ é um paralelogramo, ou que A’'B’ || AB e ainda A’B’" = AB.
Portanto, a simetria translacional é uma isometria que conserva os sentidos. Veja a Figura

414

Figura 4.14: Translacao do triangulo.

4.1.4 Simetria translacional refletida

Um conceito intuitivo da simetria translacional refletida proveniente de [22] é dado a
seguir.

Uma reflexao com deslizamento ¢ uma composi¢ao de uma reflexdo com uma trans-
lacao por meio de um vetor com a mesma dire¢ao da reta de reflexao.

Seguindo [I], apresentamos o conceito matematico de simetria translacional refletida.

Consideremos um ponto P qualquer e facamos uma simetria translacional de reta r,
obtendo o ponto P; e, em seguida, uma simetria reflexional de eixo r, obtendo o ponto P’.
Dizemos que P’ é obtido de P por uma simetria translacional refletida (ou reflexao com
deslizamento). Observe a Figura [4.15]

Assim, a simetria translacional refletida pode ser chamada de produto de duas trans-
formagoes (duas simetrias). No entanto, esse produto é comutativo, pois podemos trocar a
ordem, isto é, se aplicamos a simetria reflexional de eixo r e em seguida a simetria transla-
cional de reta r, com o mesmo modulo, ou vice-versa, obtemos o mesmo resultado.

Figura 4.15: Translagao refletida.
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As duas simetrias utilizadas numa simetria translacional refletida sao isometrias, com
uma so isometria inversa ou oposta. E impossivel fazer uma figura coincidir por superposicao
com a sua simétrica somente movimentando-a sobre o plano, é necessario usar um movimento
no espago.

4.2 Grupos de simetrias

Dada uma figura no plano (ou no espaco), queremos colecionar todas as transformagoes
do plano (ou no espago) que sao simetrias dessa figura. Este conjunto tem uma estrutura
algébrica que é chamada de grupo. Iniciamos esta se¢ao pela compreensao de como os
diferentes tipos de simetrias podem ser combinados. Veremos que cada figura terd o seu
"grupo de simetrias".

E conveniente comecar tal discussao com a definicao de uma isometria em R", generali-
zando a Definicao [4.1] de isometria de figuras planas.

A principal referéncia para esta se¢ao é [9, Chapter 27].

Definicao 4.2 Uma isometria do espaco n-dimensional R™ € uma func¢ao de R™ em R™ que
preserva a distincia. Em outras palavras, uma fungcao T de R™ em R™ é uma isometria se,
para cada par de pontos p e ¢ em R™, a distincia de T'(p) a T(q) é a mesma que a distancia
dep aq.

Com essa defini¢ao, podemos agora fazer a defini¢ao do grupo de simetrias de uma figura
com n dimensoes.

Definicao 4.3 Seja X um conjunto de pontos em R™. O grupo de simetrias de X em
R™ € o conjunto de todas as isometrias de R™ que levam X sobre si mesmo. A operacao do
grupo € a composi¢ao de funcgoes.

E importante perceber que o grupo de simetrias de um objeto depende nido apenas do
objeto, mas também do espaco em que o vemos. Por exemplo, o grupo de simetria de
um segmento de linha em R tem ordem 2, o grupo de simetria de um segmento de linha
considerado como um conjunto de pontos em R? tem ordem 4 e o grupo de simetria de um
segmento de linha visto como um conjunto de pontos em R? tem ordem infinita.
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4.2.1 Composicao de simetrias

Vimos na Se¢ao [4.1|que uma simetria de reflexao é uma transformagao involutiva do plano
(ou do espago), ou seja, uma reflexdo S sobre uma reta r no espago €2 é uma transformagao
de Q que leva cada ponto P num ponto P’, sobre a reta r’, perpendicular a r que contém P,
tal que P e P’ sdo equidistantes de r. E imediato, por definicdo, que S? = Id.

Sejam S; e Sy reflexdes sobre as retas e rq, respectivamente, com 1y # ro, 1 f o (11
nao ¢é paralela a ) e seja « o dngulo formado pelas retas r; e r5. A composigao S105; = 5157
é uma rotacgao de 2a em torno do ponto comum as duas retas.

Figura 4.16: Composigao de reflexoes.

O efeito de S1.5; sobre o ponto P ¢ o mesmo obtido pela aplicagao de S3S57, onde S} ¢é a
reflexdo sobre a reta 7 (imagem de 71 sob a reflexao S).

Py = Sy; P? =515y P7 = 5,5]

Assim como fizemos a composigao de duas reflexdes no plano (ou no espago), podemos
compor os diferentes tipos de simetrias de uma mesma figura.

Teorema 4.4 O conjunto G de todas as simetrias de uma figura X forma um grupo G,
chamado o grupo de simetrias da figura.

Demonstracao: Mostremos primeiro que se S,T € G, entao o produto ST, definido por
ST (p) = S(T'(p)), para todo ponto p, pertence a G. Temos ST(X) = S(T'(X)) =5(X) =X
e, para p, ¢ pontos quaisquer, d(ST(p), ST(q)) = d(S(T(p)), S(T(q))) = d(T(p), T(q)) =
d(p,q) e, portanto, ST € G. A associatividade da composi¢ao de simetrias de X decorre da
associatividade da composi¢ao de fungoes. A transformacao Id é tal que Id(p) = p, para
todo p, logo Id(X) = X e, portanto, Id € G e satisfaz S o Id = Ido S = S, para todo
S € G. Finalmente, se S € G, existe a simetria S~! tal que SS™! = Id = S~1S. Logo,
X =1d(X)=8"(S(X)) = S7}(X) e, portanto, S~ é simetria de X. O
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Nas subsegoes a seguir falaremos dos grupos de simetrias do triangulo equilatero, do
quadrado e do poligono regular de n lados.

4.2.2 O grupo de simetrias do tridngulo equilatero

Para caracterizar geometricamente as simetrias do tridngulo equilatero, Figura [4.17], in-
diquemos seus vértices consecutivamente por 1, 2 e 3 e por O o seu baricentro. Consideremos
as seguintes retas: a, por O e pelo vértice 1, b, por O e pelo vértice 2, e ¢, por O e pelo
vértice 3. O grupo de simetrias do triangulo equilatero consiste das trés reflexdes em torno
das retas a, b e c e de trés rotagoes por angulos de 120°, 240° e 360°.

Utilizando a composi¢ao de fungoes, mostramos que as simetrias do triangulo equilatero
podem ser construidas a partir de duas dessas simetrias, a saber, R a rotacao em torno do
baricentro no sentido anti-horario por um angulo de 120° e S a reflexao em torno da reta a.
Assim, o grupo de simetrias GG do triangulo equilatero consiste das simetrias

{Id,R,R*,S, SR, SR*}.

Figura 4.17: Eixos de simetria do triangulo equilétero.

Verifica-se que valem as relacoes S? = Id, R? = Id e SR = RS e que estas sdo
suficientes para compor os elementos arbitrarios de G.

O conjunto das rotagoes {Id, R, R*} forma um subgrupo do grupo de simetrias do trian-
gulo equilétero.

Mostraremos a seguir, por meio da construcao de uma tabua, que o conjunto das simetrias
do triangulo equilatero, com a composicao de transformacgoes, € um grupo nao abeliano.
Efetuando-se todas as composi¢oes possiveis, obtemos a seguinte tabua:
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o Id R | R? S | SR | SR?
Id | Id R | R? S | SR | SR?
R R | R? | Id |SR*| S | SR
R* | R* | Id R | SR |SR?*| S
S S |SR*| SR | R | R? R
SR | SR | S |SR*| R Id | R?
SR?| SR*| SR | S R? R Id

Tabela 4.1: Grupo de simetrias do tridangulo equilatero.

4.2.3 O grupo de simetrias do quadrado

Para caracterizar geometricamente as simetrias do quadrado, Figura [£.18] indiquemos
seus vértices consecutivamente por 1, 2, 3 e 4. Consideremos as retas a e b, respectivamente,
pelas diagonais 13 e 24 do quadrado, e as retas ¢ e d, a primeira perpendicular aos lados 12
e 34, pelo ponto médio de ambos, e a segunda perpendicular aos lados 23 e 14 também pelo
ponto médio de ambos. O centro do quadrado, que ¢é interse¢ao dessas retas, sera indicado
por O.

O grupo de simetrias do quadrado consiste das quatro reflexoes em torno das retas a, b,
c e d e das quatro rotagoes por angulos de 90°, 180°, 270° e 360°, em torno do centro O.
Utilizando a composicao de fung¢oes, mostramos que as simetrias no quadrado podem ser
construidas a partir de duas dessas simetrias, a saber, R a rotacao no sentido anti-horario
por um angulo de 90° e S a reflexdao em torno da reta a. Assim, o grupo de simetria G do
quadrado consiste das simetrias

{Id,R,R% R3S, SR, SR2, SR*}.

Figura 4.18: Eixos de simetria do quadrado.

Novamente, verifica-se que valem as relacoes S? = I'd, R* = Id e SR = R7'S e que estas
sao suficientes para compor os elementos arbitrarios de G.
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O conjunto {Id, R, R?, R3} forma o subgrupo das rotacoes do grupo de simetrias do
quadrado.

Efetuando-se todas as composicoes possiveis, obtemos a seguinte tdbua:

o Id R | R* | R S | SR | SR*| SR®
Id R | R" | R* | R} S | SR | SR* | SR?
R R | R® | R3 | Id S | SR | SR* | SR®
R* | R? | RP | Id R S | SR | R* | SR?

R | R | Id R | R |SR*|SR?*| S | SR

S S | SR*| SR | SR*| Id | R* R | R’

SR | SR |SR*| S |SR*| R* | Id | R® R
SR* | SR* | SR | SR*| S R3 R Id | R?
SR3|SR*| S |SR?’| SR| R | R* | R* | Id

Tabela 4.2: Grupo de simetrias do quadrado.

4.2.4 O grupo de simetrias do poligono regular de n lados

O conceito de simetria de um triangulo e de um quadrado pode ser estendido naturalmente
para um poligono regular qualquer de n lados. Tal como nos casos particulares, o ntimero
das simetrias de um poligono regular de n lados é o dobro do ntimero de lados, isto ¢, 2n no
caso geral.

Para descrever essas simetrias denotemos os vértices do poligono, consecutivamente, por
1, 2, ..., n. Duas simetrias bastam para gerar o grupo de simetrias de um poligono regular
de n lados: a rotacao R de %OO em torno do centro O do poligono e a reflexao S em torno
da reta a; pelo vértice 1 e pelo centro do poligono. Veja a Figura [4.19

az

@

Figura 4.19: Poligono regular de n lados.

O grupo de simetrias do poligono regular de n lados consiste exatamente das simetrias

{1,R,R*...,R"* S,SR,...,SR" '} (4.1)



4.2. Grupos de simetrias 68

e estas simetrias sao multiplicadas de acordo com as regras

R'=1, S*=1, SR=R'S.

O conjunto das rotagoes
{1,R,R* ..., R"'}. (4.2)

¢ um subgrupo do grupo de simetrias do poligono regular de n lados.

O grupo (4.1)) é chamado o grupo diedral D,, e o grupo (4.2) é chamado o grupo ciclico
C,. Estes sao os tnicos grupos finitos de simetrias de figuras planas.

Para provar a veracidade desta afirmagcao, seguindo [5, Chapter 4, Section 14|, primei-
ramente identificamos o plano com o espaco vetorial R? de todos os pares de niimeros reais
(a,b) que também identificamos com o vetor com origem em (0,0) e ponto final em (a,b).
Se p é um vetor (a,b), entdo o comprimento ||p|| é definido por [|p|| = Va2 + b% e a distancia
de p a g (ver a Figura ¢ dada por d(p,q) = ||p — q||- Temos também que p = (a,b) é
perpendicular a ¢ = (¢, d) (notagao: p L q) se, e somente se, ac + bd = 0.

Figura 4.20: Distancia de p a q.

Teorema 4.5 Uma transformacio T de R? que preserva distancia e deiza o elemento zero
fixo é uma transformacao linear.

Demonstracao: Pode-se demonstrar que um ponto p no plano é completamente deter-
minado por suas distancias a 0, e; = (1,0) e e = (0,1). Assim, T(p) é completamente
determinada por T'(e;) e T'(e3), uma vez que 7'(0) = 0. Podemos definir uma transformagao
linear 7" tal que T'(e;) = T"(e1), T(eg) = T"(e3). Como T e T sdao determinados pela sua
acao em e e ey, temos T =T". O

Mostramos a seguir a caracterizacao de uma transformacao que preserva distancia.

Teorema 4.6 Uma transformacao linear T preserva distdncia se, e somente se,

T (e)l[ = [[T(e)l[ =1 e T(ex) L T(es). (4.3)



4.2. Grupos de simetrias 69

Demonstragao: Se T preserva as distancias, entao é claro que (4.3 é valido. Reciproca-
mente, suponha que 7' seja uma transformagao linear tal que (4.3)) ocorra. Para provar que
T preserva distancias é suficiente provar que, para todos os vetores p, ||T(p)|| = ||p||, para

entdo d(T(p), T(q)) = [|T(p) =TIl = [IT(p — |l = llp — ql| = d(p, q)-

Agora, sejam p = ue; + vey e T(e) = (a,b), T(ez) = (c,d). Assim, (4.3) implica
a?+ b =ct+d* =1, ac+bd = 0. Dai,

IT()|I? = |[uT(e1) +vT(ed)|]* = || < ua +ve,ub + vd > ||?
(ua +ve)? + (ub + vd)?
u?a® + 2uave + v?c + u?b? + 2ubvd + vid®
u?(a® + b?) + v*(c* + d?) + 2uv(ac + bd)
— o =l

Isto completa a demonstracao. 0O

Agora, seja T' uma transformagao que preserva distancia e fixa a origem, tal que T'(e1) =
(a,b). Entao T'(e2) ¢ um ponto no circulo unitario cujo raio-vetor é perpendicular a T'(e;),
Figura [4.21] Disto temos ou T'(e3) = (a,b) ou T'(e3) = (b, —a).

T(ez2) T(ey) =(a b

T(ea)

Figura 4.21: Transformacao no circulo unitario.

No primeiro caso, a matriz de T em relagao a {ej,ex} €

=5 7)

No primeiro caso, T" é uma rotacao por um angulo 8 tal que cosf = «, enquanto que,
neste tltimo caso, T' é uma simetria bilateral em torno da linha que forma um angulo %9



4.2. Grupos de simetrias 70

com e;. Observe que no segundo caso a matriz de T2 é

_fa B\ fa B\ _(a®+5 0 B
(26 ) (07 )

de modo que 72 = 1. O segundo tipo de transformacdo é uma reflezdo, o primeiro ¢ uma

rotacao.

As reflexoes e as rotagoes se combinam do seguinte modo.
Teorema 4.7 Sejam S e T transformagoes lineares que preservam distincia, entao:

1. Se S, T sao rotagoes, entao ST € uma rotagao.
2. Se S, T sao reflexoes, entao ST é uma rotagao.

3. Se uma de S, T € uma rotacdo e a outra € uma reflexao, entao ST € uma reflexao.

Teorema 4.8 Seja G um grupo finito de transformacoes lineares que preservam distancia
em R2. Entao G € isomorfo com um dos sequintes grupos:

1. O grupo ciclico C,, = {1, R, R?,..., R" '}, R™ =1, consistindo de todas as poténcias
de uma unica rotacao.

2. O grupo diedral D,, = {1, R, R?,...,R"" Y S SR,...,SR"'}, onde R é uma rotacao,
S uma reflexdo e R* =1, S? =1, SR = R'S.

Demonstragao: Podemos supor G # 1. Se todos os elementos de G sao rotagoes, seja R
uma rotagao em G pelo menor angulo positivo. Considere as poténcias de R, {1, R, R?,...}.
Estas ja sao todo o grupo G, como seré visto. Suponha que T' € G é uma rotacao diferente
de todas as poténcias de R. Se ¢ é o angulo de T" e # o angulo de R, entao, para algum
i, 10 < ¢ < (1 + 1)0, Figura . Assim, G contém TR~ que é uma rotacao em G por
um angulo ¢ — 760 menor que 0, o que contradiz a hipétese. Portanto, G é constituido pelas
poténcias de R e é um grupo ciclico.

Figura 4.22: Rotacao de angulo 6.
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Agora suponha que G contenha uma reflexao S. Seja H o conjunto de todas as rotagoes
contidas em (G. Entao H é subgrupo de G e, pela primeira parte da prova, existe uma
rotacao R em H tal que

H={1,R R ... .R"'}eR"=1.

Agora seja X € G. Ou X € H ou X é uma reflexao. Neste ultimo caso, SX é uma rotacgao.
Logo SX = R!, para algum i, e como S? = 1, temos

X =S5(SX)=SR"
Assim, provamos a igualdade
G={1,R,...,R"* S SR,... . SR"'}.

Finalmente, SR ¢ uma reflexao, logo (SR)?> = 1 ou SRSR = 1 e temos S = RS™!. Portanto,
G ¢ isomorfo ao grupo diedral e o teorema esta provado. 0O

4.2.5 Os grupos diedrais: algumas aplicagoes

Os grupos diedrais aparecem freqiientemente na arte e na natureza. Muitos projetos
decorativos usados em revestimentos de assoalho, ceramica e edificios tém um dos grupos
diedrais como um grupo de simetria. Logotipos corporativos sao ricas fontes de simetria
diédrica. O logotipo da Chrysler tem grupo de simetria D5 e o da Mercedes-Benz tem grupo
de simetria D3. A estrela de cinco pontas tem o grupo de simetria Ds. Muitos animais
marinhos, tais como estrela do mar, pepinos do mar, estrelas de penas e dolares de areia
exibem padroes com simetria Ds.

Os quimicos classificam as moléculas de acordo com sua simetria. Além disso, conside-
racoes de simetria sao aplicadas em calculos orbitais, na determinacao de niveis de energia
de atomos e moléculas e no estudo de vibragoes moleculares. O grupo de simetria de uma
molécula piramidal como a amonia (INH3), representada na Figura , tem o grupo de
simetria Ds.

Figura 4.23: Uma molécula piramidal com grupo de simetria Ds.
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Mineralogistas determinam as estruturas internas dos cristais, isto é, corpos rigidos nos
quais as particulas sao dispostas em padroes de repeticao tridimensionais como o sal e o
acucar de mesa, estudando projegoes bidimensionais de raios-X da composicao atomica dos
cristais. A simetria presente nas projecoes revela a simetria interna dos proprios cristais.
Padroes de simetria de ocorréncia comum sao Dy e Dg (ver Figura [4.24). Curiosamente, ¢
matematicamente impossivel que um cristal possua um padrao de simetria D,, com n = 5
oun > 6.

Figura 4.24: Imagens de difracao de raios X revelando padroes de simetria D4 em cristais.

Muitos objetos e figuras tém somente simetria rotacional. Um grupo de simetria consti-
tuido pelas simetrias de rotacao de 0, 3600, 2(360%) w

n g e e ey

, € nenhuma outra simetria
é chamada um grupo de rotagao ciclica de ordem n e é denotado por C),. Grupos de rotacao
ciclica, juntamente com grupos diedrais, sao favoritos de artistas, designers e natureza. A
Figura ilustra com logotipos corporativos os grupos de rotacao ciclica de ordens 2, 3, 4,
5,6, 8,16 e 20.

BV BLs

/%
OFCEwEes

Figura 4.25: Logos com grupos de simetria de rotagao ciclica.

4.2.6 Classificacao de grupos finitos de rotacoes em R?

Poder-se-ia pensar que o conjunto de todos os possiveis grupos de simetria finita em trés
dimensoes seria muito mais diverso do que o caso de duas dimensoes. Surpreendentemente,
este nao é o caso. Por exemplo, mover em trés dimensoes introduz apenas trés novos grupos
de rotagoes. Esta observacao foi feita pela primeira vez pelo fisico e mineralogista Auguste
Bravais em 1849, em seu estudo de possiveis estruturas de cristais. Aqui denotamos por .S,, o
grupo de permutagoes do conjunto {1,2,...,n} e por A, o subgrupo de S,, das permutagoes
pares. A principal referéncia desta se¢ao é [9, Chapter 27].
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Teorema 4.9 [9, Theorem 27.2] Os grupos finitos de rotacoes em R sio Cy, D,, A4, Sy e
As.

’ﬂ
X

Figura 4.26: Exemplo.

Exemplo: A Figura[£.26] é composta por seis quadrados congruentes e oito triangulos
equilateros congruentes. Comegamos por selecionar qualquer um dos quadrados. Obvia-
mente, ha quatro rotagoes que mapeiam este quadrado para si, e o quadrado designado pode
ser girado para o local de qualquer um dos outros cinco. Assim, o grupo de rotagao tem
ordem 4-6 = 24 e G é um dos grupo Cyy, D15 ou Sy. Mas cada um dos dois primeiros grupos
tem exatamente dois elementos de ordem 4, enquanto que G tem mais de dois. Assim, G é
isomorfo a Si.

O grupo de rotagoes de um tetraedro (o grupo tetraédrico) é isomorfo a A4. O grupo de
rotagoes de um cubo ou um octaedro (o grupo octaédrico) é isomorfo a Sy.

Fogo

Dodecaedro lcosaedro
0 Universo Agua

Figura 4.27: Os cinco solidos regulares representados por Jhoannes Kepler em Harmonices
Mundi, livro 1T (1619).

O grupo de rotagoes de um dodecaedro ou um icosaedro (o grupo icosaédrico) é isomorfo a
As. Estes cinco solidos estao ilustrados na Figura [£.27 As demonstragoes dessas afirmagoes
podem ser encontradas em [9, Chapter 27|.



4.2. Grupos de simetrias 74

4.2.7 Grupos de frisos e grupos cristalograficos

A principal referéncia para esta se¢ao é [9, Chapter 28|.

Os grupos de frisos

Existe uma interessante colecao de grupos de simetria infinitos que surgem de desenhos
periddicos em um plano. Existem dois tipos de tais grupos. Os grupos de frisos discretos sao
os grupos de simetria de padroes planos cujos subgrupos de translacoes sao isomorfos a Z.
Esses tipos de desenhos sao usados em faixas decorativas e padroes em joias, como ilustrado
na Figura [£.28f Em Matematica, exemplos familiares incluem os graficos de y = sen z,
y = tgx, y = [senz|, e |y| = sen x. Apos analisarmos os grupos de frisos discretos,
examinamos os grupos de simetria discreta de padroes planos cujos subgrupos de translagoes
sao isomorfos a Z @ 7Z.

Figura 4.28: Padroes de frisos.

Grupos isomorfos, apesar de algebricamente serem "o mesmo", geometricamente podem
ser bem diferentes. Veremos isto no caso de grupos de friso. Para enfatizar essa diferenca,
vamos trata-los separadamente. Existem exatamente sete tipos de padroes de friso, como
mostra a Figura [4.29. Em cada um dos casos, o padrao dado estende-se infinitamente em
ambas as diregoes.

O grupo de simetria do Padrao I consiste apenas em translacoes. Deixando x representar
uma translagao de uma unidade para a direita (ou seja, a distancia entre dois R consecutivos
é de uma unidade), podemos escrever o grupo de simetria do padrao I como

Fy={«"/neZ}.
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O grupo do Padrao II, como o do Padrao I, é infinitamente ciclico. Deixando = denotar
uma reflexao com deslizamento, podemos escrever o grupo de simetria do Padrao II como

Fy={z"/n€Z}.

Observe que o subgrupo de translacio do Padrdo II é apenas < z? >, onde < 2? >
significa o grupo gerado por 2.

O grupo de simetria para o Padrao III é gerado por uma translacao x e uma reflexao y
através da linha vertical tracejada. Existem um ntmero infinito de eixos de simetria reflexiva,
incluindo aqueles entre pares consecutivos de R's opostos de frente. Todo o grupo é

Fs={z"y"/n€Z, m=0oum=1}.

Observe que os dois elementos zy e y possuem ordem 2, geram Fj e seu produto (zy)y =
tem ordem infinita. Assim, F3 é o grupo diedro infinito. Um fato geométrico sobre o Padrao
ITI é que a distancia entre pares consecutivos de eixos de reflexao vertical é a metade do
comprimento do menor vetor de translacao.

- Classe de
Padréo Geradores somoriemo
x! e x s de grupo
1 R R R R x = Translagdo z
X e X
1l R R R x= Reflexdo com z
1}'5' }f desliizamenio
xlyx! ye xy X
il AR AR R 1 = Translagdo Do
¥ = Refiexio verical
x! e x
v HR HR HR x = Translagdo Dew
v . 2y ¥= Rotagdo de 180°
1y ;2
. N Q‘Rf ;Rl Refexdo com
v T x = deslizamenio Deo
e v = Rotagdo de 180°
! e x
r R R R -
v ¥ ¥ 5 x = Translagio @ Z,
v v o ¥ = Reflexdo horizonial
x I.:\’ :IL’ xZx
Vi AR AR AR x = Translagio Do @ Z,
;LS i .1 v = Reflexo horizontal

Ty Iy ] - v = N
TRy FEY YL XY Reflexdo verical

Figura 4.29: Os sete padroes de friso e seus grupos de simetrias.

No Padrao IV, o grupo de simetria Fj é gerado por uma translacao x e uma rotacao y de
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180° em torno de um ponto p intermediario entre R's consecutivos. Este grupo, como F3, é
também diedral infinito. Outro ponto de rotagao esta entre uma parte superior e uma parte
inferior R. Como no Padrao III, a distancia entre pontos consecutivos de simetria rotacional
é a metade do comprimento do menor vetor de translacao. Portanto,

Fy={z"y"/n€Z, m=0oum=1}.

O grupo de simetria Fy para o Padrao V é outro grupo diedral infinito gerado por uma
reflexao com deslizamento x e uma rotagao y de 180° em torno do ponto p. Observe que o
Padrao V tem simetria de reflexao vertical xy. Os pontos de rotagao estao a meio caminho
entre os eixos verticais de reflexao. Portanto,

Fs={z"y"/n€Z, m=0oum=1}.

O grupo de simetria Fg para o Padrao VI é gerado por uma translagao x e uma reflexao
horizontal y. O grupo é

Fo={z"y"/n€Z, m=0oum=1}.

Note que, uma vez que x e y comutam, Fg nao é diedral infinito. De fato, Fy é isomorfo a
7. ® Zs. O Padrao VI é invariante sob uma reflexao com deslizamento chamada, neste caso,
de trivial, uma vez que o seu eixo é também um eixo de reflexao. Reciprocamente, uma
reflexao com deslizamento nao é trivial se seu eixo nao é um eixo de simetria reflexiva para
o padrao.

O grupo de simetria F; do Padrao VII é gerado por uma translagao x, uma reflexao
horizontal y, e uma reflexdo vertical z. E isomorfo ao produto direto do grupo diedral
infinito e Zy. O produto de y e z é uma rotacao de 180°. Assim sendo,

Fr={a"y"2*/nc€Z, m=0oum=1,k=0ouk=1}.

Ao descrever os sete grupos de frisos, nao explicamos explicitamente como a multiplicacao
¢ feita algébricamente. No entanto, cada elemento do grupo corresponde a alguma isometria,
de modo que a multiplicacdo é a mesma que a composicao de funcgdes. Assim, sempre
podemos usar a Geometria para determinar o produto de uma determinada seqiiéncia de
elementos.
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Os grupos cristalograficos

Os sete grupos de frisos catalogam todos os grupos de simetria que deixam um design
invariavel sob todos os miiltiplos de apenas uma translacao. No entanto, existem 17 tipos
adicionais de grupos de simetria que surgem infinitamente ao repetir desenhos no plano.
Estes grupos sao os grupos de simetria de padroes planos cujos subgrupos de translacoes sao
isomorfos a Z®7Z. Consequentemente, os padroes sao invariantes sob combinacoes lineares de
duas translagoes linearmente independentes. Estes 17 grupos foram inicialmente estudados
por cristalografos do século XIX e sao freqiientemente chamados de grupos cristalogrdaficos
planos. Outro termo usado ocasionalmente para estes grupos é grupos de papel de parede.

Figura 4.30: Estudo de Divisao Regular do Plano com Peixe e Aves, 1938. Desenho de
Escher com grupo de simetria pl. As setas sao vetores de translagao.

Nossa abordagem aos grupos cristalograficos sera geométrica. O objetivo é determinar
qual dos 17 grupos de simetria planos corresponde um dado padrao peridodico. Comecamos
com alguns exemplos.

O mais simples dos 17 grupos cristalograficos contém apenas translagoes. Na Figura
@ apresentamos uma ilustracao de um padrao representativo para este grupo, como se o
padrao fosse repetido para preencher todo o plano. A notacao cristalografica para ele é pl.

O grupo de simetria do padrao na Figura [£.31] contém translagoes e reflexdes deslizantes.
Este grupo nao tem simetria rotacional ou reflexiva. A notacao cristalografica para ele é pg.
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Figura 4.31: Tecelagem do tipo Escher por J. L. Teeters, com grupo de simetria pg (descon-
siderando sombreamento). A seta solida é um vetor de translacao. As setas tracejadas sao
vetores de reflexao com deslizamento.

A Figura[4.32) tem simetria translacional e simetria rotacional tripla, isto é, a figura pode
ser girada 120° em torno de um certo ponto e ser trazida para coincidéncia consigo mesma).
A notagao para este grupo é p3.

Figura 4.32: Estudo da Divisao Regular do Plano com Figuras Humanas, 1938. Desenho de
Escher com simetria p3 (desconsiderando sombreamento). As setas inseridas sao vetores de
translacgao.

Padroes representativos para todos os 17 grupos cristalograficos planos, juntamente com
as suas notagoes, sao dados na Figura [£.33] A Figura [4.34] usa um motivo triangular para
ilustrar as 17 classes de padroes de simetria.
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Figura 4.34: Os 17 padroes perioédicos planos formados usando um motivo triangular.



Capitulo 5

Proposta de material para o ensino de
Simetria

Nesta se¢ao propomos um material didatico sobre simetria para ser aplicado nas escolas
de Ensino Basico. Apresentamos atividades interessantes para que os estudantes se sintam
motivados a estudar Matemética olhando para a beleza da Geometria e como ela se integra
com a Algebra em vérios temas. Entre os diversos contetidos da Geometria, destacamos
o estudo das simetrias de figuras geométricas e suas aplicagoes, como a Cristalografia, por
exemplo, e que pode ser abordado em seus aspectos algébricos e geométricos. Identificamos a
simetria que hé na natureza e mostramos também varias aplica¢oes as ciéncias. Faremos uma
abordagem intuitiva e matematica da simetria, procurando sanar as deficiéncias apresentadas
nos livros didaticos. Os diversos conceitos envolvidos nesse tema serao tratados de forma
gradual e distribuidos de acordo com a série em curso. Ao longo deste capitulo introduzimos
alguns conceitos de Geometria e Algebra que sdo utilizados no estudo de simetria e sugerimos
atividades didaticas para o estudo desses no Ensino Fundamental e Médio.

5.1 Teoria e atividades propostas para as séries finais do
Ensino Fundamental

5.1.1 Atividades para o 6° ano

Objetivos

1. Reconhecer que uma figura tem simetria quando puder ser movida no plano ou no
espaco de modo a se obter a mesma figura por sobreposi¢ao.

80
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2. Desenvolver as ideias intuitivas da simetria de reflexao, rotacao e translacao.
3. Reconhecer a simetria de figuras, objetos e na natureza.

4. Identificar figuras simétricas e assimétricas.

5. Identificar os eixos de simetria de uma figura.

6. Fazer a reflexdo (em relagdo a uma reta) e a rotagao (girar em torno de um ponto sob
o angulo de 90°, 180° ou 270°) de uma figura qualquer no Geogebra.

7. Fazer a translacao de uma figura usando dobraduras.

Simetria

E possivel encontrar simetria em toda parte no mundo que nos rodeia. Na natureza, ela
ocorre com grande frequéncia: no corpo humano, nas imagens em um espelho, no reflexo na
agua, nas asas de uma borboleta, nas pétalas de uma flor, numa concha do mar.

Dizemos que uma figura é simétrica ou apresenta simetria quando é possivel dobra-la de
modo que as duas partes coincidam (a "dobra"é o eixo de simetria) denominada simetria
de reflexao ou ao giré-la em torno de um ponto, obtemos a figura na posicao original a qual
chamamos de simetria de rotagao. Podemos também deslocar uma figura verticalmente ou
horizontalmente de modo a nao deforma-la obtendo, assim, uma simetria de translagao.

Observe as figuras simétricas abaixo. Todas apresentam simetria de reflexao e podemos
identificar os seus eixos de simetria. Em algumas delas podemos observar também uma
simetria de rotacao em torno do centro da figura.

Figura 5.1: Figuras simétricas.

A simetria é muitas vezes relacionada & ideia de perfei¢ao, de harmonia, de mesma forma
e tamanho. Varias das ideias que temos de beleza estao intimamente ligadas a principios de
simetria. Por esse motivo ela passou a ser um elemento fundamental em varios momentos
da cultura humana. A Arte torna-se mais rica quando a simetria se une a movimentos
das figuras e padroes geométricos. Muitas vezes, artistas plasticos utilizam simetria em
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esculturas ou em pinturas para obter certa harmonia em suas obras. A simetria também
pode ser observada na Arquitetura e em objetos da nossa vida comum.

Figura 5.2: Simetria na Arte, Arquitetura, logotipos e em objetos da vida comum.

Se uma figura nao apresenta simetria dizemos que ela é assimétrica. Note que nas figuras
abaixo nao podemos tracar um eixo de simetria.

Figura 5.3: Figuras assimétricas.

Atividades

1. Faca a seguinte dobradura.

Comece dobrando trés vezes um papel de forma quadrada.

Crie uma figura qualquer e desenhe-a junto a ultima dobra.

Recorte pelas linhas e abra o papel.

A figura obtida é simétrica?

Qual o tipo de simetria existente?

e A figura obtida possui eixos de simetria? Quantos?
2. Faca a seguinte dobradura:

e Dobre e recorte uma folha de revista, de modo a obter um quadrado dobrado ao
meio.
e Faca mais uma dobra de forma a obter o quadrado divido em quatro partes.

e Segurando a ponta da folha faga recortes usando diferentes possibilidades.

e Qual o tipo de simetria existente?
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e De quantos graus é o angulo de rotagao?

e E se fizermos mais uma dobra na folha de forma a dividir o quadrado em 8 partes
iguais? quais as conclusoes podemos tirar?

3. Faca a seguinte dobradura.

Pegue uma folha qualquer.

Dobre a folha varias vezes como se estivesse fazendo um leque largo.

Apos fazer as dobras, desenhe uma figura em uma das faces.

Recorte e desfaga o leque.

e O que vocé pode concluir?

Figura 5.4: Simetria de reflexao, rotacao e translagao.

4. Realize a atividade abaixo no Geogebra.

Insira uma figura no Geogebra.

Desenhe uma reta qualquer.

Faca a reflexao da figura em relagao a reta construida.
e Movimente os pontos destacados na figura.

e O que vocé pode concluir?
5. Realize a atividade abaixo no Geogebra.

e Insira uma figura no Geogebra.
e Desenhe um ponto qualquer.

e Faca a rotagao da figura em torno do ponto desenhado sob os angulos de 90°, 180°
ou 270°.

e O que vocé pode concluir?
6. Realize a atividade abaixo no Geogebra.

e Insira uma figura no Geogebra.
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Desenhe um segmento orientado chamado wvetor.

Faca a translacao da figura.

Movimente os pontos A e B da figura.

e O que vocé pode concluir?

& . dee

Figura 5.5: Reflexao em relagao a uma reta, rotagao em torno de um ponto e translagao.

7. Quais as letras maiusculas do nosso alfabeto sao simétricas? Em cada uma delas
desenhe o(s) eixo(s) de simetria.

8. Entre os 10 algarismos que utilizamos no sistema decimal, quantos sao simétricos?

9. Recorte de livros, revistas ou imprima da internet trés figuras assimétricas e trés simé-
tricas, destacando seus eixos de simetria.

5.1.2 Atividades para o 7° ano

Objetivos

1. Definir intuitivamente as simetrias axial e central.

2. Usar a simetria axial e a central para fazer a simétrica de uma figura geométrica no
Geogebra.

3. Reconhecer que a simetria é uma transformacao que preserva distancias.

4. Reconhecer que dois pontos sao simétricos se estao a uma mesma distancia da reta de
reflexao, porém em lados opostos.

5. Construir mosaicos no Geogebra usando as simetrias de reflexao, rotacao e translagao
de figuras geométricas.
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Simetria

Uma figura no plano é simétrica se podemos dividi-la em partes de alguma maneira, de tal
modo que as partes resultantes desta divisao, coincidam perfeitamente, quando sobrepostas.

Figura 5.6: Simetria.

As simetrias podem ser de diferentes tipos. Os dois tipos principais sao as simetrias
azrials e as simetrias centrais.

A simetria axial ou simetria em relagao a uma reta é aquela na qual pontos, objetos ou
partes de objetos sao a imagem espelhada um do outro em relagao a reta dada, chamada eixo
de simetria. O eixo de simetria é a mediatriz do segmento que une os pontos correspondentes.

Figura 5.7: Simetria axial.

Pontos simétricos

Dizemos que dois pontos sao simétricos em relacao a uma reta fixa, quando um ¢é a
imagem espelhada do outro em relagao a reta fixa. Esta reta é chamada eizo de simetria.
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Figura 5.8: Simétrico de um ponto em relagao a reta r.

Na figura, a reta r € o eixo de simetria e os pontos A e A’ sdo simétricos em relacao a
esta reta. Construa a Figura [5.8 no Geogebra e siga os passos descritos abaixo:
e Mova o ponto A e observe como muda a sua imagem espelhada A’.

e Mova a reta e observe que o ponto A’ é a imagem espelhada de A em relacao a esta
reta.

e Clique em "Distancia, Comprimento ou Perimetro" para mostrar a distancia do ponto
A e do Ponto A’ da reta r. Mova o ponto A e a reta. Repare que o eixo de simetria é
sempre a mediatriz do segmento que liga os pontos A e A'.

Observe a malha quadriculada abaixo:

Figura 1 Figura 2

Figura 5.9: Figuras com simetria de reflexao em relagao a reta r.

As figuras 1 e 2 sao simétricas em relagao a reta r. Podemos observar qua cada ponto
da Figura 1 tem um ponto correspondente na Figura 2 que é o seu simétrico em relacao a
reta r. Isso sempre ocorre com duas figuras simétricas em relacao a uma reta: cada ponto
de uma delas é simétrico a um ponto da outra em relacao a mesma reta, e vice-versa. Em
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outras palavras, dizemos que esta reta, ou seja, o eixo de simetria é a mediatriz do segmento
de reta que une estes dois pontos.

A simetria central ou rotacional é aquela em que um ponto, objeto ou parte de um objeto
podem ser girados em relagao a um ponto fixo, central, chamado centro da simetria, de tal
maneira que essas partes ou objetos coincidam um com o outro um determinado ntmero de

vezes.

Observe que qualquer reta que passe pelo centro de simetria divide o objeto em duas
imagens espelhadas e que o centro de simetria é o ponto médio dos segmentos que unem os
pontos correspondentes.

aPo _\
oo )

Figura 5.10: Simetria central.

Dizemos que dois pontos A e A’ sdo simétricos em relacao a um terceiro ponto O, quando
O é ponto médio do segmento que une A e A’. Neste caso, o ponto O é chamado centro da

simetria.

Na figura abaixo, estao representados varios pontos e seus simétricos em relacao a simetria
de centro em O.

Figura 5.11: Pontos simétricos com relagao a um ponto.

Construa a Figura no Geogebra e siga 0s passos a seguir:

e Mova o centro de simetria e observe como mudam as posi¢oes dos pontos simétricos.

e Mova um dos pontos e observe o que acontece com o seu simétrico.
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e Por uma simetria central, qual é o simétrico do centro de simetria?

Atividades

1. Desenhe no Geogebra figuras geométricas e obtenha as simétricas de cada uma a partir
de simetrias axial e central.

2. Desenhe no Geogebra uma figura simétrica a outra em relagao a um eixo de simetria.
Verifique que os pontos simétricos distam igualmente da reta de reflexao.
e A figura desenhada sera a refletida da outra em relagao a reta r.

e Clique em "Distancia, Comprimento ou Perimetro" para mostrar a distancia de
um ponto e de seu simétrico até a reta de reflexao. Mova a reta e comprove que
pontos simétricos estao sempre & mesma distancia do eixo de simetria.

e Modifique a figura arrastando os pontos que a definem. Veja como as novas figuras
sao refletidas em relagao a reta r.

e Que pontos do plano permanecem fixos por uma reflexao axial?

Figura 5.12: Figura simétrica a outra em relacao a um eixo de simetria.

3. Faga um mosaico usando figuras geométricas usando simetria de reflexao axial e central.

5.1.3 Atividades para o 8° ano

Objetivos
1. Defirnir intuitivamente as simetrias de translacao, rotacao e reflexao.
2. Construir figuras simétricas no Geogebra em relagao a uma reta e a um ponto.

3. Reconhecer que a distancia entre um ponto e a reta de reflexao ¢ dada perpendicular-
mente a reta.
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4. Identificar os eixos de simetria nas figuras geométricas e suas propriedades.

5. Identificar os eixos de simetria de um poligono regular de n lados.

Simetria

Dizemos que duas figuras sao simétricas se coincidirem perfeitamente por sobreposicao, a
partir de uma mudanca de posi¢ao ou movimento rigido, isto é, movimentos que preservam
a forma e o tamanho.

Os tipos de simetria sao: rotagao, translagao e reflexao.

1. Rotagao: Podemos girar uma figura em torno de um ponto segundo um determinado
angulo, no sentido horério ou anti-horario, e obter outra figura congruente a original.
A essa transformacao chamamos simetria de rotagao.

Quando o giro em uma rotagao for de 180°, no sentido horario ou anti-horario, dizemos
que esse é um caso de simetria central.

Figura 5.13: Simetria de Rotagao.

2. Translagao: Podemos deslocar (transladar ou transportar) uma figura no plano de
acordo com uma distancia, uma direcao e um sentido, de modo que a figura obtida
seja congruente & original. A essa transformacao chamamos simetria de translagao.

Figura 5.14: Simetria de Translagao.
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3. Reflexao: Dizemos que as figuras sao simétricas em relagao a reta r, denominada eizxo
de simetria, quando qualquer ponto P de uma das figuras possui um correspondente
P’ na outra figura que é o simétrico de P em relacao a reta r. Diz-se também que
uma das figuras foi obtida da outra por uma reflexao em relacao a reta r. Esse tipo de
simetria é uma simetria azial ou de reflexao em relagao a uma reta.

Figura 5.15: Simetria de Reflexao.

Na Figura acima, se fizermos uma dobra sobre a reta r, um dos poligonos ficara so-
breposto ao outro, ou seja, as duas figuras serao coincidentes. Isso significa que em
uma simetria axial uma figura e a figura simétrica a ela tém lados correspondentes
com medidas iguais e angulos correspondentes com medidas iguais. Elas sao figuras
congruentes.

Distancia de um ponto a uma reta

Na figura a seguir os triangulos ABC e A’B'C’ sao simétricos em relacdo ao eixo 7.
Observe os pontos A, A, P e Q.

LU

Figura 5.16: Distancia de um ponto a uma reta.
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As retas AA’ e r sdo perpendiculares. Note que a medida de AP é menor que a medida
de qualquer outro segmento de reta com uma das extremidades em A e a outra em um outro
ponto da reta r (diferente de P).

Fazer a demonstragao usando o Teorema de Pitagoras.

Dizemos que a distdncia do ponto A a reta r é a medida deste segmento de reta AP, ou
seja, ¢ a medida do menor segmento de reta que une o ponto A a qualquer ponto da reta r.

Observe que a distancia do ponto A a reta r é igual a distancia do ponto A’ a reta r e
A e A’ sao pontos de AA’, que é perpendicular a r. Os pontos A e A’ sao simétricos em
relagcao a r.

Figuras com simetria em relagao a mais de um eixo de simetria

Observe estes desenhos:

Figura 5.17: Figuras com mais de um eixo de simetria.

Atividades

1. Desenhe no Geogebra uma figura simétrica a outra em relacao a uma reta e a um
ponto.

2. Desenhe no Geogebra uma figura simétrica a outra por smetria de rotagao e translagao.

3. Observe o tridngulo equilétero abaixo.

e

Figura 5.18: Eixos de simetria do triangulo equilétero.
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Note que as retas a, b, ¢ sao eixos de simetria deste triangulo. Por isso, dizemos que
o tridngulo equilétero possui 3 eixos de simetria, que sao as medianas dos lados desse
triangulo.

Os tridngulos isosceles e escaleno sao simétricos em relagao a algum eixo? Em caso
afirmativo, quantos eixos de simetria tem cada um? Faca um desenho no Geogebra
para ilustrar.

4. O retangulo é uma figura simétrica que tem dois eixos de simetria que sao as medianas
dos seus lados. Veja a Figura [5.19|

Figura 5.19: Eixos de simetria do retangulo.

E o quadrado é uma figura simétrica? Quantos eixos de simetria ele possui? E os demais
quadrilateros, como o losango, paralelogramo obliquo, trapézio isosceles e escaleno,
possuem simetria? Quantos eixos de simetria cada um possui? Quais as caracteristicas
desses eixos? Faca um desenho no Geogebra para ilustrar.

5. O que se pode concluir a respeito dos eixos de simetria de um poligono regular de n
lados?

6. A circunferéncia é uma figura simétrica? Em caso afirmativo, quantos eixos de simetria
ela tem? O que se pode dizer a respeito dos eixos de simetria da circunferéncia?
Estabeleca uma propriedade da circunferéncia que a diferencie dos demais poligonos.

5.1.4 Atividades para o 9° ano

Objetivos

1. Definir os tipos de simetria: reflexao, rotagao, translacao e reflexao com deslizamento.

2. Reconhecer que a simetria é uma isometria, ou seja, uma transformacgao que preserva
distancias.
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3. Fazer reflexoes, rotagoes, translagoes e reflexoes com deslizamento de figuras geomé-
tricas no Geogebra.

4. Identificar as caracteristicas das coordenadas dos pontos simétricos no plano cartesiano.
Transformagoes no plano

Em Geometria, dizemos que duas figuras sao congruentes quando podemos fazé-las coin-
cidir perfeitamente por meio de uma mudanca de posicao. Translagoes, rotacoes e reflexoes
sao movimentos do plano que preservam as distancias entre dois pontos, isto é, estas trans-
formacoes mudam a posicao dos objetos mantendo a sua forma e o seu tamanho originais,
dando origem a figuras congruentes. Por isso estas transformagoes, sao também chamadas
de isometrias (do grego: mesma medida) ou movimentos rigidos.

1. Translacao: Uma figura sofre uma translacao quando se desloca, sem se deformar,
paralelamente a uma direcao fixada. Podemos caracterizar qualquer translacao, indi-
cando o deslocamento total na direcao horizontal, que chamaremos de x e o desloca-
mento total na direcao vertical, que chamaremos de y. Estas grandezas determinam
um segmento orientado de reta, chamado vetor de translagdo, de coordenadas (z,y).
A Figura ilustra esta idéia.

N

B
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Figura 5.20: Simetria de translagao.

Na figura, o triangulo ABC' é o original e o triangulo A’B’C’ o transladado. O vetor de
translacao é determinado pelo segmento orientado de reta OZ. Note que, dependendo
dos sinais de z e y, coordenadas do vetor de translagdo OZ, a figura se desloca |z|
unidades para a direita (z > 0) ou para a esquerda (z < 0) e |y| unidades para cima
(y > 0) ou para baixo (y < 0).

A propriedade mais importante da translacao é o fato desta transformacao nao apre-
sentar pontos fixos.

Para entender o que quer dizer pontos fixos, imagine um quadrado desenhado numa
folha de papel sobre uma mesa e marque um ponto na mesa fora do papel no qual
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vocé deseja que um dos vértices do quadrado seja colocado apds uma movimentagao
da folha. Para transladar o quadrado, vocé deve escorregar a folha de papel na direcao
da posicao final que o quadrado deve atingir. Ao fazermos isso, podemos observar que
nao ha nenhum ponto da folha de papel que permaneca no lugar onde estava antes
de iniciarmos o movimento. Em outras palavras, todos os pontos do quadrado, na
realidade todos os pontos da folha inteira se moveram para uma nova posi¢ao como
resultado da translacao efetuada.

2. Rotagao: A rotacao é obtida quando fixamos um ponto do plano e giramos a figura
de um angulo a qualquer, ao redor deste ponto.

Y

Figura 5.21: Rotacao de 90° em torno do ponto O.

Cada rotacao tem um tnico ponto fixo, isto é, um ponto que nao muda de posi¢ao sob
o efeito da rotagao. Este ponto é chamado o centro da rotagao.

Na pratica, podemos desenhar um quadrado numa folha de papel e prender a folha
com um alfinete no centro do quadrado e girar a folha no sentido horério ou anti-
horario. Observamos que "tudo se mexe" com excecao do centro do quadrado preso
pelo alfinete, que é o centro de rotacao.

3. Reflexao: Dizemos que duas figuras sao simétricas em relacaio a uma reta quando
uma ¢ a imagem espelhada da outra em relacao a reta considerada, chamada eixo
de simetria. Isto quer dizer que se desenharmos as figuras numa folha de papel e
dobrarmos o papel de tal modo que a dobra coincida com a reta em questao, as duas
figuras coincidirao perfeitamente. Isto acontece porque pontos simétricos estao em
lados opostos, mas & mesma distancia do eixo de simetria, isto é, o eixo de simetria é
a mediatriz do segmento de reta que une estes dois pontos.
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Figura 5.22: Os poligonos sao simétricos em relagao ao eixo y .

Reflexoes sao isometrias que tém infinitos pontos fixos. Nenhum ponto que pertenca
ao eixo de reflexao se move sob o efeito da reflexao em relacao a este eixo.

As reflexoes sao especiais, também, por introduzirem uma outra propriedade geral das
isometrias. Dizemos que reflexoes, ao contrario de translacoes e rotagoes, invertem a
orientacao do plano.

Imagine uma figura qualquer no plano e a sua imagem por uma isometria. Sabemos
que, para cada ponto P, da figura original, existe um correspondente ponto P’ na
figura transformada. Imagine, também, que o ponto P se movimente sobre a figura
original. A medida que o ponto P percorre a figura original, o seu correspondente P,
percorre a figura transformada. Dizemos que uma isometria preserva a orientagao do
plano, quando o ponto P’ percorre a figura transformada mantendo o mesmo sentido de
percurso determinado pelo ponto P, ao percorrer a figura original. Em outras palavras,
se o ponto P percorre a figura no sentido contrario ao dos ponteiros do relogio (sentido
anti-horario), este mesmo sentido de percurso deve ser mantido pelo ponto P’; seu
correspondente, ao percorrer a figura transformada. Translagoes e rotagoes preservam
a orientacao do plano, ja as reflexdes invertem essa orientacao.

Um outro modo de entender o significado desta propriedade é, novamente, imaginar
um quadrado desenhado numa folha de papel colocada em cima de uma mesa. Para
transladar ou rodar o quadrado, a tnica coisa que precisamos fazer é deslizar a folha
de papel sobre a mesa. Ao contrario, para refletirmos o quadrado, em relagdo a um
eixo qualquer, é necessario levantar a folha e dobra-la sobre este eixo. Neste sentido,
as primeiras transformacgoes preservam a orientacao do plano. Ja as reflexdes invertem
esta orientacao.

4. Reflexao com deslizamento: A reflexao com deslizamento é uma combinagao de re-
flexao e translagao. Esta transformacgao se caracteriza por uma reflexao axial seguida
por uma translacao paralela ao eixo de reflexao ou vice-versa. Observe que este é o
tipo de combinacgao de reflexdes e translagoes na qual a ordem na qual as transfor-
macoes sao efetuadas nao altera o resultado final. Tanto faz transladarmos e depois
refletirmos a figura como refletirmos e depois transladarmos: a posicao da figura trans-
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formada apos a aplicacao das duas transformacoes sucessivas, serd a mesma. As figuras
abaixo, ilustram o efeito geométrico da aplicacao deste tipo de transformagao sobre um
quadrado.

Figura 5.23: Reflexao com deslizamento.

Como as translacoes, reflexdes com deslizamento nao tém nenhum ponto fixo. Num
primeiro momento vocé poderia imaginar que os pontos sobre o eixo de reflexao per-
manecem fixos por esta transformagcao, mas basta lembrar da nossa simulagao usando
um desenho numa folha de papel para perceber que, ao deslizar a folha sobre a mesa
para que o quadrado atinja a sua posicao final, todos os pontos do eixo de simetria
deslizam também na mesma direcao do movimento.

Como as reflexdes, reflexoes com deslizamento invertem a orientacao do plano, pois
para executa-las com a folha de papel, é preciso, em algum momento, dobrar a folha
sobre si mesma e, assim, obter uma imagem espelhada do quadrado em relagao a dobra
(eixo de reflexdo).

Atividades

Figura 5.24: Simetria de translagao.
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As atividades a seguir foram adaptadas de [26] e ser@o realizadas no Geogebra.

1. Na Figura o vetor OZ determina a translagao a ser aplicada ao tridngulo ABC.
Verifica-se isto realizando os passos a seguir:

e Altere o vetor OZ (para isso movimente o ponto Z) e observe como varia a posigao
do tridAngulo imagem A'B'C".

e Selecione a opgao "Distancia, Comprimento ou Perimetro" e mega os segmentos
que ligam os vértices A, B e C' as suas imagens A", B’ e C'. O que podemos
concluir em relacao a estes segmentos e ao vetor OZ7

e Teste as suas conclusoes com triangulos diferentes. Para isso altere o triangulo
dado e repita os passos anteriores.

e Observe o que ocorre quando aplicamos ao tridngulo original uma translagao
determinada pelo vetor OZ = (z,vy), se

— X € Yy sao positivos;

— x e Yy sao negativos;

[N

positivo e y é negativo;

D>

x
— x é negativo e y é positivo;
x

[N

zero ou y € zero.

2. Conhecendo-se as coordenadas do vetor de translacao é possivel determinar as coor-
denadas dos pontos transladados e, consequentemente, determinar a nova posicao de
uma figura apds a translacao. As atividades a seguir, mostram como isso pode ser
feito.

e A que mudanga nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na dire¢ao vertical, quatro unidades para cima?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na direcao vertical, duas unidades para baixo?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na direc¢ao horizontal, oito unidades para a esquerda?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na dire¢cao horizontal, trés unidades para a direita?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translagao, na direcao vertical, sete unidades para baixo, seguida de uma
tranlacao, na direcao horizontal, quatro unidades para a direita? Quais as coor-
denadas do vetor que define esta translagao?
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3. Nos itens abaixo, considere n e m ntmeros reais positivos.

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na direcao vertical, n unidades para cima?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na direcao vertical, n unidades para baixo?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na dire¢ao horizontal, n unidades para a esquerda?

A que mudanca nas coordenadas dos pontos que definem uma figura corresponde
uma translacao, na direcao horizontal, n unidades para a direita?

Sejam n e m nimeros reais positivos. A que mudanca nas coordenadas dos pontos
que definem uma figura corresponde uma translagao, na direcao vertical, n uni-
dades para baixo, seguida de uma tranlacao, na direcao horizontal, m unidades
para a direita? Qual o vetor de translagao, neste caso?

Invertendo-se a ordem em que as translagoes sao feitas no item anterior, o resul-
tado se altera?

4. Na figura abaixo, o ponto O é o centro de rotagao. Altere o centro, o dngulo de rotagao

e os pontos A, B e C'. Observe como rotagoes transformam figuras planas.

x

Figura 5.25: Rotacao de 45° em torno do ponto O.

Qualquer que seja o angulo de rotagao escolhido, qual o transformado do centro
da rotacao?

Para quais angulos de rotacao as duas figuras coincidirao, qualquer que seja o
centro da rotagao?

Gire a figura de 180°. Como é possivel descrever esta transformacgao em termos
de simetrias?
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e Onde deve estar localizado o centro de rotacao para que, ao fazermos uma rotagao

de 120°, um triangulo equildtero nao mude de posicao? Quais outras rotagoes nao

mudam a posi¢ao de um tridngulo equilétero?

5. Na figura abaixo o ponto A’ é a imagem do ponto A por uma rotac¢ao de centro em O e

angulo de 90°. As coordenadas do ponto A = (x,y) podem ser modificadas alterando-se

os valores de x e y, respectivamente. Observe que o ponto A’ é sempre o transformado

de A por uma rotagao de centro em O e angulo indicado. As atividades a seguir,

relacionam as coordenadas de A e A’ para algumas rotagoes particulares.

Figura 5.26: Rotagao de 90° do ponto A em torno do ponto O.

e Fixe o angulo de rotacao em 90°. Faga o ponto A percorrer os quatro quadrantes.
Observe como as coordenadas de A e A’ estao relacionadas. Se A é o ponto (x,y),

quais sao as coordenadas do seu transformado por uma rotagao de 90°7

e Idem para uma rotagao de 180°.

e Idem para uma rotagao de 270°.

e Repita as atividades anteriores para os mesmos angulos medidos no sentido dos

ponteiros do relogio, isto é, para angulos de —90°, —180° e —270°. A que rotagoes

de angulo positivo (medidos no sentido anti-horario) corresponde cada uma delas?

e Que mudanca nas coordenadas de um ponto (z,y), corresponde a uma rotagao de

90° no sentido anti-horario, em relagao & origem?

e Que mudanga nas coordenadas de um ponto (z,y), corresponde a uma rotagao de

180° no sentido anti-horério, em relacao a origem?

e Qual o efeito geométrico obtido sobre a figura original, neste tultimo caso?

6. Construa um poligono qualquer no plano cartesiano.
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Faca a reflexao do poligono em relacao ao eixo y.

Selecione a opgao "Distancia, Comprimento ou Perimetro" e meca a distancia de
um ponto do poligono original e de seu simétrico até o eixo y. Mova um dos pontos
do poligono e comprove que pontos simétricos estao sempre a mesma distancia do
eixo de simetria.

Modifique o poligono arrastando os pontos que o definem e veja como as novas
figuras sao refletidas em relacao ao eixo y.

Que pontos do plano permanecem fixos por uma reflexao axial?

Figura 5.27: Os poligonos sao simétricos em relagao ao eixo y .

7. Use a figura abaixo para realizar as atividades.

o
x

Figura 5.28: Simetria de reflexao.

Faga a reflexao da figura em relagdo ao eixo y. Relacione as coordenadas dos
vértices do triangulo original as do triangulo refletido.

Mude a figura movendo os vértices do triangulo e torne a refleti-la em relacao ao
eixo y. Observe o que acontece com as coordenadas da figura refletida.

Se as coordenadas de um ponto sdo (x,y), quais sao as coordenadas do seu trans-
formado por meio de uma reflexao em relacao ao eixo y?
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e Faca a reflexao da figura em relacao ao eixo x. Relacione as coordenadas dos
vértices do triangulo original as do tridngulo refletido.

e Mude a figura movendo os vértices do triangulo e torne a refleti-la em relacao ao
eixo x. Observe o que acontece com as coordenadas da figura refletida.

e Se as coordenadas de um ponto séo (z,y), quais sdo as coordenadas do seu trans-
formado por meio de uma reflexao em relagao ao eixo 7

e Faca a reflexdao da figura em relacao a reta y = x. Relacione as coordenadas dos
vértices do triangulo original as do tridngulo refletido.

e Mude a figura movendo os vértices do tridngulo e torne a refleti-la em relacao ao
eixo y = x. Observe o que acontece com as coordenadas da figura refletida.

e Se as coordenadas de um ponto sao (z,y), quais sdo as coordenadas do seu trans-
formado por meio de uma reflexao em relacao a reta y = x?

e Faca a reflexao da figura em relagao ao eixo y.

e A seguir, reflita o tridangulo transformado em relagdo ao eixo x. Relacione as
coordenadas dos vértices do triangulo original as do triangulo obtido apos as duas
reflexoes sucessivas.

e Se as coordenadas de um ponto séo (z,y), quais sao as coordenadas do seu trans-
formado por meio de uma reflexao em relagao ao eixo y seguida de uma reflexao
em torno do eixo z7 Como é possivel caracterizar esta dupla transformacao em
termos de simetrias centrais?

e Repita a atividade invertando a ordem das reflexoes, isto é, refletindo primeiro em

relacao ao eixo z e, a seguir, em relagao ao eixo y. Existe diferenga no resultado
final?

8. Na figura a seguir, mude o tridngulo a ser transformado. Comprove que neste tipo
de combinacao de movimentos, a ordem em que as transformacgoes sao executadas nao
altera o resultado final.

Figura 5.29: Simetria de reflexao.
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5.2

Faca uma translagao do triangulo na direcao vertical. Movendo o ponto P que
determina esse deslocamento. Depois reflita, em relagao ao eixo vertical, a figura
translada.

Agora, vamos inverter a ordem em que as transformacoes foram efetuadas. Faga
uma reflexao do triangulo, em relagao ao eixo vertical e, depois, uma translagao
da figura resultante. Observe o resultado final da combinagao das transformagoes
nas duas figuras. O que é possivel concluir?

Modifique a figura inicial e refaga os itens a) e b).

Nos dois casos, o que se pode afirmar em relagao a posicao final da figura trans-
formada depois de aplicadas as duas transformacoes? Neste caso, a ordem em
que sao aplicadas as transformacoes influi na posicao final do objeto?

Agora, faca uma reflexao com deslizamento com o eixo de simetria horizontal.
Repita as atividades anteriores para este caso. Neste tipo de movimento a or-
dem em que sao executadas as transformacoes influi na posicao final do objeto
transformado?

Teoria e atividades propostas para o Ensino Médio

5.2.1 Atividades para o 1° ano

Objetivos

1.

2.

Compreender o conceito de simetria no estudo das fungoes.

Reconhecer a simetria existente em alguns tipos de fungoes e identificar seus eixos de
simetria.

Identificar se uma funcao é par ou impar a partir da simetria.
Fazer a translacao e a reflexao de fungoes.

Fazer o grafico de algumas fun¢oes no Geogebra que apresentam simetria.

Grafico de uma funcao

O grafico de uma funcao do tipo y = f(z) é uma curva plana na qual qualquer reta

vertical s6 a intercepta em um tnico ponto.
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O grafico de uma func¢ao pode ser simétrico em relagao ao eixo = 7 Se o ponto (x,y)
pertence ao grafico de uma curva que ¢ simétrica em relacdo ao eixo x, o ponto (x,—y),
também pertence a esta curva. Assim, uma reta vertical que corte esta curva num ponto
(x0,%0), também passaré pelo ponto (zg, —yo) e, portanto, esta curva nao sera grafico de
nenhuma funcao.

E em relacao ao eixo y 7 Existem varios exemplos de graficos de func¢oes que sao simétricos

em relagao ao eixo y, por exemplo f(z) = 2.

Simetrias: Fungoes Pares e Impares

O grafico de uma funcao pode apresentar muitos tipos de simetrias ou nenhum. O
conhecimento das propriedades de simetria de uma fungao pode ajudar no tragado de seu
grafico. Podemos, por exemplo, determinar os valores de uma fun¢gao em uma determinada
zona do plano, conhecendo tao somente os valores que essa fungao assume na zona simétrica.
De todos os possiveis tipos de simetria que o grafico de uma func¢ao pode apresentar, existem
dois que sao facilmente detectados.

O objetivo dessa e da proxima atividade é caracterizar fungdes em relagao a tipos especiais
de simetrias. A figura abaixo mostra o grafico de uma funcao e dois de seus pontos. Movendo
o ponto P, vocé pode fazer estes pontos percorrerem o gréfico.

w

N

Figura 5.30: Gréafico da funcao y = a2* — 422 + 1.

e Como os pontos P e P’ estao relacionados?

e Que tipo de simetria apresenta a curva tragada na figura?
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e Usando a definicao de grafico de funcao, tente caracterizar, analiticamente, fungoes
cujos graficos apresentem este tipo de simetria. (Lembre-se: pontos que pertencem o
grafico de uma funcao sao da forma (x, f(x)).)

e Tente dar exemplos de outras fungoes cujos gréaficos apresentem este mesmo tipo de
simetria.

O grafico da funcao estudada na atividade anterior é simétrico em relagao ao eixo y. Para
que o grafico de uma funcao seja simétrico em relacao ao eixo y, é necessario que os pontos
(x,y) e (—x,y) pertencam ambos a este grafico. Como o grafico de uma fungao é o conjunto
de pontos do plano da forma (z, f(z)), temos f(z) =y = f(—=x), para todo x no dominio de
f. O eixo y é chamado eizo de simetria da fungao f.

O grafico da funcao y = 2% é simétrico em relacao ao eixo y pois, como y = 2, temos

f(z) = f(—z). Veja a Figura [5.31]

Figura 5.31: Grafico da funcao y = 2.

O objetivo dessa atividade é caracterizar fungoes em relagao a outro tipo de simetria. A
Figura[5.32| mostra o grafico de uma fungao e dois de seus pontos. Movendo o ponto P, vocé
pode fazer estes pontos percorrerem o grafico.

Y

Figura 5.32: Gréafico da fungao y = 3sen(z).
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Como os pontos P e P’ estao relacionados?

Que tipo de simetria apresenta a curva tracada na figura?

Usando a definicao de grafico de funcao, tente caracterizar, analiticamente, fungoes
cujos graficos apresentem este tipo de simetria. (Lembre-se: pontos que pertencem o
grafico de uma funcao sao da forma (x, f(x)).)

Tente dar exemplos de outras fungoes cujos gréaficos apresentem este mesmo tipo de
simetria.

O grafico da fungao estudada é simétrico em relagao a origem. De um modo geral, o
grafico de uma curva ¢ simétrico em relagdo a origem se (—z, —y) pertencer a curva sempre
que (z,y) também pertencer, como ilustra a Figura . Levando em conta a defini¢ao de
grafico de funcao, como anteriormente, podemos concluir que o grafico de uma funcao sera
simétrico em relagdo a origem sempre que f(—x) = —f(x).

Y

f

Figura 5.33: Grafico da funcao y = 23.

A fungao cujo grafico é simétrico em relagao ao eixo y é chamada fun¢ao par. Uma fungao
cujo grafico é simétrico em relagao a origem é chamada func¢do impar. As defini¢coes abaixo
resumem estas idéias.

Definicao 5.1

(i) Uma fung¢ao y = f(x) é dita par se f(—x) = f(x), para todo x no dominio de f. O
grdfico de uma fungao par é simétrico em relagao ao eixo y.

(ii) Uma funcao y = f(z) € dita impar se f(—x) = —f(x), para todo x no dominio de f. O
grdfico de uma fungao par é simétrico em relagao a origem.
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Transformacgoes e Graficos de Fungoes

Translacoes

1. Construa o gréifico da fungao y = f(z) + ¢, com f(z) = 2% e ¢ = 0.
e Varie o valor da constante ¢ e observe o efeito geométrico ocorrido no gréfico de
y.
e Altere a definigao da funcao f(x). Experimente, por exemplo, f(z) = 23, f(x) =
cos(x), f(x) = |zl
e Como é possivel obter o grafico de y = f(z) + ¢ a partir do gréfico de y = f(x)?

e Qual a caracteristica especial que os graficos dessas fungoes apresentam?

2

2. Construa o grafico da func¢ao y = f(x + ¢), com f(x) = z* e ¢ = 0.

e Varie o valor da constante ¢ e observe o efeito geométrico ocorrido no gréfico de
Y.

e Altere a definigao da fungao f(z). Experimente, por exemplo, f(z) = 23, f(x) =
cos(zx), f(z) = |z|.

e Como é possivel obter o grafico de y = f(z + ¢) a partir do gréfico de y = f(x)?

e Qual a caracteristica especial que os graficos dessas fungoes apresentam?

Reflexoes

1. Construa o grafico da fungao y = af(z), com f(z) =2*ea=1.

e Varie o valor da constante a e observe o efeito geométrico ocorrido no grafico de
Y.

e Altere a definigao da fungao f(z). Experimente, por exemplo, f(z) = 23, f(x) =
cos(zx), f(z) = |z|.

e Como ¢ possivel obter o grafico de y = af(z) a partir do grafico de y = f(x)?

e Qual a caracteristica especial que os graficos dessas funcoes apresentam?

2

2. Construa o grafico da func¢ao y = f(ax), com f(zr) =z*ea = 1.

e Varie o valor da constante a e observe o efeito geométrico ocorrido no grafico de
Y.
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e Altere a definicao da funcao f(z). Experimente, por exemplo, f(z) = 23, f(x) =
cos(x), f(z) = |z|.
e Como ¢é possivel obter o grafico de y = f(ax) a partir do grafico de y = f(x)?

e Qual a caracteristica especial que os graficos dessas fungoes apresentam?
3. Construa o grafico da fungdo y = bf(ax), com f(r) =2?, a=1eb= 1.

e Varie o valor das constante a e b e observe o efeito geométrico ocorrido no grafico
de y.

e Altere a definigao da funcao f(x). Experimente, por exemplo, f(z) = 23, f(x) =
cos(x), f(z) = |zl
e Como é possivel obter o grafico de y = bf(ax) a partir do gréafico de y = f(x)?

e Qual a caracteristica especial que os graficos dessas fungoes apresentam?

Atividades

As atividades a seguir foram adaptadas de [26] e deverao ser realizadas no Geogebra.

1. Construa o grafico de algumas funcoes simétricas destacando o eixo ou o ponto de
simetria de cada uma delas.

2. Construa o grafico de fungdes que nao apresentam simetria.

3. Determine se as fungoes abaixo sao pares ou impares a partir de seus graficos e usando
a forma algébrica.

o f(z)=a"+3
o f(z)=ua3—3x/2

4. Determine se cada uma das fungbes da Figura [5.34] ¢ par ou impar ou nenhuma das
duas. Use o gréafico para obter uma pista e comprove a sua conjectura algebricamente.

Qual o aspecto caracteristico do grafico de uma funcao par?

Qual o aspecto caracteristico do grafico de uma funcao fmpar?

O que se pode afirmar a respeito da soma de funcoes pares?

O que se pode afirmar a respeito da soma de func¢oes impares?

O que se pode afirmar a respeito do produto de fungoes pares?

O que se pode afirmar a respeito do produto de fun¢des impares?
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e O que se pode afirma a respeito do produto de uma fungao par por uma fungao
impar?

1 1 1
2 -1 o
x| o x x »
J o 1 2 1 2 k) J o 1 2 K] ]u 1

Figura 5.34: Grafico das funcoes y = |z|, y = 22 + x, y = 2* + 2% e y = sen(x).

5. Responda as perguntas:

e Como ¢é possivel obter o grafico de f(x) = 2% —1 a partir do gréafico de f(z) = 2%?
e Como ¢é possivel obter o grafico de f(x) = (z—5)? a partir do gréfico de f(z) = z*?

e Como ¢ possivel obter o grafico de f(r) = x® — 2z + 3 a partir do gréfico de

f(z) = 2?7

5.2.2 Atividades para o 2° ano

Objetivos

1. Fazer composigao de reflexoes, rotagoes e translagoes de figuras geométricas no Geo-
gebra.

2. Construir mosaicos a partir da composicao dos tipos de simetria no Geogebra.
Composicao de simetrias

As reflexbes podem ser combinadas executando-se varias reflexdes em sequéncia (com-
posigao de fungdes). Existem alguns fatos importantes que merecem um pouco mais de
atencao.

Primeiramente, note que se fizermos uma reflexao seguida por outra, o resultado devera
preservar a orientagao do plano. De fato, como resultado da primeira reflexao, obteremos
uma imagem espelhada da figura original em relacao ao eixo de reflexao e aplicando-se uma
segunda reflexao a imagem obtida pela primeira, obteremos uma imagem espelhada de uma
imagem espelhada, ou seja, retornaremos a orientacao original.

Esta observacao sugere que a composicao de reflexdes deve ter como resultado final ou
uma translacao ou uma rotacao.
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Figura 5.35: Composigao de reflexoes.

Além disso, podemos saber se o resultado final serd uma translacao ou uma rotagao,
observando se os eixos de simetria sao concorrentes ou nao. Observe ainda, que no caso de
composicao de transformagoes, a ordem em que estas transformacoes sao efetuadas pode ser
importante para o resultado final.

Podemos obter o efeito de uma translagcao, por meio da composicao de duas reflexoes e
obter o efeito de reflexdes com deslizamento por meio de trés reflexoes. Essa observagao nos
leva a investigar o que acontece quando combinamos duas isometrias quaisquer, pois o efeito
conjunto de translagoes, rotagoes e reflexdes com deslizamento pode ser produzido por uma
sequéncia de reflexoes.

Por exemplo, a idéia ¢ que se fizermos a composi¢ao de uma rotagao ( de 180° em torno
do ponto O no sentido anti-horario) com uma translagdo (mover a figura horizontalmente
8 unidades para a esquerda), primeiro podemos imaginar duas reflexdes (uma em relagao
a reta t e outra em relagdo a reta s) para obter o efeito da rotagdo e, a seguir, mais duas
reflexdes (uma em relagao a reta s e outra em relagdo a reta r) para simular a translagao.
Assim, podemos simular o movimento completo pela combinacao de quatro reflexdes, como
ilustrado na Figura [5.36}

Figura 5.36: Composigao de reflexoes.
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Se escolhermos as quatro reflexdes cuidadosamente, é possivel arranja-las de tal modo que
duas delas se cancelem e, dessa maneira, simular o efeito final com apenas duas reflexdes (uma
em relagao a reta t e outra em relagao a reta ). Como ja sabemos que a combinagao de duas
reflexoes produz ou uma translacao ou uma rotagao, podemos concluir que a combinagao
de uma translacao com uma rotacao resulta, novamente, ou em uma translacao ou em uma
rotagao.

Figura 5.37: Composi¢ao de reflexoes.

Fato semelhante acontece com as outras combinacoes possiveis dos quatro tipos conhe-
cidos de isometrias e, dessa maneira, chegamos ao final de um ciclo. Podemos concluir que
qualquer isometria no plano é uma translagao, uma rotacao, uma reflexao ou uma reflexao
com deslizamento e nao importa o modo como combinamos estes tipos, o resultado final sera
sempre uma isometria de um desses quatro tipos.

Atividades

1. Fazer composigao de reflexoes, rotacoes e translacoes de figuras geométricas no Geo-
gebra.

2. Construir mosaicos a partir da composicao dos tipos de simetria no Geogebra.

5.2.3 Atividades para o 3° ano

Objetivos

1. Reconhecer as simetrias do triangulo equilatero e do quadrado.
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2. Construir a tdbua de composi¢ao de simetrias do triangulo equilatero e do quadrado.

3. Identificar o grupo de simetrias do triangulo equilatero, do quadrado e dos poligonos
regulares de n lados.

4. Identificar o grupo de simetrias de algumas figuras no plano.
Simetrias de um quadrado

Podemos mover um quadrado em um plano de forma a coloca-lo de volta no espaco
ocupado por ele originalmente. Nosso objetivo é descrever todas as formas possiveis em que
isso pode ser feito. Mais especificamente, enumerando os vértices do quadrado, queremos
descrever todas as posi¢oes do quadrado apds a realizagao de cada movimento, quando
comparadas com a posicao inicial.

Consideremos um quadrado cujo centro é a origem do sistema de coordenadas cartesianas
e cujos vértices, indicados consecutivamente por A, B, C' e D, pertencem aos eixos x e ,
conforme mostrado na Figura [5.38

Y
B
2
1
c 0 \A
-3 \ 0 1 2 3
-1
)

Figura 5.38: Simetrias de um quadrado.

Vamos agora descrever todas as formas possiveis de mover o quadrado. Podemos fazer
quatro rotagoes diferentes do quadrado em torno do ponto O, por angulos de 90°, 180°,
270° e 360°, no sentido anti-horério. Observamos, no entanto, que se denotarmos por R
a rotacao de 90° no sentido anti-horario, R?, R® e R* corresponderao, respectivamente, as
outras rotacoes. Observamos que R*, que é a rotacao de 360°, é igual & transformacao
idéntica Id (ou identidade) do plano. Assim, temos Id = R* = R3R = RR3. isto significa
que R e R?® sdo transformagoes inversas uma da outra (o que uma faz a outra desfaz).

Além das rotagoes, temos ainda a reflexao em relagao ao eixo x, que denotaremos por S.
Observamos que as composicoes SR e R?S deixam o quadrado na mesma posi¢ao. Assim
podemos dizer que sao iguais como simetrias do quadrado. Observe a Figura [5.39



5.2. Teoria e atividades propostas para o Ensino Médio 112

3

!
C
2,
1
B D\D
o 1 2
A

Figura 5.39: Simetrias de um quadrado.

Identificadas todas as simetrias do quadrado, é facil perceber que correspondem a oito
movimentos denotados por Id, R, R?>, R®, S, SR, SR? ¢ SR3. Este conjunto de movimen-
tos, com a composicao de simetrias, formam um sistema matemético chamado o grupo de
simetrias do quadrado ou o grupo diedral de ordem 8 (a ordem de um grupo é o nimero de
elementos que ele contém). E denotado por Dj. Assim,

Dy ={Id,R,R*,R* S,SR, SR*, SR*}.

Vamos construir uma tabela da composicao das simetrias do quadrado. Veja Tabela[5.1]

Atividades

1. Com imagens e palavras, descreva as simetrias em Ds (o conjunto de simetrias de um
triangulo equilatero).

2. Escreva uma tabua de composi¢ao para Ds.
3. O que podemos dizer sobre o conjunto de simetrias de poligono regular de n lados?

4. Em Dy, explique geometricamente por que uma reflexao seguida por outra reflexao
deve ser uma rotagao.

5. Em Dy, explique geometricamente por que uma rotacao seguida por uma rotacao deve
ser uma rotagcao.

6. Em Dy, explique geometricamente por que uma rotagao e uma reflexao compostas em
qualquer ordem devem ser uma reflexao.
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o Id R | R* | R S | SR | SR* | SR?
Id R | R" | R* | R} S | SR | SR* | SR?
R R | R? | R3 | Id S | SR | SR* | SR?
R* | R? | RO | Id R S | SR | R* | SR®

R | R | Id R | R* |SR*|SR*| S | SR

S S |SR*| SR | SR*| Id | R? R | R
SR | SR |SR*| S |SR*| R* | Id | R R
SR* | SR*| SR | SR*| S R? R Id | R?
SR | SR*| S |SR*| SR| R | R® | R* | Id

Tabela 5.1: Grupo de simetrias do quadrado.

7. Para cada um dos flocos de neve na Figura|5.40], encontre o grupo de simetria e localize
os eixos de simetria reflexiva (desconsiderar imperfeigoes).

Figura 5.40: Flocos de neve.

8. Determine o grupo de simetria de cada figura abaixo (ignore as imperfeigoes).

Figura 5.41: Figuras.



Consideracoes Finais

A Geometria e a Algebra sio conhecimentos estudados ha muitos séculos. Nesta disser-
tacao falamos sobre a integracdo da Algebra com a Geometria que, muitas vezes no desen-
volvimento histérico e no ensino atual, foram e sao tratadas como areas disjuntas, ou seja,
sem nenhuma ligagao. Uma das conexoes entre essas duas importantes areas da Matematica
deu origem & Geometria Analitica na qual se estudam os entes geométricos, como a reta, o
plano ou o espago e seus subconjuntos (curvas, segmentos, etc), associando-se a eles equagoes
algébricas e vice versa. Essa associacao facilitou os trabalhos de muitos estudiosos ao longo
da Historia. Dentre os envolvidos, destacamos René Descartes e Pierre de Fermat. Hoje
René Descartes é considerado o precursor da Geometria Analitica.

A Geometria Analitica é muito importante em Matematica, pois é a base de grandes
campos de estudos nos dias atuais e muito utilizada em atividades nao explicitamente mate-
méticas. Seja na Geometria Algébrica, Fisica, Geometria Diferencial, Engenharia e outras,
ou ainda na vida pratica como nos mapas, satélites e no moderno Sistema de Posicionamento
Global (GPS) ela estéa presente.

Percebemos, pela analise dos livros didaticos, que a Geometria Analitica é um contetdo
pouco explorado no Ensino Bésico, mas deveria ser ensinado nas escolas de modo mais
satisfatorio, pois muitos conhecimentos dependem da Geometria Analitica. No Ensino Fun-
damental, mais especificamente no 8° ano, é ensinado o plano cartesiano e localizagao de
pontos no plano e, no Ensino Médio, o tema s6 é abordado no 3° ano. Em alguns livros
didaticos desta série, a Geometria Analitica é muito bem apresentada, sendo os topicos da-
dos de forma gradual, com seus conceitos demonstrados para que o estudante compreenda
os resultados. Como é um contetido extenso, as vezes nao da tempo de ministra-lo todo
e, infelizmente, quase sempre é omitido o tema das conicas. O estudo das conicas é muito
importante e tem muita aplicabilidade, como vimos no decorrer deste trabalho.

Outro contetiddo importante na Matematica é o de simetria. Apesar de pouco explorada
nas escolas e nos livros didaticos, vem sendo cobrada em provas como PROEB (Programa de
Avaliacao da Rede Publica da Educagao Basica), ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio)
e OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Publicas). Nas séries finais
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do Ensino Fundamental, geralmente ¢ dada uma nocao intuitiva de simetria, apresentando
algumas figuras simétricas com seus eixos de simetria. O tipo de simetria mais explorado é
o de reflexao e os autores usam a ideia de espelho e dobraduras para introduzir o contetudo.
Este estudo é muito vago, pois nao explora a ideia intuitiva de simetria de rotacao tao
presente na natureza e nos objetos ao nosso redor. Um objeto ou qualquer figura simétrica
quase sempre apresenta simetria de reflexao ou de rotacao. A ideia intuitiva de simetria de
translacao também poderia ser explorada, por se tratar de um deslocamento da figura ou
objeto no plano ou espaco.

Os livros falham ao abordar de forma superficial os conceitos de simetria. O estudante
quando chega no 9° ano precisa ter o conhecimento claro de simetria para estudar o grafico de
uma equacao do 2° grau, no qual é destacado o eixo de simetria da parabola. Como o estudo
é precario, os estudantes ficam meio perdidos quando se menciona esse termo, apresentando
dificuldades para entender que o eixo de simetria de uma parabola é o conjunto de pontos
que distam igualmente dos pontos da parabola, ou seja, é a reta que divide a parabola em
duas partes iguais.

No Ensino Médio, o estudo de simetria é quase nulo. Poucas vezes se menciona o termo si-
metria a nao ser no estudo das fungoes. No estudo da Geometria Analitica é pouco explorada
e relacionada com os contetudos analiticos.

A simetria pode ser tratada no Ensino Fundamental e no Médio de forma gradual e, com
esta finalidade, propomos um material nesta dissertacao. Assim, os estudantes poderao ter
contato com os conceitos de simetria em todas as séries, o que facilitard a sua compreensao.
Acredito que isto fard com que a simetria deixe de ser considerada um conteido dificil,
tanto para ser explicado quanto para ser entendido. Além disso, as intmeras aplicagoes
que existem de simetria podem ser motivantes para o seu estudo, respondendo & famosa
pergunta do "Para que serve isto?". Ha muito o que se estudar sobre simetria além do que
é apresentado aqui.

O uso de softwares como, por exemplo, o Geogebra é essencial nos dias de hoje para o
ensino da Geometria Analitica e da simetria, pois apresenta esses conhecimentos de forma
dinamica. Com o uso deste software, o estudante tem a oportunidade de visualizar a figura e
ser capaz de entender as suas propriedades algébricas e geométricas através de movimentos
no plano ou no espago.

Os estudos desenvolvidos para a realizacao desta dissertacao foram um grande desafio
para mim: aprendi principalmente a nao temer o desconhecido, mas a enfrentid-lo com meu
trabalho, interesse e dedicacao. Ainda h& muito a aprender da beleza da integracao entre
diferentes areas da Matemaética e estou preparada para novos desafios nesse sentido.
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