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RESUMO

TELES, Baérbara Ferreira da Cunha. Sudoku: estratégias e Estrutura.2016. 70f. Dissertacdo
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT), Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

Frequentemente, qualquer jogo ou atividade que envolva nimeros é associado a
Matematica. O Sudoku, a principio, é apenas uma organizacdo de nimeros que obedecem a
certas regras. N&o é requerido nenhum conhecimento matematico prévio para resolver um
jogo de Sudoku.

Neste trabalho sera explorada a matematica contida no jogo. E feita uma associagio de
um jogo de Sudoku a um sistema de equacdes lineares, onde cada equacao € a representacdo
algébrica das regras e condi¢des iniciais do jogo. O objetivo € tratar o jogo de Sudoku como
um problema matematico e seus possiveis desdobramentos, interpretando detalhadamente o
artigo publicado na The American Mathematical Monthly, intitulado Sudoku: Strategy versus
Structure, de Provan, 20009.

Sdo descritas as regras, historia e algumas estratégias de resolucdo. Cada uma das
equac0es € descrita detalhadamente, exemplificando de que forma elas se aplicam ao jogo.

No decorrer do trabalho sdo provados teoremas que envolvem as estratégias usadas em
um unico bloco na resolucéo do jogo, e que se discute também sob que condi¢des o sistema
de equacgdes associado é bem sucedido na solucdo do jogo. Para demonstracdo desses
teoremas alguns assuntos independentes de sistema de equacdes sdo usados. Sendo assim,
todos os resultados e/ou defini¢des necessarias para tais demonstragdes se encontram descritas
em um capitulo especifico do trabalho.

Palavras-chave: Sudoku. Estratégias. Sistema de Equacdes Lineares.



ABSTRACT

TELES, Bérbara Ferreira da Cunha. Sudoku: strategy versus structure.2016. 70f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT), Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2016.

Often, any game or activity involving numbers is associated with mathematics.
Sudoku, the principle is just an organization of numbers that follow certain rules. It is not
required any previous mathematical knowledge to solve a Sudoku game.

In this text we explore the mathematics contained in the game. Is done an association
between a game of Sudoku and a system of linear equations, where each equation is the
algebraic representation of the rules and initial conditions of the game is made.

The goal is look to the Sudoku game as a mathematical problem and its possible
results in detail, interpreting the article in The American Mathematical Monthly, titled
Sudoku: Strategy vs. Structure of Provan, 2009.

The rules, history and some solving strategies are described. Each of the equations is
described in detail, exemplifying how they apply to the game. Throughout the text are proven
theorems that involve the strategies used in a single block in the resolution of the game, and
also discusses whether under what conditions the system associated equations is successful in
solving the game.

For demonstration of these theorems some independent subjects of the system of
equations are used. Therefore, all results and / or settings required for such statements are
described in a specific chapter of the text.

Keywords: Sudoku. Strategy. System of linear equations
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INTRODUCAO

Sudoku e suas variantes tornaram-se muito populares nas Gltimas duas décadas e
agora podem ser encontrados em diversas revistas populares, jornais e na web.
Provavelmente, sua popularidade pode ser atribuida as regras simples e ao acesso facil.

Este trabalho baseou-se no artigo publicado na The American Mathematical
Monthly, intitulado Sudoku: Strategy versus Structure, de Provan, 2009.

O objetivo deste é relacionar um jogo de Sudoku a um sistema de equacgdes
lineares e caracterizar um grupo comum de estratégias usadas na resolucdo de uma vasta
quantidade de jogos.

No sistema linear, cada equagdo representa de forma algébrica uma regra do jogo,
e suas solugdes sdo inteiras ndo negativas da forma 0-1, onde, pela estrutura das equacoes,
temos que x, x = 1 se o indice k for atribuido ao quadrado p, e x,, x = 0 caso contrario.

A caracterizacdo simples de determinado conjunto de estratégias é demonstrada
através de um teorema de grafos a fim de responder a perguntas como: qudo fécil pode ser
resolver um jogo usando um conjunto especifico de regras de elimina¢do do conjunto de
candidatos? E sob que condic¢des essas estratégias resolvem completamente um jogo?

Em outro teorema, Provan (2009) demonstra que a possibilidade de resolver um
jogo utilizando somente esse conjunto de estratégias garante que a solugdo do jogo pode
ser representada como a Unica solugdo ndo negativa do sistema de equacdes lineares. A
este teorema foi atribuida uma demonstracéo independente do artigo de origem. Ja que a
demonstracdo contida neste estava inconsistente e com informacdo insuficiente para
compreensdo. Como o0 autor sugeria a demonstragdo com a utilizagdo de programacéo
linear, este foi um caminho em que a solucdo foi buscada, mas completamente
independente da demonstragcdo contida no artigo. Portanto, a demonstracdo contida neste
trabalho é original, usando conceitos de programacdo linear e matrizes duplamente
estocasticas. Esta parte do trabalho fez com que pesquisas paralelas fossem fundamentais
para o término, ja que foram usados conteddos que ndo estavam previstos para o trabalho.

Com essas demonstragdes as perguntas propostas sdo respondidas e podem surgir

algumas outras para pesquisas posteriores.
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1 HISTORIA DO SUDOKU

Sudoku é uma palavra de origem japonesa que significa “digito Unico”, fazendo
assim alusdo a uma de suas regras basicas. Na verdade, Sudoku é abreviacdo da frase

japonesa “suujiwadokushinnikagiru” que significa “os digitos devem ser Gnicos”.

Figura 1 - Origem do nome Sudoku

+5 ¢ ¥

ﬁﬂ* iﬁ%’ ﬁﬁ

su N doku

e

Fonte: A to Z of Sudoku (Narendra Jussien).

O quebra-cabeca foi projetado na década de 70 por Howard Garns, arquiteto
aposentado. Sua inspiragdo, provavelmente, veio do “quadrado latino” criado por Leonard
Euler no século XVIII. No quadrado latino ndo hd a necessidade de se trabalhar com
numeros. Os elementos a serem preenchidos no quadrado latino podem ser quaisquer, desde
que cada elemento apareca uma unica vez em cada linha e coluna. Mais precisamente, em um
qguadrado latino de ordem n, os elementos de um conjunto S de cardinalidade nserdo
distribuidos em uma matriz n X nde modo que cada elemento de S ocorre em cada linha e em
cada coluna.

No final da década de 70 uma revista norte-americana da editora Dell Magazine
publicou pela primeira vez o Sudoku. Na época foi atribuido o nome de “Number Place”, até
hoje usado em algumas partes dos Estados Unidos.

SO em 1984, quando uma empresa japonesa descobriu 0 jogo e levou-o ao pais € que
este passou a chamar-se Sudoku. Dois anos depois 0 jogo ja era bastante popular no Japéo.

Com isso, outras editoras japonesas também passaram a publicar o Sudoku usando outros
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nomes, ja que o Sudoku era uma marca registrada pela empresa japonesa pioneira. No
Ocidente a popularidade do jogo demorou um pouco mais para se concretizar.

Regras simples, necessidade de apenas uma folha de papel, lapis e borracha além de
publico alvo amplo, sdo alguns dos fatores que tornam o jogo tdo atrativo. Embora possua
regras simples € preciso um grande exercicio intelectual no preenchimento da grade do jogo.

O formato mais comum do jogo é a grade 9 x 9 formado por sub-grades 3 x 3.
Alguns quadrados j& vém preenchidos inicialmente e estas atribui¢des devem ser consideradas
no preenchimento da grade.

O objetivo do jogo € preencher toda a grade com numeros de 1 a 9 de modo que cada
ndmero apareca uma Unica vez em cada linha, coluna ou sub-grade 3 x 3.

A dificuldade de um jogo de Sudoku tem muito a ver com a quantidade de indices
preenchidos inicialmente, sua relevancia e posicionamento, e com a habilidade humana em
soluciona-lo. Também ndo se sabe ainda qual a quantidade minima de quadrados que devem
ser preenchidos inicialmente, de modo que haja solu¢do Unica para o0 jogo. A menor
quantidade encontrada até hoje é de 17 quadrados preenchidos (DELAHAYE, 2006).

Figura 2 - Exemplo de jogo de Sudoku com 17
atribuicdes iniciais

3 9
817
1
6| 3 4
8|1 5
2
5 9
913
1

Fonte: http://staffhome.ecm.uwa.edu.au/~00013890/sudokumin.php
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2 RESOLVENDO O JOGO DE SUDOKU

Algumas técnicas, embora sejam Obvias, sdo extremamente Uteis. Muitos dos jogos de
Sudoku classificados como féaceis ou intermediarios podem ser totalmente solucionados
apenas com essas técnicas. Algumas delas serdo descritas neste capitulo, embora possam
existir muitas outras técnicas que ndo foram descritas formalmente.

Serdo mantidos 0s nomes originais em inglés.

Para nos referirmos a localizacdo de qualquer quadrado, linha, coluna ou sub-grade
3 x 3 precisamos fixar uma notacao especifica que sera usada durante todo o trabalho.

Para identificar os quadrados utilizaremos a seguinte numeragéo:

Figura 3 - Numeracdo usada para os quadrados da grade.

112 3|45 ,6]|7]8]9

10111213 /1415|1617 |18

19120212223 24|25 |26 27

28129303132 |33|34|35|36

37138[39]|40 4142|4344 |45

46 |47 | 48149 |50 (51|52 |53 |54

5556|5758 |59 60|61 62|63

6465|6667 |68|69|70|71|72

7317417517677 |78]79|80 |81

Fonte: O autor, 2016.
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Para os blocos (linhas, colunas ou sub-grades 3 x 3), usaremos a numeracgao a segulir.

Figura 4 - Numeracg&o usada nos blocos da grade
Bio B11 B2 Byz B1y Bys Big By Bys

.| Bip | Bop | By

5| Bop | Bok | Bol

sl Bas | Bog | B

Fonte: O autor, 2016.

Squeezing — Talvez essa seja a primeira técnica que usamos na busca por indices a
serem preenchidos. Usamos esta estratégia antes mesmo de pensar no conjunto de candidatos
para cada quadrado n&o preenchido. E possivel determinar alguns indices apenas observando
0s quadrados ja preenchidos.

Esta estratégia é usada quando ha o mesmo indice ja preenchido em dois blocos

conectados para determinar a localizacdo deste mesmo indice no ultimo bloco conectado.
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Figura 5 - Exemplo de técnica de resolucéo

138 4
5 4|6 1

7 3 6|3 |4
6 4\ 3|7

Fonte: Adaptacdo da Figura 2 de DAVIS (2012)

Considere os blocos B;4 € B,, conectados. Ambos ja estdo preenchidos com o indice
5. O terceiro bloco conectado € o bloco B,s, onde o indice 5 ainda ndo esta alocado. No bloco
Bi4 0 indice 5 aparece na coluna B, € no bloco B,, ele aparece na coluna B,,. Portanto, no
bloco B,s a Unica possiblidade para o indice 5 é na coluna B;;. Porém, na coluna B,; dois
guadrados ja estdo preenchidos, sobrando apenas o quadrado 56 para alocar o indice 5. Sendo

assim esta determinado o indice 5 para o quadrado 56.

Unique Missing Candidate — Se 8 dos 9 indices em um determinado bloco j& estéo
determinados, o elemento final tem que ser o Unico restante. Analogamente, se 8 dos 9 indices
sdo impossiveis em um determinado quadrado, entdo o valor deste quadrado é o Unico

possivel, esta técnica também é chamada de naked single e esta descrita abaixo.



Figura 6 - Exemplos de técnicas de resolucdo com candidatos ja
preenchidos

2 2 2
1|38 5 5|4l
79 7
546 1 2
7 9|7 9 g
23] 2 2 2 2 2 |1
456 56las 5 5 5
789 8 g 17 9l7 9|7 g g
12 2 |12 [12 2 2
6 5 5 s | 419 5
g g |7 7 7.8
2 2 2
4 5| “d 3 3 1
7_ 9 7
12 12 (12 2 2
3| 9 |a5 5 |as 5 5 6
7 8 7 i 78
12 3 2312 [12 2 |12 2
5 6 6
8 9 g |7 9|7 9|7 g g
12 2 12 2
17 8> |>|6(3|4
12 5 2 |12 2
5 5 5
g8 9 g 94 3|7 g g

Fonte: Adaptacdo da Figura 2 de DAVIS (2012).
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Na Figura 6podemos ver que os quadrados 38, 44 e 66 possuem um Unico candidato,

logo este deve ser o indice alocado em cada um desses quadrados.
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Figura 7 - Unique Missing Candidates ja preenchidos

2 2
1|38 56 s |4]:
7 9 9 Fi 9 9 7 9
3 3
5046 1 ,
7 9|7 9 9 7 8 9
2 3 3 2 2 2 1 31 3
4 5 6 5 6/45 6 5 o 5
7 8 9 8 917 8 7 9| 7 9| 7 9 9 7 8 9
1 1 2 12 2 2 3
5 5 5 5

W0 | U1 |
[=1]

wora| LA
[=)]

vl 0O | B

8
4|2 1
9 9
1 12 |1 2
3 45 45 5 6
7 8 7 7 7 8
1 3|1 3|1 2 |12 2 |12 |1 2
s |4 56/ 56 56 s 5 5
89| 89 8 |7 9|7 9|7 39 5 8 g 9
1 12 2
170208 | |6|3]|4
1 6 12 1 2
5 5 5
8 S 8 94 3|7 8 8 S

Fonte: Adaptacdo da Figura 2 de DAVIS (2012).

Ao preenchermos esses indices, outros quadrados passam a ter apenas um candidato

possivel, fazendo assim com que novos indices sejam determinados.

Naked single — Técnica muito similar a anterior, mas que so pode ser aplicada quando
descrito todos os possiveis candidatos a um quadrado. Para todo quadrado ja preenchido
inicialmente em um jogo de Sudoku, imagine a lista de todos os candidatos de 1 a 9 em cada
guadrado ndo preenchido. Ou seja, para cada quadrado n ja preenchido com um indice k,
elimine a possibilidade deste indice em todos os quadrados pertencentes aos mesmos blocos
gue n. Os valores remanescentes representam os possiveis indices que podem ser inseridos
em cada quadrado.

Se apods todas as eliminacbes de candidatos impossiveis sobrar apenas um valor,
chamamos esta situacdo de naked single, onde este Unico valor remanescente é o indice que

deve ser alocado no quadrado referido.
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No exemplo da Figura 6, vemos um jogo de Sudoku onde 0s nimeros maiores
representam os valores que ja estavam preenchidos inicialmente. Os quadrados que ainda ndo
tinham valores determinados estdo preenchidos com os possiveis candidatos apds as
eliminacGes usando os indices ja preenchidos. Apos essas eliminacdes, notamos que 0 jogo
contém trés naked singles, os quadrados 38 e 66 que devem ser preenchidos com o indice 2, e
0 quadrado 44que deve ser preenchido com o indice 7.

Uma vez preenchidos esses naked singles, outros naked singles aparecerdo, como
vemos no exemplo da Figura 7. Conseguimos eliminar o candidato 2 do quadrado 75, ficando
assim determinado que esse quadrado deve ser preenchido com o indice 8. Analogamente,
podemos preencher o quadrado 2 com o indice 9 e o quadrado 53 com o indice 5. E, ap0s isso,

novos naked singles aparecerdo.

Hidden singles — As vezes, existe uma Gnica possibilidade para determinado quadrado
baseado em andlises feitas de acordo com os quadrados ja preenchidos, mas apenas a
eliminacdo de candidatos analisando linhas, colunas e blocos ndo torna este Unico candidato
Obvio. Esta técnica é similar a ja descrita squeezing, a nao ser pelo fato de que hidden singles
sO6 podem ser identificados quando os candidatos a indices estdo preenchidos nos quadrados

vazios.
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Figura 8 - Exemplo de hidden single

2 2
913|856 s [4]:
7 9 Fi 9 9 7 9
3
5|46 1 ,
7 9| 7 9 9 7 8 9
2 3 3 2 2 2 1 1
4 5 6 5 6/45 6 5 56 5
J 8 9 8 9|7 8 7 9| 7 9| 7 9 9 2 J 8 9
1 1 2 12 2
105151493
a3 7 8 7 7 7 8
412|5| 43| 58|71
1 1 1
39| : |2]5]6
7 8 7 7 7 8
1 311 311 2 12 2 1 1 2
5 4 5 6 56 56 5 5
3 9 8 9 a3 7 9|7 9| 7 9 9 a3 3 9
1 12 2
1712|855 |6/3|4
1 6 1 2 1 2
5 5
3 9 8 94 3 7 2 3 9

Fonte: Adaptacdo da Figura 2 de DAVIS (2012).

Usemos a Figura 8como exemplo. H& um hidden single no quadrado 16, cujo valor
deve ser 3. Dizemos que o indice 3 era um hidden single, j& que sem uma analise mais
especifica o indice 9 também era um candidato possivel. Porém, se observarmos todo o bloco
B,; notamos que o0 3 ndo aparece como candidato em nenhum outro quadrado deste bloco.
Logo, o 3 deve ocupar o quadrado 16.

Um modo de encontrar candidatos escondidos é buscar em todos os blocos um

candidato que sé apareca em um dos quadrados.

Locked candidates — Esta situacdo ocorre quando um indice que deve estar em uma
linha ou coluna s6 pode aparecer em um dos blocos que intersectam essa linha ou coluna.
Logo, esse candidato deve ser eliminado de todos os quadrados remanescentes desse bloco e

das interse¢des com a linha e coluna onde o indice foi alocado. Vejamos alguns exemplo:



Figura 9 - Exemplo de Locked Candidates

1 |25 | 8

7

= N W

4

anm

8|9

6

W | WO

(WY

2
s s9(8|1|4]6] ;s
16| |9/5|3]|8
esles |6 fes | | 7]1]8]:
25 | 2 19|87 /3]|6
es 18| s 1] | 6[es|es |
s 1 3/8(9] s
2 1
5

B~ |00 |

Fonte: Adaptacdo da Figura 3 de DAVIS (2012).

Na Figura 9estdo ilustradas situacGes de locked candidates.
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O bloco B,, deve conter o indice 2, e as Gnicas posi¢cdes possiveis sdo nos quadrados

52 e 53, ambos também pertencentes ao bloco B,. Logo, o indice 2 ndo pode ser candidato em

nenhum outro quadrado do bloco B, inclusive no quadrado 50 (que agora sabemos que deve

ser preenchido com o indice 3).
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Figura 10 - Exemplo de Locked candidate

1 |es | 816 |7

3
5151981 5|2
<" 16| 195 |1

vl S~ 00| OY
wora | LA o
(8]

]

(4]
wr| N

4
819 6

Fonte: Adaptacgdo da Figura 3 de DAVIS (2012).

(WY
=
o)

LNk, OO |00 JjJW &N

W | O
(WY
| 00|

Analogamente, na Figura 10, o indice 2 deve aparecer no bloco B,¢, no quadrado 67
ou 76, ambos também pertencentes ao bloco B;3. Com isso, 0 indice 2 ndo podera ser
candidato em mais nenhum quadrado do bloco B, 3, incluindo o quadrado 31.

Temos também que o indice 5 tem que aparecer no bloco B,g, € 0s Unicos quadrados
possiveis sdo 36 e 54, ambos também pertencentes ao bloco B,,. Portanto, o indice 5 nédo
podera ser candidato em mais nenhum quadrado do bloco B,,, incluindo os quadrados 52 e
53.

Naked hidenpairs, triplets, quadsetc — Sdo similares ao caso naked singles, exceto
pelo fato de ter somente um candidato em cada quadrado. Agora teremos 0s mesmos dois
candidatos em dois quadrados, os mesmos trés candidatos em trés quadrados e assim por

diante.
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Os naked pairs ocorrem quando h& os mesmos dois candidatos para dois quadrados de
um mesmo bloco. Como sabemos que esses candidatos devem ocupar aqueles quadrados em
alguma ordem, podemos elimina-los como possiveis candidatos de qualquer outro quadrado
do mesmo bloco.

Analogamente, no caso dos naked triplets, temos os trés mesmos candidatos para trés

quadrados do mesmo bloco, e assim por diante.

Figura 11 - Exemplo de Naked Pair

138 54 s

N

5 6 1
7 907 9 9 789
2 3 | BE 2 1 FER 2
456 56456 5 56| 5
789 8978 |7 9l7 97 9 s 8 |7809
1 12 |12 2 2 3
5 5 s | 419 5
g |78 |7 7 78
4125 43| 8|71
1 12 |12 2 2
319 |as 5 |as s | 516
78 7 7 7.8
1 3|1 312 |12 2 |12 |1 2
5 |a se6| 56/ 56 s 5 5
29| 89 8 |7 9|7 9|7 39 9| 8 8 9
1 12 2
A7 1218|1634
1 6| 3 12 1 2
5 5 5
g 9 94 3|7 g g 9

Fonte: Adaptacdo da Figura 2 de DAVIS (2012).

Temos exemplo de naked pair nos quadrados 13 e 14 no bloco B, naFigura 11. Os
indices 7 e 9 sdo os unicos candidatos possiveis para esses quadrados, logo devem ocupa-los
em alguma ordem. Com isso, sabemos que os indices 7 e 9 ndo poderdo ocupar nenhum outro
quadrado do bloco B,. Portanto os candidatos 7 e 9 podem ser eliminados dos quadrados 16 e
18.



26

Figura 12 - Jogo apos eliminacdo do naked pair

2 2
913|835 |a]:
7 9 7 9 9 7 9
3 3
5|46 1 2
797 9 8
2 3 i 2 2 2 [1 31 3
456 56456 5 56| 5
789| 89|78 |7 9|7 9|7 39 ol 8 |7839
1 12 |12 2 2 3
5 5 s |1 419 5
8 |78 |7 7 7 8
412 |5 5 3 o081 7|1
1 12 |12 2 2
31 9 |as 5 |as 5 516
7 8 7 7 7.8
1 31 312 |12 2 [12 |1 2
5 |a 56/ 56/ 56 5 5 5
89| 89 8 |7 9|7 9|7 39 9| & 2 9
1 12 2
A7 1218|634
1 6|3 12 1 2
5 5 5
28 9 94 3|7 3 28 9

Fonte: Adaptacdo da Figura 2 de DAVIS (2012).

Ap0s essas eliminaces, fica definido o indice 3 para o quadrado 16 e o indice 8 para o
quadrado 18.
Esta estratégia, mais tarde, sera tratada como Regra da casa dos pombos, que

generaliza qualquer estratégia que envolva um unico bloco.

X-wings e Swordfish — Uma combinagdo x-wing ocorre quando o mesmo candidato

aparece exatamente duas vezes em duas linhas e nas mesmas colunas dessas duas linhas.
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Figura 13 - Exemplo de X-Wing

a8 |79 o
A5 82| 7 e
107|541 6|8
3/8|5|2(1|9|4|7]|6
7162|354 |8|9]|1
411/9|6|7|8| 1 5
8|7 |6|a|3|5] ||
s 4l 62|87
1'529 221 1 | 8|7 6 |s5 |s

Fonte: Adaptacgdo da Figura 7 de DAVIS (2012).

Observe a Figura 13, onde aparece uma configuragdo x-wing nas linhas B; e Bg e
colunas B;; € Byg.

Os quadrados onde aparecem a x-wings formam um retangulo, entdo um par de
vértices opostos do retangulo deve conter aquele candidato.

Com isso, no exemplo da Figura 13, o indice 3 deve estar ou nos quadrados 20 e 70 ou
nos quadrados 25 e 65. O formato de X deu nome a estrategia.

Em qualquer dessas situagdes, nenhum outro quadrado da linha ou coluna que
contenham os vértices do retangulo pode conter aquele candidato. No exemplo, podemos
concluir que o indice 3 ndo pode ser candidato nos quadrados 7, 52 e 74. Sendo assim,

eliminando o indice 3 dos quadrados em que ele ndo € mais um candidato possivel, temos:



Figura 14 - Jogo apos eliminacédo de indices pelo método x-wings

Cela 8|79 o5 |5
45 82| 47

7|5 |4|1| |68
3185219 7.6
7!6|/2|3 |54 9|1
4119|678 | s
g8l 71l6|4a|3|s5| |"|"°
sl a4l J6|2]|:]8|7
18]7]6]s

Fonte: Adaptacdo da Figura 7 de DAVIS (2012).
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Uma swordfish é exatamente igual uma x-wing, exceto pelo fato de que deve ocorrer

em trés linhas/colunas com trés candidatos nessas linhas/colunas.
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3 TEOREMAS E COROLARIOS.

Neste capitulo apresentaremos resultados de grafos e programacdo linear que serdo
utilizados no decorrer do trabalho. Como referéncia, utilizamos ROSS(2000),
FEOFILOFF(2011) e MENEZES (2006).

3.1 Grafos

Um grafo consiste em um conjunto V de elementos chamados vértices (ou nds) e um
conjunto de pares de vértices distintos chamados arestas (ou pontes, ou arcos). Usualmente
representados como um sistema grafico, onde circulos representam os vértices e linhas
representam as arestas.

Representamos o grafo V ={1,2,3,4,5,6} e A ={(1,2), (1,4), (1,5), (2,3), (2,5),

(3,5), (5,6)} como no esquema a seguir.

Figura 15 - Representacdo de um grafo

Fonte: ROSS, 2000.

As arestas ndo tém direcdo, portanto os pares (1,4) e (4,1) representam a mesma
ligacéo.
Dada uma sequéncia de veértices i,iy,1i, ..., j, cujos pares (i,iy), (i1, iz),

(i, i3), ., (ix—1, ix), (i, j) sd0 todos pontes, é chamada caminho do vértice i ao vértice j.
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Figura 16 - Exemplo de caminho entre dois vértices
¥

3 5

Fonte: ROSS, 2000.
Definicdo: Um caminho i, iy, iy, ..., iy, i Onde voltamos para o veértice de partida e onde

todas as pontes (i,i;), (iy,i3), (iz i3), ..., (ix—1, i), (ix, i) s@0 distintas, é chamado de grafo

ciclo.

Figura 17 — Exemplo de grafo ciclo

2

Fonte: ROSS, 2000.

Dizemos que Vértices i e j estdo conectados ou que ha uma cadeia entre estes vértices,

sei = j ou se ha um caminho entre i e j. Para vértices conectados usamos a notagao i < j.

Defini¢do: Um grafo é conexo se, para qualquer par {v, w} de seus veértices, existe um

caminhocom extremos v e w.
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Definicdo: um subgrafo de um grafo G é um grafo cujo conjunto de vértices é um
subconjunto do conjunto de vértices G e o0 conjunto de arestas € um subconjunto do conjunto
de arestas de G.

Definicdo: Um subgrafo conexo H de um grafo G é maximal (com relacdo a
propriedadede ser conexo) se ndo faz parte de um subgrafo conexo maior, ou seja, se
naoexiste grafo conexoH' tal queH cH' =G.

Definicdo: Um componente de um grafo G é qualquer subgrafo conexo maximal de G.

Proposicdo 1 —Seiejejeo kentdoi o k.

Se i e j se comunicam, dizemos que estdo no mesmo componente. Isto é uma

consequéncia da proposigdo acima para quaisquer dois componentes idénticos ou disjuntos.

Figura 18 - Grafo com trés componentes

2 4

3 5

Fonte: ROSS, 2000.

Defini¢do: Um grafo com um Gnico componente é dito conexo.
Defini¢do: Um grafo é dito ser completo quando hd uma aresta entre cada par de seus

veértices.
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Figura 19 - Exemplo de grafo completo com quatro vértices

2

3

Fonte: ROSS, 2000.

Definicdo: Os vértices de uma mesma ponte sdo chamados adjacentes ou vizinhos.

Analogamente, duas pontes sdo adjacentes ou vizinhas se possuem um vértice em comum.

Definicdo: Um grafo é chamado bipartido quando hd uma biparticdo dos vértices do
grafo em dois conjuntos {A, B} de modo que toda ponte tenha um vértice em A e outro em B.

Um grafo{A, B}bipartido é completo se todo vértice de A é adjacente a todos os vértices de B.

Figura 20 - Exemplo de grafo bipartido completo
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AM B1

A3 B3

Fonte: Adaptada de ROSS, 2000.

Definicdo: A vizinhanca de um vértice v em um grafo G é o conjuntode todos os
vizinhos de v, ou seja, conjunto de todos os vértices que fazem ponte com o Vértice v.

Definicdo: Um emparelhamento (matching) € um conjunto de arestas duas a duas ndo
adjacentes.

Definicdo: Um emparelhamento M é perfeito se cada vértice do grafo € veértice de

algum elemento de M.

Teorema de Hall-Seja G um grafo bipartido com biparticdo (A4, B). Entdo ha um
emparelhamento M < G que satura A se e somente se |[N(X)| = |X| paratodo X < A. Onde

N (X) representa a vizinhanca de X.

3.2Programacéo Linear

A programacdo linear € uma técnica que permite a resolucdo de problemas de
otimizacdo, onde as fungdes analisadas sdo fungbes afins e as restricbes sdo desigualdades
lineares. Ou seja, maximizar ou minimizar fungdes do tipo:

f(x1, e, xp) = a1%; + -+ apx, +d

Sujeita a desigualdade do tipo x > 0. Onde x = (x4, ..., X,)-

Trabalharemos apenas com o caso em que d = 0.
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Consideremos 0s numeros inteiros m e n tais que n > m > 0. Dados uma matriz
numérica com coeficientes reais A, m X n, e vetores b € R™ ec € R™, 0 seguinte problema de

otimizacao:

min CTx
Ax =b
x=0

é chamado problema de Programacdo Linear no formato padrdo. Onde CT é a matriz
transposta de C.

O conjunto X = {x € R™; Ax = b,x = 0} é chamado conjunto viavel e um ponto
x € X é denominado ponto viavel.

Quando existe 0 nimero v(P) = min{c"x; x € X} é denominado valor 6timo.

O conjunto X(P) = {x € X; c¢"x = v(P)} é chamado conjunto de solucdes 6timas e
um ponto x € X(P) é denominado solu¢édo 6tima.

Vale ressaltar que as denominacdes e conclusdes sdo analogas para o problema de
maximizacao.

Um poliedro convexo fechado ou, simplesmente, poliedro, é um conjunto formado
pela intersegdo de um numero finito de semi-espagos fechados. Um semi-espago em uma
dimensdo é uma semirreta; em duas dimensdes é um semi-plano. Dois semi-espacos
complementares dividem o espaco.

Definicéo: poliedro é um conjunto formado pela interse¢cdo de um numero finito de
semi-espacos fechados.

Definicdo: Seja S um subconjunto de R™. Dizemos que um conjunto S é um politopo,
qguando Sé um poliedro limitado.

Proposi¢do 2: Seja S um subconjunto de R™. Se S € um poliedro, entdo Sé um
conjunto convexo e fechado.

Proposicdo 3: Considere o Problema de Programacgéo Linear Padrdo. O conjunto de
solugBes viaveis X € um poliedro, convexo e fechado.

Dada uma matriz A, m X n, 0 < m < n, e um vetor b € R™. Considere um sistema de
equacdes lineares Ax = b, tal que 0 posto(A) = m. Ou seja, a matriz A possui m linhas (ou
colunas) linearmente independentes.

(@) Uma matriz B, m xm, obtida de A formada por mcolunas linearmente

independentes é chamada matriz base de A.


http://www.professorglobal.cbpf.br/mediawiki/index.php/Semi-plano
http://www.professorglobal.cbpf.br/mediawiki/index.php?title=Dividem&action=edit&redlink=1
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(b) As variaveis correspondentes a esta matriz base B, m X m, no sistema Ax = b,
chamam-se varaveis basicas. E as demais n — m variaveis sdo chamadas variaveis
ndo basicas. O vetor de variaveis bésicas € representado por xz € 0 vetor de
variaveis ndo basicas por xy.

(c) Obtemos um sistema compativel, com m equacdes e m variaveis, anulando-se as
n —m varidveis ndo basicas. Resolvendo o sistema linear Bxz = b, quando
xy = 0, determinamos uma solu¢éo bésica.

(d) Uma solucéo béasica onde as variaveis basicas sdo todas ndo negativas chama-se
solucdo basica vidvel. Caso exista ao menos uma varidvel basica nula denomina-se

solucdo bésica viavel degenerada.

Exemplo: Vamos analisar as solucbes béasicas e basicas viaveis de um sistema na
forma matricial Ax = b.

Considere a matriz A. Como:

1111000000000000
000O0O0O111100000000
000O0O0O0OO0OO11110000
000O0O0O0OOOOO0OOO0O11I11
A=11000100010001000
0100010001000100
0010001000100010
0001000100010001
10000000O0O0OO0OO0OO0OOOO
00000010000000O0 O]
X = (X101 00 ) X120 X215 0o s X2 40 we s X415 w0 » X4.4)

b=(1,111,1,1,1,1,0,0)

O sistemadx = b matricialmente é dado por:

X1,1
X1,2
X1,3 | =
X1,4
X2,1
X2,2
X2,3
X2,4
X3,1

OO O0OO0OFr OO0O0OoO R
P OORr OO0OO0OO0OROo

|OHOOOHOOOI—‘|
OO ORFr OO0OO0OO0O O
O OFrRrR OO0OO0OO0OO0OOoO R
OO0 00Ok OO0 r o
OO0 oO0OoO0OkFr OO0 O o
O O0OFr OO0OO0OO0OOoOUOo
OO0 o0OoO0OoO0Okrr Ok OO0
O o0OoO0OoO0OFr OO0k OO0
O o0OoO0ORr OOoOoOkrr oo
O O0OPFr OO0OO0OOoOrr OO0
OO0 o0Oo0OoOoO Rk Kk OOoOOo
O o0OoO0OoO0OFrRr OFr Oo0oOo
oo oOokRrr OOk OO0 O
|OO|—‘OOO|—‘OOO|
OO R R RRERPRRERR

X3,2
X3,3
X3,4
X4,1
X4,2
X4,3
X4.4
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Mais a frente, em nossa analise, sera interessante comparar o posto da matriz A com o

da matriz A’dada por:

1111000000000000
0000111100000000
000000001111 0000
0000O0OO0O0O0OOOOO1I1IT11
1000100010001 000
0100010001000100
0010001000100010O0
000100010001000 1]

Note que a matriz A’ é obtida a partir da matriz A pela eliminacdo das duas Gltimas
linhas.

Para determinar o posto da matriz A, vamos operar com as linhas da matriz a fim de
determinar vetores linearmente independentes.

A linha 1 foi substituida pela soma das linhas 1 a 4 menos a soma das linhas 5 a 8.

o

X1,1
X1,2
X1,3 | =
X1,4
X2.1
X2,2
X2,3
X2,4
X3,1

|OOI—‘OOOI—‘OOO|
OCO R R R R RRERO

|O R OO0 O OOO O|
OO oO0OoO0OFr OO0 O O0oOOo
OO OFr O0OO0OO0OOoOOo
O OoOFr OO0OO0OO0OO0OOoOOo
OO0 o0OO0OoOkr OO0 o
OO O0OO0OkFr OO0O0O R

P OO0ORFrR OO0OO0OO0OROo
O OPFr OO0OO0OO0OOoOLrOo
OO0 o0OO0OoO0Okr Or OO
OO0 oO0OO0OkFr OO0 Frr OO0
OO0 oOr OO0OOoOkRr OO
O O0OPFrOO0OO0OO0Or OO
OO oO0OoO0OoO0Okr Frr OoOOoOOo
O o0OoO0OoO0Okr or OO0 Oo
OO O0OFr OoOO0o0Okr OO0 o

X3,2
X3,3
X3,4
Xa,1
X4,2
X433

X4.4

Agora a linha 5 foi substituida por linha 5 menos a soma das linhas 2, 3 e 4.

0O 0 0O0O0OOO OO OOOT OTO0OTO0OTO X11 0
0 0 0O 1 111 000 O00O0O0TO X1 1
0 0 0OOO OO O 1T 111 0000 X131 =|1
0O 0 0OOOOO OOOUOU O 1111 X14 1
1 000 0 -1-1-10-1-1-10 -1-1 -1 Xo1 2
0 1. 00 01 0 00 1 0 00 1 00O X2 1
0O 01 0 0 01 00 0100 010 X33 1
0O 00120 00 10 0 0 10 001 X34 1
10 0 00 0 O OO OOOTGOTG OT O@O X31 0
/0 0 000 01 0O0O0O0OO0OTUO0OTO0OTO O] X3 0

X3,3

X3,4

X4,1

X4,2

X4,3

X44
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Note que até aqui operamos somente sobre as oito primeiras linhas. Isso permite que
discutamos o posto da matriz A’ja que as duas linhas finais que diferenciam a matriz A de A’
ainda ndo foram utilizadas. Note que a matriz A" possui oito linhas, mas uma delas é
completamente nula, podemos entdo despreza-la e interpretar cada coluna de A’
(desconsiderada a primeira componente) como um vetor do R”. Como o escalonamento gerou
os sete vetores da base candnica de R” (destacados na matriz acima), vemos que o posto de A’
é igual a 7. Vamos prosseguir com o escalonamento para determinar o posto de A. Vamos
usar as linhas 9 e 10 para zerar 0s elementos ndo nulos respectivamente da primeira e sétima

colunas. Feito isso, multiplicamos a quinta linha por -1.

o
o
o
o
o
o
o
o
o

X1,1
X1,2
X13 =
X1,4
X21
X2,2
X2,3
X2,4
X3,1
X3,2

‘On—\oooooooo‘
RO OOOOOOOO
OO0ORrOOKr OO R
OO0 O0OO0OO0 o0 O o

OO0 O0OO0ORrRr OO0OO0OOo
OO0 orooooo
OO pRroooooo
OO0 000000 R
OO0 O0OO0OFrR R OO R
OO0 O0OO0ORrR R ORKR OO
OO0OO0ORrRORrR ORrO
OO0OrRr OO0ORrR ORO
S o0OpO0OO0OO0ORKR o OO
OO0OO0OO0ORrRr R EFLROOO
OO0OO0ORrRrROR R OOO
locor ocoorr oo
OO R R R NRFPRERO

X33
X3,4
Xa,1
X42
Xa,3
X4,4
Usaremos agora a quinta linha para zerar os demais termos da sexta coluna.

0 00O0OOOOOOOUOOGOOOQOTO X11 0
0 0001 00 O0O0--1-1-10-1-1H141 X1,2 -1
0 0 00OOOOO11110000O0 X13(=11
0 000OOOOOOOOOT111 11 X14 1
0 00001 0101110111 X2, 2
01 000O0O-100-1-100-1-11 X22 -1
0 01 000 0OOOOT1O0O0OO0T1IO0 X33 1
0 001 00O 1 0OOT11O0TO0TOUO0?1 X4 1
1 0 0000 0O O0OO0OOOOOOTG OO X31 0
/0 0000010 0O0O0O0OO0OTO0OTO0ODO0] X372 0

X3,3

X3,4

Xa,1

X4,2

X4,3

X4,4
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Analogamente, a matriz A possui 10 linhas, mas uma delas é completamente nula,
podemos despreza-la e interpretar cada coluna de A (desconsiderada a primeira componente)
como um vetor do R®. Como o escalonamento gerou os nove vetores da base canénica de R,
vemos que o posto de A é igual a 9.

Vamos agora determinar uma solugdo bésica. Para isso, devemos considerar uma
matriz quadrada formada por vetores linearmente independentes.

Para essa solucdo basica, vamos considerar as sete primeiras colunas, a nona e a
décima terceira. E, portanto, as variaveis envolvidas seréox; 1, x; 2, X1 3, X1 4, X21, X22, X2,3,
X371 € X4,. O valor zero € atribuido as variaveis ndo envolvidas. Para determinar suas

componentes, devemos resolver o seguinte sistema:

00001000 0| |x.| [
0000000 1 0| |x,

00000000 1| |x;, 1
00000100 0| |xal=|2
001000000 0| [x] [1
00100000 0| |x, |1
00010000 0| [x3 |1
10000000 0| |x34] |O
000000 10 0| |x4]| |O

Ou equivalentemente,

1111000 0 0] |x4] |1
00001110 0| |x, 1
000000 O0 1 0| |x3 1
00000000 1| |xa=|1
1000100 1 1| [xq] |12
001000100 0| [x, |1
001000 10 0| [x5 |1
00010000 0| [xg |1
10000000 0| |xgq| |O
00000O0O0T1Q00 0

Isto €,



(X101t X2+ X33+ %14 =1
X1+ X22 tX33=1
x31 =1
X431 =1
X110+ x1 +x31+x41 =1
X1+ X, =1
X13+x3=1

x4 =1
x11 =0
& X23 = 0
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Substituindo os valores conhecidos x;; =1, x47 =1, x74=1, 2, =0 e x;3 =0,

temos:

(X12 + %13 =0
Xp1 T X22 =1
x31 =1
X1 =1
X210+ %41 =0
X12 T X2 =1

x13=1

X34 =1

x11 =0
\ Xx3=0

Cuja unica solucéo é

X11 0
X1,2 -1
X1,3 1
X1,4 1
Xz1| = | -1
X2,2 2
X33 0
X3,1 1
X471 1

Sendo assim, obtemos uma solugéo basica dada por
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X1 0
X1 -1
X1,3
X1,4

N =

X2,1
X2,2
X2,3
X24| =
X3,1
X3,2
X3,3
X3,4
X4,1
X4,2
X433

O OO PFr OO0, OoOoN

X4,4

Porém, como nem todas suas componentes sao ndo negativas, esta ndo € uma solugéo
basica viavel. Note também que se considerarmos apenas as colunas associadas as
componentes ndo nulas, isto é, da segunda a sexta colunas, a nona e a décima terceira da
matriz A’, temos sete colunas linearmente independentes, e a solucdo acima também é bésica
(mas ndo viavel) do sistema A’'x = 1. Onde esse 1 corresponde a um vetor cujas coordenadas
sdo todas iguais a 1.

Vamos associar as componentes do vetor x ao preenchimento de um bloco de um jogo
de Sudoku 4 x 4 da seguinte maneira: x,, = 1 indicara que o indice k sera colocado no
quadrado p e x,, = 0 indicara que o indice k ndo pode ser colocado no quadrado p. Assim,
as solucbes bésicas viaveis sdo aquelas que representam um preenchimento possivel para o
bloco naquele momento do jogo. Para obtermos uma solugdo bésica viavel, vamos escolher as
colunas linearmente independentes de acordo com um possivel preenchimento do bloco em
questdo. Por exemplo, vamos considerar que teremos 2 atribuido ao primeiro quadrado
(x12 = 1); 1, a0 segundo (x,; = 1); 3, ao terceiro (x33 = 1) e 4, ao quarto (x, 4 = 1). Nesse
caso, devemos necessariamente escolher as colunas 2, 5, 11 e 16 para compor nosso conjunto
de colunas linearmente independentes. Note que para determinar uma solugdo bésica de A,
necessariamente teremos que considerar as colunas 1 e 7, pois dentre as demais conseguimos
escolher no maximo sete colunas linearmente independentes. Consideremos as colunas de 1 a

7 e as colunas 11 e 16. Observe que elas sdo linearmente independentes e que



é solucdo do sistema,

|o»—‘ooooooo|
Ooo0oor oo oo

Ou equivalentemente

|OHOOOI—‘OOOH|
cCcoocoroO0OOOR

Sendo assim, temos:

Substituindo as variaveis conhecidas x3 3 = 1,x,4 =1, %1 = 0ex,3 = 0.

X114 0

X1 1

X13(=|1

X14 0

X1 1

X3 0

X33 0

X33 1

X4 1
00100 -1-1] x4
00000 1 0f(x1:
000000 1|(x3
000101 1] (x4
00000 -1 -1} |xy,
10000 1 0] |xy,
010000 1| x5
0000O0O Of|x33
000010 Ofj|xgs
1100000]||x,
0011100 |x,
0000010 [x3
000000 1| |x4]|=
0010000| |x,
0001000] |xy,
1000110| |x3
0100001 |x33
0 00O0O0OO| |xg44
000010 0]

(X101t X2 + X3+ %14 =1
X1+ X202 +X23=1
x33 =1
Xg4 =1
X110+ %21 =1
X12+ %2 =1
X13+ X3+ x33=1
X14+ x40 =1
x11=0

K x2,3 =0

OO R R RRRERRRR

N B R

O O - -

41
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(X12 =1
X1 =1
x33 =1
Xgq =1
X117 =0
1%22=0
Xp3 =0
x13=0
X14 =0
x11=0
\xp3 =0

Sendo assim, obtemos a solugdo basica viavel dada por:

X1,1
X1,2
X1,3
X1,4
X2,1
X2,2
X23 =
X2,4
X3,1
X3,2
X33
X3,4
X4,1
X4,2
X4,3

P OO0 O0OO0OFR, OO0OO0OO0OO0OFkrr O 0o = o

X4,4

Considere x' solucdo basica vidvel de Ax = b. Queremos mostrar que x'é solucdo
béasica vidvel de A'x = 1(onde o 1 representa um vetor com todas as coordenadas iguais a 1).
Note que ja sabemos que x' >0 e A'x = 1, ja que a matriz A" é justamente formada pelas
primeiras linhas de A. Sendo assim, se a solucdo é vélida para o sistema Ax = b, é valida
para A'x = 1. Por ser basica viavel de Ax = b, as colunas de A correspondentes as
componentes ndo nulas de x’ sdo em ndmero menor ou igual ao posto de A e sdo linearmente
independentes. Além disso, as duas Ultimas entradas dessas colunas sdo nulas. Isso porque, as
ultimas entradas estdo associadas as equacOes que eliminam determinado indice, ou seja,

x, = 0. Consequentemente, as colunas de A" correspondentes as componentes néo nulas de
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x' também sdo linearmente independentes. Sendo assim, o conjunto de solugdes basicas
viaveis de A esta contido no conjunto de solugdes basicas vidveis de A’

Definicdo: Seja S um subconjunto convexo de R™. Um ponto x em S é denominado
ponto extremo de S, quando x ndo é uma combinacdo linear convexa de quaisquer dois outros
pontos distintos em S.

Proposicdo 4: Se um problema de programacéo linear admite solu¢do 6tima, entéo
uma solucéo 6tima é atingida em ao menos um ponto extremo do conjunto viavel.

Teorema 1:Considere o problema de programacdo linear. Um ponto vidvel x € X é
ponto extremo se, e somente se, xé uma solucao basica viavel.

Definicdo: Chamamos de matriz duplamente estocastica a matriz cuja soma de todos
os elementos de uma linha ou coluna é igual a 1.

Definicdo: Chamamos de matriz de permutacdo uma matriz identidade com as linhas
ou colunas permutadas. Desse modo, € constituida sé por zeros e 1's e em cada linha e cada
coluna existe um e um s6 elemento igual a 1.

Teorema 2: O conjunto de todas as matrizes duplamente estocasticas n X n, € um

poliedro convexo cujos veértices sdo matrizes de permutacao.

Vamos considerar um exemplo de problema de programacao linear que serd Gtil na
discussdo que faremos sobre o Sudoku. Usaremos um jogo de Sudoku 4x4, apenas para
facilitar os célculos e compreensdo, mas sem perda de generalidade para o caso 9x9 ou outro

similar. Considere o problema de maximizagéo

3.3 Matrizes Duplamente Estocasticas

( max xpo,ko
X110+ X2+ X3+ x4 =1
X21+t X2+ X3+ %2, =1
X371t X327+ X33+ X34 =
Xg1+ X2+ X433+ x4, =1
) X101+ X0+ X371+ X471 =1
X12+ X2 + X3+ X4 =1
X13+ X3+ X33+ x43=1
X14 T Xo4 T X34+ Xg4 =
X110 =10
X23 =10
\ x>0

(S1)
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Inicialmente, vamos escrever esse problema na forma padrdo. Para tanto, considere
c=(0,...,0,1,0,...,0), cujas coordenadas sdo todas nulas, exceto a coordenada
correspondente a posicao p,, ko que é igual a 1. Considerex € R*®com coordenadas dadas por
X = (X010 X120 X215 w00 s X2 45 w0e s X415 w0 s Xg4)-

Desse modo, temos ctx = Xp, ko~ CoONsidere agora a matriz 4, como descrita

abaixo:

O O0OO0OO0OFrRr OO0OO0OOoO R
O O0OO0OFrRrROO0OO0OO0OOoOR
O O0ORFrRPROOO0ODO0OO0OOoOR
OO0 O0OO0OO0OFr OOk o
OO0 O0OO0OrRr OO0OOoOrKOo
P OOPFrR OO0OO0OORrOo
O OPFrR OO0OO0OOOoORrOo
O O0OO0OO0OO0OFrOoOr oo
OO O0OO0OFr OO kFr OO0
O oO0OO0OFr OO0k OO0
O OPFr OO0OO0OO0OkFr OO0
[eNeleolololl ) eheclho)
OO O0OO0OkFr OrFr O0O0o

OCoorRrOoOOROOO
|OOHOOOHOOO|

|on—\ooon—\ooc>n—\|

Cada linha corresponde aos coeficientes das equagdes descritas no sistema(S1) acima,

e cada coluna associa-se a uma componente de

X = (X11) X140 X215 v X245 wee s Xg 15 e s X4.4)-

Sejab = (1,1,1,1,1,1,1,1,0,0).Considere o seguinte sistema:

X1,1
X1,2

X1,4
X2,1
X2.2
X2,3
X2,4
X3,1

OO R R RRREPRRR

COO0OOrROOOO R
OCoorooooor
OCORrOOOOOO R
OCoo0oo0OoOrRrOORO
Ooo0oorOOORO
~FoOORrROOOORO
OoORrOOOOORO
OCooocooroOR OO
OooorOOR OO
OCooroooOor OO
OoORrOoOOOOR OO
OO0OO0O0ORRLROOO
Ooo0OoOrRrOROOO
OCoOoOrRrOOROOO
loor ocoocor oo o

|OI—\OOOI—\OOOI—\|

X3,2
X3,3
X3,4
X4,1
Xa2
X4,3
X4,4

Portanto, o problema pode ser escrito como
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max c’x
Ax =b
x=0

Note que esse sistema é o mesmo analisado no exemplo anterior e que ja foram
discutidas suas solugdes béasicas viaveis e sua relagdo com as solugdes bésicas viaveis do
sistemaAd'x =1, x = 0.

Vimos que (0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1) € uma solucdo béasica do sistema, e em
especial, também ¢é solucéo basica viavel de A'x = 1, x = 0.

Vamos representar esta solugcdo bésica viavel em uma matriz da forma:

X11 X12 X13 X14
X2,1 X22 X23 X24
X31 X32 X33 X34
[X41 Xa2 X43 Xa4 |

Sendo assim, temos:

0100
M=/1000
0010
0001

Note que essa matriz € uma matriz duplamente estocastica. E isso acontecerd com
todas as matrizes formadas por solugdes basicas vidveis de A’'x = 1.Sendo assim, as
componentes dos extremos do conjunto viavel sdo zeros e 1’s. Portanto, o problema s6 pode
ter valores 6timos zeros ou 1.

Além disso, x* é extremo de X = {Ax = b,x = 0} e também de X' = {A'x =1,x >
03}. Por outro lado, todo extremo de X' induz uma matriz duplamente estocastica que também

é extremo no conjunto de todas as matrizes duplamente estocasticas.
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4 SUDOKU EM ASSOCIACAO COM SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Neste capitulo o objetivo é associar a solucdo de um jogo de Sudoku a um sistema
de equacdes. Sera feita uma interpretacdo detalhada do referido artigo, a fim de que
procedimentos que ndo sdo descritos no texto original sejam explicitados neste trabalho.

Como j& dito neste trabalho, o Sudoku pode apresentar varios formatos, embora o
mais tradicional seja a malha quadrada. Sem perda de generalidade, considerarei nos
exemplos e calculos o jogo classico no formato quadrado 9x9, podendo ser feitas as
mesmas consideracgdes para outros formatos de jogos.

Inicialmente sera necessario adotarmos uma notacédo especifica para nos referirmos
a cada parte do jogo. A notacdo adotada serd a mesma utilizada em capitulo anterior.

Vamos relembra-la.

e Chamaremos de So conjunto dos n quadrados da malha. Em nosso caso,

n = 81, pois usaremos uma malha quadrada 9x9.

Figura 21 - Numeracdo do conjunto S

112314567 |8]|9

1011121314 15|16 |17 |18

1920|2122 (23 |24|25|26 |27

281291303132 |33|34|35|36

37138(39]|40 4142|4344 |45

46 |47 | 48149 |50 51|52 |53 |54

5556|5758 |59 60|61 62|63

64 | 6566|6768 |69]|70|71|72

7317417517677 7879|8081

Fonte: O autor, 2016.
Com isso temos: S = {1, 2,3,4,5,6, ...,80,81} -.
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e O conjunto I serd o conjunto dos indices de 1 am, onde m sdo os valores que
poderdo ser preenchidos nos quadrados do conjunto S. Logo, em nosso caso,
m=9el={1,2,3,4,5,6,7,89}.

Figura 22 — Exemplo de jogo de Sudoku inicialmente preenchido com alguns
indices.

4 1 6 29

9

(O
(0 0)

~
)]
(o))

W
(o))
-
oo
~

3| 2 4
6 5 4 7|3

Fonte: http://www.theguardian.com/lifeandstyle/2013/mar/04/sudoku-2437-easy.

e O conjuntoB serd o conjunto dos blocos, onde em cada bloco havera
exatamente m quadrados. Esses blocos sdo as linhas, colunas e quadrados 3x3,
onde, segundo as regras do jogo, cada indice de 1 a 9 s6 pode aparecer uma
Unica vez. Com isso, temos 27 blocos (9 linhas, 9 colunas e 9 quadrados 3x3),

com a seguinte numeragao adotada:
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Figura 23 - Sudoku com numeracao dos blocos
B10 B11 B12 B13 B14 B15 B16 B17 Biﬁ

.. Biop | Bop | Bo

55| Bop | Bog | Bol

BZB BZ

M1

Fonte: O autor, 2016.

e Havera também o conjunto A das atribui¢des iniciais, que sdo 0s quadrados que
ja  vém preenchidos no inicio do jogo. O conjunto A serad

A={(pyk),i ={1,2,3,...,r}}, onde ao p; € S foi atribuido o indice k; € I.

Usando o jogo da Figura 22como referéncia, podemos representar alguns dos
elementos do conjunto A, como: A = {(13,7), (48,6), (68,3), ... }.

Neste contexto, o objetivo do jogo é atribuir um indice de I para cada um dos
quadrados remanescentes de S, de forma que em cada B; € 8 tenha um conjunto completo
de indices. Para que se tenha um jogo de Sudoku valido é preciso que se tenha apenas uma
solugéo condizente com as atribuicdes iniciais.

A solucédo de um jogo de Sudoku pode ser representada como a unica solucéo 0-1
para um conjunto especifico de equacGes lineares. Sendo assim, definiremos m.n
variaveis x, x, onde m € a quantidade de indices que podem ser usados e n a quantidade
de quadrados na malha. Teremos x,, =1 se o indice k é atribuido ao quadrado p, e
xpx = 0 caso contrario. Para solucionar o Sudoku desejado as variaveis x,, devem
satisfazer o seguinte conjunto de restricdes.

A regra do jogo que se refere ao fato de que cada quadrado contém exatamente um

indice pode ser representada matematicamente por:



49

x’k=1,pES
Z P (1)

kel

A equacdo acima garante o preenchimento de cada quadrado com um unico indice
de 1. Como sdo 81 quadrados, este primeiro somatorio nos da 81 equacdes, uma para cada
quadrado. Mesmo o0s quadrados ja preenchidos tém uma equacéao correspondente.

A equacdo ( 1 ) fixa um dos quadrados e testa todos os indices. Como este
somatdrio tem como resultado 1 e buscamos apenas solucées do tipo 0-1, sabemos que 0
quadrado p usado na equacao serd preenchido por exatamente um dos indices do conjunto
I.

Fixado o quadrado p a equacéo fica:
Xp1t+ Xp2+Xp3+XpstXps+XpetXp7+Xpgt+Xpo=1

A segunda condicéo a ser atendida é:

pr_k=1,BiEﬁ,k€I (2)
PEB;
A equacdo ( 2 ) garante que dentro de um mesmo bloco cada quadrado seja
preenchido com apenas um dos indices de 1.
Fixado um bloco B; € f cada um dos indicesé testado em cada um dos quadrados
pertencentes aquele bloco.
Fixando, por exemplo, o bloco B, teriamos 9 equacfes do tipo:

X31k t X326 + X33k + Xaok + Xa1k + Xz + X409 + Xsop + X516 = 1
Uma equacdo para cada indice.
No caso de um jogo9 x 9, temos 27 blocos. Com isso, teremos 9 equagdes para

cada bloco, num total de 243 equagoes.
A terceira condi¢do a ser atendida é:

Xpik; = 1, i=1,23..,1r (3)
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A equacdo( 3 ) corresponde as atribuicGes iniciais, ou seja, 0s quadrados com
indices j& preenchidos que devem ser respeitados e que com isso nos da a solucdo de
algumas das variaveis do sistema.

Usaremos o exemplo a seguir para aplicar algumas destas equacfes de nosso

sistema.

Figura 24 - Jogo de Sudoku com as atribuigdes iniciais

4 6| 8

4 | 8 3

Fonte: O autor, 2016.

O sistema completo de um jogo 9 x 9 é formado inicialmente por 729 variaveis, ja
que sdo 81 quadrados e 9 possibilidades de indices para cada um deles. Obviamente, ap0s
analisarmos as atribuicGes iniciais hd uma significante reducdo de variaveis, mas a
principio todas elas fazem parte do sistema.

Aqui ndo analisaremos todas as equagdes do sistema. Enfocaremos apenas aquelas
que interferem na busca da solugédo para o quadrado escolhido.

Usaremos as equacdes para determinar o indice em algum dos quadrados vazios.
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Fixemos o quadrado 38 como o quadrado a ser preenchido, podendo,
eventualmente, na resolucéo das equacgdes determinar o indice de alguns outros quadrados.

De acordo com equacdo( 1 ) fixamos um dos quadrados e testaremos cada um dos
indices. Este somatorio nos da uma equacdo para cada quadrado, ou seja, 81 equacdes.
Mas estamos buscando apenas a solucdo para o quadrado 38, logo fixando o quadrado
namero 38, temos por( 1):

z X3gr = 1

k€l

X3g1 + X382 + X383 + X354 + X35 + X386 + X357 + X358 + X359 = 1 (4)

Apenas com essa equacdo ainda ndo € possivel chegar a nenhuma concluséo.

Passemos entdo para a equacao( 3 ) que nos da todos os valores ja preenchidos.

De( 3 )temos:

X2,4 = Xge = X9g = X10,7 = X155 = X16,3 — X21,9 = X232 = X283 = X315 = X367 = X391
= X402 = X416 = Xa24 = X439 = X462 = X51,7 = X546 = X595 = Xg1,7

= Xeo6 = X67,3 = X721 = X734 = X748 = Xgo3 = 1

Sdo 27 quadrados ja preenchidos neste jogo, logo temos 27 varidveis com
resultado 1.

Ao obter as atribui¢bes iniciais eliminamos ndo s6 as 27 varidveis acima
determinadas, mas outras 8 para cada uma delas.

Por exemplo, ao obtermos a informagéo x,, = 1, sabemos que o quadrado de
numero 2 esta preenchido com o indice 4, o que nos permite concluir pela equacgédo( 1 )que
este quadrado ndo podera ser preenchido com nenhum dos outros indices, logo, se

Xp4 = 1, 1€MOS que:

Xoq1 = Xg2 = X3 = Xp5 = Xg6 = Xp7 = Xp8 = X9 = 0.
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Com isso eliminamos 9 varidveis do nosso sistema. Como temos 27 atribui¢es
iniciais, eliminaremos um total de 243 varidveis s6 com essas informacoes.

Como nao podemos tirar mais nenhuma conclusdo com a equacgédo( 1 ), passemos
agora para a equacdo( 2 ). De acordo com a equacdo( 2 ), fixamos um bloco ao qual o
quadrado pertence e testamos cada indice em todos os quadrados daquele bloco.

Tomando o quadrado 38 como referéncia, temos trés blocos aos quais ele pertence:
Bs, Bi; € B,,. De acordo com a Figura 21 e Figura 23,podemos ver que o bloco Bs é
formado pelos quadrados 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44 e 45; bloco B, € formado pelos
quadrados 2, 11, 20, 29, 38, 47, 56, 65 e 74, e 0 bloco B,, € formado pelos quadrados 28,
29, 30, 37, 38, 39, 46, 47 e 48.

Fixemos, primeiramente, o bloco Bs. Com isso, temos que:

pr,k=1,k61

PEBs

Teremos 9 equacgdes, uma para cada indice.

pr’:l:l prz:l zxpB:l

pEB5 pEBS pEBS
zpr:l me;:l me:l
pEBs pEBS pEBS
pEBS pEBS pEBS

Tomemos, como exemplo, as trés primeiras equacdes que fixam o bloco Bs e 0s
indices 1, 2 e 3, respectivamente:

pr’1=1 pr’zzl 2xn3=1

PEBs PEBs PEBs

X371 F X381 + X391 + X401 + Xa1,1 + Xao1 + X317 + Xaa1 + X451 =1
X372+ X382 + X392 + X402 + Xa12 + Xaz2 + Xa32 + Xgap + Xys2 =1

X373+ X383 + X393 + X403 + X413 + Xa23 + Xa33 + Xga3 + X453 =1
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Mas como ja sabemos que x391 = 1 € x40, = 1, temos que:

X371+ X381 + 1+ X401 + Xa11 + X210 + Xa31 + X401 + X451 =1

X371t X381 + X401 + Xa1,1 + X271 + Xa31 + X441 + X451 =0

X372+ X382 X392 + 1+ X410+ Xa2 + X432 + X4a2 + X452 =1

X372t X3g2 + X392 + X412 + Xao2 + X320 + Xa42 + X45, =0

Logo, como buscamos apenas solucdes da forma 0-1, temos que:

X371 = X381 = Xa0,1 = X411 = Xa2,1 = X431 = Xa41 = X451 = 0

X372 = X382 = X392 = Xg1,2 = X422 = X432 = X442 = X452 = 0

Agindo de maneira analoga, neste mesmo bloco Bs, notaremos que os quadrados
41, 42 e 43 j& estdo preenchidos com os indices 6, 4 e 9 respectivamente. Portanto, como

temos:

X402 = Xa1,6 = Xa24 = Xa39 =1

Concluimos que:

X371 = X372 = X376 = X374 = X379 =0
X381 = X382 = X386 = X384 = X389 = 0
Xga1 = Xaa2 = X446 = Xgaa = X449 = 0

X451 = Xa52 = X456 = X454 = X449 = 0

Ja que os indices 1, 2, 6, 4 e 9 ndo poderdo aparecer nos quadrados remanescentes
deste bloco. Logo, teremos como possibilidade para estes quadrados apenas os indices 3,
57e8.
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Entdo, temos que:
X373+ X383 + Xaa3 + X453 =1
X375 + X3g5 + X445 + X455 =1
X377 + X387 + Xaa7 + X457 =1

X378+ X3gg + X448 + X455 =1

Isso nos mostra que os quatro quadrados vazios de Bs devem ser preenchidos com
os indices 3, 5, 7 e 8.

Com este primeiro bloco Bg, ndo é possivel nenhuma conclusdo mais. Com isso,
passaremos para o proximo bloco.

Fixaremos agora o bloco B, ;.

Z xp’k=1,k€I

PEB11

Novamente teremos 9 equacgdes, uma pra cada indice.

z xp,1=1 Z xp,Z =1 Z xp'3=1

PEB11 DEB11 DEBq1
pEBll pEBll pEBll
PEB11 PEB11 PEB11

Como ja sabemos que os Unicos indices possiveis para 0 quadrado 38 séo 3,5, 7 e

8, vamos expandir os somatorios acima para estes indices.

X23 + X113 + X203 + X293 + X383 + X473 + X563 + Xe53 + X743 =1
Xo5 + X115 + X205 + X295 + X385 + X475 + X565 + Xe55 + X745 = 1
Xp,7 t X11,7 + X20,7 + X297 T X387 + X477 + X567 + Xe57 T X747 = 1

Xag + X118 + X208 + X298 + X388 + X478 + X568 + Xe58 + X745 = 1
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Mas, pelas atribuigdes iniciais, temos que:
X748 =1

O que nos mostra que x3gg = 0, ou seja, 0 quadrado 38 ndo pode ser preenchido
com o indice 8. Portanto, agora nos restam apenas os indices 3,5¢e 7.

Com este segundo bloco B;; nédo é possivel nenhuma conclusdo mais a respeito do
quadrado 38. Com isso, passaremos para o préximo bloco.

Fixaremos agora o bloco B,,.

Z xp’k=1,k€I

DEB;;

Teremos 9 equacgdes, uma para cada indice.

Z xp’1=1 z xp'z =1 z Xp,3 =1

pEBZZ pEBZZ pEBZZ
DEB;; DPEB;; DEB;
DEB;, DPEB;; DEB;;

Como s6 nos resta 3, 5 e 7 como opgdes de indices para o quadrado 38, abriremos
apenas 0s somatorios destes indices. Logo,

X283 t X293 + X303 + X373 + X353 + X393 + X463 + Xa73 + Xsg3 =1
Xag5 + X295 + X305 + X375 + X355 + X395 + X465 + Xa75 + Xags = 1

Xog7 + X207 + X307 + X377 + X387 + X397 + Xag7 + Xa77 + Xag7 =1
Verificamos pelas atribuices iniciais ( 3) que x,g3 = 1. Logo,

X293 + X303 + X373 + X383 + X393 + X463 + X473 + X453 =0
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O que significa que os quadrados 29, 30, 37, 38, 46, 47 e 48 ndo podem ser

preenchidos com o indice 3. Com isso, temos:
X293 = X303 = X373 = X383 = X393 = X463 = X473 = X4g3 = 0
Eliminamos assim mais uma possibilidade para o quadrado 38. Agora, as Unicas
possibilidades para esse quadrado séo os indices 5 e 7.

Em relacdo a esses indices, temos as seguintes equacdes:

De( 1 )temos:

X3g5 + X387 = 1 (5)

De (2 )temos:
X375 + X3g5 + X445 + Xa55 = 1

X377+ X387 + X447 + X457 =1 (6)

Ao analisarmos o bloco B,,, do qual fazem parte os quadrados 34, 35, 36, 43, 44,
45, 52, 53 e 54, temos pela equacdo ( 3 ) que x36, = 1, logo nenhum quadrado deste

bloco B,, podera ser preenchido com indice 7.

Logo,

X447 = X457 =0
Reduzindo a equacéo ( 6 ) para:
X377 + X387 =1

O que significa que o indice 7 deve ser alocado ou no quadrado 37 ou no quadrado
38.
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Considerando o bloco By, do qual o quadrado 37 faz parte, temos pelas
atribuig@es iniciais ( 3) que x1o, = 1. Como os quadrados 37 e 10 fazem parte do mesmo

bloco B, concluimos que x3;, = 0.
Com isso, por( 6 ) temos:

X377t X3g7 + X4a7 + X457 =1
O+x38,7+0+02 1

X3g7 = 1
Logo, o quadrado 38 deve ser preenchido com indice 7.

Nesse exemplo, ndo resolvemos o sistema completo. Usamos apenas as equagoes
que eram pertinentes para o preenchimento do quadrado 38. Obviamente, o sistema
completo seria muito mais trabalhoso de se resolver manualmente. Por outro lado, sdo
varias equacfes a0 mesmo tempo, muito mais informagdes que se cruzam, o que fariam
com que muitas conclusdes fossem obtidas a0 mesmo tempo e mais rapidamente, podendo
assim determinar o indice de varios quadrados e ndo de um Unico, como feito neste
exemplo.

E claro que resolver um sistema desse tipo manualmente ndo é uma tarefa facil,
nem pratica. Porém, pode ser facilmente resolvida por programas de computador e, sendo
assim, podem ser gerados jogos validos diversos de maneira rapida.

Manualmente, em geral, 0 jogo € resolvido por um conjunto de estratégias de
eliminacGes de candidatos. Apds essas eliminacOes, ficamos com alguns candidatos
possiveis para cada um dos quadrados ainda ndo preenchidos. Definimos entdo o conjunto
de candidatos que ndo foram eliminados do quadrado p por nenhuma estratégia como o

conjunto C,,. Nesse contexto, a equacdo ( 3 ) pode ser representada também por:
Xp =0,p €S, keC, (7)

Quando o conjunto de candidatos de um quadrado tem apenas um indice, entdo
esse quadrado ja pode ser preenchido. O jogo estara totalmente solucionado quando restar

um unico indice em todos os conjuntos de candidatos.
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Com isso surgem algumas perguntas pertinentes a respeito da eliminagdo de

candidatos e resolucédo do jogo.

1. Quéo facil é resolver um jogo completamente usando um conjunto de
estratégias especificos de eliminag¢do de candidatos? Um conjunto de regras
pode se tornar bastante complexo para jogos em niveis mais elevados. N&o é
conhecido até os dias de hoje nenhum conjunto de estratégias forte o bastante

para resolver qualquer jogo de Sudoku.

2. Qudo proxima estd a solucdo do sistema citado acima da solucdo do jogo

associado?

Para responder a primeira pergunta estudamos um conjunto simples de regras de
eliminacdo de candidatos, que sdo as estratégias de um Unico bloco.

Estratégias de um bloco sdo aquelas que eliminam uma atribuicdo particular
baseada nas restricbes( 1), (2) e ( 7 ) aplicadas em um bloco B; € S.

Estratégias de um bloco envolvem procurar por uma relacdo entre indices
candidatos em um determinado bloco, ignorando como estes indices interagem com outros
blocos. Estratégias de um bloco néo sdo restritas ao uso em um bloco particular, podendo
ser usada sucessivamente em blocos diferentes, desde que cada aplicacdo das estratégias
considere apenas um bloco e seu conjunto de candidatos correspondente.

O conjunto de estratégias de eliminacdo de um bloco, que faz parte das utilizadas
por qualquer jogador, pode ser descrita de forma bastante sucinta, fazendo analogia ao
conhecido Teorema da Casa dos Pombos. Pela aplicabilidade semelhante, 0 mesmo nome
é usado para descrever este conjunto de estratégias de um bloco.

Regra da casa dos pombos. Seja M < | um subconjunto de indices e D um
subconjunto de quadrados, todos contidos em um mesmo bloco B;, tal que: (a) |[M| = |D|

e (b) C, =M paratodo quadrado p € D. Entdo os elementos de M podem ser removidos

de C, paratodo p € B;\D.
Em outras palavras, se ha um conjunto de k quadrados em um mesmo bloco cujo
conjunto de candidatos juntos contém exatamentek diferentes indices, entdo estes indices

ndo podem aparecer em nenhum outro quadrado deste bloco.
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Esta regra inclui muitas das estratégias ja descritas anteriormente. E apenas com
esta regra é possivel resolver completamente a maioria dos jogos de Sudoku.
Vejamos um exemplo de aplicacdo desta regra para eliminacdo de indices

candidatos.

Figura 25 - Exemplo do uso da regra dos pombos
1

5 9
913]6 7/

Co
N
Y | N | W |00 |W

w
00Ol WL | N | O

6|4
17| 3

Fonte: Adaptacdo da revista Coquetel — Livro Sudoku vol.5

Observando o bloco B,; daFigura 25, vemos que os quadrados 4 e 22 possuem
como Unicos candidatos os indices 1 e 8. Logo, mesmo sem saber onde cada um dos
indices sera alocado, podemos concluir que esses indices ocupardo os quadrados 4 e 22.
Com isso, sabemos que no bloco B;; nenhum outro quadrado podera ser ocupado pelos
indices 1 e 8. Logo, eliminamos estas possibilidades dos quadrados 49 e 58. Sendo assim,

ficamos com as seguintes possibilidades para os quadrados do bloco B;3:
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Figura 26 - Bloco depois de aplicada a regra da casa dos pombos
1

5 9
913]6 7/

NI
DN W |00 |Ww

w
R WU | | O

6| 4
11713

Fonte: Adaptacdo da revista Coquetel — Livro Sudoku vol.5

Neste caso, tinhamos dois quadrados de um mesmo bloco com apenas dois
candidatos pra preencher esses quadrados, logo esses dois indices ndo poderiam ocupar
nenhum outro quadrado do mesmo bloco.

Vejamos outro exemplo, no mesmo jogo, onde 0 uso da regra dos pombos, além de

eliminar candidatos, define o indice a ser preenchido em um dos quadrados.
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Figura 27 - Exemplo de uso da regra da casa dos pombos

1 [5].]9
< 19]3]6 7

N
AN W |00 |W

Ol WU || D

6|4
+s 111713

Fonte: Adaptacdo da revista Coquetel — Livro Sudoku vol.5

Observando o bloco B;,, vemos os candidatos em cada um dos quadrados
remanescentes. Ao observarmos 0s quadrados 28, 55, 64 e 73 vemos que estes quatro
quadrados possuem quatro candidatos a indices neles: 2, 4, 5 e 9. Se para quatro
guadrados temos quatro candidatos, podemos concluir que estes quatro candidatos ndo
poderdo aparecer em nenhum dos outros quadrados deste bloco. Logo, podemos excluir
essas possibilidades dos quadrados 1, 10 e 19. Com isso, ficamos com as seguintes

possibilidades:
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Figura 28 - Exemplo de Sudoku ap6s uso da regra da casa dos
pombos.

1

ss | 5 9
913]6 7

N
DN W |00 |Ww

oW Ul | |

49 i 9 8 1
6| 4

ss 11| 7|3

Fonte: Adaptacdo da revista Coquetel — Livro Sudoku vol.5

Com isso, vemos que o quadrado 10 ficou com um unico candidato a indice. Logo,
0 quadrado 10 deve ser preenchido com o indice 8. Ficando, assim, com as seguintes
possibilidades nos quadrados remanescentes:
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Figura 29 - Aplicacao da regra da casa dos pombos para
determinacéo de indice

2 5 9

N
AN W |00 |W

Ol WU || D

45 7 9 8 1
6| 4

+s 111713

Fonte: Adaptacdo da revista Coquetel — Livro Sudoku vol.5

Para responder a segunda pergunta foi investigado sob quais circunstancias o
sistema associado ao jogo, definido pelas equacdes (1), (2 ) e ( 3) com variaveis nao
negativas, garante solucgdes 0-1 e resolvem o jogo. Verificou-se que o sucesso da regra da
casa dos pombos em solucionar o jogo é também uma garantia de que esta solugdo 0-1 é a
unica solugdo nédo negativa do sistema linear associado.

A verdade € que a regra da casa dos pombos contempla todas as estratégias de um
bloco. Sendo assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 3: Qualquer eliminagdo que pode ser feita usando uma estratégia de um
bloco também pode ser feita usando a regra da casa dos pombos.

Prova: considere uma estratégia de um bloco aplicada a um bloco B; € f em um
determinado estagio de resolugdo do jogo, com um conjunto atual de candidatos C,,

p € S. Entdo uma estratégia de um bloco deve usar somente subconjuntos das restrigdes (
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1),(2)e(7) para que o indicek,seja eliminado ao quadrado p, € B;, OuU seja, Se

Xpoko = 1, €58 relagdo ndo pode satisfazer as equacdes a seguir:

prkzl, p € B; (8)
kel
=1, kel
z"’”‘ (9)
PEB;
X,k =0,p €B;, keC, (10)

Interpretar as equac6es (8 ), (9) e (10 ) como uma exigéncia para atribuicao de
indices de I em B;, usando somente indices permitidos no conjunto C,, p € B;, €
equivalente aencontrar um emparelhamento perfeito no grafo bipartido G de B; X I que
contém somente pontes (p, k), k € C,.

Uma atribuicdo (po, ko) sera eliminada demonstrando que ndo ha um
emparelhamento perfeito que contenha a ponte (py, ko).

Aplicando a teoria de grafos no jogo de Sudoku estamos considerando que o grafo
bipartido € composto pelos conjuntos B; e I, onde os Vértices de B; representam 0s
quadrados pertencentes ao bloco B; do jogo, e os vértices de I representam os indices. A
ponte (p, k) existira para todo k € C,, ou seja, somente serdo pontes do grafo G ligagGes
entre os quadrados de B e seus candidatos a indices k tal que k € C,,.

Considerar a ponte (po, ko) como parte de um emparelhamento € equivalente a
remover 0s Vvértices p, e ko, de G, e todas as pontes adjacentes a qualquer um desses
veértices, e definir um emparelhamento perfeito no subgrafo resultante. Ao retirarmos esses
vértices de G ficaremos com um subgrafo G'. A atribuicdo (py, ko) sera entdo eliminada
se e somente se o grafo resultanteG’ ndo admitir um emparelhamento perfeito. O grafo G’
consisteem um subgrafo de G que ndo contém p, e k,nem quaisquer pontes que possuam
estes veértices.

Se conseguirmos mostrar que o grafo G', resultante da eliminacdo destes vértices
do grafo G, ndo possui um emparelhamento perfeito, entdo poderemos concluir que a
atribuicdo (py, ko) foi indevida.

Pelo Teorema de Hall, descrito em capitulo anterior, se G' ndao tem um

emparelhamento perfeito entdo existem subconjuntos X = 1\{k,} e D= B\{p,} onde

|X| < |D| e X é uma vizinhanca de D em G'. Isto é, X é um subconjunto de indices que
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ndo contém k, e D é um subconjunto de quadrados que ndo contém p, etoda ponte de G’
que seja adjacente a um vértice em D também é adjacente a um vértice em X, ja queXé a
vizinhanca de Dem G'. Isto é, para todo indice de X existe pelo menos uma ponte que o
liga a algum quadrado de D. Além disso, a quantidade de vértices (indices) vizinhos aos
quadrados de D € menor que a quantidade de quadrados para cada quadrado em D e todos
os indices distintos de k, pertencentes a X. Ou seja, C, — {ko} =X, Vp € D.

Consideremos o conjunto M, tal que M = X U {k,}, e um subgrafo bipartido de G
em M X D.Lembrando que a vizinhanga de D (N(D)) é o conjunto de todos os Vveértices
que possuem ligacGes com algum quadrado de D, ou seja, N(D) €é a unido de todos 0s
candidatos a indices dos quadrados de D (C,). Com isso, note que M contém a
vizinhanga N(D) de D em G,entdo |[N(D)| < |[M| < |D|. Ou seja, a desigualdade que era
estritamente menor |X| < |D|, passa a ser |[M| < |D|, ja que o conjunto M difere de X por
um unico elemento.

Com isso, temos que C, — M paratodop € D.

Logo, temos que:

IN(D)| < [M| < |D| (11)

Como o grafo G originou-se de um jogo valido que possui uma unica solucao,
sabemos que G tem um emparelhamento perfeito. Logo, pelo Teorema de Hall, [N(D)| =
D|.

Sendo assim, temos |M| = |D|. Logo, pela regra da casa dos pombos se |[M| =
|D|, entdo os indices contidos em M preencherdo os quadrados contidos em D em alguma
ordem. Usando M e D como definidos acima, eliminamos a atribui¢do (p,, k), pois pela
regra da casa dos pombos todos os indices em M devem ser eliminados de C, para p¢ D,

que € 0 caso de p,.

Iremos agora investigar sob quais condicdes o relaxamento do sistema linear
definido pelas equacbes (1), (2) e ( 3) para solugdes ndo negativas garante a producao

de solugdes do tipo 0-1, e resolve o jogo.
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Veremos que 0 sucesso da regra da casa dos pombos na resolu¢do de um jogo de
sudoku é também uma garantia de que o relaxamento que os resolve é valido.

A demonstragdo do teorema a seguir ndo é a mesma contida no artigo original. E
sugerida uma nova justificativa usando conceitos de programacdo linear e matrizes
duplamente estocasticas.

Teorema 4: Se um jogo de Sudoku pode ser solucionado inteiramente usando a
regra da casa dos pombos, entdo existe uma Unica solugdo nao negativa das equacdes (1),
(2)e(3),eestaéasolucdo do jogo.

Prova: Considere x* a Unica solucéo do tipo 0-1 das equacdes (1), (2)e(3),¢e
suponha que exista uma segunda solug@o ndo negativa X das mesmas equacfes. Comece
solucionando o jogo usando a regra da casa dos pombos até a primeira vez que um dos
elementos da solucdo x* difere da solucdo de X, ou seja, 0 momento em que um indice k,

e eliminado do conjunto de candidatos a um quadrado p, (Cp,) € £p,k, # 0. ISso sempre

acontece, j& que a regra da casa dos pombos elimina todo par de candidatos(p,, ky), onde

Xpok, = 0, € ha no minimo uma dessas eliminagdes onde X, x, # Xp, x,- Caso contrario,

Po,
as solucdes x* e X seriam iguais.
VVamos considerar o problema de programacéo linear formado pelas equagdes ( 8 ),

(9).(10)e

maxz = Xp, x, X = 0 (12)

Entdo queremos caracterizar a solucdo do problema de otimizacdo cujas
coordenadas sdo ndo negativas e satisfazem
maxctx, x>0

Z.kazl, pEBl

kel

prkzl, kel

PEB;

Xpk =0,p € By, keC,

Aqui x é um vetor do R®! e ¢ é um vetor do R®' que tem todas as coordenadas
nulas, exceto a correspondente a coordenada x,, ,, que € igual a 1.

Usaremos o resultado da Proposicédo 4 (que também vale para maximizagéo), que

nos diz que uma solucdo Gtima é atingida em ao menos um ponto extremo do conjunto
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viavel. Vamos identificar quais sdo os extremos do politopo definido por (8), (9) e (10
).

Inicialmente observe que X € solugdo de ( 8 ),( 9 ) e (10 ). Isso significa que o
conjunto viavel associado ao nosso problema de programacéo linear € ndo vazio. Como a
funcdo objetivo é continua e nosso conjunto viavel € ndo vazio e compacto, nosso
problema de programacéo linear tem solugé&o.

O Teorema 1 nos diz que um ponto é extremo se e s6 se é uma solugdo basica
viavel.

e Observe que toda solucdo X béasica viavel de (8 ), (9) e (10) é também
uma solucéo bésica viavel de (8), (9).

e Note agora que com as coordenadas de uma solucdo bésica viavel xde ( 8),
(9 )vocé pode definir uma matriz M duplamente estocastica e que 0s
extremos do conjunto viavel de (8), (9) parax = 0, “coincidem” com
o0s extremos do conjunto das matrizes duplamente estocésticas.

e Pelo teorema 2 sabemos que 0s extremos do conjunto das matrizes
duplamente estocésticas sdo matrizes de permutacao.

e Portanto, como uma solucdo de nosso problema de programacéo linear é
um extremo de (8),(9)e (10), e todo extremode (8),(9)e(10)é
também extremo (8), (9), e todo extremo (8), (9 ) define uma matriz
duplamente estocastica que também é extremo do conjunto das matrizes
duplamente estocéasticas. Portanto, essa solugdo € composta por 0 e 1 ¢(
(12)tem solucéo do tipo 0-1.

Concluimos, assim, que o valor maximo do problema de programacéo linear so
pode ser 0 ou 1.Entdo, qualquer solucdo do sistema, obrigatoriamente, tem que ter
coordenadas iguais a 0 ou 1, inclusive a coordenada tratada x,, ..

Porém, sabiamos inicialmente que X, , # 1, porque estavamos no momento do
jogo em que o indice k, estava sendo eliminado do quadrado p,. E também sabiamos que
Xpo ko * 0, jaque asolucdo x, . = 0,eque Xp k, * Xp,x,-

Com isso chegamos a uma contradi¢do. Sendo assim, concluimos que ndo existe

uma segunda solucdo para o sistema. Logo x* é solucdo unica ndo negativa do sistema.
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CONCLUSAO

O trabalho mostrou a possibilidade de obter um modelo matemaético para um jogo de
Sudoku de forma matematica, interpretando-o como um sistema de equacdes. Cada uma
dessas equacOes representa uma das regras basicas do jogo, incluindo as condic@es iniciais
dos quadrados ja preenchidos. E claro que, resolver um jogo simples9 x 9 através de seu
sistema de equacdes associado € muito mais trabalhoso manualmente do que pelo método
tradicional com lapis, papel e estratégias de eliminacdo. Porém, a interpretacdo do jogo
matematicamente através de um sistema de equacGes nos permite demonstrar alguns
resultados, tirar conclusdes sobre condicdes em que certas regras sdo suficientes para
soluciona-lo, e até mesmo testar se o jogo € valido e criar jogos novos.

Todo esse processo é mais facilmente realizado através de programas de computador
que resolvam sistemas de equacdes lineares, ja que, em geral, trabalhamos com uma grande
quantidade de variaveis.

Um dos resultados demonstrado foi que qualquer eliminagdo de um candidato feita por
estratégias de um unico bloco pode ser feita usando o regra da casa dos pombos, onde ha n
indices para serem alocados em n quadrados.E também foi garantido que, se um jogo de
Sudoku pode ser inteiramente solucionado usando a regra da casa dos pombos, entdo o
sistema de equacBes associado possui uma Unica solucdo ndo negativa, que € a solucdo do
jogo.

Esses resultados nos geram outros questionamentos que podem ser estudados em outro
trabalho sobre o tema. Ha uma descricdo para estratégias de eliminacdo de dois blocos
analoga a regra da casa dos pombos para as estratégias de um unico bloco? Ou seja, serd que
hd uma estratégia que substitui todas as estratégias que envolvam dois blocos? Qual a
quantidade n" minima de blocos que deve ser considerada para que estratégias de n’ blocos
solucione completamente o jogo? E claro que 27 blocos seriam suficientes, no caso de um
J0go9 x 9, mas serd que existe um nimero minimo de blocos que garante a solugdo?Existe
um conjunto de estratégias de eliminag@o que soluciona qualquer jogo e garante que o sistema
de equacdes associado tenha uma Unica solugdo nédo negativa que € a solucéo do jogo? Qual o
conjunto minimo de estratégias que resolve o jogo e garante a unicidade de solugdo ndo
negativa do sistema de equacdes associado ao jogo?

Quanto mais se investigar a respeito de jogos de Sudoku e suas estratégias de

resolucdo mais questionamentos surgirdo. Este trabalho tem a intencéo de sanar alguns desses
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questionamentos com as demonstragdes feitas e com isso dar condi¢es que outras perguntas

e conclusdes sejam obtidas com sucesso.
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