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RESUMO

ABREU, Ricardo Dutra. Polinomios, Fungoes Polinomiais, Fatora¢do e Algumas Aplicagoes.
2016. 89 f. Dissertagao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional /
PROFMAT) - Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Instituto de Matematica ¢
Estatistica, Rio de Janeiro, 2016.

O conceito de polindmios, suas propriedades e as operagdes usuais entre eles, ¢ um dos
topicos ensinados no ensino médio brasileiro. Geralmente este tema ¢ abordado, com um nivel
de profundidade inferior ao que poderia e deveria ser desenvolvido. Este trabalho oferece uma
contribuigdo importante para suprir, ainda que parcialmente, essa fragilidade do ensino da
matematica elementar no Brasil.

Palavras-chave: Fatoragdo de Polindmios. Polindmios. Conceito de Polindmios. Fungdes

Polinomiais.



ABSTRACT

ABREU, Ricardo Dutra. Polynomials, Functions Polynomial, Factorization and Some
Applications. 2016. 89 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
/ PROFMAT), Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Instituto de Matematica ¢ Estatistica,
Rio de Janeiro, 2016.

The concept of polynomials, their properties and normal operations between them, is one of
the topics taught in the Brazilian high school. Usually this issue is addressed, with a depth
inferior to what could and should be developed. This work makes an important contribution to
supply, albeit partially, this fragility of elementary mathematics education in Brazil.

Keywords: Factoring Polynomials. Polynomials. Polynomials Concept. Functions
Polynomial.
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INTRODUCAO

Polindmios constituem—se numa excelente ferramenta em diversas areas das atividades
humanas, em especial para engenheiros, matematicos e, de forma geral, para cientistas. Isto
ocorre basicamente, como consequéncia de dois fatores. O primeiro, porque hd inimeras
fungdes que podem ser aproximadas através de fungdes polinomiais, as quais por sua vez, sob
certas condi¢des, podem ser identificadas com polindmios. Este fato, geralmente simplifica
bastante os célculos e os estudos relacionados a essas fungdes. O segundo, ¢ que mesmo quando
ndo conhecemos a relacdo matematica entre as variaveis — dependente ¢ independente — de uma
fungdo, sabemos que se tivermos um conjunto de n + 1 pontos do plano, nos quais as abscissas
sao diferentes entre si, poderemos construir um polindmio de grau menor ou igual a n, que
passa por todos esses pontos. Esse polindmio ¢ tnico e ¢ conhecido como Polindmio
Interpolador de Lagrange. Consequentemente, passamos a ter por meio desse polindmio, uma
capacidade de estudar o fendmeno em questdo, através de uma relagdo matematica explicitada

por ele.

Nao obstante a importancia dos polindmios, questoes fundamentais envolvidas nos seus
estudos, tais como sua fatoragao por exemplo, sdo abordadas no ensino b num patamar inferior
a capacidade de compreensdo dos estudantes daquele nivel. O presente trabalho buscou
contribuir para que os professores de matematica que atuam no ensino basico, possam superar

essa situacao.
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1 BREVE DESENVOLVIMENTO HISTORICO

A origem do conceito de polindmio, o qual desenvolvemos ao longo deste trabalho, estd
intimamente ligada a busca pela resolugao das equagdes algébricas. Entre essas, a mais simples
¢ a de primeiro grau, cuja resolugio era conhecida desde a antiguidade'.

Os babilonios, entre 1.800 e 1.600 a.C, ja eram capazes de resolver algumas equagdes
do segundo grau!. Contudo, foram os 4rabes que - conhecedores do saber matematico grego
mais avancado - desenvolveram-no, produzindo métodos sistematicos de resolugcdo dessas
equagdes. Nio obstante, também se esfor¢aram no sentido de sua generalizagdo?. O matematico
mugulmano mais conhecido, que viveu aproximadamente entre 790 e 850, foi al-Khwarizmi>.
Ele foi um dos principais matematicos de sua época e nos legou importantes contribuicdes para
a solucdo definitiva dessas equacdes algébricas. A féormula que apresenta a solugdo de uma
equacdo do segundo grau como a conhecemos hoje ¢, todavia, devida ao matematico hindu
Sridhara, do século X'. Ela leva, no entanto, o nome de formula de Bhaskara, outro matematico
indiano que viveu de 1.114 a 1.185°, em funcdo de ter sido ele quem a publicou em um livro.

Foram necessarios quatro séculos para que as equagdes algébricas de terceiro e quarto
graus fossem resolvidas. Este feito foi realizado pelos matematicos de Bolonha, Italia!. Tanto
no século XV quanto no XVI, os desenvolvimentos algébricos mais significativos, foram
decorrentes dos esfor¢os para se encontrar uma solugao para as equagdes algébricas do terceiro
grau®. Neste sentido, destacaram-se Scipione Del Ferro, Niccolo Fontana mais conhecido por
Tartaglia, Girolamo Cardano, e Ludovico Ferrari. Este tltimo era discipulo de Cardano e foi
notabilizado pela resolugdo da equacdo de quarto grau®.

As equagdes algébricas de grau maior ou igual a cinco constituiram-se, desde a segunda
metade do século XVI, num dos problemas centrais da matematica naquela época. Este
problema sé pode ser totalmente elucidado pela Teoria de Grupos de Evariste Galois, na
primeira metade do século XIX'. A partir de sua teoria, ficou claro a inviabilidade da solucdo,
por radicais, da equagdo algébrica geral, acima do quarto grau®. E verdade que a teoria sobre
polindmios ja vinha sendo desenvolvida através da contribuicdo de inimeros matematicos,

entre os quais D’Alembert. Todavia, a partir da Teoria de Grupos iniciada por Abel e

! of. Hefez, pag. 170.

2 cf. Roque, pag.198.

3 cf. Roque, pag. 194.

4 ¢f. Roque, pag. 207.

5 cf. Hefez, pag. 177.

¢ ¢f. Diciondrio de biografias cientificas, pag. 971.
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desenvolvida por Galois, a chamada Algebra Moderna surgiu. Por sua vez, com a Algebra

Moderna, o conceito mais geral de polindmios com o qual lidamos hoje, pode ser desenvolvido.
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2 POLINOMIOS

2.1 Sequéncias’

Uma sequéncia de elementos de um conjunto A ¢ uma fungdo x:N — A4 onde N =
{0,1,2,3,4, ...} é o conjunto dos nimeros naturais. Normalmente uma sequéncia ¢ indicada por
(ay, ay, ay, as, ..., a,, ...). Todavia, antes de apresentarmos exemplos de sequéncia, vamos
explicitar sucintamente, outros conjuntos numéricos com os quais, além do conjunto N,
lidaremos ao longo de todo esse trabalho. Tais conjuntos sdo os seguintes:

Z = {+n;n € N}, é o conjunto dos nlimeros inteiros;
Q= {r = s; p.qEZeq# 0}, ¢ o conjunto dos nlimeros racionais;
R ¢ o conjunto dos nimeros reais;

C={z =a+ bi;a,b € R}, é o conjunto dos nimeros complexos, sendo i = v—1.
Exemplos de sequéncias:
i.(0,2,4,6,8, ...,2n, ...).
Neste exemplo, a funcao x: N — Z ¢ tal que, acadan € N ¢ associado um niimero inteiro

a, = 2n. Alémdisso, A = Z;

. ~ , , . . n
Aqui a fungdo x:N — Q, ¢ tal que a cada n € N ¢ associado um racional a,, = —

Neste exemplo, A = Q;

e f i i j2n+i
111.(l,—5,§, _Z' ...,m, )

Aqui temos a fungdo x: N — C, tal que a cada n € N ¢ associado um nimero complexo

i2n+1

n+1

a, = . Aqui, o conjunto A = C.

7 cf. Thomas, pag. 1
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2.2 Corpo e Anel®

Seja K um conjunto qualquer. Representamos por K X K (ou K?) o produto cartesiano
de K com ele proprio, isto ¢, K2 = {(a, b); a, b € K}. Definimos uma operagdo (*) em K, como
uma fungdo *: KX K - K; (a,b) » a *b.

Seja K um conjunto com duas operagdes (+) ¢ (), denominadas, respectivamente, de
adicdo e multiplicagdo. Chamamos K de corpo, se estas operacdes possuem as seguintes
propriedades para quaisquer a, b, c € K:

1) Comutativa:a+b=b+a e a-b=>b"a;

2) Associativa:a+ (b+c)=(a+b)+cea-(b-c)=(a-b) c;

3) ExistemOelemKtaisquea+0=a e a'1=a;

4) Distributiva: a- (b+c)=a-b+a-c;

5) Existéncia de oposto: dado a em K, existe o oposto (—a) em K tal que a + (—a) = 0;

6) Existéncia de inverso: dado b € K\{0}, existe (b™1) emK talque b - (b71) = 1.

Exemplos de corpos: Q, Re C.
Se as operagdes (+) e () de K possuirem todas as propriedades acima enunciadas,
exceto, possivelmente, a propriedade 6), entdo diremos que K é um anel.

Exemplos de anéis: Z, Q, Re C.

2.3 Sequéncia quase toda nula®

Uma sequéncia (ag, a, a,, as, ... ) de elementos de um anel K é dita quase toda nula se
existir n € N tal que se m = n entdo a,, = 0.
Exemplos de sequéncias quase todas nulas:

i (0,0,0,0, ...). Neste exemplo, podemos tomar n = 0; 100

ii. (1,2,3,4,5,...,99,0,0,0, ....). Neste exemplo, podemos tomar n = 99;
101
1. (1, V2,43,2,4/5,16, ...,10,0,0,0, .... ) Neste exemplo, podemos tomar n = 100.

8 cf. Hefez, pag. 8
% cf. Muniz Neto, pag. 28


SERGIO
Typewriter
100

SERGIO
Typewriter
101
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2.4 Polinémio!’

Um polindmio sobre um anel K, isto ¢, com coeficientes em K, ¢ uma expressao do tipo:

f=fx)=ay+ax+ax?+azx®+ax*+ - =Y,.0a;x, onde (ay,a,,a,,..) ¢ uma

sequéncia quase toda nula de elementos de K ¢ x ¢ chamada de indeterminada.

1.

1il.

1v.

V1.

Vil

Viil.

Na defini¢cdo acima, convencionamos que:

Os elementos a; € K sdo denominados os coeficientes de f;

Quando a; = 0 omitiremos, sempre que for conveniente, o termo a;x*;

Quando a; = 1, escreveremos +xt, a0 invés de (+1)x?, para o termo correspondente
de f;

O polindmio 0 = 0 + 0x + 0x? + --- é denominado o polindmio identicamente nulo
sobre K. Sempre que ndo houver perigo de confusdo com o elemento 0 € K,
denotaremos o polindmio identicamente nulo sobre K, simplesmente por 0; mais
geralmente, dado A € K, denotaremos o polindmio A+0x + 0x? + --- simplesmente por
A; em cada caso, o contexto deixard claro se estamos nos referindo ao polindmio
constante e igual a A ou ao elemento A € K;

Ao denotarmos por K[x] o conjunto de todos os polindmios sobre K, as inclusdes Z c
Q < R c C nos levam, automaticamente, as inclusdes Z[x] ¢ Q[x] c R[x] c C[x].
No polindmio sobre K, f(x) = ay + a;x + ax? + azx® + a,x* + -+ = Y50 a;x5,
chamamos cada a;x* de mondmio.

Neste trabalho, sempre que nos referirmos a K[x] estaremos mencionando Q[x], R[x]
ou C[x]. Quando desejarmos mencionar Z[x], o faremos de forma explicita.

Dizemos que os polindmios sobre o corpo K, f(x) = Yis0 a;ix' e g(x) = Yiso bix sdo

iguais se a; = b; qualquer que seja i = 0.

2.5 Grau de um polindémio!

Se f(x) =ag+ a;x + ayx? + - + a,x™ € K[x]\{0}, com a, # 0, dizemos que o

inteiro ndo negativo n € o grau de f e denotamos df = n (Ié-se “o grau de f ¢ igual a n”’). No

caso em que f(x) = A, com A € K\{0}, entdo df = 0. Portanto, ndo esta definido o grau do

polindmio identicamente nulo.

10 ¢f. Muniz Neto, pag. 28
1 ¢f. Muniz Neto, pag. 33
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Observagio: num polindmio f(x) € K[x]\{0} de grau n, chamamos a,, de coeficiente
lider de f. Se, nesse polindmio, a,, = 1, dizemos que f(x) é monico.
Exemplos de polindmios sobre K:

i f)=1+x—x3++2x7

K = R; df = 7; Sequéncia dos cocficientes: (1, 1, 0,—1, 0, 0, 0,v2, 0, 0, 0, )
ii. f(x)=x+§x2—x3+§x4

K = Q; df = 4; Sequéncia dos coeficientes: (0, 1, %,—1, S, 0, 0, 0, O, O,...).

iii. f(x)=3-2i+@+2)x+ (2—3i)x?
K = C; df = 2; Sequéncia dos coeficientes: (3 — 2,3+ 2i,2—-3i, 0, 0, 0,...).



18

3 ALGEBRA DOS POLINOMIOS

Antes de definirmos adi¢do e produto de polindmios, para posteriormente estudarmos

as propriedades dos polindmios baseados nessas operagdes, enunciaremos um lema.
Lema 3.0.1

Se (a)ks0 € (by)iso sdo sequéncias quase todas nulas de elementos em K, entdo
também sdo quase todas nulas as sequéncias (aj + by)iso € (Cx) k=0, ONde 0 termo ¢y, para

cada k, é dado por ¢ = Ziﬂ-:k(aib]-) =YK (aibr_p).

i,j20

Prova:
1° (ay £ by ) k=0 € quase toda nula.

Como (ay) k=0 € (br)iso s30 sequéncias quase todas nulas, sabemos que existemm, n €
N; a; =0,sei >meb; =0,sej>nTomemos ky= max{m,n}. Sendo assim, as
sequéncias a, = b, = 0,Vk > k. Portanto, a; + b, = 0,Vk > k. Segue que (aj * by )iso €
quase toda nula.
2° (¢ k=0 € quase toda nula

Sejam m,n € N tais que a; = 0,sei >meb; = 0,sej >n. Assim,se k >m+ne
k=i+jcomi,j>0,teremos que, i > m ouj > n, pois de outra forma, isto &, se i < m e
j<nentdo,m+n<k=i+j<m+n,oque ¢ uma contradicdo. Analisemos entdo, para
esse k>m+mn, 0 <i<m. Neste caso, j >n e, portanto, b; = 0. Logo, a;b; = 0. Se,
entretanto, [ > m, temos a; = 0 e também neste caso a;b; = 0. Em ambos os casos, temos que
o coeficiente definido por ¢, = Yy=;4;a;b; = 0 para k > m + n. Logo, (¢x)x»o ¢ quase toda

nula.

3.1 Adicao e multiplicacio de polinomios

Dados em K[x] os polindmios f(x) = Yyso arx® e g(x) = Ypso bex* a soma e o
produto de fe g, denotados respectivamente por f+gef - g, sio os polindmios

(f + 9)(x) = Zizolax + bp)x* e (f - g)(x) = Xyso crx®, onde ¢, = Xy j=k a;b;.

i,j=0

Exemplos de adi¢ao e multiplicagdo de polindmios:
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Sejam f(x) =1—2x + 3x% e g(x) = =4 — 5x + x?2 — 2x3 + 3x*. Entdo, a adi¢do
(f + g)(x) = =3 — 7x + 4x? — 2x3 + 3x* e, quanto a multiplica¢do (f - g)(x), obtemos que
(f-9)(x) = =4+ 3x —x? — 19x3 + 10x* — 12x5> + 9x°.

3.2 Propriedades da adiciao e da multiplicacio de polinémios

Definidas dessa forma, as operag¢des de adi¢do e multiplicagdo de polindmios sobre K,
gozam das seguintes propriedades:
1) Comutatividade: f +g=g+fef g=g"f;
2) Associatividade: (f + g)+h=f+(g+h)e(f-g)-h=f-(g-h);
3) Distributividade: f - (g + h) = (f - g) + (f - h),Vf, g, h € K[x].
4) Existéncia do elemento neutro em relagdo a adigdo: sendo 0 o polindmio identicamente
nulo, temos f+0=f =0+ f,Vf € K[x], isto é, o polindmio identicamente nulo é o
elemento neutro na operacao de adi¢do entre polindmios;
5) Existéncia do oposto: dado um polindmio f € K[x], existe um Gnico polindmio g €

K[x] talque f + g = g + f = 0, asaber g = —f. Portanto, se f (x) = ay + a;x + --- + a,x™,

entdo, (—f)(x) = —ag — ayx — - — a,x™;
Observacoes:
1. A partir da propriedade 5, podemos definir a diferenca entre dois polindmios f,g €

K[x], denotada por f — g como sendo f — g = f + (—g);
ii. Paraa €Kef(x)=ay+ ax+a,x?+ -+ a,x™ € K[x], temos que
a.f = aay + aa;x + aax? + -+ aa,x™;
iii. A observagdo acima nos leva a 1. f = f,Vf € K[x]. Portanto, o polindmio constante

1 € K ¢é o elemento neutro da multiplicagdo de polindmios;

iv. Por simplicidade, passaremos a escrever o produto de polinémios (f - g), simplesmente
por fg,Vf,g € K[x].
V. Embora um polindmio tenha sido apresentado como um objeto abstrato ao ser

introduzido como um objeto do tipo ay + a;x + a;x% + -+ + a,x™ + -+ sendo x
chamado de indeterminada, pode se dar um sentido concreto ao referido objeto como
segue: identificando @ € K com a sequéncia quase toda nula @ = («,0,0, ...,0, ...),

colocando x como a sequéncia quase toda nula x = (0, 1,0, ..., 0, ...) e tendo em vista
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as regras de adi¢do e multiplicagdo que definem as sequéncias quase todas nulas que
dao a soma e o produto de polindmios, vemos que, para qualquer sequéncia quase toda
nula (ay, a4, ay, ..., a,, ... ) valem:

alag, ay, ..., ay, ...) = (a,0,0,...,0, ... )(agy, ay, ..., ay, ...) = (aay, aay, ...,aay, ...),
x? =x.x=(0,0,1,0,...,0,...),
x3=x%x=(0,001,0,..,0,..),

xt=(0,0,0,0,...,1,0,...,0,...) com | na (i + 1) — ésima entrada e as demais entradas,
zeradas. Consequentemente,

(ag,ay, ..., ay, ...) = (ay,0,..) +(0,a,,0,...) +---+ (0, ...,0,a,,0,..) =
(ag,aq,...,a,,..) =a,(,0,..) +a,(0,1,0,...) + --- + a,(0,...,0,1,0, ...) -

(ag,ay,ay, .., Ay, ...) = g+ a1x + ax? + -+ apx™ + -
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3.3 Divisiio de polindomios'?

Sejam f(x),g(x) € K[x]. Se existir h(x) € K[x] tal que f(x) = g(x)h(x), entdo
dizemos que f(x) ¢ maltiplo de g(x). Neste caso, se g(x) # 0, dizemos que g(x) divide f(x).
Sempre ¢ possivel adicionar, subtrair ¢ multiplicar polindmios. Todavia, 0 mesmo nio ocorre
com a divisdo entre eles. Em outras palavras, dados polindomios f(x),g(x) € K[x]\{0}, nem
sempre € possivel encontrar um polindmio h(x) € K[x], tal que f(x) = g(x)h(x). Por
exemplo, dados f(x) = 2x e g(x) = x?, ndo existe um polindmio h(x) € K[x] de forma
que f(x) = g(x)h(x).

Enunciamos abaixo uma proposi¢cdo e um teorema que auxiliardo no desenvolvimento

deste assunto.
Proposi¢iao 3.3.1

Para f, g € K[x]\{0}, sendo K um corpo ou o conjunto dos inteiros, temos:
i. 0(f+g) <max{of,dg}sef+g +0;
ii. fg#0ed(fg)=0f+ag.
Prova de 1.
Sejam 0f =n e dg = m, com f(x) = X}_, apx® e g(x) = XM, bexk.
Se m # n tomemos, sem perda de generalidade, m < n. Neste caso, temos que
(f+ ) =" (ar + b)) x*+ X0 .1 apx® = 0(f + g) = max{df, dg} pois a, # 0.
Sem=nef+g+0,entdioa, + b, =0oua, + b, # 0.
No primeiro caso d(f + g) < n = max{df,dg}.
No segundo, d(f + g) = n = max{df, dg}. Em qualquer situagdo i. é valido.
Prova de ii.

Seja 0 # fg = Yyso Cxx*, onde ¢, = Yitj=k a;b;. No Lema 3.0.1 mostramos que se
i,j20

k >m+n, entdo ¢, = 0. Por outro lado, Cpyp = Xit+j=m+na;b; = amb, # 0. Portanto,
i,j20

temos que fg # 0e d(fg) =m+n =9df + dg.
O Teorema abaixo ¢ valido para um corpo K pois, neste caso, f € K, f # 0 entdo temos

que existe seu inverso B! € K. Este fato sera utilizado na demonstra¢io do teorema que se

12 ¢f. Hefez, pag. 112
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segue. Nao obstante, ¢ importante observar que, da prova de ii da proposi¢ao 3.3.1, concluimos

que se f e g sdo polindmios com coeficientes em um corpo Ke fg = 0 entdo f =0oug = 0.
Teorema 3.3.2 (Teorema da Divisdo Euclidiana)'?

Se f, g € K[x],com g # 0, entdo existem Gnicos q,r € K[x] tais que
f=gq+r,onder =00u0 <0dr <adg.
Prova da Unicidade:

Suponhamos, por absurdo, que existam qq, q,, 7,7, € K[x] satisfazendo as condigdes
do enunciado. Entdo, f = gq, + 11 = gq, + r,(*) comr; =0 0u 0 < dr; < dg,i = 1,2.

Analisando o caso em que um dos restos € nulo.

Suponhamos, sem perda de generalidade que r; =0, entdo r, =0 ou 7, # 0. Em
qualquer dos casos, de (*) temos que g(q; —q;) =1, —1,. Logo, se ;=0 ¢ 1, =0,
concluimos que q; = q,, pois g # 0. Segue que r;, =1, = 0 e q; = g,. Por outro lado, se r, #
0, entdo de (x) temos que g(q; —qy) =1, Como dg < dg + d(q, — q,) segue, pela
Proposi¢do 3.3.1, que dg <dg + d(q; —qz) =0[g(q1 — q2)] = 9r, < dg, o que é um

absurdo. Portanto, se r; = 0 = r, = 0 e recaimos no caso anterior.
Analisando o caso em que nenhum dos restos ¢ nulo.
Novamente de () temos que g(q; — qz) = 1, — 17. Assim sendo, se q; # ¢,, entdo

11 # 1,. Neste caso, temos que:

09 <09 +0(q1 — q2) = 3(9(q1 — 92)) = 9(r, — 1) < max{dry,9r,} < g o que é uma

contradi¢do. Portanto, q; = q, = r; = 15.
Prova da Existéncia:
Seja g(x) = by + byx + - + b,,x™ onde b,,, tem inverso b;,;} € K[x]. Entdo, dg = m.
Se f(x) = 0, entdo basta tomarmos q(x) = r(x) = 0.
Se f(x) # 0,sejan = df. Entdo,n < moun = m.
Se n < m, entdo basta tomarmos q(x) = 0 e r(x) = f(x).

Se n > m, provamos por inducgdo sobre n = 9f.

Sen =0, entdo 0 =n = m > 0 = m = 0. Portanto, temos f(x) = a, ¢ também que
g(x) = by. Como by! € K[x], temos que f(x) = ayby*g(x). Dessa forma, estabelecemos que

q(x) = agbyt er(x) = 0.

13 ¢f. Hefez, pag. 113
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Suponhamos agora que o resultado seja valido para polindmios com grau menor do que
n = df. Mostraremos que, neste caso, o resultado também ¢ valido para f (x).

Seja h(x) = f(x) — apby,tx™ ™g(x). Neste caso, h(x) = 0 ou h(x) # 0.No primeiro
caso, temos que f(x) = a,b;!x" ™g(x) e, dessa forma, tomamos q(x) = a,bylx™™™ ¢
r(x) = 0. Se, no entanto, h(x) # 0, observemos que, pelo item ii da Proposigdo 3.3.1, o
polindmio a,b;lx" ™g(x) tem grau n. Além disso, seu coeficiente lider ¢ a,,.
Consequentemente, dh < n pois a, também é coeficiente lider de f(x). Pela hipotese de
indugio, existem g, (x) e r;(x) € K(x) tais que h(x) = q;(x)g(x) + r(x); 7 (x) =00u0 <
or < dg. Como, f(x) = h(x) + a,b; x™ ™g(x), entdo, temos que:
fO) = q:(0)g(x) +11(x) + anby'x" g (x).

Logo, segue que f(x) = [q,(x)+ apbytx™ ™]g(x) + r;(x). Sendo assim, basta

tomarmos q(x) = q;(x) + a,b;}x™ ™ e r(x) = r;(x) para provarmos o resultado.

Observacio:

Se f(x),g(x),q(x) er(x) € K[x] satisfazem as condi¢des do Teorema 3.3.2, entdo

chamamos f(x) de dividendo, g(x) de divisor, g(x) de quociente e r(x) de resto da divisdo

de f(x) por g(x).

3.4 Raizes de um polinémio

Dados f(x) = ag + a;x + ayx? + -+ a,x™ € K[x] e B € K, definimos f(B) como o
elemento de K dado por f(B)=ay+ a,f + a,f?+ -+ a,B", onde as adigdes e

multiplicagdes sdo efetuadas no corpo K. Dizemos que B € K é uma raiz de f(x) € K[x] se

fB) =o.

Proposicio 3.4.1

Seja f(x) € K[x]\{0}. Entdo, B € K é uma raiz de f(x) se, e somente se, x — 8 divide
f ().
Prova:

Se B é uma raiz de f(x) entdo, por defini¢do, f( B) = 0. Por outro lado, pela divisdo

euclidiana de f(x) por x — B, existem q(x), r(x) € K[x] tais que f (x) = g(x)(x — B) + r(x),
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com7(x) =00ul < a(r(x)) <dlx-—p)=1.

No primeiro caso, isto é, r(x) = 0, temos que (x — B)|f (x).

No segundo, isto ¢, r(x) # 0, entdo temos que 0 < 8(r(x)) < 1. Logo, a(r(x)) = 0.
Portanto, r(x) = r € K\{0} ~ f(x) = q(x)(x — B) + r. Entretanto, isto ¢ uma contradigio,
pois nesse caso, 0 = f(B) = q(B)(B—pB)+r =r. Logo, r(x) =0 e, consequentemente
temos que x — B divide f(x).

Reciprocamente, suponhamos que x —f divide f(x). Neste caso, pela divisdo
euclidiana, existe q(x) € K[x]; f(x) = q(x)(x — B). Segue que f(B) = q(B)(B—pB) = 0.
Logo, B ¢ uma raiz de f(x). Isto conclui nossa demonstragio.

Dizemos que 8 € K é uma raiz de multiplicidade m € N/{0} quando (x — )™ dividir
f(x) e (x — B)™*1 ndo dividir f(x) em K[x]. Nesse caso, novamente pela divisio euclidiana,
existe q(x) € K[x]; f(x) = (x — B)™q(x),q(B) # 0. Denominamos 8 uma raiz simples de
f(x), se m = 1, e uma raiz multipla de multiplicidade m, se m > 2. Independentemente da

multiplicidade da raiz, se f € K é uma raiz de f(x) € K[x], entdo f(B) = 0.
Observacao:

Embora o conceito de raiz de um polindmio pareca estar dissociado do conceito de
polindbmio mais adiante, sob condigdes gerais, identificaremos polindmio com fungdo

polinomial. Neste caso, a raiz do polindomio serd identificada com o zero da fungao.

Exemplos:
i. Sef(x)=x—2,entdo 2 é uma raiz simples de f.
ii. Se f(x) = (x+3)?(x?—5x+4) = (x + 3)?(x — 1)(x — 4). Entdo —3 é uma raiz de
multiplicidade 2 e 1 e 4, sdo raizes simples de f(x).

i Se  fO0) =G+ Hx+ 1Dt = (- D+ D (x+ “T@f (=15 i)4.

—14+/3i

Entdo +i sdo raizes de multiplicidade 3 e sdo raizes de multiplicidade 4 de f(x).

Observacao:

Decorre do acima exposto, que a soma das multiplicidades das raizes de um polindmio

ndo nulo ¢ menor ou igual ao grau desse polindmio.
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3.5 Método pratico de divisao de polindmios

Abaixo segue um método pratico de divisdo de polindmios. Ele ¢, na verdade, uma
exemplificagdo pratica da prova do Teorema 4.3.2 (Divisao Euclidiana entre polindmios), no
que concerne a existéncia do quociente e do resto na divisdo de polindmios.

M¢étodo da “Divisao Euclidiana”

1° Exemplo (af(x) < ag(x)):
f(x)=3x+4eg(x) =x?—2x —5em R[x]. Neste caso, ndo hd o que fazer. Logo, temos

que f(x) = g(x) x 0 + (3x + 4). Consequentemente, g(x) = 0 e r(x) = 3x + 4.

2° Exemplo (Of(x) = ag(x)):
f(x)=3x2+2x+1eg(x) =x%—2x—5emQ[x].
Passol:
Como os mondmios de maior grau de f(x) e g(x) sdo, respectivamente, 3x? e x2, tomamos
o quociente q(x) como sendo o quociente da divisdo deles, isto é, 3x2? + x2 = 3.
Passo 2:
Como r(x) = f(x) — g(x).q(x), calculamos o resto r(x)
r(x)=3x>+2x+1—(x?—-2x—-5)x3 =
r(x) =3x?+2x+1—-3x?>+6x+ 15 =
r(x) = 8x + 16;
Passo 3:
Como dr(x) =1 < dg(x) = 2, encerramos a divisdo. Sendo assim temos que, o quociente €
q(x) =3 eoresto ér(x) =8x+ 16.
Veja o método pratico abaixo:

3x% +2x +1 x?—2x—-5

—(3x2—-6x—15) |3
8x + 16

3° Exemplo (6f(x) > ag(x)):
fx)=4x*—x3+3x?—-2x+5eg(x) =x?—2x —5emR[x].

Passo 1:
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Como os mondmios de maior grau de f(x) e g(x) sdo, respectivamente, 4x* e x2, tomamos
o quociente g (x) como sendo o quociente da divisdo deles, isto é, 4x* + x2 = 4x2,

Passo 2:

Como 71 (x) = f(x) — g(x) X q;,(x), calculamos o resto 7, (x)

r(x) =4x*—x34+3x2—-2x+5—(x2—-2x—5) x 4x?% -

r(x) = 7x3 + 23x%2 — 2x + 5;

Passo 3:

Como dry(x) =3 > dg(x) = 2, continuamos a divisio, dividindo r; (x) por g(x), pois r;(x)
nao ¢ o resto que satisfaz o Teorema da Divisdo Euclidiana.

Passo 4:

Como os mondmios de maior grau de r;(x) e g(x) sdo, respectivamente, 7x3 e x2, tomamos
o quociente g, (x) como sendo o quociente da divisdo deles, isto é, 7x3 + x2 = 7x.

Passo 5:

Como 7, (x) = ry(x) — g(x) X g,(x), calculamos o resto r,(x)

r(x) =7x34+23x2 - 2x +5—(x? = 2x—5) x 7x ~

r(x) = 37x% + 33x + 5;

Passo 6:

Como d7,(x) = 2 = dg(x), continuamos a divisdo dividindo r,(x) por g(x), pois 7, (x) ainda
ndo € o resto que procuramos.

Passo 7:

Os mondmios de maior grau de 1,(x) e g(x) sdo, respectivamente, 37x2 e x2, tomamos o
quociente g;(x) como sendo o quociente da divisdo deles, isto &, 37x? + x? = 37.

Passo 8:

Calculamos o resto 73(x) = r,(x) — g(x) X q3(x) ~

r3(x) =37x>+33x+5— (x2—2x—5) x 37 ~

r3(x) = 107x + 190.

Passo 9:

Como dr3(x) =1 < dg(x) = 2 encerramos a divisdo. Sendo assim, temos que

q(x) = q,(x) + q,(x) + g3(x) = 4x? + 7x + 37 e r(x) = 107x + 190.

Veja o método pratico abaixo:
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4x* — x% + 3x?>—2x+5 |x2—-2x—-5
—(4x* — 8x3 —20x?) 4x% + 7x + 37
7x3 +23x% — 2x+5
—(7x3 — 14x? — 35x)
37x%+33x+5
—(37x% — 74x — 185)
107x + 190

3.6 Algoritmo de Briot — Ruffini

A Proposi¢do 3.4.1 sugere que a divisao de um polindmio qualquer por polindmios da
forma x —  tem uma importancia especial. Sendo assim, apresentamos o Algoritmo de Briot
— Ruffini, o qual se constitui num outro método pratico e bastante eficiente, para a determinagao
do quociente e do resto da divisdo euclidiana de f(x) € K[x] por x — 3,8 € K. Antes de
mostrarmos na pratica o algoritmo, desenvolveremos sua justificativa.

Sejam  f(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a;x+ay €K[x]; a, #0e f €K Sejam
também q(x),r(x) € K[x], respectivamente, o quociente e o resto da divisdo euclidiana de
f(x) porx — B.Se dr(x) = 1, entdo podemos promover uma nova divisdo euclidiana de 7(x)
por x — 3. Caso o resto dessa nova divisdao continue tendo grau maior ou igual a 1, repetimos a
mesma opera¢do de divisdo euclidiana sobre o novo resto e procedemos assim tantas vezes
quantas forem necessarias, a fim de obtermos um resto r tal que dr = 0, isto ¢, r € K. Dessa
forma, podemos afirmar que: f(x) = q(x)(x —B) +r; a(q(x)) =n—1ler €K
Logo, q(x) = qn_1x™ 1 + qu_2x™ 2 + -+ + q1X + q,. Portanto, segue que:
fO) = (Gnorx™ + X" 2+t qux + q)(x — ) +7 -

f) = quo1x™ + (Gn-z = BGn-1)x"" " + -+ (qo — Bq)x + (r — Bqo). Dai concluimos

que:

( dn-1 = an ( qn-1 = Qn
On-2 — Bqn-1 = an_4 n-2 = An_1 + Bqn_1
Gn-3 — Bln-2 = An— Gn-3 = An—2 + Bqn—
X =9 :
491 — Bqz = a; q1 = a; + fq;
Go— B = a4 qo = a1+ Bqy

\ r—Bqe = ag \ r=ay+ fqo
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A sequéncia de igualdades a direita acima explicitada ¢ uma féormula recursiva que
permite calcular os coeficientes de q(x), da maior poténcia para a menor, sucessivamente, a

partir do valor inicial conhecido g,_; = a,. Os demais coeficientes q;,0 < j <n — 2 sdo

determinados, um apos o outro, segundo o esquema q; = Qjq1 + £qj41.
an An-1 a a, Qo
B | an=qn-1 dn-2 q1 do r
Ap-1+ BGn-1 a; +Bq; a1 +Bqy ag+Bqo
Exemplo:
L Vamos determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana em R[x] do polinémio

f(x) =x3—5x2+x+ 4 por x + 3 usando o algoritmo de Briot - Rulffini.

1 5 1 4
I S N — 3 24 75
1 -8 25 71

Portanto, r = —71 e q(x) = x? — 8x + 25. Logo, —3 ndo é raiz de f(x) e, além disso,
f(x) = (x?—8x+ 25)(x + 3) — 71. Podemos entdo enunciar o algoritmo de Briot — Ruffini
da seguinte forma:

A fim de dividir um polindémio f(x) = apx™ + a1 x™ 1 + -+ a;x + a,, com a, #
0, pelo polindmio x — f3, realize os seguintes passos abaixo descritos:
1° - Monte uma tabela com (n + 2) colunas e 3 linhas;
2° - Preencha a 1? linha, a partir da 2 coluna, colocando um tinico nimero em cada coluna, os
quais sdo os coeficientes de f(x), em ordem decrescente dos graus dos monomios al-xi ;
3° - Preencha a 1? coluna na 2% linha com o valor f;
4° - Conclua o preenchimento da 2* coluna deixando - a em branco na 2° linha e reproduzindo
o valor a,, na 3% linha;
5° - Conclua o preenchimento da tabela através das colunas, a partir da 3* até a (n + 2) — ésima
coluna, da seguinte forma: primeiro, na 2? linha, coloque o resultado do produto do niimero que
esta na 3% linha da coluna anterior por § ¢ depois, na 3% linha, coloque o resultado da soma dos

dois nimeros que estdo nesta mesma coluna nas linhas 1 e 2;
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6° - O quociente q(x) = b,_x™ 1+ ---+ b;x + b, serd formado, tomando os coeficientes
b;,0 <i<n-—1, como sendo os numeros da 3 linha obtidos pelas operagdes no passo
anterior, da esquerda para a direita, a partir da 2* coluna, onde o coeficiente do mondémio de
maior grau ¢ o numero da 2* coluna ¢ o de menor grau o da (n + 1) - ésima coluna;

7° - O resto 7, serd o elemento que ocupa a ultima coluna na 3* linha.

3.7 A generalizacdo do algoritmo de Briot - Ruffini

Vamos generalizar o algoritmo de Briot — Ruffini de forma que o divisor g(x) seja um
polinémio de graum = 1, onde m € N. Faremos isso comegando com um polindmio g(x) cujo

coeficiente lider é b, = 1. Caso o polindmio g(x) tenha coeficiente lider b,, = k # 1,
dividimos f(x) por % g(x) e tomamos o quociente da divisdo de f(x) por g(x) como sendo
%q(x), onde q(x) é o quociente de f(x) por % g(x). Sendo assim, a fim de dividir o polindmio
dado por f(x)=a,x"+a,_x" 1+ +a;x+ay a,#0, pelo polindbmio dado por
gx) =x™+ bp_1x™ 1+ -+ byx + by, onde 3f (x) =n = dg(x) = m, realize os passos
abaixo. A fim de ilustrarmos o algoritmo, concomitante ao enunciado dos passos, realizamos a
divisdo de f(x) = 2x% + 9x® — 10x7 + 29x°® — 4x> — 36x* + 10x3 + 3x? — 7x + 17 por
g(x) =x*+5x3—4x% +3x — 2.
1° Monte uma tabela com (n + 2) colunas e (m + 2) linhas;

No nosso exemplo, 11 colunas e 6 linhas.

2° Preencha a 1? linha, a partir da 2 coluna, colocando um tnico numero em cada coluna.
Esses numeros sdo os coeficientes de f(x), em ordem decrescente dos graus dos mondmios

a;x’,0<i<n
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3° Preencha a 1? coluna, a partir da 2* linha, com os coeficientes b;, 0 < i <m—1,
com seus sinais trocados, isto ¢, com (—b;). Faga isso, colocando na 2* linha (—b,,,_;), na 3*

(=b,,,_,) € assim sucessivamente até a (m + 1) - ésima linha colocando (—b,);

2 9 -10 29 -4 -36 10 3 -7 17

4° Conclua o preenchimento da 2* coluna reproduzindo o valor a, (a, X 1) na Gltima

linha e deixando em branco as demais linhas dessa coluna;

2 9 [-10] 29 | 4 [36] 10 | 3 | -7 | 17
-5 —
4 —
3 —
2 —
2

5° Conclua o preenchimento da 3* coluna da seguinte forma: coloque na 2? linha o
produto do elemento da Gltima linha da 2* coluna pelo elemento que estd na 2* linha da primeira
coluna (a, X b,,_1); em todas as demais linhas desta coluna, exceto na ultima, deixe sem
preenchimento; na ultima linha, coloque o resultado da adi¢ao dos dois unicos nimeros que se

encontram, respectivamente, na 1* ¢ 2% linhas desta coluna;
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2 9 [ -10 | 29 | 4 | 36 | 10 | 3 7 | 17
5 | — | -10
4 —
3 —
2 —
2 1

6° Para 3 < j < n + 2, proceda da seguinte forma: em cada coluna j, preencha a ultima

linha com o resultado da soma dos demais numeros dessa mesma coluna. Posteriormente,

preencha a diagonal que comega na linha 2 da coluna j + 1 e termina na linha m + 1 da coluna

Jj +m — 1 colocando em cada linha i, 2 < i < m + 1 dessa diagonal, o produto do niimero que

se encontra na ultima linha da coluna j pelo coeficiente que se encontra na 1* coluna da linha i.

Repita esse processo até que seja preenchida a linha m + 1 da coluna n + 2.

No nosso exemplo, temos o seguinte:

2 [ 9 [-10] 20 43610 3 [-7]17
S|~ -10] 5 [-15]=201] 25 | 30
4 | — 8 | 4 | 12| 16 | 20 | -24
3 | - 6 | 3 | 9 [-12] 15 | 18
2 | — 4 21 6 | 8 |-10]-12
2 | 1] 3 4 | 5| -6

7° Na ultima linha, exceto na primeira coluna, todas as demais colunas que ficaram em

branco apds o passo anterior, devem ser preenchidas com a soma de todos os niumeros da

respectiva coluna. As demais células da tabela devem ficar em branco.

— | 2 9 [ -10 ] 29 | 4 | 36 ] 10 | 3 7 | 17
S| — -0 5 [ 1520 25 [ 30 | — | — | —
4 | — | — 1 38 4 12 |16 | 20 | 24 | | —
3| | - -] -6 3 9 [ 12 15 | 18 | —
2 | - | | - ] 4 2 6 8§ | -10 | -12
— | 2 1 3 4 S5 | 6 | 14 | 2 1 5
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8° O quociente q(x) = @pemx™™ ™ + -+ q;x+q, serd formado, tomando os
coeficientes q;,0 < i < n —m, como sendo os nimeros da tltima linha obtidos pelas operacdes
no passo anterior, da esquerda para a direita, a partir da segunda coluna, onde o coeficiente do
mondémio de maior grau ¢ o nimero da 2* coluna e o de menor grau, o da (n —m + 2)- ésima
coluna;

No nosso exemplo os coeficientes vao desde a 2* até a 7* coluna. Portanto, temos que

q(x) = 2x5 — x* + 3x3 + 4x?> — 5x — 6.

9° O resto desta divisdo 7(x) = 11 x™ L + 1 _x™ 2 + -+ rx2 + 1 x + 1y sera
formado, tomando os coeficientes 1;,0 < i < m — 1, como sendo os nimeros da ultima linha
obtidos pelas operacdes no 6° passo, da esquerda para a direita, a partir da coluna niimero
(n — m + 3), onde o coeficiente do monémio de maior grau é o nimero daquela coluna e o de
menor grau, o da coluna (n + 2).

No nosso exemplo, as colunas vao desde a 8" até a 11%. Assim, temos que o resto ¢ dado

por: 7(x) = 14x3 + 2x% + x + 5.

Os passos 8 ¢ 9 podem ser enunciados de forma mais simples, a saber:

Os numeros que aparecem na ultima linha da tabela, sdo os coeficientes das poténcias
de x — em ordem decrescente — da esquerda para a direita, do quociente e do resto, sendo os
primeiros (n — m + 1) nimeros, os do quociente e os ultimos m nimeros, os do resto.

Se tivermos uma divisdo por um polindmio ndo mdnico, como por exemplo, 0 mesmo

f(x) do exemplo anterior, dividido por g(x) = §x4 + 13—0x3 — gxz + 2x — g, entdo basta
colocarmos em evidéncia o fator % e executamos o algoritmo apresentado, entre f(x) e o
polindmio g;(x) = x* + 5x3 —4x%2 +3x — 2. Logo, f(x)=q,(x)g;(x) +7r(x) onde
q1(x) = 2x°> —x*+3x3+4x2—5x—6 e o resto é r(x) = 14x3 + 2x%2 + x + 5. Sendo
assim, £ (x) = 24, (%)% g, (x) +7(x) = q(x)g(x) + 7(x), sendo q(x) =2, (x). Portanto, o

. . 5
quociente procurado é g(x) = 3x° — ;x‘* + §x3 + 6x2% — %x -0,

A ideia da demonstracdo de que esse algoritmo da certo, ¢ feita do mesmo modo que a
demonstragdo do algoritmo de Briot — Ruffini. Dados os polinémios f(x), g(x) com dg = m
edf =n, f(x) =Yt aixte gx) = X", bix' comn =m = 1, o Teorema 3.3.2 - Teorema
da Divisdo Euclidiana - nos garante a existéncia e unicidade de q(x) e r(x), onde dq(x) = n —

mer(x) =0 oudr(x) <m—1, de tal forma que tenhamos f(x) = q(x)g(x) + r(x)(*).
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Neste caso, tomemos os polindmios q(x) e 7(x) como sendo q(x) = X" qix' e r(x) =
m5irixt. A equagdo (x) pode ser reescrita de forma matricial, a saber: AY = B. A matriz B é
uma matriz de ordem (n + 1) X 1, onde sua Gnica coluna ¢ formada pelos coeficientes de f(x)
em ordem decrescente das poténcias de x. Da mesma forma, a matriz Y ¢ uma matriz de mesma
ordem que a matriz B, na qual sua unica coluna é formada pelos coeficientes de q(x) e r(x),
também em ordem decrescente das poténcias de x, comegando pelos coeficientes de q(x) e
terminando pelos de r(x). A matriz A, por sua vez, ¢ uma matriz quadrada de ordem (n + 1).
Trata-se de uma matriz triangular superior cujo determinante é detA = (b,,)""™*1, 0 qual é
ndo nulo pois b,, # 0. Sendo assim, podemos afirmar que 3471;Y = A~1B. O algoritmo de
Briot — Ruffini e sua generalizag¢do, no entanto, ¢ desenvolvido para b, = 1. Isto implica que
detA = 1. A solugdo Y desse sistema linear possivel e determinado, ¢ a prova do algoritmo.
No exemplo a seguir, por meio de um caso particular, justificamos a generalizagdao do
algoritmo de Briot — Ruffini. O caso geral ¢ uma simples adaptagdo ao niimero de coeficientes

dos polinémios envolvidos na divisdo.

Sejam f(x) = asx® + a,x* + azx® + ax? + a;x + ay, g(x) = x3 + byx? + byx +
by, polindmios com coeficientes em C. Queremos encontrar q(x) e r(x) com coeficientes em
C tais que f(x) = q(x)g(x) + r(x) comr(x) = 0 ou dr(x) < 2. Considerando que r(x) = 0
oudr(x) < 2,0f(x) =5 e dg(x) = 3 entdo, necessariamente, dq(x) = 2. Assim, podemos
escrever que q(x) = qyx% + q1x + qo. Além disso, as condi¢des sobre r(x) nos permitem
expressa-lo como r(x) = r,x% + r;x + r,. Portanto, a fim de encontrarmos a solugio q(x) e
r(x), basta que determinemos os coeficientes g5, q1,qo, 72,11 € To- Igualando os coeficientes
dos dois lados da igualdade f(x) = g(x)q(x) + r(x), obtemos:

(42 = Qg

q2bs + @1 = a4 = q1 = a4 — @b,

q2b1 + q1by + qo = az = qo = a3 — q2b1 — q1 b,

q2bo + q1by + qoby + 13 = ay 215, = ay; — qaby — q1b1 — qob,

qi1bo + qoby + 11 = a; =11 = a3 — q1by — qoby

\qobo + 10 = ay =1y = ay — qoby
Observamos agora, que as solucdes acima podem ser organizadas no seguinte

dispositivo pratico:
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as ay as a, a; ag
—b, *
—b, * *
—b, * * ®
as
az
as Qg as a; a; Qo
—b, * —q2b,
—b, * * —q2b,
—b, * * * —q2bo
as as — qzb;
az 41
as Ay as a Qo
—b, * —q2b; —q1b,
—b, * * —q2b, —q1b;
—b, * * * —qz2bo —q1bo
as as — qz2b; | az — qz2b1 — q1b;
az 41 do
as a, as a, a; Qo
—b, * —q2b; —q1b; —qob, * *
—b, * * —qz2by —qob; —qoby *
—by * * * —q2bo —q1bg —qobo
as Ay —42by | az — q2by — q1by | Az — g2bo — q1b1 — qob, a1 — q1bo — qoby ao — qobo
q: 41 qo r r To

3.8 Func¢io polinomial

Dada a (n+1)- upla ordenada de nameros complexos (ag,aq,dsy,...,a,),

consideremos a fungdo f:C — C dada por f(x) = ag + a;x + -+ a,x™. A fungdo f assim

definida, é denominada fungio polinomial associada a (n + 1) - upla ordenada dada.
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Na definicdo acima dizemos que ag,aq,dsy,...,a, sdo os coeficientes de f e
Ay, A1X, AzX2, ..., ap,x™ sdo chamados os termos de f.

Exemplos de Fung¢des Polinomiais f: C = C.

i f(x)=1-x+42x?-3x3
ii. gx)=+3+5x%
iii. h(x) =i+ x.

E claro que, neste caso, podemos estabelecer uma relagdo bijetora entre os polindmios
de grau n em C e as fungdes polinomiais f:C —» C com (n + 1) coeficientes. Para isso, basta
associarmos a toda sequéncia quase toda nula ( ay, aq,as,,...,a,,0,0,0,...) do polindmio
fx)=ay+ax+-+a,x™ em C, a (n+ 1) - upla ordenada de niimeros complexos
(ag, aq,ay, ...,a,), a qual estd associada a fung¢do polinomial g(x) = ag + a;x + -+ + a,x™.
Esta relagdo ndo € apenas bijetora, ela preserva a algebra e por isso, permite a identificagdo em
C entre fungdo polinomial e polindmios em C que ¢ um corpo infinito. De uma forma mais
geral, seja T'(p(x))(w) a fungdo, cujo dominio é o conjunto de todos os polindmios com
coeficientes em um corpo infinito K e o contra - dominio € o conjunto das fungdes polinomiais
em K, tal que a cada polindmio p(x) = ay + a;x + -+ + a,x™ a fung¢do I' associa a fungdo
polinomial, de K em K, F(p(x))(u) =ay+ a;u+ -+ a,u™. Definida dessa forma, é
imediato provar que I' ¢ uma bijecdo. Além disso, verificamos facilmente que tanto
T(ptx) +q(x) =T'(p(x) +T(g(x)), como T(p(x)q(x)) =TI(p(x))r(q(x)). Logo,
devido ao fato da bijecdo I' preservar tanto a adi¢do quanto a multiplicagdo, quaisquer
propriedades algébricas dos polindmios podem ser verificadas em fungdes polinomiais.
Evidentemente, a reciproca € verdadeira. Sendo assim, em corpos infinitos, do ponto de vista
algébrico, podemos identificar polindmios com fungdes polinomiais. H4 corpos, no entanto, em

que tal identidade nao € possivel ser estabelecida. A fim de demonstrarmos esta afirmagao,
tomemos o conjunto de todas as classes residuais modulo dois (Z, = {6, T}), isto €, o conjunto

denominado k onde k = {x € Z; x = k mod 2}, sendo k = 0,1. E sabido que Z,, munido das
operagdes usuais (+) e (-), satisfaz a todas as seis propriedades citadas em 2.3, as quais

caracterizam um corpo.
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Tabela com a operagdo adi¢do (+) em Z,

| o 1
0| 0 1
1|1

Tabela com a operagdo multiplicagdo () em Z,

) 0 1
0 0 0
1 0 1

Os polindmios f,geh com coeficientes em Z,,f(x) =x,g(x) =x? e h(x) =x3 sdo

claramente distintos entre si, pois suas respectivas sequéncias associadas sao diferentes, a saber:

acima, observamos que as fungdes polinomiais f, g, h: Z, — 7Z, sdo idénticas pois t€m o mesmo
dominio e contra — dominio, além da mesma imagem para cada elemento do dominio.

Em verdade, se ao invés de Z,, tomarmos Z,, — um corpo finito - onde m é qualquer
niamero primo, poderemos apresentar exemplos semelhantes, nos quais a identidade entre
polindmios e funcdes polinomiais, nao existe. Nao obstante, além da importancia tedrica para
a matematica de se diferenciar polindmios de fung¢des polinomiais, os conjuntos Z,, com m
primo, adquiriram recentemente uma importancia ainda maior. Isto se deve ao fato de que o
método de criptografia mais usado em aplicagdes comerciais, € 0 RSA. Esse método se baseia

em calculo dos residuos de poténcias envolvendo nimeros primos.



37

4 APLICACOES DE POLINOMIOS

Neste capitulo, como indica seu titulo, abordamos algumas situagdes praticas da
utilizagdo de polindmios. Iniciamos pela propria matematica e, posteriormente, exemplificamos
a ocorréncia deles, tanto numa ciéncia da natureza — a Fisica — quanto em uma ciéncia humana,

a Administracdo e ou Economia.
4.1 Polindomios de Taylor'

Seja f uma fungdo com derivadas de ordem k =1,2,3,...,N,N € N, em algum
intervalo contendo a como um ponto interior. Entdo, para qualquer n € N,com 0 <n <N, o

polindmio de Taylor de ordem n gerado por f em a € o polindmio dado pela seguinte expressao:
" m)
B.(x)=f(a)+ f'(a)(x —a) + fz—(f) (x—a)’+--+ fn—'(a)(x —a)™.Caso f seja ndo nula,

tal polindmio tem grau menor ou igual a n, isto é, 0 < P, (x) < n, pois f ™ (a) pode ser nula.
Exemplos:

i. A fungdo f:R - R; f(x) = e* gera o Polindmio de Taylor de ordem n, em torno do
2 n

pontox = 0, P,(x) =1 +x+x7+ ---+J;—',n € N.

11. A fungdo g: R - R; g(x) = cosx gera o Polindmio de Taylor de ordem 2n, em torno

_ X 1y X
dex=0,P,,(x) =1 YRT vt (1) (Zn)!,nEN.

iil. A fungdo h: R — R; h(x) = Inx gera o Polindmio de Taylor de ordem n, em torno de

(x=1)° _ x=D*
3 4

(D" -D"

_1\2
x=1P0)=@-1)- 4 +o ot ,n € N.

O teorema abaixo mostra que, sob certas circunstancias, podemos aproximar fungdes

através do Polindmio de Taylor, por elas gerados.
4.2 Teorema de Taylor'®

Se f e suas primeiras n derivadas f', f", ..., f ™ forem fungdes continuas no intervalo

fechado entre a e b e a derivada f™ for derivavel no intervalo aberto entre a e b, entdo existe

um nimero ¢ entre a ¢ b, tal que:

4 ¢f. Thomas, pag. 54
15 ¢f. Thomas, pag. 57



38

Fb) = (@) + f(@b = a) + -+ L0 (p — @) + L2O = gy,

Se, no Teorema de Taylor, fixarmos a ¢ substituirmos b por x, podemos apresentar uma
outra versao do teorema, a saber: se f tem derivadas de todas as ordens em um intervalo aberto
I contendo a, entdo para cada inteiro positivo n e para cada x em /, temos a seguinte expressao

f(n)

para a fungdo f(x) =f(a)+ f'(a)(x—a)+ -+ n!(a) (x —a)™+ R,(x),onde o fator

(n+1)
R, (x), usualmente denominado de resto de ordem n, é dado por R, (x) = f(Tl)('C) (x — a)*?,

para algum nimero ¢ € (a, x).!°

Dessa forma, temos que f(x) = B,(x) + R,,(x) (). A fungdo R,,(x) é determinada pelo
valor da (n + 1) — ésima derivada f™*% no ponto ¢ a qual, por sua vez, depende tanto de a
quanto de x. Consequentemente, para qualquer valor de n que desejarmos, a equagdo (*) nos
oferece tanto uma aproximacgdo polinomial de f, de ordem n, quanto uma férmula para o erro

envolvido no uso daquela aproximag¢ao sobre o intervalo 1.

4.3 Determinando polindmios a partir de pontos do plano

Seja o conjunto A = {(x;, ;) ER%0<i<ni€N ex; # x; Vi # j}. Tomemos um

polindmio genérico p(x) = ag + a;x + ax? + -+ a,x"

onde os coeficientes a; sdo
desconhecidos. Substituindo os elementos de A em p(x) e impondo a condigdo de p(x;) = y;,
temos o seguinte sistema:

(ao + a;xg + azx3 + -+ a,xf =y,
{ ag + a;x; + ax? + -+ a,xt =y,

kao + ayx, + ayx2 + -+ a,x =y,

Tal sistema pode ser escrito sob forma matricial como segue:
1xy X5 ... xP %o Yo
a
1x; x2 .. ... X ! 71
XA=Y, X = LA = eY = . Por outro lado, o determinante

n
1x, X5 oo e X5 a, Vn

da matriz X ¢ dado por:

16 ¢f. Thomas, pag. 58
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1xg X3 ... xy
1 x x2.. .. X!

det = H05i<j<n+1(xj - xl-). Este, por sua vez, ¢ ndo nulo pois trata-se
1x, x2 ... xn

do determinante de uma matriz de Vandermonde'’. Logo, os coeficientes de p(x) sio
univocamente determinados bastando para isso, resolver a equagdo matricial A = X~1Y. O
polindmio p(x) resultante desse processo, ¢ conhecido como Polindmio de Interpolagdo de

Lagrange. Ele pode ser expresso como sendo p(x) = X7_,p;(x), onde cada parcela do

(x=x0) (x=x1)...(X=X) .. (X=2Xp—1) (X—=Xp)

Yi (xj=x0) (2 j=21) (2= ) . (x j=x—1) (% —xn)'

somatorio ¢ dada por p;(x) = sendo que os termos

sob barras (x - x]-) e (xj - xj), para cada 0 < j < n, sdo omitidos.'®
4.4 Exemplos de aplicacdo de polinémios

1. Em cinemética, quando estudamos uma particula em movimento com aceleracao

o . ~ 1
constante, utilizamos basicamente duas equagdes, a saber: s(t) = sy + vyt + Eat2 e,

também, e v(t) = v, + at, 1 onde as fungdes s(t) e v(t) sdo, respectivamente, a posi¢do e
a velocidade da particula no instante t e a # 0, ¢ a aceleragdo constante com a qual ela se
move. Portanto, podemos afirmar que tanto s(t) quanto v(t) sdo polindmios, respectivamente
de 2° e 1° graus, na variavel t.

il Se um corpo ¢é langado obliquamente (8°com o eixo horizontal) com velocidade vy,

sendo a Unica for¢a atuante nele, o seu proprio peso, entdo sua posicdo ¢ dada por
(x(0),y(®) = (xo +vycosOt,y,+vysenft — %gtz) 20 onde (xq,V,) € a posigdo inicial
do corpo, t € o tempo e g ¢ a aceleracdo da gravidade. Portanto, o deslocamento horizontal é
dado por um polinémio de primeiro grau em t. O deslocamento vertical é representado por um
polindmio de segundo grau em t.

iil. E relativamente comum um administrador de empresas, decidir sobre a quantidade de

produtos a ser produzida numa fabrica, baseado (ndo exclusivamente) no seguinte modelo:

17 ¢f. Poole, pag. 263
18 ¢f. Hefez, pag. 131
19 ¢f. Tipler, pag. 29
20 ¢f. Tipler, pag. 84
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p: [0,00] - R; p(x) = a — bx é a fun¢do demanda, representando o preco de mercado do
produto x que o consumidor esta disposto a pagar, sendo a,b € R, a > b e x a quantidade de
produtos consumidos;
R: [0,00] - R; R(x) = p(x)x = (a — bx)x é a fun¢do receita;
C:[0,00[ > R; C(x) = m+nx é a fung¢do custo de produgdo do produto x, sendo m,n €
R,onde m representa o custo fixo da empresa ou do produto e n o custo por unidade x
produzida;

Dessa forma, se L: [0, 00[ —» R é a fun¢do lucro do produto x, entdo temos que o lucro é
dado por: L(x) = R(x) — C(x) - L(x) = —bx? + (a — n)x — m.

Do ponto de vista comercial, a fun¢do lucro acima indica que s ¢ valido atuar nesse

mercado se (a —n)? — 4bm > 0,pois desta forma, hd um intervalo para x (produto
consumido) em que L(x) > 0. Neste caso, o lucro maximo serd obtido se x = % € a

quantidade de produtos produzidos e vendidos.

Também neste exemplo, trabalhamos com um polindmio de segundo grau.



41

5 FATORACAO DE POLINOMIOS

Antes de abordarmos a fatoragdo de polindmios sobre os conjuntos de nimeros
Complexos, Reais, Racionais ¢ Inteiros, vamos enunciar o Teorema Fundamental da Algebra
além de introduzir e desenvolver dois conceitos importantes. Esses sdo passos necessarios para
nos auxiliar em nosso objetivo final, que ¢ a fatoracdo de polindmios naqueles conjuntos
numéricos. Os conceitos sobre os quais nos referimos, sdo os de polindmios irredutiveis e

polindmios conjugados.

Teorema 5.0.1 (Teorema Fundamental da Algebra)?!

Todo polindmio ndo constante com coeficientes complexos tem uma raiz complexa.

Polinomios Irredutiveis??

Sejam K um corpo ¢ f(x) € K[x]\K. Dizemos que f(x) é um polindmio irredutivel em
K[x] se, sempre que f(x) = g(x)h(x), com g(x),h(x) € K[x], entdo g(x) ou h(x) é um
polindmio constante ndo nulo. Caso contrario, chamamos o polindmio f(x) de ndo irredutivel

ou redutivel em K[x].

Proposic¢io 5.0.2

Se f(x) € K[x] é um polindmio de grau 1, entdo f(x) € irredutivel.
Prova:

Se df (x) =1, entdo f(x) = ax+ b onde a,b € K com a # 0. Logo, reescrevendo
f(x) como sendo ax + b = g(x)h(x),com g(x), h(x) € K[x], temos que g(x) e h(x) sdo ndo

nulos e que 1 = d(ax + b) = dg(x) + dh(x). Segue que uma das duas afirmagdes seguintes
¢ verdadeira: dg(x) =1edh(x) =0=>h(x) =y € K/{0} ou dg(x)=0edh(x)=1

= g(x) = 6 € K/{0}. Em qualquer um dos casos, temos um polindmio constante nio nulo. Isto

prova a proposicao.

2 cf. Hefez, pag. 192
22 of. Hefez, pag. 136
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Observacoes:

1. Ao verificarmos se um polindmio ¢ irredutivel ou ndo, ¢ fundamental observarmos sobre
qual conjunto K[x] o polindmio se refere. Como exemplo, o polindmio de segundo grau
expresso por x? — 3 = (x — \/§)(x + \/§) em R[x] é redutivel. Todavia, x?> — 3 em Q[x] ndo
é redutivel;

ii. Dado um polindémio f(x) = apx™+ dp_x™ 1+ -+ a;x +a, € K[x] tal que
df (x) = n =1, é facil perceber que f(x) ¢ irredutivel se, e somente se, o polindmio moénico
p(x) =x"+a, ta,_x" 1+ +a, tayx + a,"ta, for irredutivel. Portanto, para
determinarmos todos os polindmios irredutiveis de K[x], basta determinarmos os polindmios

irredutiveis monicos.
Conjugados
Seja z€C;z=a+bi com a,b ER ¢ i =+v—1. Dizemos que Zz=a—bi é o

conjugado de z.

A conjugacdo de z € Ctem as seguintes propriedades:

L z=02z=0;
11. Z= z,V z € (C;
1il. Z=z9z€R;
1v. ztw=z+w;
V. ZW=2Z W,
Vi, se z # 0, entio z-1 = (2)%;
Vii. Como 2% = latbdt(a=bd _ 272 _ —(Mbi)__(a_bi) = b, temos que Re(z) = Zzi e

2 2i 21
Im(z) = % Portanto, Re(z) e Im(z) sdo chamadas, respectivamente, de parte real e parte
imaginaria de z;

viii. zZ = a® + b? = |z|%
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Polinémios Conjugados®

Seja f(x) = apx™+ ap_x" 1+ -+ a;x + ay € C[x]. O polindmio conjugado de
f(x) é definido por f(x) = @x™ + @,_1x™ ' + -+ @y x + @,, onde a; ¢ o conjugado de

a,j=0,1,..,n
Proposi¢io 5.0.3%

Sejam f(x),g(x), h(x) € C[x]. A conjugagido tem as seguintes propriedades:
I. Se f(x) = g(x) + h(x), entdo f(x) = g(x) + h(x);
IIL. Se f(x) = g(x)h(x), entdo f(x) = G(x)h(x);
111 f(x) =f(x) o f(x) € R[x];
IV. Se B € C, entdo f(ﬁ) =f(B).

Sejam f(x), g(x) e h(x) taisque f(x) = Xi_oax/,g(x) = Xy bjx! e h(x) = X, c;x/.
Prova de I:
a) Suponhamos m = n. Assim, como f(x) = g(x) + h(x), segue que r <meVj €N,
0<j<ma=b+c=>a =b+c =b+¢=f(x)=gl)+h().
b) Se m # n. Neste caso suponhamos, sem perda de generalidade, que m > n e, portanto,

r = m. Entdo, como f(x) = g(x) + h(x) temos que:

Z;'n:() a]xf = Z;rlzo b]xf + Z;'l=0 C]X] =

;_YL:O a]xf = Z?]:l=0 b]xf +Z:111+1 b]XJ +2?=0 ijj = ;lzo(b] +C])XJ +Zg+1 b]X]
bi+c,0<j<n bi+C,0<j<n _ _

Loo,a-={] / . @ ={" " = f(x) =gx) + h(x).

g J bj,n+1S]Sm ] bj,n+1SjSm f() g() ()

Prova de II:

Se f(x) = g(x)h(x) entdo, segue que a; = X;4,=;byc,,0 <j <r. Logo, temos que o

conjugado @; = Y34, bacy = Xavu=j bacy = Xaru=jbacy = F(x) = glx)h(x).

2 ¢f. Hefez, pag. 137
24 of. Hefez, pag. 138
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Prova de I1I:

fO=fx)ea =a,VjeEN;0<j<reqgeRVeNOI<j<refx ek
Prova de IV:
Se B € C entdo f_(ﬁ) = Z;=0 ajﬁj = Z§=0 a]ﬁj = ;=Oajﬁj = f(B).

Corolario 5.0.4%°

Seja B € C uma raiz de f(x) € C[x] de multiplicidade m. Entdo § é uma raiz de f(x)
com multiplicidade m.
Prova:

Seja B € C uma raiz de f(x) € C[x] de multiplicidade m. Entdo, tem-se que:
flx) = (x = B)"q(x) comq(B) # 0.

Do item II da Proposigdo 5.0.3 temos que f(x) = (x — p)"g(x) = (x - )mc_l(x)(*). Por

m —\m
outro lado, temos que (x — [)’) = (x - ,8) . Portanto, na equagdo acima (*) temos que

fx)=(x- ,E)mq(x) = f(B) = 0. Além disso, pelo item IV da mesma proposi¢io 5.0.3,
g(B) = q(B) # 0 = 0. Logo, f é uma raiz de f(x) com multiplicidade m.

Proposi¢io 5.0.5%

Seja f(x) € R[x]. Se B € C é uma raiz de f(x) com multiplicidade m, entdo § também
é raiz de f(x) com multiplicidade m.
Prova:
Se f(x) € R[x], temos pelo item IIT da Proposicdo 5.0.3 que f(x) = f(x).Logo, pelo corolario

anterior, § também é raiz de f(x) com multiplicidade m.
Corolario 5.0.6%

Seja o polindmio f(x) € R[x]. Sendo assim, sdo validas as seguintes afirmagdes:
a) As raizes complexas ndo reais de f(x) ocorrem aos pares (cada raiz com a sua

conjugada).

25 ¢f. Hefez, pag. 139
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b) Todo polindmio f(x) de grau impar tem, pelo menos, uma raiz real.
Prova de a):
Sejam f(x) € R[x] ¢ B € C\R uma raiz de f(x) com multiplicidade m. Entdo B # B e, pela
proposi¢do anterior, E € C\R também ¢ raiz de f(x) com multiplicidade m.
Prova de b):
Seja f(x) € R[x] um polindmio de grau impar. Entéo f(x) é um polindmio nio constante pois
df (x) = 1. O Teorema Fundamental da Algebra (TFA), garante a existéncia de a0 menos uma
raiz de f(x). Portanto, f(x) tem raiz complexa e ndo real ou tem apenas raizes reais. Se f(x)
tiver apenas raizes reais, ndo ha nada mais a provar. Suponhamos, no entanto, que f(x) tenha
raizes ndo reais. Sejam f; € C\Rem; € N,0 <i <n essas raizes e suas respectivas

multiplicidades. Entao pelo item a) deste coroldrio, tais raizes aparecem em pares, associadas
respectivamente a 8; € C\R,0 < i < n com as mesmas multiplicidades. Sendo assim, temos
que f(x) =X~ (x— ,Bi)mi(x — E)miq(x), onde q(x) € R[x] é um polindémio tal que
q(B)q(B;) # 0 para qualquer 0 < i < n. Se dq(x) = 0 entdo df (x) = 2m; o que seria um
absurdo, pois df (x) é impar. Logo dq(x) = 1 e, consequentemente, q(x) é um polindmio ndo
constante. Novamente pelo TFA, existe ao menos uma raiz f de q(x). Uma vez que sabemos

que q(B) # 0,VB € C\R, concluimos que B € R. Isto conclui a prova do corolario.
5.1 Fatoracio unica de polinémios sobre C

As proposigdes abaixo mostram que se f(x) € C[x], entdo f(x) sempre pode ser
fatorado, isto €, expresso através de produtos. Além disso, elucidam a respeito dos polindmios

irredutiveis em C[x].
Proposicio 5.1.1

Seja  f(x) €Clx]; f(x) =n=1. Entdo existem f,B,, ..,B, € C, nlo
necessariamente distintos, € a € C\{0} tais que f(x) = a(x — B)(x — B2) ... (x — B).
Prova por indugdo sobre o grau de f(x):
Se df(x) =n=1, entdo f(x) =ax+b; a,b € Cea # 0. Logo, tem-se que o polindmio

f(x)=alx—pB), B =—ath.
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Suponhamos o resultado valido para polindmios de grau n, sendo n € N\{0}. Neste caso, seja
f(x) € C[x]; af (x) = n + 1. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, sabemos que f(x) tem
uma raiz 8 € C. Sendo assim, pela Proposi¢do 3.4.1, temos que f(x) = q(x)(x — ), para
algum q(x) € C[x] e dq(x) = n. Por hipdtese de indugdo, existem a, By, B2, ..., Bp € ¢, a # 0
tais que: q(x) = a(x — B1)(x — B3) ... (x — B,). Logo, o polindmio f(x) pode ser expresso
como f(x) = a(x — f1)(x — B2) ... (x = Bp)(x — B).

Tomando f,,1 = B, obtemos o resultado da proposi¢ao.
Proposiciao 5.1.2

O polindmio f(x) € C[x] é irredutivel se, e somente se, ele ¢ de grau 1.
Prova:
A proposicdo 5.0.2 ja garante que se df (x) = 1 entdo ele é irredutivel.

Reciprocamente, suponhamos que df (x) > 2. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, 3 8 €
C tal que f(B) = 0 pois como df (x) = 2 = f(x) é ndo constante. Segue, da Proposi¢do 3.4.1,

que 3q(x) € C[x] tal que f(x)= q(x)(x—p). Portanto, dq(x)+ 1= 2= dq(x) > 1.

Consequentemente, f(x) ndo ¢é irredutivel.

Observacoes:

1. Obviamente que, na Proposi¢do 5.1.1, a é o coeficiente lider de f(x). Apds uma
reordenacdo das raizes de f(x), caso seja necessario, podemos supor que By, B2, ..., Bs, onde
1 <s <n, Bj ocorre com multiplicidade 7; para cada j = 1,2, ..., s. Sendo assim, temos que
fx)=alx—B)"(x—B)2...(x —Bs)"s, onde a soma r; +1, + -+ 1, = n. Portanto,
podemos afirmar que em C[x] todo polindmio de grau n > 1 tem exatamente n raizes, contadas
com as suas multiplicidades, isto €, ndo necessariamente distintas;

ii. Como consequéncia do resultado expresso na observacao acima, poderiamos reenunciar
o Teorema Fundamental da Algebra da seguinte forma: “Todo polindmio f(x) com
coeficientes complexos e grau n > 1, se escreve de maneira Unica, a menos da ordem dos
fatores, como f(x) = a(x — )" (x — B,)"2 ...(x — B,)™s, onde a € C\{0} é o coeficiente
lider de £ (x), By, B2, .-, Bs s30 niimeros complexos distintos € 14,73, ..., 7, s30 inteiros positivos

tasquery + 1, + ..+ 1 =n"
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5.2 Fatoracio unica de polinémios sobre R
Proposic¢ao 5.2.1

Seja o polindémio f(x) = ax? + bx + ¢ € R[x]. Se A= b? — 4ac < 0, entdo f(x) ¢
irredutivel.
Prova:

Suponhamos, por absurdo, que f(x) seja redutivel. Neste caso, f(x) é divisivel por

polindmios do primeiro grau em R[x]. Portanto, temos que:
f)=(ax+B)yx+6); ay #0=>x = —g ex = —% sdo raizes de f(x). Todavia, isto é

uma contradi¢do com o fato de que A< 0.
Proposic¢io 5.2.2

Os polindmios ménicos irredutiveis em R[x] sdo da forma x — a,a € R, ou entdo da
forma x2 + bx + ¢, comb? —4c < 0.
Prova:
A Proposicao 5.0.2 ja afirma que os polindmios x — a,a € R, sao irredutiveis em R (sao
irredutiveis em Q, R e C).
A Proposi¢do 5.2.1, por sua vez, garante que os polindmios x2 + bx + ¢, com b? — 4¢ < 0 sdo
irredutiveis em R.
Suponhamos que f(x) seja um polindmio em R[x] tal que df(x) > 2. Seja B € C uma raiz de
f(x). Temos dois casos a considerar: 8 € Rouf € C\R.
Caso 1:

Se B € R, entdo x — B divide f(x) em R[x]. Logo, f(x) é redutivel em R[x], pois 3 q(x) €

Rlx]; f(x) =q(x)(x —B) = dq(x) + 1 =0f(x) > 2 ~ dg(x) > 1. Segue, portanto, que
f(x) éredutivel em R[x].

Caso 2:

Se S €C\R, entdio f # f e também é raiz de f(x), pelo Corolario 5.04. Logo,
(x —B)(x — B) divide f(x) em C[x]. Todavia, (x —B)(x — ) =x%— (B + B)x + BB.
Logo, (x —B)(x — B) = x? — 2Re(B)x + |B|? € R[x]. Segue que, x*>—2Re(B)x + |B|?
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divide f(x) em R[x]. Logo, f(x) = q(x)(x? — 2Re(B)x + |B|?) ~ dq(x) +2 = df (x) > 2

= dq(x) = 1. Portanto, novamente, f (x) é redutivel em R[x].

A partir da proposicdo acima e da segunda observagao apds a Proposicao 5.1.2,
podemos reescrever o Teorema Fundamental da Algebra em R[x] como segue:

“Todo polinémio f(x) com coeficientes reais e grau n > 1 se escreve de modo
essencialmente Unico, a menos da ordem de seus fatores, como sendo expresso por
fx)=alx =B ..(x — B)tp,(x)™ ...ps(x)™s, onde a € R\{0} é o coeficiente lider de
f(x); Bi, ..., B sdo as raizes reais de f(x) e para 1 <j <s, p;(x) = x* + bjx + ¢; sdo
polinémios distintos com coeficientes reais tais que bjz —4¢;<0,vVj=1,..,s; €

1, e, Ty Ny, ., Ng € N sdo taisque ry, + -+ 1.+ 2ny + ...+ 2ny, =n.”
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5.3 Fatoracao tnica sobre Q

Antes de enunciarmos a fatoragdo de um polindmio f(x) € Q[x], apresentamos
algumas defini¢des, teoremas, proposi¢cdes e seus corolarios, os quais sdo validos para os corpos
Q ReC

, .

Polinomios Associados

Dizemos que dois polindmios f(x), g(x) € K[x]\{0} sdo associados em K[x] se existir

a € K\{0} tal que f(x) = ag(x).

Exemplo:
f(x)=3x2-2x+1eg(x) =3x2 - g\/gx + ? sdo associados em R, pois

verificamos que f(x) = V3g(x) e+/3 € R\{0}.
Divisor Comum?*

Sejam f(x),g(x) € K[x]\{0}, dizemos que um polindmio p(x) € K[x]\{0} é um
divisor comum de f(x) e g(x) quando p(x) divide f(x) e g(x), isto é, p(x)|f(x), g(x). E

claro que sempre existem tais divisores pois basta tomarmos o polindmio p(x) = a € K\{0}.

Maximo Divisor Comum?®

Dados f(x),g(x) € K[x]\{0}, dizemos que d(x) € K[x]\{0} é um méximo divisor
comum de f(x)e g(x) e denotamos por d(x) = mdc(f(x),g(x)), se as duas condicdes a

seguir forem satisfeitas:
a)  dx)|f(x), g(x) emK[x];
b) Sed'(x) € K[x]\{0} é tal que d'(x)|f(x),g(x)em K[x], entdo d’(x)|d(x) em K|[x].

Denotamos por fK[x] o conjunto dos multiplos de f(x) em K[x], isto é, em simbolos
fK[x] ={af (x);a € K[x]}.
O teorema que enunciamos a seguir garante a existéncia do mdc para dois polindmios

nao nulos sobre K. Esse mdc, por sua vez, € Ginico a menos de associagao.

26 ¢f. Muniz Neto, pag. 156
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Teorema 5.3.1 (Teorema de Bézout)?’

Sejam f(x), g(x) € K[x]\{0}. Se S = {af (x) + bg(x); a,b € K[x]}, entdo existe um
nico polinémio d(x) € K[x]\{0}, a menos de associagio, satisfazendo as seguintes condigdes:
a) S =dK|[x]. Em particular, d(x)|f(x),g(x) em K|[x];
b)  Sed'(x) € K[x]\{0}; d’(x)|f(x), g(x), entdo d'(x)|d (x).

Prova de a):

Se tomarmos d(x) € S\{0} tal que dd(x) = min{ah(x); h(x) € S\{O}}, entdo neste
caso, existem ay, by € K[x], sendo que ay # 0 ou by, # 0 tal que d(x) = ayf (x) + by g (x).
Agora tomemos ¢ € K[x]. Entdo cd(x) = (cay)f(x) + (chy) g (x). Isto significa que cd(x) €
S. Logo, dK[x] c S.

Reciprocamente, tomemos h(x) € S, entdo h(x) = af (x) + bg(x) com a,b € K[x].
Pelo algoritmo da divisdo euclidiana, h(x) = d(x)q(x) + r(x), com q(x),r(x) € K[x] e
r(x) = 0 ou 0 < dr(x) < dd(x). Suponhamos entdo que r(x) # 0. Entdo, dr(x) < dd(x) e

portanto, (x) = h(x) — d(x)q(x) = r(x) = af (x) + bg(x) — (aof (x) + bog(x))q(x) =

r(x) = (a - aoq(x))f(x) + (b - boq(x))g(x) = r(x) € S. Entretanto, isto ¢ um absurdo,

afinal por defini¢do, o grau de r(x) ndo pode ser menor que o de d(x). Logo, r(x) = 0. Isto

significa que h(x) € dK[x] = S c dK|[x]. Dessa forma, concluimos que S = dK[x].

Para provar a segunda afirmacdo do item a), basta observar que se os polindmios
f(x) eg(x) € S =dK|[x], entdo f(x) e g(x) sdo multiplos de d(x) em K[x]. Dai, segue o
resultado.

Prova de b):

Seja d'(x) € K[x]\{0} um polindmio que divide tanto f(x) quanto g(x), digamos
f)=d(x)f'(x) e glx) =d'(x)g'(x), com f'(x),g'(x) € K[x]. Se a,b € K[x], entdo
af(x) + bg(x) = (af’(x) + bg’(x))d’(x). Logo, af (x) + bg(x) € d'K[x]. Todavia, como
af (x) + bg(x) € S, segue entdo que d(x) € dK[x] =S c d'K[x]. Concluimos que d(x) é
multiplo de d’(x). Consequentemente, d'(x)|d(x).

Quanto a unicidade, a menos de uma associagdo, basta observar que se tivermos
d'(x) ed(x) € K[x] ambos mdc(f(x),g(x)), entdo d’'(x)|d(x) e, portanto, temos que
d(x) = ad’'(x),a € K[x]\{0}. Da mesma forma, como d(x)|d'(x) temos b € K[x]\{0}, tal

27 ¢f. Muniz Neto, pag. 156
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que d’'(x) = bd(x). Consequentemente, considerando-se as duas ultimas equagdes, temos que

d(x) = a(bd(x)) ~(1—ab)d(x)=0=>ab=1~b=a"l Logo, d(x)ed(x) sido
polindmios associados.

Em fun¢do da unicidade do mdc entre dois polindmios ndo nulos sobre K|[x],
convecionaremos que o mdc ¢ um polindmio modnico. Nao obstante, quando
mdc{f (x),g(x)} = 1,com f(x), g(x) € K[x]\{0}, diremos que f(x) e g(x) sdo primos entre

si, ou relativamente primos.
Corolario 5.3.2

Se f(x),g(x) € K[x]\{0}, entdo f(x) e g(x) sdo primos entre si se, e somente se,
existem polindmios a, b € K[x] tais que af (x) + bg(x) = 1.
Prova:

Se f(x) e g(x) sdo primos entre si, entdo mdc{f(x),g(x)} = 1. Pelo Teorema de
Bézout 3a,b € K[x]; af (x) + bg(x) = 1.

Reciprocamente, se d(x) = mdc(f(x),g(x)) eaf(x) +bg(x) =1, entdo, pelo

Teorema de Bézout, 1 € dK[x] = d(x)|1. Como d(x) é mdnico, entdo d(x) = 1.

Proposicio 5.3.3

Seja p(x) € Q[x]\Q um polindémio irredutivel. Se fi, ..., fir € Q[x]\{0} sdo tais que
p()| fi - fx, entdo existe 1 < i < k; p(x)|f;(x).
Prova:

Seja p(x)|f (x)g(x), entdo p(x)|f (x) oup(x) 4 f(x).

No caso em que p(x) + f(x), sejad = mdc(f(x),p(x)), entdo d|p(x). Portanto, d €
Q ou d € associado a p(x) em Q[x] pois, por hipdtese, p(x) € irredutivel. Todavia, se d for
associado a p(x) e considerando que d|f (x), segue que p(x)|f(x) o que é uma contradi¢o.
Logo, d ndo ¢é associado a p(x). Entdo, d € Q e, portanto, d = 1.

Pelo corolario anterior, existem a, b € Q[x] tais que af (x) + bp(x) = 1. Isto significa
que a(f(x)g(x)) + (bg(x))p(x) = g(x). Como, por hipotese, p(x)|f(x)g(x), entdo
p(x)|g(x), pois ambas as parcelas da soma da equacgdo anterior, sio maltiplas de p(x). A
conclusio a qual chegamos ¢ a de que se p(x) é irredutivel e p(x)|f(x)g(x) mas p(x) + f(x),

entdo p(x)|g(x).
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Provaremos agora a proposicao por indugdo sobre k.
Para k = 2, acabamos de provar.

Suponhamos valido para k = m. Sendo assim, para k = m + 1 temos que:

POl fi(x) o fn (). frn 41 () = pOIf (). frn41 (%), onde f(x) = f1(x) ... i (x). Logo,
temos que p(x)|f (x) ou p(x)|frns1 ().
No primeiro caso, por hipdtese de indugdo, existe 1 < i < m; p(x)|f;(x).

No segundo caso, i = m + 1. Portanto, em qualquer dos casos, provamos a proposi¢ao.

As proximas duas proposigdes mostram que em Q[x], temos a fatoracdo dnica de

polinémios.
Proposicao 5.3.4

Todo polindmio f(x) € Q[x]\Q pode ser escrito como produto de um niimero finito de
polinémios irredutiveis sobre Q.

Prova:

Provaremos por indug¢do sobre df (x).

Para df (x) = 1, ja foi provado (Proposi¢do 5.0.2).

Suponhamos o resultado vélido para df(x) < m. Assim sendo, um polindmio de
df (x) = m + 1 ou é irredutivel ou ndo. Se for irredutivel, ndo ha o que fazer e o resultado esta
provado. Se ndo for irreduivel entdo, por defini¢do, existem g(x), h(x) € Q[x]\Q, tais que
f(x) = g(x)h(x). Sendo assim, temos que: m + 1 = df (x) = dg(x) + dh(x).Sabemos que,
0g(x) = 1 e que dh(x) = 1. Consequentemente, dg(x), dh(x) < m pois, caso contrario, isto
é, se tivéssemos dg(x) > m ou dh(x) > m, entdo m + 1 = dg(x) + dh(x) >m+ 1, o que
constituiria um absurdo. Entretanto, por hipdtese de indugdo temos, g(x) = g;(x) ... g, (x) e
também, h(x) = h;(x) ...hs(x);7,s €N, onde g;(x) e h;j(x) sdo polindmios irredutiveis
quaisquer que segjam 1 < i < r el <j < s. Desta forma, temos que o polinémio f(x) € Q[x]

pode ser expresso por f(x) = g;(x) ... g-(x)h;(x) ... hs(x) e provamos o resultado.

Observacao:

As duas tltimas proposigdes (5.3.3 ¢ 5.3.4) em verdade, sdo validas para K[x] onde K
¢ um corpo qualquer.
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Proposicio 5.3.5

Se  p1(x) ..pr(x),q1(x), ..., q;(x) € Q[x]\Q sdo irredutiveis e tais que
p1(x) ... (x) = q;(x) ... q;(x), entdo k = l e, a menos de uma reordenagio, p;(x) e g;(x) sdo
associados sobre Q.

Prova:

Suponhamos k = 1. Neste caso, temos que p; (x) = g, (x) ... q;(x). No entanto, como
p1(x) é irredutivel e q;(x) € Q, temos que [ =1=k =1. Analogamente, se [ =1

concluiremos que k = 1=k = L.

Tomemos k,l > 1; como p;(x)..pr(x) = q;(x) ...q;(x). Ora, entdo temos que
p()pr(x) = q(x), onde p(x) = p1 (%) ... pr-1(x) € q(x) = q; (%) ... ;(x). Logo, concluimos
que o polindbmio p;(x)|q(x) = q;(x) ... q;(x). Portanto, pela Proposi¢do 5.3.3, sabemos que
3i; P (2)]qi(x),1 < i < L. Suponhamos, sem perda de generalidade, que i = [. Como q;(x) é
irredutivel, e p,(x) € Q entdo p;(x) = u,q;(x),u; € Q\{0}. Consequentemente, temos que
P1(x) . Pr-1(x) = q1 (%) .. uq;1 (%) = q1(x) ... q;_1 (x), onde q;(x) = q;(x), 1 <j <1 -2
e q;_1(x) = urtq_1(x), sendo todos os polindmios irredutiveis sobre Q.

Se supusermos que k # [, por exemplo, k > [, e repetirmos esse processo | —vezes
chegaremos a seguinte situagdo: p; (x) ... pr_;(x) = ust ...u;*. Todavia, isto é um absurdo,
visto que como p;(x), ..., pr(x) € Qe ust..u;t € Q. Se, por outro lado, I > k, chegaremos

também a uma contradigdo através dos polindmios ¢, (x), ..., q;(x) € Q[x]\Q . Logo, [ = k.
5.4 Fatoracio unica sobre Z

Antes de desenvolvermos o assunto deste tOpico, apresentaremos dois resultados
importantes que nos auxiliardo na identificagdo de raizes racionais em polindmios com

coeficientes inteiros.

Proposi¢io 5.4.128

Sejam f(x) =ag+a;x+ -+ a,x" €Z[x]\Z ¢ B € Q, B +# 0, uma raiz de f(x).

Escrevendo 8 = f, comr,s € Z,s # 0 emdc(r,s) = 1, temos que:

28 of. Hefez, pag. 155
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a) sl|ap;
b) 7lao;

Prova:

Por hipdtese temos que f = E ¢ raiz e, portanto, f G) = 0. Logo, temos o que segue:

n-1

n
a0+a1£+~--+an_1(r) +an(£) =0=

s
aps™ +a;rs" Tt et ap " s +art = (1)
Prova de a):

Escrevemos (1) da forma abaixo:

(aps™ 4+ ayrs™ 2+ -+ a,_ " Ds+a,r"=0>

bs + a,r" = (2)
Em (2) considerando que s |0 e s | bs entdo s|a,, afinal como mdc(r,s) =1, e

portanto, mdc(r™,s) = 1.

Prova de b):

Escrevemos (1) da forma abaixo:

aps™ + (a;s" P+ ar+ o+ ap " s+ a,rHr=0=
aps™ +cr =0 (3)
Em (3) considerando que 7|0 e r|cr, entdo r|a,, afinal como mdc(r,s) =1, e

portanto, mdc(s™, r) = 1.
Proposicio 5.4.2

Sejam f(x) =ap+ayx+ -+ a,x" €Z[x]\Z ¢ f € Q, B # 0, uma raiz de f(x).
Escrevendo 8 = f comr,s € Z\{0} e mdc(r,s) = 1, temos que (r —ms) | f(m),vm € Z.

Antes de provarmos essa proposicao, vale destacar que o item b) da proposi¢ao 5.4.1, ¢
um caso particular da proposi¢ao que estamos por demonstrar, quando fazemos m = 0.
Prova:

Com efeito, dado m € Z, pelo Teorema 3.3.2 (Divisdo Euclidiana), podemos reescrever
f(x) como sendo f(x) = qp—1(x)(x —m) + by, onde b, € Z € o polindmio q,_,(x) é dado
por Gn_1(x) = X0_; bpy1-x(x — m)™ K. Os coeficientes b; € Z,1 < i < n sdo os restos das
sucessivas divisdes de g,,_; (x) por (x — m) onde q,_;(x) = Xrt37 b, 1 s (x — m)nFI=(k+D),

Sendo assim, f(x)=b,(x —m)*+b,_;(x —m)* 1+ -+ b,(x —m) + b,. Portanto,
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segue o seguinte: 0= f (E) = b, (g - m)n +b,_4 (E - m)n_1 + -+ by (E - m) + by.
Logo, temos que b,(r—ms)*+b,_;(r —ms)* s+ -+ b, (r —ms)s™ 1 + bhys™ = 0.
Dai que [b,(r —ms)* !+ b,_;(r — ms)" 25 + --- 4+ b;s" 1|(r — ms) = —b,s™. Portanto,
temos que (r — ms) | bys™. Por outro lado, como mdc(r,s) = 1, da mesma forma temos entdo

que mdc(r —ms, s™) = 1. Consequentemente, (r —ms) | by = f(m).

Observacio:

O Teorema da Divisdo Euclidiana, em geral, ndo se aplica quando tratamos com
polinémios com coeficientes inteiros. Todavia, como dividimos f (x) por p(x) = x —m, cujo
coeficiente lider € a; = 1, neste caso, o teorema continua valido. A explanagdo sobre o

Algoritmo de Briot — Ruffini, esclarece essa afirmagao.

Corolario 5.4.3%°

Seja f(x) = ag + ayx + - + a,x™ € Z[x]\Z, com coeficiente lider a, = +1.Se B €
Q é uma raiz de f(x), entdo B € Z e, quando B # 0, Ba,.
Prova:
Se B = 0 é uma raiz de f(x), entdo p € Z.
r

Se B € Q\{0} é uma raiz de f(x) entdo, 3 r,s € Z\{0} e mdc(r,s) = 1 taisque B = -

s
Pela Proposicdo 5.4.1, s|a, = £1. Logo, s =+1=f = +r € Z. Todavia, também pela
Proposigdo 5.4.1, r|ay = +r = B | a,.
Exemplo1:

Vamos determinar, tanto em Q[x] quanto em Z[x], a fatoracdo do polindmio dado por
f(x) =4x3+3x2+3x— 1€ Z[x].
Solucao:

Como f(0) = —1 # 0, entdo se existirem raizes racionais de f(x), elas sdo nao

nulas.
Seja B = E e mdc(r,s) = 1. Pela Proposicdo 5.4.1,s|4 e r|(—1). Logo, temos que
re{-1,1}es € {—-4,-2,-1,1,2,4}. Além disso, pela Proposi¢cio 5.4.2 sabemos que

(r—s)1f(1)=9 e (r+s)|f(—1) = —5. Segue B € {—%, i} Portanto, temos que

2 cf. Hefez, pag. 155
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f(B)=0,peQep = i. Logo, (x — i) |f (x). Finalmente, f(x) = (x — i) (4x% + 4x + 4)

=>f(x) =4 (x — i) (x% + x + 1). Esta forma representa a fatoracdo de f(x) em polindmios

monicos irredutiveis em Q[x]. Consequentemente, f(x) = (4x — 1)(x* + x + 1) é uma
fatoragdo em polindmios irredutiveis em Z[x].
Exemplo2:

Vamos determinar, tanto em Q[x] quanto em Z[x], a fatoracdo do polinémio dado por
f(x) = 6x°>—23x*— 15x% — 6x + 8 € Z[x].
Solucao:

Como f(0) = 8 # 0, se existirem raizes racionais de f(x), elas sdo nio nulas. Seja
B =£ e mdc(r,s) = 1. Pela Proposicdo 5.4.1, s|6 e r|8. Portanto, concluimos sobre os
fatores r e s, que r € {—8,—4,-2,-1,1,2,4,8}es € {—-6,-3,-2,-1,1,2,3,6}. Além
disso, pela Proposi¢do 5.4.2 (r—s)| f(1) =-30e (r+s) | f(—1) = —30. Logo, temos

que B EA = {14, +2,+ %, + %} Calculando f(B), para cada elemento de A verificamos que

f(B)=0sp € {—g,%, 4}. Portanto, f(x) = (x + E) (x - %) (x —4)g,(x), onde g,(x) é
um polindmio do 2° grau. A fim de identificarmos os coeficientes de g, (x), basta dividir f(x)

por (x + g) (x — %) (x — 4). Verificamos entdo, que q,(x) = 6(x? + 1). Portanto, a fatoragdo

def(x)éf(x)=6 (x + S) (x — %) (x —4)(x?* + 1) em Q[x]. J&4 em Z[x] a fatoragdo de f (x)
¢f(x)=0Cx+2)2x—1)(x —4)(x*+ 1).

Os exemplos acima falam em polindmios irredutiveis em Z[x]. A seguir, vamos definir
este conceito em Z[x], ja que até agora ele foi trabalhado em K[x], isto é, em Q[x], R[x] ou
C[x], os quais tem coeficientes em corpos, diferente de Z[x] cujos coeficientes estio em

um anel. Com este objetivo, introduziremos o conceito de contetido do polinémio f(x).
Contetido do polinémio f(x)3°
Se f(x) € Z[x]\{0}, o conteudo (contf(x)) ¢ o mdc de seus coeficientes ndo nulos. Se

contf(x) = 1, dizemos que f(x) é um polindmio primitivo em Z[x]. Em outras palavras, se

f(x) = ag+ ayx + -+ ayx™ € Z[x]\{0}, entdo cont(f(x)) = mdc(ay, ..., a).

30 ¢f. Muniz Neto, pag. 164
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Os proximos lemas serdo tteis para o desenvolvimento da fatoragdo em Z[x].
Lema 5.4.4

Se f(x) = % + %x + - +Z—"x" € Q[x]\{0}, no qual seus cocficientes sdo fragdes
0 1 n

irredutiveis, entdo o cont(f(x)) =mdc(a,, ...,a,45) —onde a;,0 <r <i<r+s<mn,sio
os coeficientes ndo nulos de f(x) —e o mmc dos denominadores dos coeficientes fracionarios,
s30 primos entre si.

Prova:

Sejam a = mdc(a,, ..., ay4s) € b = mmc(by, ..., b,). Sendo assim, temos que Vi,

0 <i<mn,ala;eb;lb=3 1 € Z\{0}; a; = 2;a . Como os coeficientes de f(x) sdo fracdes
irredutiveis, mdc(a;, b;) = 1,Vi,0 < i <n. Logo, concluimos que Vi,0 <i <n,3a;,p; €
Z\{0}; a;a; + Bib; = 1= a;({ja) +b =1+ (q;A4;))a+ b =1. Logo, mdc(a,b) =1 e,

portanto, a € b sdo primos entre si.

Lema 5.4.53!

a) Se f(x) € Z[x]\{0} e a € Z\{0}, entdo cont(af(x)) = acont(f(x)). Em particular,
existe g(x) € Z[x]\{0} primitivo tal que f(x) = cont(f (x)) g(x).
b) Se f(x) € Q[x]\{0}, entdo, a menos de multiplicagdo por -1, existem tUnicos a, b €

Z\{0} primos entre si e g(x) € Z[x] primitivo tais que f(x) = %g(x).

Prova de a)
Sejam f(x) € Z[x]\{0} e a € Z\{0}. Tomemos f(x) = ay, + a;x + --- + a,x™. Logo,
temos que af (x) = aay + aa;x + -+ + aayx™ - cont(af (x)) = mdc(aarl, ey Ay ), onde

0s a,,1 <i<m sdo os coeficientes ndo nulos de f(x). Consequentemente temos que,

cont(af(x)) = amdc(arl, oy Ay ) cont(af(x)) = acont(f(x)).

31 ¢f. Muniz Neto, pag. 164
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Em particular, fazendo g(x) = S f(x), teremos, para o contetido de g(x) o que
cont(f(x))

f(x)
cont(f(x))

1 r . o, .
) = cont(f(0) cont(f(x)) = 1. Logo, g(x) ¢é primitivo

segue: cont(g(x)) = cont(
eflx) = cont(f(x))g(x).

Prova de b)

Se f(x) € Q[x]\{0}, entdo podemos escrever f(x) = % + %x + -+ Z—”x", com
0 1 n

mdc(a;, b;) = 1. Sejam a = mdc(a,, ..., a,,s) e b = mmc(by, ...,b,), onde os a; para
qualquer i; 0 <r <i <r+s <n sdo os coeficientes nido nulos de ay, ..., a,, de f(x). Pelo

Lema 5.4.4, sabemos que a, b sdo primos entre si. Por outro lado, se multiplicarmos f (x) por

b, temos que bf(x) = b% + b%x + -+ b;—nxn = foao + f1a.x + -+ + Bra,x™, onde os
0 1 n
. . b , .
coeficientes f3; sdo tais que f5; = e pia; € Z,0 < i < n entre os quais, pelo menos um desses
i

coeficientes, ¢ ndo nulo, visto que f(x) € Q[x]\{0}. Portanto, bf(x) € Z[x]\{0}. Logo,
utilizando o resultado do item a), sabemos que existe g(x) € Z[x]\{0} primitivo tal que
bf (x) = ag(x), restando provar apenas que a,b € Z\{0} podem diferir quanto ao sinal. De

fato, a varia¢do do sinal ocorre em fungdo de que se (a,b) = 1 entdo (-a,—b) = 1.

Polindmio Irredutivel em Z[x]32

Um polindmio f(x) € Z[x]\{0}; f(x) # £1 ¢ irredutivel sobre Z[x] se, dados
g(x),h(x) € Z[x] com f(x) = g(x)h(x) entdo, necessariamente, temos que ou o polindmio
g(x) = £1 ouo polindmio h(x) = +1.

E importante ressaltar que, segundo esta defini¢cdo de polindmios irredutiveis em Z[x],
¢ perfeitamente possivel f(x) € Z[x]\Z ser redutivel sendo df (x) = 1. Um exemplo disso ¢

f(x)=4x+2=202x+1).

Proposi¢io 5.4.6%

Sejam g(x), h(x) € Z[x] polindbmios primitivos, entdo o polindmio g(x)h(x) é
primitivo.

Prova:

32 of. Hefez, pag. 156
33 of. Hefez, pag. 157
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Suponhamos, por absurdo, que apesar de g(x), h(x) serem primitivos, g(x)h(x) ndo é
primitivo, isto €, cont(f(x)g(x)) # 1. Neste caso, 3d € Z; d|cont(g(x)h(x)) ed=#+1.
Sabemos que d pode ser decomposto em fatores primos, por exemplo, d = ipf b p,‘f”. Logo,
se d|cont(g(x)h(x)), entdo pi|cont(g(x)h(x)),1 < i < n. Por outro lado, suponhamos
gx)=a¢g+ax+ -+ a.x" e h(x) =by + byx + -+ bsx5. Como nenhum niimero primo
divide cont(g(x)) e nem cont(h(x)), entdo existe pelo menos um coeficiente de g(x),
digamos a;, e um de h(x), digamos by, tal que p; ta; e p;t by, 1<j<re,1<k<s.
Tomemos os menores inteiros j € k para os quais isso ocorre. A existéncia deles ¢ garantida
pois j,k € A c N (Principio da Boa Ordenagdo de N). O coeficiente de x/** de g(x)h(x) ¢
dado pela seguinte expressdo Cjix = Aobjx + -+ @j_1bgyq + ajby + Qjpibp_qg + -+
a4k bo. Este coeficiente, por hipotese, € divido por p;. Entretanto, p; divide todas as parcelas

da soma exceto a a;b. Logo, caimos numa contradigdo. Portanto, g(x)h(x) é primitivo.

Corolério 5.4.734

Sejam g(x), h(x) € Z[x]\{0}, entdo o contetddo do produto dos polindmios é igual
ao produto dos contetdos, isto é, cont(g (x)h(x)) = cont(g (x))cont(h(x)).
Prova:

Pelo item a) do Lema 5.4.5, existem polindmios primitivos g, (x), b, (x) € Z[x]\{0} tal
que: g(x) = ag,(x),h(x) = bhy(x) sendo a = cont(g(x)) eb= cont(h(x)). Logo, temos
que cont(g (x))cont(h(x)) =ab = abcont(gl (x)h, (x)) pela Proposigdo 5.4.6. Segue que
cont(g (x))cont(h(x)) = cont(ab g1 (x)hy (x)) também pelo item a do Lema 5.4.5. Portanto

temos, cont(g(x))cont(h(x)) = cont(ag1 (x)bh, (x)) = cont(g (x)h(x)) cqd.
Proposi¢io 5.4.8%°

Para f(x),g(x) € Z[x]\Z, temos que:
a) Se f(x) é primitivo, entdo f(x) é irredutivel em Z[x] se, e somente se, f(x) for
irredutivel em Q[x];

b)  Se f(x) e g(x) forem primitivos e associados em Q[x], entdo f = +g.

34 ¢f. Hefez, pag. 158
35 ¢f. Muniz Neto, pag. 165
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Prova de a):

(c) Suponhamos f(x) € Z[x]\Z ¢é primitivo e irredutivel em Q[x], entdo pela
definicio de polindmios irredutiveis no corpo Q[x], temos que existe p € Z assim como
h(x) € Q[x] tal que f(x) = ph(x). Como cont(f(x)) =1, visto que f(x) é primitivo,
entio 1= cont(ph(x)) = Iplcont(h(x)) Logo, |p||1~p =41 e, portanto, f(x) ¢
irredutivel em Z[x].

(=>) Suponhamos f(x) € Z[x]\Z é primitivo e redutivel em Q[x], entdo temos que
f(x) = p(x)h(x); p(x),h(x) € Q[x]\Q. Pelo item b) do Lema 5.4.5, podemos tomar
a,b,c,d € Z\{0}; p(x) = %pl (x)eh(x) = ghl(x) com p,(x) e hy(x) € Z[x], polindbmios
primitivos e mdc(a,b) = 1 = mdc(c, d). Segue que bdf (x) = bp(x)dh(x), o qual implica
que ap; (x)ch,(x) = acp;(x)h,(x) = cont(bdf(x)) = cont(acp1 (x)h, (x)). Logo, temos
que |bd| = |ac| = bd = tac - % = +1. Portanto, segue que f(x) = +p; (x)h;(x) = f(x)

é redutivel em Z[x].

Prova de b):

Se f(x) e g(x) forem primitivos e associados em Q[x], entdo f(x) = %g(x); a b€
Z\{0} = bf(x) = ag(x) = cont(bf(x)) = cont(ag(x)). Logo, |b| = |al :>% =41 -
fx) = £g ).

Agora estamos em condi¢Oes de apresentarmos o teorema que aborda a fatoragao

de polindmios em Z[x].
Teorema 5.4.10 (Fatoracio unica em Z[x])36
Seja f(x) € Z[x]\Z. Entdo existem um inteiro ndo nulo d € p; (x), ..., p,-(x), polindmios

primitivos irredutiveis em Z[x], tais que f(x) = d(pl (x) ...pr(x)). Essa escrita € Unica, a

menos da ordem dos fatores e de sinal.

36 ¢f. Hefez, pag. 160
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Prova da existéncia:
Seja f(x) € Z[x]\Z. Pela fatoragdo unica em Q[x], podemos afirmar que existem

polindmios g;(x), ..., qx(x) € Q[x]\Q, ménicos ¢ irredutiveis em Q[x], e inteiros ndo nulos
. b
b,c > 0, tais que f(x) = qu(x) e g ().
Sejam m; 0 minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes ndo nulos de

q;(x), para cada j=1,..,r. Entdo, p;(x) = m;q;(x) € Z[x] é um polindmio primitivo
irredutivel ¢ (cmq..m,)f(x) = b(mlql(x)) (mrqr(x)) = b(pl(x) ...pr(x)). Portanto,
cont((cml ...mr)f(x)) = cont (b(pl(x) ...pr(x))) o (emy ...mr)cont(f(x)) = |b|.

b

(emq..my)

Como cont(f(x)) € Z, entdo (cm, ...m,.)|b. Logo, definindo d = , obtemos

f@) = d(p1(x) ..., ().
Prova da unicidade:

A unicidade, segue da fatoragdo tinica em Q[x]. A unicidade dos polindmios ménicos
.. - b ,
q; (x), a menos da ordem dos fatores, e unicidade da fracdo ~ Por outro lado, pelo item b) do

Lema 5.4.5, os polindmios primitivos p; (x) e os inteiros m; sdo Uinicos, a menos de sinal, para
cada j =1,..,r. Quando d # +1, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos
escrever d como produto de elementos primos e, portanto irredutiveis, obtendo assim a
fatoragdo de f(x) em produto de irredutiveis em Z[x].

Teorema 5.4.10 (Critério de Eisenstein)®’

Seja f(x) = ag + a;x + -+ + a,x™ um polindmio em Z[x]. Suponhamos que exista um
niimero primo p tal que p t a,,plag, ..., pla,—; € p? t ay. Entdo, f(x) é irredutivel em Q[x].
Prova:

Pelo item a) do Lema 5.4.5, f(x) = df;(x),onde d = cont(f(x)) e f1(x) € Z[x]\{0}
¢ primitivo. Como p t a,,p +d e, ndo obstante, as condicdes do enunciado do teorema
continuam validas para os coeficientes de f; (x). Suponhamos que f(x) é primitivo. Entdo pela
Proposi¢do 5.4.8 item a), basta provar que f(x) € irredutivel em Z[x].

Suponhamos entdo, por absurdo, que f(x) = g(x)h(x), com g(x), h(x) em Z[x] e que
1 <0g(x),0h(x) <n=09f(x). Sejam, g(x) = by + byx + -+ b.x", com b; € Z,Vj,0 <

37 cf. Hefez, pag. 162
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j<r e h(x)=cy+cix+-+cx% com ¢; €EZV),0<j<s.Como a,=bycy e play,
entdo p|b, ou p|c,. Todavia, como p? t a,, entdo p|by e p + co oup t by e plcy.

Sem perda de generalidade, suponhamos que p|b,y e p 1 ¢o. Como a, = b,.c;ep t a,,
entdo p 4 b,. Seja [ o menor natural, com [ < r, tal que p t b;. Entdo, temos que p|by, ..., p|b;—1
e a; = byc; + -+ b;_1cq + bicy. Portanto, p t a; pois p divide todas as parcelas da soma,
exceto a ultima. Contudo, por hipotese, [ = n = df (x) > r, uma contradigio.

Caso f(x) ndo seja primitivo, basta tomarmos F (x) = % f (x) e desenvolvermos a prova

para F(x).
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6. ATIVIDADES PROPOSTAS

Fatore, em polindmios irredutiveis, cada polindmio abaixo em C[x] e, se possivel, em
R[x], Q[x] e Z[x]. Quando ndo for possivel a fatoragdo nesses trés ultimos conjuntos, justifique

sua resposta:

a. f(x)=x?>-3
Basta achar as raizes de f(x) em C[x].
Clx] e R[x] = £ (x) = (x —v3)(x + V3)
Q[x] = f(x) é irredutivel; Critério de Eisenstein, sendo o niimero primo p = 3;

Z|x] — f(x) é irredutivel; Proposi¢do 5.4.8.

b. f(x)=x*-5
Basta achar as raizes de f(x) em C[x].
Clx] - £(x) = (x = V5)(x + V5) (x — V5i) (x + V5i);
R[x] = f(x) = (x = V5)(x + V5)(x + V5);
Q[x] = f(x) é irredutivel; Critério de Eisenstein; o nimero primo é p = 5;

Z[x] = f(x) é irredutivel; Proposi¢do 5.4.8.

c. flX)=x*+4
Basta achar as raizes de f(x) em C[x].
Clx] > f)=x—-1-Dx—-1+Dx+1-D(x+1+10);
R[x] = f(x) = (x? — 2x + 2)(x? + 2x + 2);
Q[x] = (x? = 2x + 2)(x% + 2x + 2);
Zlx] = (x? —2x + 2)(x? + 2x + 2).

d fx)=3x3+2x>+2x—-1
Neste exercicio, sabemos que existe pelo menos uma raiz real 8 para f(x) (Corolario

5.0.6). Por outro lado, f(0) = —1, logo x = 0 ndo éraiz. Se B € Q\{0} entdo sabemos
que 3B = E;r,s € Z\{0} e mdc(r,s) = 1. Entdo pelas Proposi¢des 5.4.1 ¢ 5.4.2,

r|l, s|3,(r—=s)1f(1)=6e(r+s)|f(—1) = —4. Logo, r € {—1,1} ¢, por outro



64

lado, s € {—3,—1,1, 3}. Segue que B = é . Quando dividimos f(x) por x — §’ obtemos
que f(x) = (x - i) (3x2+3x+3)=3 (x — %) (x? + x + 1). Segue que:
1 1, 3, 1 <3,
Clxl = f@) =3 (x=3) (x4 5+ 50) (x +5-T0);
R[x] - f(x) =3 (x —é) (x?+x+1);

Q[x] —>3(x—§)(x2+x+1);
Zlx] - Bx—1)(x%? +x + 1).

A tabela®® abaixo apresenta o preco médio nacional, para o atacadista, do quilo do feijdo
carioca desde setembro de 2015 até agosto de 2016. Utilize os quatro ultimos meses da tabela
para construir um Polindmio de Lagrange. Através desse polindmio, estime qual devera ser o
valor do preco médio nacional do feijdo carioca, para o atacadista, no més de setembro do

corrente ano.

Més/Ano Preco Médio Nacional (R$)
Setembro/2015 2,23
Outubro/2015 2,21
Novembro/2015 2,43
Dezembro/2015 2,68
Janeiro/2016 2,95
Fevereiro/2016 3,36
Marc¢o/2016 3,46
Abril/2016 3,51
Maio/2016 3,72
Junho/2016 6,40
Julho/2016 7,30
Agosto/2016 6,60

Solugdo:
Fagcamos xy = 1,x; = 2,x, = 3 e x3 = 4 como sendo, respectivamente, os meses de maio,

junho, julho e agosto. Sendo assim, y, = 3,72,y; = 6,40,y, = 7,30 e y; = 6,60. Com esses

3 ¢f. Agrolink
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dados e considerando o Polindmio de Lagrange p(x) = %?_, p;(x), onde os termos em j sdo

p;(x) =y; (= xQ) (X =x1) (X —X))...(X=2n—1) (X~ Xn)
: ! (xj_xo)(xj_xl)"'(xf_xf)'"(xj_xn—1)(xj—xn)

(4.3), temos que:

_ (x=x1) (x=x3) (x—x3)
Po (x) = Yo (Xo=%1) (Xo—x2) (Xo=Xx3)

(x—2)(x=3)(x—4)
(1-2)(1-3)(1-4)

po(x) = 3,72
Po(x) = —0,62(x3 — 9x2 + 26x — 24)

(x—=x0) (x=x2)(x—x3)

p1(x) =y, (1—=20) (X1=%2) (X1 —X3)

(x—1)(x=3)(x—4) .
(2-1)(2-3)(2-4)

pl(x) = 6P40
p1(x) = 3,2(x® — 8x% + 19x — 12)

_ (x—=x0)(x=x1) (x—x3)
P2 (x) =2 (x2=%0) (x2=x1) (X2=x3)

(x—1)(x=2)(x—-4)
(3-1)(3-2)(3-4)

p,(x) = 7,30
po(x) = —=3,65(x3 — 7x% + 14x — 8)

_ (x=x0)(x—x1) (x—x>)
Ps (x) = Y3 (x3=%0) (x3—x1) (X3=%x2)

(x—1)(x=2)(x-3)
(4-1)(4-2)(4—3)

p3(x) = 6,60
ps(x) = 1,10(x3 — 6x2 + 11x — 6)

Portanto, como p(x) = po(x) + p;(x) + p,(x) + p3(x), temos o seguinte polindmio de grau
trés: p(x) = 0,03x3 — 1,07x2 + 5,68x — 0,92.
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As escolhas que fizemos nos levam ao més de setembro como sendo x = 5. Logo, temos que
p(5) =0,03%x5%3—1,07 x52+5,68x5—0,92 = 4,48. Portanto, uma estimativa para o
preco solicitado ¢ de RS 4,48.

Observacio:

Qualquer que seja o grau do polindmio f(x), se conhecermos suas raizes, a0 menos
algumas delas, a fatoragdo de f(x) em polindmios irredutiveis torna — se bem mais simples.
Nio obstante, achar as raizes de um polindmio, € resolver a equagdo f(x) = 0. A solugio dessa
equagdo para polindmios de primeiro e segundo graus ¢ bastante simples ¢ bem conhecida.
Todavia, se f(x) tem grau 3 ou 4, a solu¢do geral da equagdo f(x) = 0 por radicais, ¢ bem
menos divulgada. Este assunto é abordado de forma bem didatica por Moreira®® ¢ Milies *°.

¥ ¢f. Moreira
40 of Milies
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7. CONCLUSAO

Apesar do papel relevante que os polindmios desempenham na modelacdo de
fendmenos fisicos, econdémicos ¢ comerciais, na variagdo de grandezas diversas
através do polindmio interpolador de Lagrange e na aproximagao de inimeras fungdes,
por meio do polindmio de Taylor, verificamos empiricamente que este assunto ¢,
quando abordado, tratado de forma bastante superficial na educagdo basica. Nessa fase
do estudante, geralmente nao se comenta sobre a diferenca entre polindmios e fungdes
polinomiais e tdo pouco, sdo exploradas as formas de se descobrir as raizes racionais
de um polindmio. O primeiro fator, além de dificultar o real conceito de polindmios,
empobrece o conceito de fungdo reduzindo-o, frequentemente, a uma simples equacao
matematica. O segundo — sobre as raizes racionais — debilita a capacidade do estudante
quanto a um dos principais problemas relacionados aos polindmios, a saber: sua
fatoragdo. Em parte, esse cendrio se deve a propria formacao dos professores da
educagdo fundamental e média no Brasil. Esse trabalho procurou contribuir para suprir

essa lacuna.
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