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RESUMO: Este trabalho é o resultado de uma pesquisa bibliografica, realizada sobre “Uma
Proposta Pedagdgica para o Ensino do Numero Aureo na Educacdo Basica através das
Construcbes Geométricas”, com o objetivo de proporcionar melhoria no ensino da
Matematica. Estd organizado em trés capitulos, tendo como referencial, tedricos da area de
Matemética, como: Boyer (2005), Gundlach (1992), Eves (1992), Crespo (1996), Huntley
(1985), Livio (2006), Wagner (1998), Valente (2007), Giongo (2001) e outros citados, que
deram fundamentacdo. O primeiro capitulo comecga a partir dos aspectos historicos da
Razdo Aurea, dissertando desde os tempos mais remotos da antiguidade, a Matematica
Aurea na Grécia Antiga e no Egito, a origem da propor¢do na Matematica grega, Leonardo
de Fibonacci e a razdo aurea, a sequéncia de Fibonacci e a proporgdo 4urea, 0s conceitos
matematicos por traz do nimero de ouro, um pouco sobre razao e proporcao, razao de dois
nameros, proporcdo, a razdo aurea através da divisdo de segmentos geométricos, o
retAngulo aureo, a espiral logaritmica, 0 pentagono, o pentagrama e o triangulo aureo, a
incomensurabilidade do pentadgono regular, onde encontrar a razdo aurea, a Proporcao
aurea na natureza, a musica e a secc¢ao dourada, o homem de Vitravio e o modulor (a
raz80 aurea na arquitetura). O segundo capitulo aborda a histéria das Construgdes
Geométricas desde a Pré-Historia e seus percursos por séculos até chegar ao Brasil no final
do século XVII, com toda a sua trajetéria até aos dias atuais. O terceiro capitulo é dedicado
as construgbes geométricas, ilustrando varios tipos de figuras e como utilizar a régua e o
compasso, como ferramentas Uteis e de facil acesso, facilitando o ensino e a aprendizagem
dos alunos.

Palavras-chave: Matematica. Construcdo Geométrica. Educacao Basica.

RESUME: Ce travail est le résultat d'une étude bibliographique réalisée sur « Une
Proposition Pédagogique pour l'enseignement de le Nombre Aureo dans [I'Education
Basiquée a travers de les Constructions Géométriques », avec l'objectif de fournir
I'amélioration de I'enseignement des mathématiques. Il est organisé en troisieme chapitres,
base sur le domaine des mathématiques, tels que: Boyer (2005), Gundlach (1992), Eves
(1992), Crespo (1996), Huntley (1985), (1985), Livio (2006), Wagner (1998), Valente (2007),
Giongo (2001) et d'autres ont mentionné, qui a donné base théorique. Le premier chapitre a
commencé a partir de Raison Aurea, en discourant depuis les temps passé de I'antiquité; la
Mathématiques Aurea en Gréce Antiquée et dans 'Egypte; I'origine de la proportion dans la
Mathématiques grec; Leonardo de Fibonacci et la raison aurea; une séquence de Fibonacci
et la proportion aurea; les conceptes mathématiciens par derriére de le nombre de l'or; un
peu sur raison et proportion; raison de deux nombres; proportion; la raison durea parmi de la
division des segments géométriques; le rectangle aureo; une spiral logaritmique; le
pentgone, le pentagrame et le triangle aureo; I'incommensurabilidé de le pentagone reguilier;
oU trouver la raison aurea; la proportion aurea dans la nature; une musique et une suite
dourada; 'homme de Vitruvio; le moduler (la raison aurea dans I'architecture). Le deuxieme
chapitre traite de I'histoire des constructions géométriques depuis les temps préhistoriques
et leurs routes pendant des siécles pour arriver au Brésil a la fin du XVlle siécle, avec toute
son histoire jusqu'a les jours courants. Le troisieme chapitre est consacré aux constructions
géométriques, illustrant différentes types de figures et comment utiliser une regle et un
compas, ce qui facilite I'enseignement et lI'apprentissage, comme outillages utiles et de facile
acces, en facilitant 'enseignement et 'apprentissage des éléves.

Mots-clés: Mathématiques. Construction Géométrique. Education Basiquée.
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INTRODUCAO

Este trabalho € de pesquisa bibliografica, e traz como tema “Uma proposta
pedagogica para 0 ensino do numero aureo na educacdo basica através das
construgBes geométricas”, fundamentado a partir de tedricos que abordam sobre o
assunto em questdo. Tem como objetivo, contribuir com o ensino da Matematica,
mas em especial, utilizar as Constru¢cdes Geomeétricas para aplicacdo ao ensino e
aprendizagem dos alunos do Ensino Fundamental e Médio. Devido a isso, o trabalho
foi organizado em trés capitulos.

Sendo que o primeiro capitulo busca explicar os aspectos histéricos da Razao
Aurea, que sdo fundamentais para as razdes de tudo que estad em volta do ser
humano. A resposta a tal questionamento foi encontrado na Matematica, a partir de
estudos que comecaram pelos gregos na Antiguidade. Mas a descoberta do Numero
Aureo foi atribuida a um discipulo de Pitagoras, chamado Hipasus de Metapontum,
matematico grego, nascido em Metapontum, que viveu de (470-425 a. C). Também
aborda-se o nimero aureo na Grécia Antiga e no Egito, com destaque na Babil6nia.
Assim como a origem da proporcdo aurea, citando Leonardo de Fibonacci com a
sequéncia de Fibonacci, conceitos matematicos por traz do numero de ouro, a
demonstracdo de suas férmulas e divisbes de segmentos geométricos, mostrando
onde se pode observar a razao aurea na natureza, na mausica, nos instrumentos
musicais e no corpo humano, exemplificado principalmente pelas medidas
geométricas do homem de Vitravio, assim como na arquitetura e outras teorias
necessarias para melhor compreender.

O segundo capitulo apresenta 0 uso das constru¢cdes geomeétricas para o
ensino da Matematica na Educacdo Basica como ferramenta auxiliar para o0s
professores no desempenho do ensino aprendizado dos alunos nesta modalidade de
ensino, visto que, alguns tedricos como Marmo e Marmo (1994), Queiroz (2010) e
Wagner (1998) da éarea da Matematica defendem o uso das Construcdes
Geométricas como mediagbes entre abordagem, compreensdo e conteudos
vinculados na sala de aula, através de constru¢cdes geométricas, atrelado a uma
acao pedagogica, que possibilita trabalhar de forma dinamica em todos os niveis da
educacgdo basica. Também, relata-se a origem das constru¢des geométricas, ensino
do desenho geométrico no Brasil, que comecgou no final do século VII por interesse

de Portugal, com o objetivo de desenhar projetos para a fortificacdo e defesa do
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pais, contra ataques de inimigos, que passou a ser obrigatério para os oficiais
militares.

O terceiro capitulo mostra como utilizar régua e compasso, como ferramentas
para a construcdo de figuras geométricas, envolvendo a razdo aurea nas suas
diferentes formas. Inicialmente a ideia é introduzir aos alunos os conceitos béasicos
sobre a razdo 4urea e como realizar as etapas de constru¢do, envolvendo atividades
matematicas conhecidas pelos alunos como: célculo de razdes, aplicacdo da
semelhanca de triangulos, uso do Teorema de Pitagoras, solugéo de equacéo do 2°
grau, aproximag¢des numéricas e varios outros assuntos.

Desta forma o trabalho buscou explicar a constru¢gdo do niumero aureo, sua
presenca na natureza, sua aplicacdo em obras criadas pelo homem e como utilizar
na sala de aula com os alunos do Ensino Fundamental e Médio da Educacéo Basica
através das construcdes geométricas com a régua e compasso de forma simples e
acessivel, com destaque para a melhoria do ensino e aprendizagem da matemaética,

com anseios e perspectivas para facilitar a construcdo de conhecimento dos alunos.
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1 ASPECTOS HISTORICOS DA RAZAO AUREA

Durante toda sua existéncia o homem buscou explicar e encontrar razbes
para tudo que o cerca, foi na matematica que ele encontrou sua ferramenta mais
importante nesta sua busca por respostas, pois, € através dela que homem procura
compreender o mundo que estd em sua volta.

Esse tema foi estudado pelos gregos antes do tempo de Euclides de
Alexandria. Para os Pitagoricos era um artigo de fé fundamental que a esséncia de
tudo estava na geometria, como nas questdes praticas e tedricas da vida do homem,
podiam ser explicadas em termos de numeros, ou das propriedades intrinsecas dos
inteiros e suas razoes.

Os diélogos de Platdo (427 — 347 a. C) mostram, porém, que a comunidade
matematica grega fora assombrada por uma descoberta que praticamente demolia a
base da fé pitagdérica nos ndmeros inteiros. Era uma descoberta que na prépria
histéria da geometria, os inteiros e suas razdes eram insuficientes para descrever
mesmo, simples propriedades basicas, pois, ndo bastava fazer comparacdes da
diagonal de quadrado ou de pentagono com seu lado. Os segmentos eram

incomensuraveis, por quanto pequena que a unidade de medida se tornasse.

A descoberta dos incomensuraveis tinha ameagado a matematica de uma
crise logica, lancando davidas sobre provas que usassem
proporcionalidade, mas a crise foi enfrentada com sucesso, gracas aos
principios enunciados por Eudoxo. Mesmo assim a matematica grega tendia
a evitar as proporc¢des (BOYER, 2005, p. 77).

Segundo Boyer (2005), essa descoberta é geralmente atribuida aos
pitagéricos mais especificamente a Hipasus de Metapontum?®, porém, ainda ndo se
sabe onde, nem quando essa descoberta ocorreu. Ha4 ainda argumentos antigos a
favor de uma origem hindu da descoberta, mas ndo tém base e parece improvavel
gue o proprio Pitagoras conhecesse o problema de incomensurabilidade.

De acordo com Gundlach (1992), faltam detalhes a respeito da descoberta da
existéncia de quantidades incomensuraveis, mas € visivel que para 0S gregos

antigos foi tdo dificil aceitar as quantidades incomensuraveis quanto descobri-las.

'Hipasus de Metapontum, matematico grego, nascido em Metapontum, cidade grega do sul da Itélia.
Viveu em 470 - 425 a. C. Hipasus foi o descobridor dos nimeros incomensuraveis, foi também o
responsavel por mudancas significativas na matematica grega do século V a. C.
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Dois segmentos de reta sdo comensuraveis quando ha um segmento que
“‘mede” cada um deles — isto é, que esta contido exatamente um ndmero
inteiro de vezes em cada um dos segmentos. O fato de haver pares de
segmentos para 0s quais tal medida ndo existe constitui o caso
incomensuravel. Isso se refletiu na matematica posterior no conceito de
namero irracional, um ndmero que nao pode ser expresso como razao de
dois inteiros (GUNDLACH, 1992, p. 54 - 55).

O numero de ouro é representado pela letra grega ® (Phi), em homenagem

ao Escultor e Arquiteto grego Phidias, nascido por volta de (490 - 430 a. C.), que foi

o responsavel pela construcdo do Templo de Parthenon em Atena. Phidias fez muito

uso da proporcdo aurea em suas obras. O ndmero de ouro simboliza desde os

tempos antigos, o equilibrio e a harmonia, estando intimamente ligado a arte até os

dias atuais.

Embora haja registros de que a razdo aurea ja vinha sendo utilizada no Egito

antigo ha varios séculos, antes de ter sido descoberta pelos gregos. No entanto, foi

um matematico grego o primeiro a escrever oficialmente sobre o assunto. Euclides

de Alexandria?, em “Os Elementos”, a obra mais influente de toda a histéria da

matematica, descreveu esta sec¢cdo em sua proposicao. (Fig. 01).

Euclides se refere ainda em Teoremas: Proposicdo 4 do Livro Décimo
Terceiro de Os elementos a divisdo de um segmento em média e extrema,
mostrando que o quadrado da reta inteira e o do segmento menor juntos
sao o] triplo do quadrado do segmento maior.
(wwwinstitutomathesianocombr/sobre-os-elementos-de-euclides).

Como podemos observar abaixo:

A C B
a-x X ou a/2
a A C B
X a - a v
(a—x) x
Figura 01: Construcao gréafica da sec¢éo aurea. AC = segmento aureo de AB.

? Euclides de Alexandria — Matematico grego que ficou conhecido pelo seu mais famoso trabalho “Os
Elementos”, obra que compunha 13 volumes. Pouco se sabe sobre sua vida, apenas que ensinou na
escola fundada por Ptolomeu em Alexandria (306 — 283 a. C), ndao se sabe ao certo nem seu home,
pois, nem o local de seu nascimento é associado a ele, é conhecido como Euclides de Alexandria,
porque foi chamado por Ptolomeu para ensinar matematica, nesta cidade grega.
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O numero de ouro é considerado como sendo a “propor¢ao divina” e foi
utilizado ao longo do tempo, em varios contextos, tais como: na grande piramide de
Gizé, razdo entre a altura de uma face e a metade do lado da base é quase 1, 618.
Na razdo entre 0 numero de abelhas macho e abelhas fémeas de qualquer colmeia
do mundo, vai ser sempre igual 1, 618, e em varios outros segmentos da natureza
gue estudaremos ao longo deste trabalho.

E possivel o homem compreender a harmonia existente na natureza apos
séculos de observacdes e de teorias. Apesar da descoberta do niumero aureo ter
sido atribuida a Hipasus de Metapontum, discipulo de Pitagoras, foi s6 muito tempo
depois, acerca de muitas investigacdes sobre o assunto que a razdo aurea ganhou
forma conhecida com a sequéncia de Fibonacci, a qual sera abordada
posteriormente.

Baseado em Boyer (2005), ndo ha registros de uma época certa em que
tenha ocorrido a descoberta da incomensurabilidade, pois, as circunstancias que
cercavam estas primeiras percepcdes de segmentos incomensuraveis sado todas
imprecisas, ha quem estabeleca uma conexao do teorema de Pitdgoras ao triangulo
retdngulo isésceles. Ha indicios de uma prova da incomensurabilidade da diagonal
de um quadrado com seu lado, indicando que se baseava na distincdo entre pares e
impares. Porém, ha outras maneiras pelas quais a descoberta pode ter sido feita.

Uma delas poderia ter sido por meio da observacdo das cinco diagonais
tracadas de um pentagono regular, que formam um pentagono ainda menor. Esse
processo pode continuar infinitamente, dando origem a novos pentagonos regulares
tdo pequenos quanto se deseja, nos levando a concluir que a razao entre a diagonal

e lado de um pentagono regular € um namero irracional (Fig. 02).

Figura 02: Pentagono regular com o pentagrama circunscrito
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1.1 A MATEMATICA AUREA NA GRECIA ANTIGA E EGITO

A Grécia foi o berco de muitas ciéncias e, ndo foi diferente com a matematica.
Da Grécia sairam os grandes nomes da matematica que sdo consagrados até os
dias atuais no mundo inteiro, porém, nao foi apenas na Grécia que a matematica se
desenvolveu. Ela teve destaque também na Babildnia e Antigo Egito, mas a
matematica grega se diferenciava das anteriores, pois, contrario a estas, 0s gregos
criaram uma ciéncia propriamente dita, sem se preocuparem com as aplicacoes

praticas.

Os gregos ndo hesitavam nada em absorver elementos de outras culturas,
de outra forma nao teriam aprendido tdo depressa como passar a frente de
seus predecessores, mas a tudo que tocavam davam mais vida (BOYER,
2005, p. 31).

A matematica grega se distingue das outras, por ter levado em conta
problemas relacionados com processos infinitos, movimento e continuidade, dando
assim origem ao método axiomatico, devido as diversas tentativas de solucionar tais
problemas. Método este, que admite como verdadeiras certas proposicoes, ditas
axiomas (evidéncias), até que se chegue a proposi¢cdes mais gerais.

N&o sdo certos os motivos pelos quais os gregos desviaram-se da Algebra e
caminharam rumo a geometria, é provavel que tenha sido pelas dificuldades
encontradas justamente em estudarem problemas relativos a processos infinitos,
principalmente sobre os niumeros irracionais, quanto a geometria, pode-se dizer que
teve origem com as medi¢cdes de terra no Antigo Egito.

Os sumérios conheciam geometria, a raiz quadrada e a cubica. Porém, ndo é
certo se usavam a proporcdo aurea. E possivel que Pitagoras a tenha conhecido
durante sua longa estada no Egito. Ja na Grécia, foi muito utilizada na arquitetura e
na arte por escultores. E certo que o préprio Pitagoras fazia uso dos simbolos da
escola pitagorica. Simbolos estes que até hoje sdo usados no mundo inteiro, como
por exemplo, o pentagrama, que € a estrela de cinco pontas formadas pelas

diagonais do pentagono regular, como pode ser observado na (Fig. 03).
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Figura 03: Diagonais do Pentagono Regular; o Triangulo e Pentagrama Aureo

O pentagrama talvez seja hoje o simbolo mais usado em todo o mundo, ele
compde o simbolo do islamismo, religido aderida por cerca de 20% da populacdo
mundial, e compde principalmente as bandeiras dos paises mais influentes do
mundo, tendo diversos significados. E usado inclusive nas moedas de varios
paises, como no Real, que trazem 5 pentagramas, o Dolar, o Euro, o Franco suigo
e muitos outros que trazem esta marca.

O numero mais famoso e misterioso da natureza estd presente para onde
qguer que olhemos. Aparecem em obras de arte, em galaxias, flores e vdos de aves.
A arquitetura grega esta repleta dele por todos os lados inclusive nas esculturas.
Segundo Eves (1992), “as propriedades estéticas e artisticas dessa razédo sao
mostradas no retangulo aureo — um retangulo, cujos lados estédo na razao de 1 para
phi ou/e phi para 1. Esse retangulo, entre todos os possiveis é considerado por
alguns o mais agradavel aos olhos [...]”. Phidias usou a divisdo aurea em todo o

Parthenon: na fachada frontal, na lateral e na projecéo.

Flgura 04 Frente do Templo “Parthenon — Grécia
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O Parthenon é uma das mais conhecidas construcdo da Grécia Antiga, que
resistiu até os dias atuais. Sua construcdo foi uma homenagem a deusa Atena,
patrona da cidade. E o maior templo de todo o continente e o mais admirado entre
eles. Fora erguido em 447 - 408 a. C., em substituicdo ao que havia sido destruido
durante saque persa. Ha varios exemplos sobre o modo como o retdngulo &ureo se
ajusta a construcao do Parthenon, como podemos observar na figura 04.

Euclides (360-295 a.C.), escreveu em seu trabalho mais famoso “Os
Elementos”, que havia encontrado uma proporg¢ao que é continua na natureza. Ele a
chamou de “média e extrema raz&o”. Euclides fez uso do teorema de Pitagoras para
construir geometricamente a proporcao aurea, como mostra a figura 01.

A proporcéo aurea também foi muito estudada e utilizada no Antigo Egito. Ha
indicios de que até mesmos bem antes dos gregos terem descoberto os segmentos
incomensuraveis. Desde a antiguidade os egipcios tém usado a propor¢cdo aurea,
como canone arquitetbnico, encontrado na tumba de Khesi-Ra, sabio egipcio que
viveu por volta de 2.700 a. C., era chefe dos arquitetos do farad. E incrivel que este

sébio ja tivesse o conhecimento da proporcdo aurea e do teorema de Pitagoras.
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Figura 05: O canone de Khesi-Ra

Ha outros registros do uso da propor¢do aurea na antiguidade egipcia, como
€ o caso do papiro de Rhind ou de Ahmes, escriba egipcio que viveu por volta de

1650 a. C., o papiro encontra-se hoje no museu britdnico, medindo 5,5 metros de
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comprimento e 0,32 metros de largura, onde consta um texto matematico na forma
de um manual préatico contendo 85 problemas copiados em escrita hieratica, pelo
matematico Ahmes. No qual se refere a uma “razdo sagrada” que se cré ser o

numero de ouro.

A Razao Aurea pode ter sido conhecida mesmo antes da época dos gregos.
O historiador grego Herédoto relata que os sacerdotes egipcios disseram
gue na piramide de Giseh, a razdo entre suas dimensdes é Phi (EVES,
1997, p. 44).

A razdo aurea se faz presente também, na construcdo das piramides de Gizé
no Egito. Ao longo de muito tempo o célculo original da altura da piramide de
Quéops foi causa de polémica entre diferentes matematicos e arquedlogos de todas
as partes do mundo. Nos dias atuais a razdo que é encontrada ndo chega a 1,6. E
provavel que na antiguidade este quociente tenha sido ® = 1,618033989 ....,pois,
muitos séculos se passaram e a altura da pirdmide diminuiu com o tempo medindo

atualmente 137 metros.

Inicialmente as medidas originais da piramide de Quéops eram 230 metros de
lado da base e altura de 146,6 metros, com estas informacgdes é possivel chegar a
um valor aproximado de phi, aplicando o teorema de Pitagoras. Como podemos ver

na figura 07.
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Figura 07: O teorema de Pitagoras e a piramide Quéops.
Temos que:
x2 = h? + y2
x? = 146,62 + 1152

x? = 21491,56 + 13225

x? = 34716,56
X =4/34716,56
x = 186,32

Agora podemos encontrar 0 quociente entre a altura de uma das faces e a

metade do lado da base da grande piramide:

x 186,32
115

=1,6201739 ...

1.2 A ORIGEM DA PROPORCAO NA MATEMATICA GREGA

Nas civilizagbes da antiguidade, a arquitetura, a arte e a filosofia sempre
estiveram ligadas a conceitos religiosos, de vida e morte, sendo comum haver
vinculo entre politica e religido. Foi na Grécia Antiga que o homem encontrou a
liberdade necessaria para expressar seus pensamentos, sem que fosse necessario
restringir-se a uma verdade oficial. Assim surgiram na Grécia as origens do
pensamento matematico como ciéncia tedrica. Foi em meio a este cenario com um
misto de politica e religiosidade que Pitagoras fundou sua escola, berco de muitas

descobertas matematicas aclamadas até os dias atuais.
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Ao longo de séculos de observacdo e estudo, o0 homem se indaga e busca
explicagbes que justifiquem a regularidade do que o rodeia. Durante essas buscas
incessantes, por essas explicagdes a procura de respostas para o “porque” da
infinidade de elementos existentes na natureza e, de estes estarem em constante
harmonia, podem ser obtidas através de ordem e relagdes entre numeros e
combinagdes, na tentativa de explicar a perfeicdo existente entre 0S mesmos.

Segundo Gundlach (1922), os estudos desenvolvidos por Pitagoras e seus
seguidores eram fundamentais a geometria, a aritmética, a musica e a astronomia.
O elemento béasico de todos era 0 numero — ndo em seus aspectos praticos,
computacionais, mas como a prépria esséncia de sua natureza. Como ja
mencionado anteriormente, com a descoberta da incomensurabilidade, que foi
atribuida ao matematico grego discipulo da escola Pitagdrica, Hipasus Metapontum
ou Hipasos Metaponto (470-400 a. C.), nascido na cidade grega de Metapontum sul
da Italia, marcou a origem das propor¢cdes aureas na Grécia Antiga, embora haja
indicios de que esta razdo ja vinha sendo muito usada no Antigo Egito desde a
antiguidade.

Ha indicios de que a descoberta destas grandezas incomensuraveis ou ditas
irracionais tenha sido a causa do afastamento de Hipasus da escola de Pitagoras,
pois, provocou mudancas devastadoras no pensamento filosofico da escola
pitagorica, que defendia a ideia de que tudo no universo podia ser reduzido somente
a numeros racionais comensuraveis, ou suas razfes. Hipasus demonstrou
matematicamente sua descoberta, como por exemplo, o nimero raiz quadrada de
dois, jamais poderia se expresso como um numero racional. Além de fazer a
demonstracdo, ele divulgou a noticia para pessoas que ndo eram membros da
irmandade pitagérica. Essa descoberta irreversivel na matematica praticamente
demoliu a crenca que os pitagdricos tinham nos numeros inteiros, os obrigando a
abandonar esta filosofia, abrindo-se portas para que 0s matematicos gregos

desenvolvessem novas teorias.

Tratava-se de uma descoberta que na propria geometria 0s inteiros e suas
razbes eram insuficientes para descrever mesmos simples propriedades
basicas. Nao bastam, por exemplo, para comparar a diagonal de um
guadrado ou de um cubo ou de pentdgono com seus lados (BOYER, 2005,
p. 50).

Hipasus fez uso do teorema de Pitdgoras para demonstrar a questdo da

incomensurabilidade no triangulo isésceles retangular. Ele provou que existe nUmero
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incomensuravel que corresponda a um ponto C da reta, no caso em que 0 segmento

AC seja igual a base.

A n C
Figura 08: Triangulo Retangulo Isésceles de lado unitario.

1.3 LEONARDO DE FIBONACCI E A RAZAO AUREA

E impossivel falar de razdo e proporcio aurea e ndo mencionar Leonardo de
Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, matematico e comerciante
da idade média que escreveu seu nome na histéria, nascido em Pisa na ltalia, por
volta de 1.175.

Fibonacci ficou conhecido com a publicacdo do livro Liber Abacci (Livro do
Abaco), no ano de 1.202. Essa obra trazia problema envolvendo a populacéo de
coelhos. Ele foi o primeiro a introduzir por meio deste livro o sistema de numeracao
Hindu-ardbico na Europa da Idade Média.

O Liber Abacci, foi de fundamental importancia para a transmissao do sistema
de numeracdo hindu-arabico na Europa, pois, devido ao seu conteudo tedrico ser
praticamente todo ilustrado com muitos problemas que representam grande parte do

livro, porém, ndo alcangcou as massas populares.

O Liber Abacci trata muito mais de nimeros que de geometria. Descreve
primeiro “as nove cifras indianas”, juntamente com simbolo 0, “chamado
zephirum em arabe”. Incidentalmente é de zephirum e suas variantes que
derivam nossas palavras. “cifra” e “zero”. A exposicdo de Fibonacci da
numeracgdo indo-arabico foi importante no processo de transmissdo; mas,
como vimos, ndo foi a primeira dessas exposi¢fes, nem alcancou a
popularidade (BOYER, 2005, p. 173).

1.3.1 A Sequéncia de Fibonacci e a Proporcédo Aurea

O problema com a criagdo de coelhos consistia em saber quantos pares de

coelhos serdo produzidos num ano, comecando com um sO par, se em cada més
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cada par gera um novo par que se torna produtivo a partir de segundo més. Esse
problema deu origem a famosa sequéncia de Fibonacci, onde os dois primeiros
termos iguais a 1 e entdo cada termo seguinte € igual a soma dos dois termos

anteriores:
Assim temos:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, ...
Segundo Gundlach (1992), em 1611 o matematico Johann Kepler observou o

que certamente Fibonacci ja sabia, que: fn + fn+1 = fn+ 2.

Onde temos: fn como o enésimo ntimero de Fibonacci (fo = 0, f1=1).

O ndmero de ouro é encontrado na sequéncia de Fibonacci, no quociente da
divisdo de seus termos, de modo que este quociente a cada divisao realizada tenda

infinitamente para o quociente aureo perfeito.

Assimtemos: 0+1=1

2
14+ 1 =2 -=2
1
3
14 2 =3 s - =15
2
5
24 3 =5 §=1,6666.
8
34 5 =8 —— - =16
5
13
54 8 =13 s ? = 1,625
21
8+ 13 = 21, —=1,615384...
13
34
13 + 21 = 34 — =1,619047..
21
55
21 4 34 = 55, 31 1,617647..

Y T % —1,618181..
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55 4 89 = 144 % =1,617977..

89 4 144 =233 233 _ 1,618055...

144

Assim sucessivamente sempre tendendo para o infinito:

A notavel relagdo entre a sequéncia de Fibonacci e a “razdo aurea” foi
estabelecida pela primeira vez pelo mateméatico escocés Robert Simon, em

. fn+1
1753. Simon provou que: ®= liMp_ T =161803398874985...
(GUNDLACH, 1992, p. 62).

Desta forma, se continuassemos com a sequéncia, determinando o termo
seguinte, mediante a adicdo dos termos anteriores, por exemplo, ap6s o numero
610, que € a soma de 233 e 377, teriamos 987, que € a soma de 377 e 610, esse
processo poderia se continuar infinitamente, do seguinte modo: 377, 610, 987,
1597,.., 4181,.., 10946, . . . Essa série recebeu 0 nhome de sequéncia de Fibonacci,
pois foi este matematico da Idade Média quem a estudou a fundo e, foi ainda quem
prop6s o famoso e classico problema da reproducédo dos coelhos.

A razdo aurea e a sequéncia de Fibonacci estdo relacionadas justamente
neste ponto, pois, se prosseguissemos indefinidamente com a série, o quociente da
divisdo do termo seguinte pelo anterior seria cada vez mais proximo ou exatamente

igual a @.

1.4 OS CONCEITOS MATEMATICOS POR TRAZ DO NUMERO DE OURO

1.4.1 Um pouco sobre Razéo e Proporgao

Frequentemente empregamos propor¢cdes em nosso dia-a-dia, embora sem
utilizar simbolos matematicos. Segundo Crespo (1996), ao criticarmos uma estatua,
dizendo que “ela tem uma cabega muito grande”, ndo estamos nos referindo a
medida absoluta da cabega. Em uma estatua, a cabeca pode ser “muito grande”,
mesmo medindo a metade, um quarto do décimo da cabec¢a verdadeira; € “muito

grande” proporcionalmente ao conjunto da prépria estatua.
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1.4.2 Razéo de dois NUmeros

Raz&o de um numero a para um numero b (diferente de zero) é o quociente
de a para b. De modo geral temos:

a
o oua : b (lemos:a parab)

Sendo assim 0s numeros a e b sdo os termos da razdo; onde a é chamado de

antecedente e b de consequente da razdo. Assim temos: a razdo de 3 para 12 é:

De acordo com as ideias de Crespo (1996), a razdo € muito usada quando
queremos comparar unidades entre si. E importante se saber que tipos de
grandezas estado sendo comparadas. A razdo entre duas grandezas, dadas em uma
certa ordem, € a razdo entre a medida da primeira grandeza e a medida da segunda.
Assim temos que: A razdo de 2m para 3m €: Quando as grandezas sdo da mesma
espécie, suas medidas devem ser expressas na mesma unidade. Neste caso, a

razao € um numero puro.

2m_2
3

3m

Esse tipo de razédo é muito utilizada em escalas, por exemplo, num mapa, a

escala € a razdo entre a distancia no mapa e a distancia real correspondente.

1.4.3 Proporcéao

Consideremos quatro numeros (15, 3, 20 e 4), como a razao entre os dois

primeiros nameros (15 e 3) é igual a razao entre os dois ultimos (20 e 4), logo:

15__ 20
3 2% T

Dizemos que os numeros 15, 3, 20 e 4, nesta ordem, formam uma proporcao,

gue é possivel expressar mediante a igualdade das duas razdes. Assim:
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Em uma certa ordem, quatro numeros (a, b, ¢ e d) diferentes de zero,
dizemos que formam uma propor¢cao quando, a razéo entre os dois primeiros (a e b)

€ igual a razéo entre os dois ultimos (c e d).

1.5 A RAZAO AUREA ATRAVES DA DIVISAO DE SEGMENTOS GEOMETRICOS

A razdo aurea é tdo enigmatica que esta presente para onde quer que
olhemos. Também esta repleta de conceitos matematicos, os quais serdo estudados
a partir de agora.

A teoria das proporcdes claramente se ajusta ao esquema de interesses
matematicos dos Gregos antigos, e ndo é dificil achar uma provavel fonte
de inspiracdo. Conta-se que Pitdgoras soube na Mesopotdmia das trés
médias, aritmética, geométrica e a subcontraria (mais tarde chamada
harmonica) — e da “proporgao aurea” que relaciona duas delas: o primeiro

de dois numeros esta para sua média aritmética como a média harmonica
esta para o segundo numero (BOYER, 2005 p. 38).

Dizemos que o ponto C divide o segmento AB em média e extrema razdo se o
guociente entre os segmentos menor e 0 maior é igual ao quociente entre a maior e

0 segmento todo.

Figura 09: Divisdo de Segmento Geométrico

X a

(a—x)zx

Assim temos:

parte maior segmento todo

parte menor parte maior

Por definicdo encontramos o niumero de ouro, quando é satisfeita a equacgéao:

BC AB

— = 2 _
Ac BC,logo (BCO)“ = AC.AB



Tomando AB = 1, e sabendo que:

AC + BC = AB temos que:
AC + BC = 1 e também (BC)* = AC. 1
Assim, (BC)>=ACe AC=1- BC

Logo, (BC)* =1 - BC e portanto a: (BC)* + BC-1=0.

Fazendo BC=x,temosx?+x-1=0

Resolvendo a equacdo,onde: a=1;b=1ec=-1.

A =Db?-4.ac
A=1%-41.(-1)
A=1+4=5
_=btVA | -1-+5 . —1+45
X = a =X = > e X = >
Como:
AC =1 -BC, temos:
—1++/5 1+1++/5
AC=1— =
2 2
Fazendo o m.m.c. encontramos:
2+1+V5 3445 3—V5
AC= > = > ; logo: ACZT

Dividindo-se estes dois segmentos encontraremos:
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V5-1

BC_ 2

AC™ 3-435

7
\/3_1—1-'_\@—61)—1618033 _ B¢
3-v5 2 7 " AB

1.6 O RETANGULO AUREO

Chamamos de retangulo aureo, qualquer retdngulo ABCD, onde o quociente
entre a divisdo de seus lados diferentes seja igual a Phi. O retangulo de ouro pode

ser determinado a partir de um quadrado de medida qualquer.

medida do lado maior

medida do lado menor 1,618033 ...

O retangulo aureo exerceu grande influéncia na Grécia Antiga, principalmente
na arquitetura, ele foi também o objeto que mais se fez presente nas artes tanto na
Antiguidade como na ldade Média. Tal influéncia pode ser observada em uma das
constru¢cBes mais conhecidas em todo o mundo, o Parthenon, construido em Atenas
na Grécia pelo arquiteto e escultor grego Phidias por volta de 447 e 408 a. C., e nas
obras de artes que escreverem 0s nomes de artistas como, Piet Mondrian, Candido
Portinari, Michelangelo, Salvador Dali, Leonardo da Vinci, para sempre na historia da
humanidade.

A razao aurea é considerada por muitos como sendo uma “proporcao divina”

uma “dadiva de Deus”, e foi utilizada ao longo de séculos em varios contextos.

. : \‘ -1'- =h A SR R 13 R
Figura 10: Frente do Templo “Parthenon” — Grécia
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O Parthenon, quando seu frontdo ainda estava intacto, suas dimensodes
podiam se encaixar quase exatamente em um retangulo aureo (HUNTLEY, 1985).

Figura 11: “Mona Lisa” de Leordo daVinci

Em Mona Lisa, de Leonardo da Vinci, as dimensbes do retangulo aureo
podem ser observadas em uma das obras mais conhecidas do pintor francés, tanto
na pintura quanto no préprio formato do quadro.

Figura 12: “Ultima Ceia” de Salvador Dali

O quadro “A Ultima Ceia” do Artista Cataldo, Salvador Domingo Felipe Jacinto
Dali i Domeénech, € uma obra com dimensdes aureas, 270 cm x 167 c¢cm, a razao

entre estes segmentos gera 1, 6180339..., que vem ser o namero de ouro.
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Com base nas ideias de Huntley (1985), a construcado de um retangulo aureo
ndo ha mistérios. Como podemos observar na figura 13, tomemos um quadrado
ABCD, sendo E o ponto médio do lado AB. Com centro no ponto E e raio EC, traca-
se um arco de circulo que intercepte AB prolongado até o ponto F, posteriormente
desenha-se o FG perpendicular a AF encontrando DC prolongado até o ponto G.
Dessa forma, encontramos o retangulo aureo AFGD.

A prova é andloga a razdo aurea, através da divisdo de segmento. Neste

caso, s6 temos que tomar AB = 2 unidades de comprimento. Logo:
EC = EF = /5 und.

AF _ (AE+EF) _ 1+/5
FG  FG 2

:(l)_

O segmento AF esta sendo divido por B na seccdo aurea. O ponto B é
chamado por alguns autores de “corte aureo”, sendo ele associado a ideia de “média

proporcional”: Neste caso, AB é a média proporcional de AF e BF.

Assim temos:

AB _AF AB)? = AF.BF
—_—— = .
BF AB (AB)
Para alguns € questionavel o fato de a razdo aurea estar relacionada ou ndo
com as proporcdes esteticamente mais agradaveis aos olhos do ser humano, porém,

fica dificil afirmar, por exemplo, que Leonardo Da Vinci tenha feito uso desta

enigmatica razdo ao acaso.
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Figura 13: Construcdo de um Retangulo Aureo.

Segundo Huntley (1985), a primeira pesquisa séria realizada sobre as
pretensdes do retangulo aureo de possuir um interesse estético especial foi
realizada em 1876, pelo psicélogo alem&o Gustav Fechner®. Dados desta pesquisa
apontam para uma evidente preferéncia popular por um retangulo de formato e
dimensdes bastante proximas do retdngulo de ouro. Outra pesquisa delimitou-se em
obras feitas pelo homem, tomando as medidas de inUmeros objetos de formas
retangulares como: prédios, jornais, caixas, livros etc. Chegando a conclusédo que a
maioria das pessoas tinham preferéncia por retangulos que obedecem a proporcéo

aurea e 1:1, 618, pois, tais medidas eram mais agradaveis visivelmente.

1.7 A ESPIRAL LOGARITMICA

Examinaremos agora com maiores detalhes a bela curva, que tem sido
estudada pelos matematicos por centenas de anos e que esta representada na
natureza ha milhares de séculos, tanto na flora quanto na fauna. Também pode ser
encontrada na arquitetura, nas artes, no corpo humano e praticamente em todos 0s

segmentos da natureza que nos rodeiam. Esse tipo de curva foi designada pelo

* Gustav Fechner, Psicofisico que viveu entre 1801 e 1887, em 1860 publicou sua mais célebre obra
Elemente Der Psychophsic, que exerceu grande influéncia no ramo da psicologia. Fechner é
considerado o precursor da psicologia cientifica por ter desenvolvido investigacdes sistematicas
rigorosas e por ter expressado em linguagem matematica uma relacdo entre fendmenos fisicos e
psicolégicos.
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Matematico francés René Descartes, como espiral equiangular que também é
chamada de espiral logaritmica.

A origem do nome espiral logaritmica € devida a forma como o raio R cresce
guando nos movemos ao longo da curva equiangular e, se determinamos um ponto
em qualquer parte da curva, o angulo ser4 sempre 0 mesmo.

Dado o ponto O, a espiral logaritmica € uma curva tal que a amplitude do
angulo formado pela tangente em qualquer dos seus pontos P com a semi-reta OP &

uma constante, ou seja, a é constante durante toda trajetoria da espiral. Temos
como a equacio genérica da espiral a equacéo polar 7(8) = R.e%° % onde r é
o raio da espiral e R é o raio associado para 8 = 0, tal que 6, varidvel independente,
€ 0 angulo em radianos formado entre r e 0 eixo X e —o < 6 < +o fazendo com
gue a curva tenha comprimento ilimitado. Para o angulo de o= 90°, a curva formara

uma circunferéncia.

Figura 14: Planificacdo de uma espiral equiangular.

A espiral possui outra propriedade interessante digna de nota. Por mais
diferente que dois segmentos da curva possam ser em tamanho eles néo
sdo diferentes em formato. Suponhamos que, com ajuda de um
microscopio, fosse tirada uma fotografia das convulgdes proximas ao O,
pequenas demais para serem vistas a olho nu. Se fosse adequadamente
ampliada essa copia poderia ser encaixada exatamente em uma espiral do
tamanho da figura acima. A espiral ndo possui ponto terminal ela pode
crescer para fora ou para dentro indefinidamente, mas seu formato ndo se
altera (HUNTLEY, 1985, p. 101).

Hé varias formas de se construir uma espiral logaritmica, algumas delas sdo a
partir do retangulo aureo ou pela sequéncia de Fibonacci. A espiral equiangular é

encontrada com muita frequéncia na natureza. Segundo Leonardo de Pisa, essa



38

série ocorre quando os objetos e seres possuem formatos curvos, levando em conta
o Macrocosmo, como as galaxias de estrelas e Microcosmo, nas espirais em frutas,
flores, animais e seres microscopicos. Assim, podemos obter uma espiral dourada a

partir de retangulos aureos justapostos com medidas da série de Fibonacci.
13

21

)

2
(1)
8 1/
5
Figura 15: Espiral logaritmica e nimeros de Fibonacci no retangulo aureo.

Os numeros de Fibonacci podem ser encontrados frequentemente na
natureza, através da espiral dourada. A propor¢cdo aurea nao se restringe
basicamente as preferéncias estéticas do homem, esta também inteiramente
relacionada com os padrdes de crescimento de seres vivos, como animais e plantas.
Um tipico exemplo de espiral logaritmica pode ser encontrado na concha Nautilus,

onde é possivel observar cada estagio consecutivo de expansdao € contido um

retangulo aureo que é um quadrado maior que o anterior.

\

Figura 16: Planificacdo da espiral logaritmica, na concha de Nautilus.

T S

O Nautilus é um molusco marinho, composto por uma concha de estrutura
espiralada, sua concha segue exatamente aquele padrdo de crescimento que

mostram como elas se abrem em espirais logaritmicas caracterizadas pelas
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propor¢cdes da secdo aurea, esse padrdo de crescimento pode ser observado
também com abundéncia em outros seres na natureza, por exemplo: as espirais de
uma pinha e de um girassol, sdo similares. As sementes de cada uma crescem com
duas espirais que se interceptam e movem-se em dire¢cdes opostas e, cada semente

pertence a ambos os pares de espirais.
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i Figura 17: Girassol e Pinha.

Além das espirais que podem ser observadas imediatamente, a proporcao
aurea também esta presente na razdo entre o niumero de espirais que se direcionam
em um sentido e as espirais que estdo em sentido oposto, sendo que: examinando
as espirais da pinha, percebe-se que 8 delas movem-se em sentido horario, e 13 em
direcdo contraria, numa razao muito préxima da aurea. No caso do girassol, ha 21
espirais em um sentido e 34 em sentido oposto, também em propor¢cbes muita
proximas a aurea.

Assim temos:

13
Espirais da Pinha = 3 =1,625...

34
Espirais do Girassol = 1= 1,619 ...

A espiral logaritmica também pode ser encontrada a partir das subdivisdes de
um triangulo aureo, que pode ser divido em uma série de tridngulos aureos menores,
da mesma maneira como fizemos com o retadngulo, estas divisbes podem se
estender infinitamente, usando os comprimentos dos lados dos triangulos que foram

subdivididos, como raios de um circulo. Ver figura 18:
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e

Figura 18: Espiral logaritmica, na subdivisdo de um triangulo aureo.

A espiral logaritmica é também conhecida como a espiral do crescimento ou
ainda Spira Mirabilis, denotou Jacob Bernoulli (1654 -1705), como ja foi mencionado,
a bela curva estd naturalmente ligada aos numeros de Fibonacci, ao retangulo
dourado e a razdo aurea. Podemos chamar este padrao de crescimento de “Lei da
Natureza”. Estando presente na maioria dos cosmos dos animais, as garras, 0s
caracoOis, entre outros exemplos que ja vimos e alguns que veremos a seguir, Sdo

também basicamente espirais equiangulares.

Figura 19: Espiral Dourada nas Galéxias e nos Chifres dos Carneiros.

O mais intrigante sobre a espiral equiangular, é que ela ndo esta presente
somente nas plantas, aparece também no corpo humano, nos animais, de uma

maneira geral em toda a natureza, como veremos no decorrer deste trabalho.
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1.8 O PENTAGONO, O PENTAGRAMA E O TRIANGULO AUREO

A Geometria tem dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitagoras; o
outro, a divisdo de um segmento em média e extrema razdo. O primeiro
pode ser comparado a uma medida de ouro; o segundo podemos chamar
de joia preciosa (KLEPER, 1571-1630; HUNTLEY, 1985, p. 35).

A descoberta da razdo aurea, por muito tempo foi ignorada por grandes
matematicos da Antiguidade. Uma descoberta que ao mesmo tempo em que
causava medo e duvidas aos estudiosos da area, os fascinava, deixando-os
encantados com sua perfeicao.

Apesar de haver registros da utilizagdo desta fascinante razdo no Egito
Antigo, séculos antes de ter sido descoberta pelos gregos, foi na Grécia onde ela foi
divulgada através da escola pitagorica, fundada pelo matematico e filésofo grego
Pitagoras, responsavel também por indmeras descobertas matematicas,
principalmente no campo da geometria. Os gregos enxergavam a seccdo aurea
como sendo a expressao da perfeicdo geométrica. Por este motivo foi muito utilizada
pelos arquitetos e escultores da época em suas obras.

Dentre todas as figuras geométricas, o pentdgono € uma das mais
extraordindrias, devido a todas as suas relacdes de forma e medida estarem em
proporcao aurea reciproca. Estando ele s6, com o circulo, inscrito ou circunscrito,
dentro do quadrado ou do retangulo, enriquece e estabiliza as possibilidades
compositivas. As figuras geométricas que surgem a partir das subdivisbes do
pentdgono regular, mantém suas propriedades e propor¢des aureas. Foi a partir
destas subdivisbes que 0s gregos chegaram ao pentagrama, as diagonais do
pentagono se cruzam dando origem a estrela de cinco pontas, onde todas as suas

medidas sdo aureas. Como € possivel observar na figura 20.
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Lado Menor‘

Figura 20: Construcdo do Pentagrama.

Considerando um pentadgono regular abaixo podemos partindo de um de seus
vértices, tracar duas diagonais, obtendo assim um triangulo onde a base € um dos
lados do pentagono.

Observando a figura 21, temos trés triangulos isésceles, ABC, ACD e ADE.
Além disso, os triangulos ABC e ADE séo congruentes.

Notemos que a soma dos angulos internos de um poligono é dada por
S = (n - 2)180°, onde n € o numero de lados do poligono. Logo observando a figura
21, teremos que a soma dos angulos internos desse poligono € igual a 540°, e sendo
este um pentdgono regular todos os seus angulos séo iguais, logo teremos cada

angulo igual a 108°. Considerando que:

ADE = EAD = 36°
ACB=CAB = 36°
CAD=306"E

ACD=ADC=72° D C
Figura 21: Pentagono e Triangulo Aureo.




43

Essas informacdes nos levam a construgdo de um pentdgono aureo a partir
de um tridngulo isésceles em que cada angulo da base é o dobro do angulo do
vértice. Para isso, tomemos um dado triangulo, com bissetrizes de seus dois angulos
congruentes devidamente tracadas. Construa uma circunferéncia de modo que ela
passe pelos trés vértices do triangulo (e o centro da circunferéncia seja também o
ponto de encontro da mediatriz do triangulo). Se prolongarmos as duas bissetrizes
do triangulo isésceles até que crie dois novos pontos de intersecdo com
circunferéncia, onde tracando os demais segmentos encontraremos 0 pentagono
aureo e o pentagrama (estrela de cinco pontas), (Fig. 22)

O pentagrama € uma figura que esté ligada ao misticismo. Na Grécia Antiga
era usada como emblema da Irmandade Pitagérica, pois, segundo os membros
desta escola, o pentagono aureo e o pentagrama estavam na divina proporcéo, pois,
todas as suas subdivisbes sempre davam origem a novos pentdgonos regulares
menores e, consequentes NOVoOS pentagramas, um processo que poderia se repetir
infinitamente e sempre mantendo as mesmas proporcdes aureas. Por isso, era

considerado o simbolo da perfeicdo, que ainda é muito utilizado nos dias atuais.

A A

0

WL o
L

Figura 22: Triangulo Aureo e o Pentagrama

Por isso, era considerado o simbolo da perfeicdo, que ainda € muito utilizado

nos dias atuais.

1.8.1 A Incomensurabilidade do Pentagono Regular

Para Boyer (1996, p. 34), uma das questdes tantalizantes quanto a geometria
pitagorica diz respeito a construcdo do pentagrama ou pentagono estrelado. Se
comegarmos com um poligono regular ABCDE e tragarmos as cinco diagonais,
essas diagonais se cortam em pontos A'B'C'D’E’, que formam outro pentagono

regular.
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As diagonais de um pentdgono regular determinam um novo pentdgono
regular e também um novo pentagrama, cuja parte central € outro pentagono, esse
processo pode se repetir infinitamente e, o mais surpreendente é, que por mais

continuo que seja este processo, as subdivisbes permanecem na proporcao aurea.

Figura 23: Pentagono Regular e suas infinitas diagonais.

O pentagono regular e o pentagrama foram muito utilizados pelos
matematicos na escola pitagérica. Foram os pitagéricos também que descobriram as
notaveis propriedades desta figura geométrica, que para eles era considerada o
simbolo da perfeicdo, onde suas diagonais dividiam umas as outras, segundo
Euclides de Alexandria, em média e extrema razdo. Tendo em mAaos essa
propriedade, o matematico grego Hipasus, concluiu que o quociente entre as
medidas do segmento todo pela maior parte € igual ao quociente entre as medidas

dessa parte maior com a parte menor.

1. 9 ONDE PODEMOS ENCONTRAR A RAZAO AUREA

No decorrer deste trabalho observou-se que o homem utilizou a razdo aurea
para construir determinadas obras. No entanto, devemos nos perguntar. sera que
estes numeros podem ser encontrados na natureza? Quem pode identifica-lo? Onde
mais podemos encontra-l0?

Os gregos acreditavam que a razdo aurea era um presente dos deuses,
tamanho era sua perfeigédo, por isso, hoje é conhecida como “Divina Proporgéo”. Era

de uma perfeicdo que s6 um deus seria capaz de ter, estando presente nos minimos
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detalhes da natureza. O que muitas vezes eles custavam a compreender, € que a

natureza segue padrdes que nem a propria mateméatica pode explicar.

Algumas das referéncias mais antigas dos prazeres da matematica estao
ligadas ao nome do filésofo grego Pitagoras (569 — 500 a. C.), que observou
a ocorréncia, na natureza de certas combinacdes e relacdes entre nimeros
[...] Para Pitagoras, a explicacdo da ordem da natureza iria ser encontrada
na ciéncia dos niumeros (HUNTLEY, 1985, p.35).

A proporg¢éo divina, como foi definida por varios matematicos jé citados, pode
ser observada com maior facilidade na natureza, desde que a pessoa ndo seja
totalmente leiga no assunto. Podemos encontra-la também na moda, no design, na

arquitetura, na musica, no corpo humano, e em diversos outros segmentos.

1.9.1 A Proporgéo Aurea na Natureza.

A seccdo aurea pode ser observada com muita frequéncia na natureza,
através do retangulo aureo, pois, suas propriedades se aplicam com muita facilidade
a varios segmentos da natureza como as plantas e os animais. Devido a esse
retdngulo conter a presenca da espiral dourada, a qual jA foi estudada
anteriormente. Essa espiral pode ser encontrada no formato de conchas marinhas,
na organizacdo das sementes do girassol, na distribuicdo das pétalas de uma rosa,
na maneira como estéao dispostas as folhas de um galho.

E importante ter em mente que a beleza superficial da natureza ndo faz
mais que sugerir 0 encanto oculto por dentro. A matematica ndo esta a flor
de sua pele, ela tem de ser descoberta. O que significa trabalho (HUNTLEY,
1985, p. 149).
Como foi exposto anteriormente, o problema com a criagdo dos coelhos, foi
que deu origem a sequéncia de Fibonacci, porém hé& outras situacdes na natureza,
nas quais ela se faz presente. E possivel constatar isso, observando o nimero de

pétalas em algumas flores comuns.
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Figura 24: Jasmim Manga com 05 pétalas e a Margarida com 34 pétalas.

Estes numeros ndo ficaram restritos apenas nos nimeros de pétalas das

flores, estdo presentes também na disposicdo das folhas e galhos de algumas
plantas (Filotaxia)®.

— M W N CO
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—
—

Figura 25: Disposi¢éo dos galhos de uma planta.

Considere um ramo de uma planta qualquer que cresca verticalmente e que
deste ramo tenha brotado uma folha. As folhas deste ramo continuaréo a crescer
verticalmente e, acima da unica folha inicial, brotardo as outras.

Cada nova folha gerada no ramo vai fazendo um angulo de 222° com a folha
que fica embaixo. Sendo este preservado a cada nova folha que surgir. Assim, o
ramo que cresce na vertical torna possivel a todas as folhas que capturarem a cada

raio de sol e cada gota de chuva, ndo prejudicando seu desenvolvimento.

* Filotaxia, termo da botanica que inclui a disposi¢cdo de folhas nos ramos das plantas.
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Podemos considerar p, como sendo o numero de voltas da espiral e q o
namero de bases de folhas pela qual a espiral passou, desconsiderando a base da

- ~ p ~ - .
primeira folha, entdo temos: a, sendo uma fracdo caracteristica da planta; logo é a

divergéncia necessaria das folhas. Vemos que o numerador e o denominador desta

1123 5 8

fracdo seguem para a sequéncia de Fibonacci, —,—,—,—,— — ... € assim
g g p q 2’3,5’8,13’21’

sucessivamente. Logo os quocientes destas fragbes tendem infinitamente para @,

S+

isto limn%of— = @, onde f, € um numero de Fibonacci.
n

Figura 26: Estrutura do movimento espiral de crescimento.

De um modo geral, € vélido dizer que os numeros de Fibonacci estao
presentes em muitas plantas, nos ramos e galhos que crescem em quantidades

baseadas nesta série.

1.9.2 A Musica e o Niumero de Ouro

Para Boyer (2005), era um artigo de fé fundamental do pitagorismo que a
esséncia de tudo, tanto na geometria como nas questdes praticas e tedricas da vida
do homem, podia ser explicada em termos de arithmos, ou das propriedades
intrinsecas dos inteiros e suas razdes.

De acordo com o dicionario, a musica € uma sucessao de sons agradaveis ao

ouvido. Também podemos dizer que a musica é “ritmo e som”, ou seja, € uma

combinacéo do sons executados em determinada cadéncia. Para que a musica seja
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7

agradavel, precisa de uma harmonia entre os acordes e isto é obtido usando a
matematica.

Pitagoras de Samos (582-497 a.C.) é considerado o fundador da geometria
tedrica. Em seus pensamentos sobre a estrutura do universo, razbes e proporcgoes,
ele elaborou uma teoria que vinculava a musica, 0 espago e 0os numeros (Belucci,
2008).

Em duas cordas de mesmo material, sob a mesma tenséo e sendo a primeira
o dobro do comprimento da segunda, quando tocadas, a corda mais curta ira emitir
um tom uma oitava acima da corda mais longa, devido a sua frequéncia ter o dobro
do valor. Ou seja, a relagédo de 1:2 compreende a relagdo sonora de uma oitava
(Belucci,2008).

Dessa forma Pitagoras elaborou relagdes entre sons, o tamanho das cordas e

as razoes 1:2:3:4.

. R . L 1 ~
Assim, chegamos as seguintes relacdes: > compreende a relacdo sonora de
. - ~ 2
uma oitava e dividindo a corda menor pela metade, obtemos a relacéo de " nesse
. . . — , ~ 3 .
caso o tom sera de duas oitavas acima da corda inicial. Ja a relacao 2 nos da um

) . N 2 )
tom, uma quarta acima do tom inicial, e a relacdo de 5 mostra um tom, uma quinta

acima.

De posse destas informacdes, Pitdgoras desenvolveu as relagdes entre os
. 1 3
sons, o tamanho das cordas e as razes de > : -

Com base nos estudos de Pitdgoras podemos assim obter trés tipos de

proporc¢oes:

1
*A propor¢cdo geométrica estabelecida entre oitavas de um tom, isto &, > ‘4 o0 tom

uma oitava acima e duas oitavas acima;

\V]

*A proporcao aritmética, pois, usando a relacéo 3 : 4 se estabelece ao trabalhar o

som de uma oitava em uma quinta e uma quarta.
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*A proporgdo harmonica relaciona a diferenca dos valores das fracdes medianas,
_ . 6
assim na relacéo de P : 12, onde 8 excede 6 em um terco da mesma forma que 12

excede 8 também em um tercgo.

A proporcdo harmdnica pode ser considerada uma subversdo da proporcao
aritmética, trabalhando o som de uma oitava em uma quarta e uma quinta. Na
musica, existem varios artigos que relacionam as composi¢cbes de Mozart,
Bethoveen (Quinta Sinfonia) e outros com a razdo aurea.

Mas, a razado aurea ndo esta presente apenas na composicdo das notas
musicais, ela vai mais além. Podemos percebé-la até mesmos na construcdo dos
instrumentos musicais. Podemos observar na figura 30, a razdo aurea na estrutura
do violino, entre o tamanho do braco e o comprimento total do instrumento, assim
como a voluta que obedece a mesma relacdo das conchas nautilus em forma de

uma espiral equiangular.

Divisao b
. . c
Aurea
L a
< c
a
a
b 3 Divisao b
Aurea

Figura 27: Divisdo Aurea no Violino.

Portanto, conclui-se que o numero de ouro esta presente na muasica de um
modo geral, apesar desta abordagem nao citar todos os casos ou situagdes em que
ele se mostra, foi possivel observar que foi e ainda € componente crucial, no

processo de construcdo da musica.
1.9.3 O Homem de Vitravio
Da mesma forma que as plantas e 0s animais apresentam as propor¢coes

aureas, nao ocorre diferente com os seres humanos. Talvez seja este fenbmeno a

explicacéo para a preferéncia cognitiva pela razdo: veremos a partir de agora que a
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face e o corpo humano possuem as mesmas relagdes matematicas presentes em
outros seres vivos. Segundo Marcus Vitruvius®, o corpo humano possui como ponto
central o umbigo, pois, se um homem for colocado deitado de costas, com seus
membros superiores e inferiores estendidos e sendo um compasso centrado em seu
umbigo, aos dedos de suas maos, os pés tocardo a circunferéncia criada a partir
deste centro. Pode-se extrair uma segunda figura geométrica, a partir do homem
vitruviano, medindo sua altura, da sola dos pés até o topo da cabeca, observa-se
que a medida dos bracos estirados horizontalmente, criando assim a forma
quadrada. Marcus Vitravio, acreditava que arquitetura dos templos da época deveria
adotar como base a analogia do corpo humano, devido ele ser harménico em todas
as suas partes.

Mas soO foi no periodo da Renascenca, na ldade Média, que Leonardo da

Vinci, baseando-se nos fundamentos de Vitravio, quem ilustrou sua ideia.
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Figura 28: O Homem de Vitravio por Leonardo da Vinci.

Segundo Boyer (2005), apesar de Leonardo da Vinci, muitas vezes ser

lembrado como um matematico renascentista, ele ndo se fixou na aritmética, na

> Marcus Vitruvius Pollio; arquiteto e engenheiro romano viveu no século | a. C., publicou um grande
manual de arquitetura, dividido em 10 volumes, onde desenhou a figura de homem de bracos
abertos, chamado atualmente de homem vitruviano em sua homenagem.
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geometria ou na algebra por tempo suficiente para fazer uma contribuicéo
significativa. Da Vinci mostra, através de seus desenhos, seus conhecimentos
matematicos, adotando a razdo aurea como garantia de perfeicdo, beleza e
harmonia em suas obras, como ja foi visto em sua mais famosa obra: o quadro de
Mona Lisa.

O estudo de Da Vinci, sobre o corpo humano ser considerado perfeito, possui
beleza e hamonia, deve respeitar uma proporcéo, sendo para ele, a razdo aurea a
representacdo do que € perfeito. Entdo, o corpo humano deve seguir esse mesmo

padréo.

o

Figura 29: O Corpo Humano e as Proporgdes Aureas.

Onde, se adotarmos as devidas medidas para os segmentos indicados na

figura, chegaremos cada vez mais proximo de ®.

1:2=2:3

3:4=4:5

5:6=6:7
8:9=9:10

10:11=11:12
13:14=14:15

15:16=16:17 =0, 618...
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Para Da Vinci, o homem perfeito, deveria ter as razbes entre suas medidas,
como por exemplo, sua altura e a distancia de umbigo até o chdo, deveria ser
aproximadamente igual a ®. Tais proporgbes também s&o encontradas na face
humana. A ciéncia ja constatou que o rosto humano € inteiramente baseado na
razdo aurea, pois, ele esta repletao de exemplos da sec¢do dourada, comegando

pela cabeca que forma um retangulo aureo.

Figura 30: roporgéo Aurea na Face e a Espiral Dourada e a Orelha.

A figura 33 mostra claramente as relagfes aureas na face do ser humano, o
retdngulo aureo que se encaixa perfeiratamente no formato do rosto, mantém as
mesmas relagcdes com os demais. Podemos observar que a boca e nariz sao
posicionados em seccbes de ouro da distanica entre os olhos e a parte inferior do
queixo.

Do ponto de vista da matematica, a orelha perfeita seria aquela que se
encaixasse em uma espiral logaritmica, seguindo as propor¢des do niumero de ouro,
como mostra a figura 33. Aléem de estar presente em diversos segmentos do corpo
humano, na face e na orelha do ser humano, ha diversos estudos que demonstram

que regra de ouro se mostra também na harmonia do sorriso e da dentigéo.
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Figura 31: Seccédo Aurea nos Dentes.

Analisando a figura 34, podemos observar que os dentes vistos frontalmente
estdo dispostos na propor¢do aurea um em relacdo ao outro. Esta proporcao se
estende desde o incisivo central até o primeiro pré-molar. E perceptivel também a
partir das marcacdes feitas na imagem, que o segmento “incisivo central até o
primeiro pré-molar”, preservam a mesma relagdo com o canto da boca.

Além de estudar as propor¢cfes do corpo humano, Vitrivio que era arquiteto,
estudou as proporcfes arquitetdbnicas harmoniosas. Ele defendia a ideia de que a
arquitetura de um templo devia se basear num corpo humano perfeitamente

proporcional, que apresentasse harmonia entre todas suas partes.

1.9.4 O Modulor (arazdo aurea na arquitetura).

N&o podemos dizer apenas, que a razdo aurea esta aplicada em varios
segmentos da natureza e que o homem simplesmente a aplica em suas obras. A
razdo aurea faz parte da vida da natureza e da vida do homem e o homem usa este

presente divino para expressar sua criatividade nas mais belas obras.

[...] uma das propriedades que contribuem para essa efetividade é a
proporcdo — a relacdo de tamanho das partes entre si e com o todo. A
histéria da arte mostra que, na longa busca pelo elusivo canone da
proporcéo perfeita a que poderia de algum modo conferir automaticamente
qualidades estéticas agradaveis a todas as obras artisticas, a Raz&o Aurea
provou ser a mais dourada (LIVIO, 2006, p. 69).

Depois da arquitetura classica da antiguidade, surgiu uma arquitetura que fez
uso de formas puras da geometria, onde a questdo da proporcdo passou a ser
tratada de forma particular.

Le Corbusier é um dos responsaveis por uma forma de arquitetura moderna.

Viajou o mundo, porém, foi na Grécia que encontrou sua maior fonte de inspiracao,
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nas obras do também arquiteto Phidias. Foi baseado nos estudos das obras gregas
e também no homem de Vitravio, que o arquiteto francés desenvolveu seu canone
arquiteténico “O Modulor”.

O Modulor foi desenvolvido pelo pintor e arquiteto francés Charles-Edouard
Jeanneret-Gris, mais conhecido como Le Corbusier®, por volta de 1945. Nele fica
estabelecida uma relacdo de medidas baseadas na divisibilidade do corpo humano
em proporcdo harménica, sendo baseada também nos numeros de Fibonacci. O
primeiro Modulor foi publicado em 1950 com estatura média do homem europeu de
1,75 m e com um de seus bragos estendidos, chegando a uma altura total de 2,16 m
(altura méxima de ocupacgdo do corpo humano). Ja em 1955, o arquiteto francés
publicou outro Modulor, com uma estatura de 1,83 m de altura. Le Corbusier criou
duas séries de valores em relacdo aurea. O objetivo era conseguir uma escala
humana universal para ser aplicada na arquitetura e na mecanica.

As duas séries representam o Modulor 2, pois, segundo Le Corbusier, é a
perfeita ocupacdo do homem no espaco, devendo considerar que a série vermelha
representa a altura média do homem e a azul a altura do homem com o braco

estendido.
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Figura 32: As séries do Modulor.

O estudo realizado pelo arquiteto € utilizado até os dias atuais em diversos
projetos, tanto em construcdes de edificios como até mesmo de mobiliario. Nao

faltam exemplos de obras do préprio Le Corbusier, a Torre de Tatlin, a unidade de

® Le Corbusier — nascido em La Chaux-de-Fonds, na Suica, onde estudou arte e gravuras. Foi um
dos defensores da utilizacdo da Proporcao Aurea na arte e na arquitetura.
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habitacdo de Merseilles em especial a Chapel de Notre Dame Du Haut, construidas
a partir do sistema de medidas harmonicas do Modulor.

|
| m
: ! m L m M
M 2=
M m = I B_

Figura 33: Chapel de Notre Dame Du Haut e
Esquema da aplicagéo da razdo 4urea na estrutura do edificio.

M+m M
=—=1,618
m m

Onde:

Muitas obras de Corbusier eram projetadas tomando como base o0s
retdngulos &ureos, seu objeto de estudo. O Modulor narrava seu sistema de
propor¢cdes baseado na matematica de secdo aurea e a propor¢cdo do corpo

humano.
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2. 0 USO DAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS PARA O ENSINO DA
MATEMATICA NA EDUCACAO BASICA

E de conhecimento geral que as avaliacbes, quanto ao conhecimento
matematico de nossos estudantes ndo sdo satisfatérias. O fraco desempenho
mostra muito mais do que a fragilidade na formacdo de uma geragéo de professores
e estudantes, evidenciando o pouco valor dado ao conhecimento matematico e a
ignoréncia em que se encontra a esmagadora maioria da populacdo no que tange a
matematica.

Devido a imagem que a matematica passa para os alunos de ser um “bicho
de sete cabecas” que pesquisadores e professores da matematica devem buscar
inUmeras formas de se ensinar matematica, dentre elas pode-se citar a utilizacdo da
informatica na Educacdo e o uso das constru¢cdes geométricas, que constitui uma
ferramenta importante para a compreensao da geometria, pois, disponibiliza técnicas
construtivas que demonstram as propriedades geométricas e a correta utilizacédo e

manuseio dos equipamentos, como 0s esquadros e 0 compasso.

2. 1 ORIGEM DAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Como linguagem de comunicagéo e expressao, a arte do desenho é anterior
em muito a da escrita. Por meio de gravuras tracadas nas paredes das cavernas, 0
homem pre-histérico registrou fatos relacionados ao seu cotidiano, deixando
indicadores importantes para 0os pesquisadores modernos estudarem os ancestrais
de nossa espécie.

N&o se sabe quando, ou onde, alguém formulou pela primeira vez, em forma
de desenho, um problema que pretendia resolver — talvez tivesse sido um “projeto”
de moradia ou templo, ou algo semelhante. Mas esse passo representou um avanco
fundamental na capacidade de raciocinio abstrato, pois, esse desenho representava
algo que ainda nao existia, que ainda viria a se concretizar. Essa ferramenta,
gradativamente aprimorada, foi muito importante para o desenvolvimento de
civilizacbes, como a dos babilénios e a dos egipcios, as quais, como sabemos,

realizaram verdadeiras faganhas arquitetonicas.
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Mas foram os gregos se destacaram, pois, em todas as areas do pensamento
humano que se propuseram a trabalhar, realizaram feitos que marcaram
definitivamente a histéria da humanidade. Foram os gregos que deram um molde
dedutivo a Matemaética. A obra Elementos, de Euclides (x 300 a.C.), € um marco de
valor inestimavel, na qual a Geometria é desenvolvida de modo bastante elaborado.
E na Geometria grega que nasce o Desenho Geométrico que aqui vamos estudar.

De acordo com (http://www.ebah.com.br/content/ABAAABeh4AJ/licenciatura-

matematica-desenho-geometrico), vale lembrar que, entre os gregos nao havia

diferenca entre Desenho Geométrico e Geometria. O primeiro aparecia
simplesmente na forma de problemas de construcbes geométricas, apos a
exposicao de um item tedrico dos textos de Geometria. Essa conduta euclidiana é
seguida até hoje em paises como a Franca, Suica, Espanha, etc., mas, infelizmente,
os problemas de construgdo foram h& muito banidos dos nossos livros de
Geometria. Assim, pode-se dizer que o Desenho Geométrico é um capitulo da
Geometria que, com o auxilio de dois instrumentos, a régua e 0 compasso, se

propde a resolver graficamente problemas de natureza teérica e pratica.

2. 2 BREVE HISTORIA DO ENSINO DO DESENHO GEOMETRICO NO BRASIL

De acordo com Machado (2012), inicialmente, € importante relatar quando a
disciplina Desenho Geométrico comegou a ser estudada no Brasil. Dessa maneira,
de acordo com os resultados dos estudos conduzidos por autores como Nascimento
(1999), Zuin (2001), Machado (2012) e Costa (2013), mostram que o ensino do
desenho geométrico no Brasil comecou no final do século XVII por causa do
interesse de Portugal em proteger e defender a terra conquistada. Assim, deu-se
inicio as “primeiras iniciativas de um ensino de ciéncias, especialmente de
matematica e desenho, a fim de formar pessoal capacitado para trabalhos com
fortificacOes militares (p. 53)”. Por exemplo, Machado (2012) relata que em 1699 foi
criada a Aula de Fortificagbes no Rio de Janeiro, cujo objetivo era ensinar a
desenhar projetos e a fortificar a defesa do pais contra os inimigos. Com isto, nas
primeiras décadas do século XVIIl, o ensino do desenho geomeétrico tornou-se

obrigatério para os oficiais militares. Entdo, a partir de 1738, os cursos de formacéo


http://www.ebah.com.br/content/ABAAABeh4AJ/licenciatura-matematica-desenho-geometrico
http://www.ebah.com.br/content/ABAAABeh4AJ/licenciatura-matematica-desenho-geometrico
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das Academias Militares comegaram a oferecer aulas de fortificagédo, que incluia o
estudo dos contetdos do Desenho Geomeétrico.

De acordo com Valente (2007), nesse sentido 0 ensino proposto por essas
academias visava formar engenheiros militares, cartégrafos e matematicos “capazes
de levar a cabo o levantamento de mapas com latitudes determinadas pelos novos
métodos empregados na Inglaterra e na Franca e, habilitar engenheiros a construir
fortificacdes para a defesa dos dominios ultramarinos (p. 46)”.

Segundo Nascimento (1999), no inicio do século XIX, em 1808, D. Jodo VI e a
corte portuguesa se transferiu para o Brasil, provocando alteragcbes no sistema
educacional da colénia. Com a transferéncia da familia real, algumas iniciativas
educacionais mais formalizadas comecaram a se destacar no cenario nacional.
Segundo Zuin (2001), em 1811, foi instituida a Academia Real Militar que solidificou
“o ensino sistematico das matematicas, das ciéncias e da técnica no Brasil no inicio

do século XIX".

[...] necessidade de se estabelecerem as profissdes técnicas e cientificas
faz com que sejam criados cursos de Desenho no pais. Para comegar a
reverter este quadro, em 1816, a Missdo Francesa composta por 18
integrantes chega ao Rio de Janeiro, a convite de D. Jo&o VI, para organizar
e criar a Escola Real de Ciéncias, Artes e Oficios no Brasil. Em 1817, é
criado o curso de Desenho em Vila Rica. No entanto, apenas apds abolicéo
da escravatura, as artes e os trabalhos manuais comecam a ser mais
valorizados (ZUIN, 2001, p. 64).

Ainda no século XVIII, aconteceram na Europa a Revolu¢do Francesa e o
inicio da Revolucao Industrial que provocaram mudancas tecnolégicas, que tiveram
impacto no processo produtivo mundial em nivel econdmico, tecnoldgico e social.
Esse cenario possibilitou que o ensino das ciéncias se tornasse primordial. De
acordo com Machado (2012), o Desenho Geométrico era considerado como um
saber essencial que possibilitava a modernizacdo das maquinas industriais.

De acordo com Zuin (2001), no final do século XVIII, o ensino brasileiro busca
uma adequacdo as novas ideias educacionais circulantes na Europa. Assim, no
inicio do século XIX, a “educagao brasileira se espelha no ensino da Francga,
adotando seus métodos e livros pedagogicos (p. 64)". Segundo Machado (2012), no
entanto, o objetivo da Missdo Francesa no Brasil era a implantacdo de um modelo
educacional nos moldes da educacédo oferecida na Franga, por meio da qual o
ensino do Desenho Geométrico possuia uma caracteristica artistica, bem distinta

daquela estudada anteriormente nas escolas militares brasileiras, A partir do século
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XIX, a revolugao industrial expandiu-se mundialmente, sendo que no Brasil houve a
urgéncia em formar mao de obra especializada para as novas demandas do
processo de industrializacdo. Esse fato possibilitou a criacdo das Escolas Normais e
dos Liceus Provinciais em 1835 e do Colégio Pedro Il em 1837. Assim, a criacao
dessas instituicbes permitiu que o ensino do Desenho Geométrico se expandisse,
sendo desvinculado da:

[...] esfera privada dos ateliés e das Escolas Militares, e [se tornasse] parte
da cultura escolar geral. Isso, por conta dos professores militares
convocados para o0 ensino nos preparatorios, o que acabou difundindo a
escolarizacao técnica-militar desenvolvida nas Academias para a esfera
publica (MACHADO, 2012, p. 60).

De acordo com Zuin (2001), nas primeiras décadas do século XIX,
aconteceram algumas mudancas sociais, politicas e econémicas, modificando de
maneira lenta o cenario brasileiro. Entdo, o inicio da modernizacao brasileira destaca
a urgéncia da construcdo de fabricas, de portos e estradas, bem como da
urbanizacdo das cidades Nesse sentido, Silva (1998), também argumenta que foram
realizadas modificacbes nos Estatutos da Escola Militar e, dentre estas
modificacdes, foram criadas disciplinas de engenharia civil no sétimo ano do curso
daquela instituicdo de ensino. Esta mudanca pode ser considerada como o0 ponto de
partida para a criacdo de escolas de Engenharia Civil separadas das instituicdes
militares. Nessa perspectiva, a criacdo de um curso de Engenharia Civil destacava o
ensino das construcdes geomeétricas na matriz curricular, pois, era essencial para a
formacdo dos engenheiros civis Assim, naquele momento, acontece ‘uma maior
valorizacdo do ensino das construgcbes geométricas estritamente ligadas ao
progresso e a necessidade de se capacitarem, de uma maneira mais efetiva,
categorias profissionais imprescindiveis ao avango técnico-cientifico e 0 mesmo
econdmico-social (p. 67).

Segundo Machado (2012), no final do século XIX, o projeto de modernizagao
do Brasil chamou a atencdo de Rui Barbosa, um importante parlamentar brasileiro,
para a criacdo de um sistema nacional de ensino gratuito, obrigatorio e laico do
jardim de infancia a universidade. Em 1882, para a elaboracdo do seu projeto de
reforma do ensino, Rui Barbosa inspirou-se em paises como a Alemanha, Austria,

Estados Unidos, Franca e a Inglaterra, que estavam em um nivel de
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desenvolvimento econdmico e educacional superior ao brasileiro. Nesse projeto
houve a determinagdo de que o Desenho Geométrico fosse considerado como um
“saber escolar necessario para o desenvolvimento industrial brasileiro (p. 63)”.

E importante ressaltar que até a década de 1950, o Desenho Geométrico foi
um componente curricular importante, permanecendo oficialmente nas matrizes
curriculares das escolas brasileiras. Assim, no decorrer desse periodo, esse campo

de conhecimento estava:

[...] plenamente instituido enquanto disciplina escolar no curriculo brasileiro.
Pode-se inferir, inclusive, que as décadas de 1930 a 1950 constituiram os
anos de ouro dessa disciplina em nosso pais, dada sua visibilidade em meio
aos documentos educacionais oficiais (MACHADO, 2012, p. 68).

De acordo com Wielewski (2008), entre o final da década de 1950 e o comeco
da década de 1960, inicia-se o Movimento da Matematica Moderna (MMM) que tinha
por objetivo a renovacdo do ensino da Matematica. Esse movimento visava
aproximar os conteudos matematicos trabalhados na escola bésica com o
conhecimento matematico produzido pelos pesquisadores dessa area do
conhecimento. Assim, esse movimento buscava preparar 0os alunos para trabalhar
com a tecnologia utilizada naquela época por meio da aprendizagem de contetdos
matematicos especificos que pudessem auxiliar o desenvolvimento tecnoldgico que
emergia no Brasil.

Segundo Zuin (2002), nessa perspectiva, foram incluidos no curriculo da
disciplina de Matemética, os conteudos referentes a teoria de conjuntos, a topologia
e as estruturas algébricas. Assim, esse movimento facilitou a reducéo e, em alguns
casos, excluiu o ensino da Geometria Euclidiana em alguns paises do mundo,
incluindo o Brasil. Sendo assim, a auséncia da geometria no curriculo matematico
também foi repercutida no ensino do Desenho Geomeétrico, pois, por meio dessa
disciplina podem-se estudar as aplica¢cées dos conhecimentos geométricos de uma
maneira grafica.

Ressalta-se que em 1961, a Lei de Diretrizes e Bases da Educacédo Nacional -
LDB 4.024/61 (BRASIL, 1961) determinou novos rumos para o ensino do Desenho
Geométrico, tornando-o uma disciplina curricular optativa. Esse fato ampliou o
desprestigio do Desenho Geométrico nos meios académicos, pois, nessa época 0S
documentos oficiais elaborados pela academia desvalorizaram esse componente
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curricular. E importante enfatizar que na década de 1960, o Desenho Geométrico
tornou-se uma disciplina curricular complementar que compunha a parte
diversificada do curriculo escolar. Entdo, apés a desconsideracdo do Desenho
Geomeétrico como uma disciplina curricular obrigatoria, o seu ensino foi excluido da
matriz curricular da maioria das escolas brasileiras enquanto o seu conteudo foi
retirado da programacao dos principais vestibulares do Brasil.

Similarmente, apesar das potencialidades apresentadas pelo estudo da
disciplina de Desenho Geométrico, em 1971, com a promulgacdo da Lei 5.692 de
Diretrizes e Bases da Educacao Nacional (BRASIL, 1971), o ensino desse campo de
estudo foi excluido do curriculo escolar brasileiro. Esse fato associado a excluséo do
Desenho Geométrico dos vestibulares de Arquitetura e Engenharia tornou essa
disciplina praticamente abandonada na matriz curricular do Ensino Fundamental e
Médio, da maioria das escolas, que tinham autonomia para elaborar a parte
diversificada do curriculo. Nesse contexto, muitas escolas.

Segundo Zuin (2002), na década de 1980, apesar de nao integrar o curriculo
da maioria das escolas, o ensino do Desenho Geométrico recebe um novo incentivo
com a publicacdo de novas colecdes de livros didaticos por editoras importantes
como a Scipione, a Atica e a FTD. Porém, o resgate dessa disciplina no curriculo

escolar ndo se concretizou, pois o:

[...] lancamento de novos livros ndo despertou os dirigentes da educacao
para que a disciplina retornasse ao ensino basico em ambito nacional.
Embora muitas escolas voltassem a incluir o Desenho Geométrico em seus
curriculos, existiam instituicdes que continuaram nao abordando as
construgdes geométricas (ZUIN, 2002, p. 6).

Diante dessa perspectiva, com a eliminagdo do Desenho Geométrico do
curriculo escolar e do vestibular, alguns professores ligados a disciplina comecaram
0 movimento pelo seu retorno, sem sucesso.

No final da década de 1990, a necessidade do estudo das construcdes
geométricas ressurge nos Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCN),
que refor¢caram a importancia das construgbes geométricas no curriculo matematico
com o emprego de “régua e compasso e a utilizagdo de outros instrumentos, como,
por exemplo, esquadro e transferidor” (BRASIL, 1998, p. 68) para o desenvolvimento

de conteldos matematicos desenvolvidos na escola bésica. Bongiovanni, Savietto e
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Moreira (2007), ressaltam que existem outros processos e instrumentos que podem
ser utilizados para o trabalho com essas constru¢gbes, como, por exemplo, régua
graduada, régua T, transferidor, esquadros, compasso e a curva francesa.
Atualmente, o Desenho Geométrico € considerado como uma disciplina
independente, sendo que poucas escolas mantém esse campo do conhecimento em
sua matriz curricular dos dois Ultimos anos do Ensino Fundamental. Segundo Zuin

(2001), é importante destacar que existem escolas que:

[...] mantém a disciplina Desenho Geométrico; escolas que tratam das
construgbes geométricas dentro da disciplina [de] Artes; escolas que ndo
possuem a disciplina Desenho Geométrico em suas grades curriculares e
ndo abordam as construgbes geométricas em nenhum momento, nem
mesmo dentro do conteldo de Geometria, desenvolvido em Matematica; e
uma outra classe de escolas que trazem a disciplina em questdo em sua
grade curricular, mas o conteiddo ndo é cumprido, sendo estas aulas
preenchidas com o conteddo de Matemética, sem nem sequer se
mencionarem as constru¢des geométricas (ZUIN, 2001, p. 99).

Apbs esse breve historico do desenvolvimento do ensino do Desenho
Geométrico no Brasil percebemos a necessidade de que a aprendizagem das
construcbes e demonstracfes ensinadas nessa disciplina continue sendo um
conhecimento viabilizado pelas matrizes curriculares da disciplina de Matematica e

acessivel a todos os alunos da educacao basica.

2. 3 IMPORTANCIA DAS CONSTRUCOES GEOMETRICAS NO ENSINO DA
MATEMATICA

Para Costa (2013), o Desenho Geomeétrico € uma linguagem grafica que
exerce um elo entre a geometria e a algebra contribuindo com o aprendizado dos
alunos em relagcdo as propriedades e demonstracbes desses saberes Nesse
direcionamento, existe uma “relagdo perfeita entre o Desenho Geométrico e a
geometria, pois ambas estudam as figuras geomeétricas com seus conceitos e suas
propriedades. Para Marmo e Marmo (1994, p. 12), o desenho é a geometria grafica”.
Segundo Queiroz (2010), nessa perspectiva, a Geometria e 0 Desenho Geométrico
“sdo conceitos que estao relacionados diretamente a matematica numa relacédo de
interdependéncia, por isso, é inquestionavel a importancia de uma abordagem

articulada desses conhecimentos (p. 9-10)".
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O Desenho Geométrico pode também proporcionar a capacidade e promover
o entendimento de outros conhecimentos; sua exatidao e a precisdo exigidas ao
desenho geométrico torna-o aliado importante na aplicacdo de conceitos da
geometria em areas significativas do conhecimento humano, como a arquitetura,
a engenharia, o desenho industrial, entre outros. Também ajudara a desenvolver o
raciocinio légico, o pensamento divergente, a organizacdo e a criatividade. Sua
exatidao e a precisao exigidas ao desenho geométrico torna-o aliado importante na
aplicacao de conceitos da geometria.

Segundo a enciclopédia Wikipédia, para os matematicos da antiguidade,
a geometria ndo poderia prescindir dos métodos de construcdes geomeétricas,
necessarios ao entendimento, enriquecimento teorico e a solucéo de problemas.

Dessa maneira, é interessante notar que existem prejuizos pedagdégicos, pelo
fato do Desenho Geométrico ser uma linguagem grafica da Matemética, que afetam
0 aprendizado dos alunos quando privados dos conhecimentos proporcionados pelo
ensino das construcbes geométricas no aprendizado de conceitos e demonstracfes
realizadas no ensino da Geometria Plana, na Geometria Espacial, na Matematica do
Ensino Fundamental ao superior e também nas “disciplinas que dependem da visao
espacial e das demais competéncias aprimoradas pelo Desenho Geométrico (p.
108)”.

De acordo com Wagner (1998), estando as construcbes geométricas cada
vez mais ausentes dos curriculos escolares, deve-se ajudar a resgatar o assunto do
esquecimento e mostrar a sua importancia como instrumento auxiliar no aprendizado
da geometria, pois, as constru¢cdes com régua e compasso ja aparecem no século V
a. C, época dos Pitagoricos e, tiveram enorme importancia no desenvolvimento da
matematica grega.

Para Giongo (2001), a importancia historica da régua e do compasso como
instrumentos na solucdo de problemas geométricos, leva muitos autores a limitarem
o proprio Desenho Geométrico apenas a representacdo e solucdo de figuras
geométricas no plano.

Segundo Costa (2013), atualmente por meio de uma pesquisa das matrizes
curriculares do Ensino Fundamental das escolas brasileiras, verifica-se um timido
retorno do ensino dos contetdos do Desenho Geométrico. Contudo, é importante a
conscientizacdo de que o ensino dessa disciplina deve ser significativo para

promover o entendimento e a compreensao dos tracados geomeétricos. Por outro
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64

lado, o Desenho Geométrico ndo deve ser notado simplesmente como um auxiliar
da Matematica e sim como um auxiliar das ciéncias, pois, € um “instrumento
artistico, cientifico e tecnolégico, e assim, de desenvolvimento do préprio homem”
(RAYMUNDO, 2010, p. 110).

Mandarino (2007) afirma que, com o desenvolvimento dos programas de
desenho ajudado por computador (CAD - do inglés: computer aided design - é o
nome genérico de sistemas computacionais (software) utilizados pela engenharia,
geologia, geografia, arquitetura e design para facilitar o projeto e desenho técnicos),
o desenho geométrico passou a ter mais importancia nos processos de ensino-
aprendizagem (desenvolvimento das faculdades espaciais) do que no tragado
impreciso que a régua e o compasso oferecem, ao levar-se em conta a imensa
precisdo dos sistemas computacionais.

Conforme Mandarino (2007), para realizar as atividades sugeridas, o aluno
necessitard apenas de lapis, régua e compasso. Em algumas atividades, ele podera
usar esquadros e transferidor, mas estes ndo serdo efetivos na resolucao. Poderia
ainda usar algum software de geometria dindmica, mas como nem toda escola
dispbe de laboratério de informética, nos restringiremos apenas a estes materiais,
pois, sao de facil acesso ao discente.

Assim, percebemos que as construcbes geométricas contribuem para o
processo de ensino e aprendizagem de conceitos matematicos por estimular o
desenvolvimento da criatividade, da organizacdo, além de estimular a utilizacdo de

estratégias inovadoras para a resolucédo de problemas.
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3 AS CONSTRUCOES GEOMETRICAS COM A REGUA E O COMPASSO

Este capitulo tem como objetivo apresentar algumas construcdes geomeétricas
com régua e compasso que envolve a razdo aurea e analisa-las junto a beleza da

divina proporgéo nas suas diferentes formas.

3.1 RAZAO AUREA OU SEGMENTO AUREO

A razdo A&urea, também chamada Segmento Aureo, NGmero Aureo,
Proporcdo Aurea, Numero de Ouro, Proporgdo de Ouro, Secdo Aurea, Razdo de
Ouro ou Divina Proporcdo, representa a mais agradavel proporcdo entre duas
medidas. Os gregos antigos a designavam como “divisdo de um segmento em
média e extrema razao” ou simplesmente “secgao”.

Iniciemos por construir com régua e compasso um segmento dividido em média e
extrema razdo, chamado segmento aureo. Para isso, sigamos 0S passos de
construcao a seguir:

AB

Passo 1: Trace um segmento com qualquer medida.

B

A

Figura 34: Construcéo do segmento dureo usando régua e compasso - Passo 1

Passo 2: Construa a circunferéncia C; de centro B e raio igual ao comprimento do

segmento 4B ¢ a circunferéncia C2 de centro A e raio de medida do segmento AB

Marque os pontos C e D que séo as intersecfes entre as circunferéncias C; e Co.
CD

e marque M, que sera a intersecao entre o segmento €D ¢ o

AB

Trace o segmento

segmento e ponto M € o ponto médio de

Figura 35: Construgdo do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 2



Passo 3: Trace uma reta r perpendicular a Ab , passando por B.

Figura 36: Construcéo do segmento 4ureo usando régua e compasso - Passo 3

Passo 4: Construa a circunferéncia C3 de centro B e raio igual ao

BM

comprimento do segmento e marqgue o ponto E, que serd a intersecao entre a

circunferéncia Cz e aretar.

Figura 37: Construcdo do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 4
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Passo 5: Trace o segmento AE

Fig.38: Construcao do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 5

Passo 6: Construa a circunferéncia C4 de centro E e raio

igual a medida do segmento EE

e marque o ponto F que serd a
AE

intersecao de C4 com o0 segmento

Figura 39: Construcéo do segmento aureo usando régua e compasso - Pass

67
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Passo 7: Construa a circunferéncia Cs de centro A e raio igual a medida do
segmento AF ¢ marque o ponto G que sera a intersecao de Cs com o0 segmento AB

Figura 40: Construcdo do segmento dureo usando régua e compasso - Passo 7

EYEL
31
©

Passo 8: O ponto G divide o0 segmento AB na razéo aurea, onde

Figura 41: Construcédo do segmento aureo usando régua e compasso - Passo 8
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A seguir vamos mostrar algebricamente que o ponto G divide o segmento AB
na razao aurea.

Figura 42: Prova que o ponto G divide o segmento AB na razéo aurea

Seja x unidades o tamanho do segmento AB por construcdo, temos que a medida

x

do segmento BE sera igual a 2 unidades. Aplicando o teorema de Pitdgoras
" =52 aE2_ 2 x sx
no triangulo ABE temos que AE” = AE + BE Logo, AE"=x"+% gassim
AE=22
ComoEF BE por construgdo e sabendo que BE= =, e ainda AE= AF+ FE
temos que 2= AF+Z,logo AF - = e
Como AF AG, por construcdo e sabendo que AF= M e ainda AB
AG + GBtemos que X = —+""5 Y, GB,logo GBx = "':"5:1—) "':3:".@
(VT 1) (3 g) yve x{_\‘?—-\
. o x(vV5 — - X(3— v =% o
Assim temos que=AG — € <B e Logo S S
¥5—1 = 2 _ J‘S—i \.'S—i 3+\‘i_ 35+ 535 2v5+2 _ _SE 6108033989
2 3—+5 3—+5 3—+5 3++5 2—-5 4



Além do segmento aureo, existem outros elementos geomeétricos que
apresentam a proporgcdo aurea. Elementos esses, que estéo relacionados ao
namero de ouro tanto em figuras geométricas quanto na natureza, como
vimos no primeiro capitulo. Temos a presenca da razdo aurea nas figuras
geomeétricas: triangulo aureo, retdngulo aureo, pentagrama, em algumas
espirais e em outros problemas geométricos cuja solugao depende de O.

As construcfes utilizam ferramentas matematicas conhecidas pelos
alunos: calculo de razbes, aplicacdo da semelhanca de triangulos, uso do
Teorema de Pitdgoras, solucdo de equacdo do 2° grau, aproximacées
numeéricas e varios outros assuntos. Inicialmente a ideia é introduzir aos
alunos os conceitos basicos sobre a razdo aurea e como realizar as etapas de
construcao.

Nos proximos itens faremos construcdes geométricas 4&ureas
detalhadas e justificadas. Ao final de cada construcdo sdo estabelecidas
relacbes entre os padrées numeéricos e o0s padrbes geométricos. Sera
construido ainda o triangulo aureo, o retangulo aureo, o pentagono regular e

as espirais logaritmicas.

3. 2 TRIANGULOS AUREOS

Os triangulos podem ser classificados segundo seus éangulos da
seguinte forma: acutangulo, obtuséngulo e retangulo.
3. 2.1 Triangulo Acuténgulo

Um triangulo acutangulo é dito aureo quando este triangulo é isésceles e
a razdo do tamanho de um dos seus lados congruentes pelo lado nao
congruente for o nimero de ouro.

Mostraremos que este fato ocorre se, e somente se, 0s angulos deste
triangulo acutangulo medirem 36°, 72° e 72°.

De fato, seja, o triangulo ABC isdsceles com a razdo entre seu lado

congruente pelo lado nédo congruente igual ao Namero de Ouro. Seja At _Be
=r, 48 — e 0 angulo E 9.
= 1+/5

z
1

Temos que 2 que é o Numero de Ouro.
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A ; B

Figura 43: Demonstrac&o 1 - Triangulo Acutangulo Aureo
Pela lei dos cossenos temos que:
?=r%+r?— 2.r.r.cos®

12 = 2r?2— 2r?cosH

> = r?(2— 2cos9)
:—:= (2—2cos0)

)2 = (2— 2cos0)

e
o]

2

(::) = 2(1—cosB)

R
1 2(1—cos8)

D 1+/5
Como ! 2 temos:
6+2V5 __ 1
4 2(1—coz=8)
1 3—45
1— cos=—.—
3++J5 3—-+45
3—/5
1— cos®= —
9-5
3—/5
1— cosB =

4
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3+5 = 1
2 2(1—cos8)
3++5= e 2
(1—co=8)
1
1— cosB = =
3++/5
1 3-5
1— cosB = - —
3++V5 3-S5
3—'\;?
1— cosB=
9-5
3-S5
1— cosB=
4
3—\"§
cosB=1-—
3
4-3+45
cosf =———
4
1++/5
cosB =

1++5
6 = arccos —

8 =3g0

A s A CAB= ABC=
E como o triangulo ABC é isOsceles, temos que os angulos
como queremos demonstrar

72

72°,
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Agora seja o triangulo ABC, isésceles com seus angulos medindo 36°, 72° e
72°. Demonstraremos que a razdo entre seu lado congruente pelo lado nao

congruente sera igual ao Namero de Ouro.

De fato seja, o triangulo ABC isésceles com seus angulos medindo 36°, 72° e 72°,

como podemos ver na figura abaixo.

36°

72° 72°

A B

Figura 44: Demonstrac&o 2 - Triangulo Acutangulo Aureo - Passo 1

Tracemos a bissetriz do angulo BAC, e chamemos de D o ponto de intersecao da

bissetriz com o lado B€.

Figura 45: Demonstrag&o 2 - Triangulo Acutangulo Aureo — Passo 2.
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Analisando o triangulo ADC, temos que o angulo S mede 108°. Sabemos que a

soma dos angulos internos de um triangulo mede 180° e temos que

DAC _ ACD ADB

ADC e ADB

= 36°. E como séo angulos suplementares, teremos que

medird 72°.

Figura 46: Demonstrac&o 2 - Triangulo Acutangulo Aureo - Passo 3

Observemos agora que os triangulos ACB e BAD sao semelhantes pelo caso AAA

(angulo, angulo, angulo), ja que oS _ BEH _ 72°, BER _ B0l _ 36° e S _ SRS _

72°.

Chamemos a medida do lado € de r e a medida de 2B de I, por construgdo temos que

AC-BC - comoo triangulo BAD é isOsceles temos que Ab _Ab _ | Analogamente,

no triangulo ADC temos que AD - DC - sabendo que BC _CD , DB

DB

r=1+ , € assim =r-



Figura 47: Demonstrag&o 2 - Triangulo Acutangulo Aureo - Passo 4

Utilizando a semelhanca dos triangulos ACB e BAD teremos que:

g%
I
gl

7

—
— g

-3

E como foi visto na se¢éo 2.1, teremos que:

r __ 1++5

1 2

15 = 1,618033988...

Como queriamos demonstrar.
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3. 2. 2 Triangulo Obtuséangulo

Um triangulo obtusangulo é dito aureo quando este triangulo é isésceles e a
divisdo do tamanho do seu lado ndo congruente por um dos seus lados congruentes

for o nUmero de ouro.

Este fato s6 ocorre se, e somente se, 0s angulos deste triangulo obtusangulo
medirem 36°, 36° e 108°.

Para provar esta afirmacao, dado o triangulo obtusangulo ABC, com a razao
entre seu lado ndo congruente pelo lado congruente igual ao nimero de ouro vamos

demonstrar que seus angulos medem 36°, 36° e 108°.

De fato, seja o triangulo ABC is6sceles com a razdo entre seu lado n&o

congruente pelo lado congruente igual ao nUmero de ouro. Seja AG _ BC - l, AB _

u]

1+

2

- g

ACB _©

e 0 angulo = ". Temos que qgue é o numero de ouro.

r
Figura 48: Demonstracao 1 - Triangulo Obtusangulo Aureo

Pela lei dos cossenos temos que:
r’=1+1?- 2.1.l.cos®

r= 21— 21%cosHb

-
(]
|

= 1*(2— 2cos 9)

—]
" »

= (2— 2cosH)

(f): = (2— 2cos9)



2

(f)- = 2(1— cosB)

s & +/5

”

< teremos:

—] g

Como

(1+:r§)3 = 2(1— cosB)

1+2,5+5

= 2(1—cosHB
6+2\5
=~ =1 —cos0
3+\,”§
=1—cosb
4
3+5
cosb=1-—
4
4-3-5
cosB = A
4
1—'\'—5—
cosB =

6 = arccos (?)
®=108°

" oz A CAB= ABC=
E como o triangulo ABC é isOsceles temos que os angulos
como queremos demonstrar.

Agora, seja o triangulo ABC, isésceles com seus angulos medindo 36°, 36° e

108°. Vamos demonstrar que a razdo entre seu lado ndo congruente pelo lado
congruente sera igual ao nimero de ouro.

De fato, seja o triangulo ABC isGsceles com seus angulos medindo 36°, 36° e 108°.

C

108°

36° 36°

B
Figura 49: Demonstrac&o 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 1
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Marquemos um ponto D pertencente ao segmento B de tal forma que o

angulo e seja igual a 36° e o angulo s seja igual a 72°.

36° 20

O ¢

Figura 50: Demonstrag&o 2 - Tridngulo Obtusangulo Aureo - Passo 2

Analisando o triangulo ADC temos que o angulo M mede 108°. Sabemos

gue a soma dos angulos internos de um triangulo mede 180°, e como S e sae

< A cDB -
sao angulos suplementares, temos que medira 72°.

Figura 51: Demonstracéo 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 3

Chamemos a medida do lado 2B de r e a medida de A€ de I. Por construcao
temos que AC _BC _|
A g T B

Figura 52: Demonstrac&o 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 4
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Ao construirmos o segmento cb

AB=AD+DB

;-

logo, a medida de BC ¢ igual a medida de BD, que vale I. Como
temos que

=AD +1 AD=r—1 E fnalmente, como o triangulo ADC também &

isésceles, temos que a medida de AD & igual a medida de DC, que vale ' l.

r , € assim

-~ © ® o

Figura 53: Demonstrac&o 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 5

Podemos observar que os triangulos ACB e ADC sao semelhantes pelo caso

ACB _ ADC AC _ DAC _ CBA

AAA (angulo, angulo, angulo), ja que = 108°, s 36°e =

ACD _ 369

Utilizando a semelhanca dos triangulos ACB e ADC, temos que:

&8 Figura 54: Demonstragéo 2 - Triangulo Obtusangulo Aureo - Passo 6
AT

t

E
1

E como visto no capitulo anterior:

r __ 1++5 L
= o e i 1,618033988...

~

Como queriamos demonstrar.
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3. 2. 3 Triangulo Retangulo Aureo

Um tridngulo retangulo € dito aureo se for semelhante a um triangulo retangulo

com hipotenusa igual a ¢ e catetos iguais a V® ¢ 1. Este fato ocorre se, e somente
se, 0s angulos deste triangulo retangulo medirem 38°, 52° e 90°.

Seja o triangulo ABC, retangulo em A, semelhante ao triangulo retangulo

A’B’C’, com angulo reto em A’, hipotenusa igual a ® ¢ catetos iguais a Ve,
C1
b a
Vo o)
A c B A1 B’

Figura 55: Semelhanca 1 - Triangulo Retangulo Aureo

Sejam AB = ¢, AC = b e BC = a. Como ABC é semelhante a A'B’C’ termos que

a=k®,b=k/dec=k paraalgunsk e IR,

K

Figura 56: Semelhanca 2 - Triangulo Retangulo Aureo

Vamos demonstrar que, se um tridangulo retangulo é semelhante a um
triangulo retangulo com hipotenusa igual a ® e catetos iguais a V& e 1, sendo assim
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classificado como aureo, os angulos deste triangulo retangulo irdo medir 38°, 52° e
900°.

De fato, sejam BAC = ggo | ABC -0 o BCA _ B

C

A « B

Figura 57: Demonstrag&o 1 - Triangulo Retangulo Aureo

Temos que:
k
cos = —
ko
1
cos = —
o
1
cosd = —=
2
cos = =
1+ /5
2 1-45
cos = —.s \_
i+vY5 1-4/5
2(1—-+5
COSG — —\)
1-5
2(1-+5)
cos@ = ——="1

-4

e sendo assim teremos que: ¢ = 520,

1
—_

E como &~ B= 900, teremos que B 38°, como queriamos demonstrar.

Demonstraremos agora que, se 0s angulos de um triangulo retangulo medem
38°, 52° e 90°, este triangulo retangulo € semelhante a um triangulo retdngulo com

Lo \,"E

hipotenusa igual a = e catetos iguais a e 1 e, sendo assim, classificado como

triangulo retangulo aureo.



De fato, seja o triangulo ABC com = 90°,

=c, A =pe

BE = g,

BAC ABC _ 50 BCA _ 350 ¢ ainda que

R

Figura 58: Demonstrac&o 2 - Triangulo Retangulo Aureo
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Teremos que:

c

cos 520 ==
fB=1-: ¢
2 a
as. 2 V41
c V5-1'V5+1
a__ 2.J5+1)
c B—
a__ 2.J5+1)
c 4
B VE+1
c 2
B 1+45
c 2
a_¢d e S=1
c a fer)

1)2
o .

Logo, 0052 520 = (
2 2 2 (
Como sen 52° + cos 52° =1, temos que: sen 52° +

..
1 2
sen®520=1 @

b

2
Como sen2 52° = (8) , teremos

que:
O - OO -3
a =1 @ a =1 $2\a -
bae?-1 V&'—1a *
a $2 — & b=vVE-1
Observe que:
= 2 - % =3 =
S+ 1 5+2+45+1 6+25—-4 2+ 245 r
P- 1= (V) - g R o SERESE _ BAR_ Mgjo- o
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a a
. =0 2 3 .
Assim, temos que ¢ eb=" d>, logo este triangulo retangulo é semelhante a
um triangulo retangulo com hipotenusa igual a ® e catetos iguais a Ve e, sendo

assim, classificado como tridngulo retangulo aureo, como queriamos demonstrar

3. 3. RETANGULOS AUREOS

Todo retangulo sera classificado como 4ureo se dele ao extrairmos um
quadrado de lado igual ao menor lado do retangulo, o retangulo restante for

semelhante ao retangulo inicial.

Para ilustrar como identificar um retangulo aureo, observemos o retangulo
ABCD abaixo:

Seja um retangulo de lados a, b, com a < b.

Figura 59: Como identificar um retangulo aureo - Passo 1
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Retiremos um quadrado de lado a do retangulo acima:

D a 3 b-a C

Figura 60: Como identificar um retédngulo aureo - Passo 2

Caso o retangulo de lados b e a, e o retangulo de lados a e b — a sejam
semelhantes, o retangulo inicial de lados b e a sera classificado como sendo um
retangulo aureo.

Observe que caso os retangulos de lados b e a e o retangulo de lados a e b -

a sejam semelhantes, teremos:

a (1++5)

2
<~

b=
Como a e b representam os comprimentos dos lados do retangulo ABCD a
razao entre estes valores nunca sera um ndmero negativo, por este motivo

descartaremos a solugéo negativa da equacéo.

Assim,

1+/5

w o

Onde, encontramos a razao aurea.



86

Do exposto acima, concluimos que outra definicdo para retangulo aureo é:
todo retdngulo sera classificado como retangulo aureo quando a razao entre o seu
maior e menor lado for igual ao nimero de ouro.

Podemos observar que se do retangulo restante (EBCF), extrairmos um
quadrado (GHCF) de lado igual ao menor lado do retangulo, o novo retangulo
(EBHG) serd semelhante ao retangulo EBCF e, sendo assim o retangulo EBHG

também sera classificado como um retangulo aureo.

D a £ b-a c
P @ ®
a a
G e ¢ H
2a-b
@ & ®
A E b-a B

Figura 61: Como identificar um retédngulo aureo - Passo 3

Vejamos que:

a _ b-a
2a-b

b-a
2a®— ab= b%?—2ab +a?

b?— ab— a?=0

1+/5

oo
1

E como visto anteriormente teremos que

Provaremos agora que este processo pode ser repetido infinitamente sempre
nos dando um novo retangulo aureo.
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b a _ b-a
Sabemos do estudo de relacdes entre proporgbes que: @ °72  227P oy seja,

b b-a
a 22-b Assim, podemos afirmar que se o retangulo de lados b e a for aureo, os
retdngulo de lados ae b - ae lados b - a e 2a - b também seréo aureos.

Sendo assim, dada a sequéncia: b, a, b - a, 2a - b, 2b - 3a, 5a - 3b,... cujo termo
geral serd an = an-2 - an-1 teremos pelo raciocinio de relagdes entre propor¢des que
quaisquer dois valores consecutivos desta sequéncia serdo os lados de um

b 1+5
a

-

retangulo aureo se em NOSSo retangulo inicial
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Fecha-se este capitulo mostrando como é possivel construir um retangulo

aureo utilizando apenas régua e compasso.

Para isto, inicialmente, deve-se construir o quadrado AEFD de lado a.

Figura 62: Construcéo de retangulo dureo usando régua e compasso - Passo 1

Marque M, o ponto médio do segmento ax

Figura 63: Construcéo de retangulo aureo usando régua compasso - Passo 2
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Trace o segmento . MF
F

L
m

Figura 64: Construcao de retangulo aureo usando régua e compasso - Passo 3

Desenhe a reta 2E e o circulo de centro M e raio “'F. Chame de B a intersecao da
‘MF

—_—
AE com o circulo de centro M e raio )

reta
D _---"7777- mw. F
- ~
-~ ~
@
- ~
’ ~
7 N
7 %
7 N
7 N
7 \
7 \
7 %
7 \
\
// < 3
7 \
7 \
\
II J
' \
! \
h 1
h !
_____ e —— < ‘______*_________.
: A E 'B
' M I
\ ]
\ 1
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ ’
\ /
\ ’
\ 73
N ’
N 7
N 7
N 7
N 7
e
7

Figura 65: Construcéo de retangulo dureo usando régua e compasso - Passo 4

Trace uma reta perpendicular a reta 2E que passe por B. Trace a reta PF.

Chame de C a intersec¢éo entre essas duas retas.



Figura 66: Construcéo de retangulo aureo usando régua e compassd - Passo 5

O retangulo ABCD é um retangulo aureo.

D F c

@ 9
a

L 4 g
A M E B

E =
De fato, como

E=2 por Pitagoras temos que:
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F €
[ ]
a
a
[ @ ®
A M al2 E B

Figura 68: Prova que o retangulo ABCD ¢ Aureo - Passo 2

MF? = ME? + EF?
2
MF2 = (%) +a?
F’= —+a
3 :
= 5a?
Fi= =—
4
= 5a®
F= |—
N\ 4
MF = 245
D = c
a
a 2
A 2 l\-/l E B
2 % 5
AB=:+:V5
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1+/5

ElE
Il

Portanto, ABCD € um retangulo aureo

3. 4. PENTAGONO REGULAR
Em um pentadgono regular podemos encontrar diversas vezes a razao

aurea. Vamos mostrar como encontrar algumas dessas razdes utilizando o

pentadgono regular ABCDE de lado .

Figura70:Pentago
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Caso 1: Trace 0 segmento

EC

e definamos que

EC

=

Figura71:Pentagono-Casol-Passo
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Como ABCDE é um pentagono regular temos que SRARSSEas °. Temos ainda, que o

triangulo EDC € is6sceles e, com isso, RS 360.

Figura 72: Pentadgono - Caso 1 - Passo 2

~ 13

E como demonstrado na sec¢éo 4.2.1, teremos que a razao entre
ao numero de ouro.

seré igual

Caso 2: Ainda utilizando o pentagono regular ABCDE tracemos a diagonal AD

Como ABCDE é um pentagono regular temos que SESah °, Temos ainda, que 0

triangulo EDA é is6sceles e, com isso, 204 = E4AD =36,

Figura 73: Pentagono - Caso 2 - Passo 1



Seja P o ponto de interse¢do entre os segmentos

teremos que o angulo

q

ue EF = .

AD

CPD =726 1590 CP =CD =| E como

95

e °E. No triangulo CDP

C=EP+ PC teremos

Figura 74: Pentagono - Caso 2 - Passo 2
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No triangulo EPD temos que B s ° assim teremos um triangulo com os

angulos iguais a 36°, 36° e 108°, e como demonstrado na sec¢éo 4.2.2., teremos que

7
4

a razao entre *—t sera igual ao niumero de ouro.

Figura 75: Pentdgono - Caso 2 - Passo 3

EP =DP =

Caso 3: Vemos que o triangulo EPD é isGsceles, logo r-I.

b
4

E como demonstrado na secédo 4.2.2., teremos que a razao entre *~t sera igual ao
namero de ouro.
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Figura 76: Pentagono - Caso 3

Caso 4: Como demonstrado no Caso 2 sabemos que a razao entre "~ sera
igual ao

namero de ouro logo, podemos observar que a intersecdo de duas diagonais no
pentagono regular, as divide de tal forma que podemos encontrar 0 nUmero aureo

ao fazermos a razdo entre 0 maior e 0 menor comprimento.

Como exemplo, ainda utilizando o pentdgono regular ABCDE, podemos citar que
PO PE  r-lque sera igual ao nimero de ouro.

r
7
4

Caso 5: Como demonstrado no Caso 1 sabemos que a razao entre ! sera

igual ao

numero de ouro logo, podemos observar que a intersecdo de duas diagonais no
pentagono regular, as divide de tal forma que podemos encontrar 0 numero aureo
ao fazermos a razdo entre a diagonal de um pentagono e o maior comprimento

obtido apos realizarmos a divisdo da diagonal.

Como exemplo, ainda utilizando o pentagono regular ABCDE, podemos citar

r

q1d

L
ar 1

que gue sera igual ao numero de ouro.
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Figura 77: Pentdgono — Caso 5

3.5 ESPIRAL AUREA

No item 4.2, descreveu-se uma maneira de se obter o retangulo aureo. Sabe-
se gque uma das propriedades desse retangulo é que ele sempre podera ser dividido
em um quadrado e um outro retdngulo semelhante a ele. Esse outro retangulo tera
essa mesma propriedade, que vai sendo transmitida aos préximos numa sucessao
infinita.

A espiral aurea é a curva formada pelos infinitos arcos de 90° inscritos em
cada um dos quadrados e concordantes entre si. Os centros desses arcos Ssao
sempre vértices dos quadrados.

Vamos mostrar como construir uma espiral aurea utilizando apenas régua e
compasso.

Passo 1. Construa o quadrado ABCD de lado igual a uma unidade.

Figura 78: Construcdo Espiral Aurea - Passo 1
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Passo 2: Construa um novo quadrado CDEF utilizando o lado CD, com
tamanho igual a 1 unidade, pegando o primeiro quadrado como base para esta

construgao.

Figura 79: Construcéo Espiral Aurea - Passo 2

Usaremos agora o lado FB como base, com tamanho igual a 2 unidades, para

construirmos um novo quadrado. Este novo quadrado sera o BFHG.

E F H
(" L O
1
o————0 2
1
® 4 O
A B G

Figura 80: Construcéo Espiral Aurea - Passo 3
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O novo quadrado que iremos construir sera o AGJI e terd como base o lado
AG, de tamanho igual a 3 unidade.

E H
@ 1©)
1
2
1
[ 2 O
A G
3
| & ®

Figura 81: Construgédo Espiral Aurea - Passo 4

Continuando com 0 mesmo processo construa o quadrado EILK, com lado
medindo 5 unidade.

L 5

Figura 82: Construg&o Espiral Aurea - Passo 5

O préximo passo sera construir o quadrado de lado 8, HKMN utilizando o lado
HK de base.
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L 5

Figura 83: Construcdo Espiral Aurea - Passo 6

Observe que o processo pode ser repetido indefinidamente, sempre utilizando

o maior lado do ultimo retangulo como base para um novo quadrado.

Podemos observar também que os quadrados formados possuem lados
iguais a 1,1, 2, 3, 5, 8,... , ou seja, possuem medidas iguais a sequéncia de
Fibonacci.

Observe na figura a seguir que repetimos este mesmo processo até avangcarmos

alguns passos e construirmos o quadrado de lado 34.
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Figura 84: Construcéo Espiral Aurea - Passo 7

Para construirmos a espiral aurea iremos tracar um quarto de circunferéncia
em cada quadrado feito anteriormente de maneira a termos uma linha curva que

estara girando em torno de um ponto central, comecando pelo ponto B.
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Figura 85: Construcdo Espiral Aurea - Passo 8

O ponto central da espiral aurea pode ser achado como o limite dos pontos

de intersecédo das diagonais dos dois maiores retangulos, que nédo sao quadrados.
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Abaixo temos um desenho de uma espiral urea.

Figura 86: Espiral Aurea
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CONSIDERACOES FINAIS

A Razdo Aurea é um tema que chamou atencdo, ndo apenas por sua
perfeicdo, beleza e uma grande harmonia, mas, sobretudo, por favorecer uma
interligacé@o de vérias areas da matematica com outras disciplinas. Acredita-se que o
trabalno com a Raz&o Aurea pode ser bastante rico, pois, permite ao professor
rever, ampliar e aprofundar diversos conceitos e procedimentos ligados a niumeros
irracionais, razao, proporcdo, semelhanca de figuras planas, construcdes
geométricas e demonstracdes. Parece que, o nimero de ouro foi um presente de
Deus para a humanidade, pois, ndo se pode estimar a quantidade de aplicacdes
possiveis para o numero de ouro. Desde um simples girassol na natureza, até a
estética corporal humana, passando por uma infinidade de elementos que o homem
vem estudando e que muitos ndo conhecem e nao compreendem. O Numero de
Ouro também pode ser encontrado em flores, plantas diversas, obras de arte,
construcbes, em diversos elementos da natureza e também em triangulos e
retdngulos. Enfim, em tantas outras coisas que o homem ainda ndo conseguiu
acompanhar.

E claro que o uso dos computadores na educagdo ndo pode mais ser
questionado, porém, ndo se deve adotd-lo como uma Unica solucdo para 0s
problemas no ensino da matematica. Se a realidade atual mostra grandes
transformacdes em todas as areas da vida humana, os movimentos e as praticas
educacionais ndo estao, e nem poderiam estar, alheios a esses fatos. Porém, diante
do quadro em que se encontra a maioria das escolas de Macapda, servindo as
comunidades carentes, sem computadores, o ensino do Desenho Geométrico é de
fundamental importancia para o desempenho do ensino e aprendizagem dos alunos,
visto que, o ensino utilizando construcbes geomeétricas com régua e compasso tem
sido valorizado por possibilitar a visualizacdo, auxiliando nas conjecturas e provas
de geometria, além do custo para aquisicdo do material ser bem menor. Suprimir 0
Desenho Geométrico na Educacédo Basica, traz como consequéncia, alunos que
apresentam extrema dificuldade quando se trata de percepcao visual.

Por fim, reforca-se que é importante que se produza e divulgue programas
informaticos educativos ajustados as necessidades dos curriculos, assim como a
inclusédo da disciplina Desenho Geométrico com Régua e Compasso no curriculo do

Ensino Basico e que eles sejam interativos para que promovam uma aprendizagem
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cognitiva. Mas sem o restante dos elementos que constituem o circulo escola -
professores, equipamentos, novas atitudes de ensino - ndo valerdao de nada.

Apesar das dificuldades encontradas, espera-se que este trabalho auxilie o
professor a estimular as suas aulas, ou simplesmente para um aluno, seja uma fonte
agradavel para adquirir e aprimorar o conhecimento sobre Razdo Aurea e outros

assuntos abordados ao longo deste trabalho.
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