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Resumo

Este trabalho tem como objetivo aperfeicoar a compreensao de professores de Matemé-
tica no que tange a solucao de equacoes polinomiais por meio de radicais, com enfoque
na Teoria de Galois. O leitor encontra neste, um pouco da histéria da vida de Galois,
as resolucoes por radicais de equacgoes de grau n < 4, as teorias de grupos, anéis e

corpos, bem como a Teoria de Galois.

Palavras-chave

Equacoes Polinomiais. Galois. Grupos.



Abstract

This paper aims to improve the understanding of Mathematics teachers regarding the
solution of polynomial equations by means of radicals, focusing on the theory of Galois.
The reader find in this document a little of Galois’s life story, radical resolutions of

degree n < 4 equations, group, ring and body theories, as well as Galois Theory.
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Introducao

O estudo de equacgoes polinomiais se faz presente na vida escolar dos estudantes
desde muito cedo. No Brasil, em geral, os alunos comegam a estudar equagoes de 1°
grau no 7° ano, por volta dos 12 anos de idade. No 8° ano aprimoram o estudo de
expressoes algébricas, para no 9° ano conhecerem métodos para resolver equacoes de
2° grau e também as de 4° grau do tipo biquadradas. Quando vao para o Ensino
Médio é esperado que eles dominem a resolucao de equacoes de 1° e 2° grau para assim
aprenderem alguns métodos de resolucao de equagoes polinomiais de graus superiores.
Apesar do uso exaustivo de equacoes a partir do 7° ano, pouco se fala sobre a historia
de como ocorreu o desenvolvimento das formas de resolugao que utilizamos hoje.

Pensando nisso, este trabalho visa aprimorar os conhecimentos de professores de
Matematica do Ensino Bésico referentes a resolucao de equacoes polinomiais, bem
como ampliar tal conhecimento fazendo o estudo de grupos, corpos, anéis e da Teoria
de Galois.

No capitulo 1 abordamos historias relacionadas a resolucoes de equacoes de 1° a
4° grau escritas na forma geral, mostramos o desenvolvimento das férmulas resolutivas
dessas equacgoes, expomos os estudiosos que tentaram desenvolver formulas resolutivas
para equacoes de grau maior do que 4 e finalizamos o capitulo com a histéria da vida
de Evariste Galois, um importante teérico para algebra moderna.

J& no capitulo 2 apresentamos definicoes e propriedades envolvendo grupos, sub-
grupos, anéis e corpos, falamos sobre homomorfismo, grupos de permutacao e grupos
diedrais, procurando exemplificar todos os casos possiveis. Nas Secoes 2.4 e 2.5, abor-
damos conceitos envolvendo polinémios e terminamos o capitulo discorrendo sobre
Extensoes de Corpos.

Trouxemos no inicio do capitulo 3 conceitos e propriedades envolvendo raizes de
polinémios, aprimorando o caminho para o estudo da teoria que trata da solubilidade

de equacoes de grau maior do que 4 por meio de radicais. Posteriormente, apresentamos



a Teoria de Galois e dois exemplos envolvendo-a. No final deste capitulo, tratamos da

insolubilidade de uma equacao polinomial geral de grau n > 5.



Capitulo 1

A Histoéria das Equacoes e da Vida de

Galois

De acordo com [1], a primeira referéncia de resolugao de equagoes que se tém noti-
cias estd no papiro de Rhind, escrito pelos egipcios a cerca de 1650 a.C.. Como esses
povos nao utilizavam a notacao algébrica para resolver equagoes, ha relatos de que eles
as resolviam através de métodos complexos e cansativos. J& os gregos, em meados do
século 11T d.C., solucionavam suas equagoes através de Geometria e, nesse contexto, Di-
ofanto de Alexandria se destacou contribuindo para elaboragao de conceitos teoricos e
préaticos para a resolucao de equagoes. Conta a historia que na lapide do timulo de Dio-

fanto foi escrita a seguinte equagao que relata a idade com que faleceu, no caso 84 anos.

“Aqgui jaz Diofanto. Maravilhosa habilidade. Pela arte da dlgebra a ldpide nos diz
sua idade: Deus deu um sexto da vida como infante, um duodécimo mais como jovem,
de barba abundante; e ainda uma sétima parte antes do casamento; em cinco anos
nasce-lhe o rebento. Lastima! O filho do mestre e sdbio do mundo se vai. Morreu
quando da metade da idade final do pai. Quatro anos a mais de estudos consolam-no

do pesar; Para entao, deizando a terra, também ele alivio encontrar.”

No século IX d.C. os arabes promoveram o progresso na resolu¢ao das equacoes,
onde para representar valores desconhecidos o chamavam de “coisa”’, palavra que é

pronunciada em arabe como zay. Talvez seja por isso que até hoje a letra x seja a mais



utilizada como incognita nas equagoes em geral.

O arabe Al-Khowarizmi, considerado o matematico drabe de maior expressao da-
quela época, resolveu e discutiu equagoes de varios tipos, sendo que em um de seus
livros, o Al-jabr wa-1 mugabalah, encontra-se algumas explicacoes claras sobre resolu-
coes de equagoes.

Foi no século XVI d.C. que as equacoes passaram a ser escritas com simbolos mate-
maticos e letras. O francés Francois Viéte foi quem introduziu essa forma de escrever
equacoes, sendo inclusive considerado o “pai da Algebra”. Viéte estudou as equacdes
através de expressoes gerais como ax + b = 0.

No decorrer do trabalho falamos sobre resolucao de equacoes por meio de radicais,
isso quer dizer que as resolucoes devem ser expostas utilizando apenas os coeficientes
das equacoes e as operacoes de adicao, subtragao, multiplicacao, divisao, potenciacao
e radiciacao. A maioria das deducoes de formulas resolutivas de equacoes polinomiais

a seguir podem também ser encontradas em [3].

1.1 A Equacao de 1° Grau

A equagao algébrica de primeiro grau, escrita da forma moderna, ax + b = 0, onde
x é a incognita e a e b sao nlimeros reais e a # 0, tem como solucdo r = ——. Fssa
a
solucao é obtida fazendo operagoes validas em ambos os membros da igualdade, afim
de conserva-la. Ou seja,
ar  —b —b

ar+b=0az+b-b=0-bsar=-bs —=— 1 =—.
a a a

1.2 A Equacao de 2° Grau

Segundo [8], as equagoes de 2° grau sao atualmente resolvidas através de uma ex-
pressao atribuida ao indiano Bhéskara. Mas existiram outros povos que também desen-
volveram métodos para solucionar equacoes desse tipo. Antes de Cristo, os Babilonios
e os Egipcios utilizam simbolos e textos para resolver equacoes de 2° grau, enquanto
os gregos conseguiam concluir suas resolugoes utilizando-se de métodos geométricos.
Nao s6 Bhaskara, mas também os indianos Shidhara e Bramagupta contribuiram com

o estudo da resolucao de equacgoes de 2° grau, sendo Shidhara o primeiro a indicar



uma formula para resolver equacoes biquadradas. Os arabes foram representados por
Al-Khowarizmi, que fez representagoes geométricas influenciado por Euclides e desen-
volveu um método geométrico para resolver equacoes desse tipo. Mas foi o francés
Viéte que modernizou a escrita algébrica da resolucao de uma equagao de 2° grau
ax®+bx +c = 0, cujos coeficientes a, b e ¢ sao niimeros reais e a # 0, a qual utilizamos

até hoje. Isto é,

= Vb2 —4d.a.c

2a

X

A deducao da féormula acima pode ser obtida através da utilizacao de procedimen-
tos algébricos validos e o produto notavel conhecido como quadrado da soma de dois

termos, dado por
(a+b)* = a®+ 2ab + b*.

Para a > 0 e b > 0, o quadrado da soma ¢ ilustrado geometricamente através da

figura abaixo.

a b
a a ab
b ab b?

Figura 1.1: Quadrado da Soma de Dois Termos

Deducao da férmula de resolugao da equacao de 2° grau. Iniciando a partir da
equacao de segundo grau, az? + bx + ¢ = 0, dividimos ambos os membros da igualdade

por a,

ar*+bx+c 0 5 b c
L etz +-=0
a a a a

Completamos quadrado para aparecer o trinomio quadrado perfeito, que ao ser fato-
rado torna-se o produto notavel quadrado da soma de dois temos. Para isso, somamos
2

e subtraimos —-
4a



LU SR 2+b+b2 N
T T T a2 e v T 4 4a?  a
P (A R

x JE— —_— f—

2a 4a?  a
b? c

Somamos — — — em ambos os membros da igualdade, obtemos

a a

+b 2 ¢
an T 42 o

No segundo membro reduzimos os termos ao mesmo denominador. Isto €,

L b\? b — 4ac
x =
2a 42

Para finalizar, considerando que b> — 4.a.c é positivo, podemos extrair a raiz qua-

drada de ambos os membros da igualdade, observando que a raiz quadrada pode ter

dois resultado, um positivo e outro negativo. Posteriormente, somamos ~og também
a

em ambos 0s membros da igualdade, assim

PR B b —4ac B b b dac
v 2 2a  2a 2a - 2a 2a
b+ Vb? —4dac
T = )
2a

1.3 A Equacao de 3° Grau

De acordo com [7], até o fim do século XV a resolugdo de equagbes cubicas nao
eram conhecidas. Dois mateméaticos da Renascenca que se dedicaram ao estudo de
equagoes ciibicas foram Nicolo Fontana de Brescia (1500-1557), também conhecido
como Tartaglia, e Gerolamo Cardano (1501-1576). Cardano, em seu livro, Ars Magna,
escreveu que o bolonhés Scipione del Ferro descobrira um método para resolver equagoes

do tipo 23 + pxr = q, 2> = pr + q e 3 + ¢ = px, com p e g positivos.



O método a seguir foi apresentado por Viéte para resolver uma equacao de 3° grau.
Para mais detalhes veja [3].

Seja F' um corpo contendo o corpo dos racionais Q, ou seja, ' O Q, definiremos
corpos no Capitulo 2, e seja f(z) = az® + bx? + cx + d um polindémio de grau 3 cujos

coeficientes a,b,c,d € F e a # 0, facamos a substituicao de x por y + h. Assim,

f(z) = ax® + ba* + cx 4+ d

torna-se

fly+h)=aly+h)?>+bly+h)?>+cly+h)+d
fly+h) =aly® + 3y°h + 3yh? + h3) + b(y*> + 2yh + h?) + c(y + h) + d
fly+h) = ay® + 3ay*h + 3ayh?® + ah® + by? + 2byh + bh* + cy + ch + d
fly+h) = ay®+ (3ah + b)y* + (3ah?® + 2bh + ¢)y + ah® + bh? + ch + d.

b
Temos que o coeficiente de y? é 3ah + b. Tomando h = 34 e fazendo a divisao da
a

equagao f(y + h) =0 por a, obtemos de

fly+h) = ay® + (3ah + b)y* + (3ah® + 2bh + )y + ah® 4+ bh* 4+ ch + d

que

o W, Balzge) +0)y”  (Ba(=ge)* +20(—g;) + )y alg,)" +b(=55)" + c(5,) +d
a a a

(Ba(—3) +2b(=3¢) +0)  a(=5)° +b(—3)* +o(=5) +d

0=y +0y* + - Y+
0 =19+ py+q, onde
- (Ba(—5)" +2b(=5,) +¢) _ .- A=)+ b= + o) +d

a a
Podemos admitir que y* + py + ¢ = 0, com p,q € F & irredutivel em F, ou seja, o

polinomio nao pode ser fatorado como um produto de fatores lineares em F', pois caso



contrario teria uma raiz em F' e as demais raizes seriam de um polinémio de grau 2

com coeficientes em F'. "
Na equacao y® + py + ¢ = 0, substituimos y = z + — resultando em:
z

E\° k
z+—| +plz+—-)+qg=0
z z

k E\ 2 E\? k
z3—|—322—+32(—) —i—(—) +pz+p—+q=0
ya Z zZ VA

2 3 k
2 +32k+3—+ 5 +pz+p-+q¢=0.
z Z z

- L. —p o
Para eliminarmos os termos em z e em —, utilizamos k = 3 Logo, a substituicao
z
3

y=2z— ﬁ, leva a equacgdo y° + py + ¢ = 0 na equagao 2> — P + g = 0. De fato,
3z 2723

kK2 k3 k
2432k +3—+ 5 +pz+p-+q¢=0
z z z

2 3
(—p> (—P) (—P)
— 3 3 3
z3+3z(?p>+3 + +pz+p=—"+4q=0

z 23
2 3 2
3 p p p
_ r__r i —0
YAty T ors TP g T
3
3 p
- —0.
: 27z3+q

Multiplicando ambos os membros da igualdade por 23, obtemos

3 3 P’
. - — =0
z (z 973 + q)

3

6 P 3
- — =0.
z 27+qz

Ou ainda,



Substituindo 23 por t temos

3
P

24+ gt — = =0.
tat -

Assim, chegamos a uma equacao quadratica. Logo,
‘P —q+t+/—D/27
= 5 ,

onde D = —(4p® + 27¢*). Mas, como t = 23, temos

3 —q++/—D/27
5 .
3 _Q+\/T/27 e 2 = _q_\/T/Q?
2

Tomando z° = 5

3
p . p , .. .
(2129)% = — ==, 0 que resultaria em 2,2y = —=.w, onde w ¢ a raiz ctbica da unidade.

observamos que

De acordo com Tezzi [6], para um ntimero complexo z = r(cos(0) + isen(d)), cha-

mamos de raiz n-ésima de z e denotamos de {/z, a wm nimero complexo z; tal que

2" = z. Ou seja,

Ve=z, & 4" =2

No caso da raiz n-ésima de z a formula geral é dada pela segunda formula de Moivre,

9+2k7r)
n—m——— | .
n

0 + 2k
2y = \"/7_” (cos: +1se
n

Assim, a raiz n-ésima da unidade a formula geral fica reduzida a:

2km . 2km
W = COS—— + 15en—.
n n
Ou ainda, para k = 1, tem-se
2T 2
W = cos— +1sen—.
n n

Usando essa formula, obtemos que as raizes n-ésimas da unidade sao dadas por

2 n—1
1w, w?, ... w" .

2T 2
Em nosso caso, como n = 3, temos w = cos— + @sen? € C e trocando, zy por

L . p . Lo ~
WZz9 OU w2z2 Se necessario, concluimos que 21.22 = —g e as raizes cubicas da equacao

v + py + q = 0 sao:



2 2
Y1 = 21+ 22,Y2 = W21 + W2 € Y3 =W 21 +wW2s.

Deste modo,

1.4 A Equacao de 4° Grau

De modo semelhante, veja [3], a equacgdo de 4° grau do tipo az*+bx3+ca?+dz+e = 0

pode ser reduzida a uma equacao do tipo
4 2 _
Yy +py +qy+r=20

Utilizando argumentos que a priore foram utilizados por Descartes, escolhemos u, v

2
e w de forma que a equacao reduzida acima fique da forma (y2 + g) — (vy+w)? =0,

de onde decorrem as seguintes relagoes:
i) p=u—v?%
i) ¢ = —2vw;

2
i) r= ol

4

Isolando u na expressao i) temos u = p + v>

e isolando w na expressao ii) encon-

_q o : -

tramos w = 5y Fazendo a substitui¢ao de u e w em iii) obtemos a seguinte expressao:
v

2

4 49?°

> u_< 2q> N q
v

= —_— - :> —
r 1 w T 1

Multiplicando ambos os membros da igualdade por 4v2, temos
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40%r = p*v? + 2pv* 4 v — ¢2,
donde temos
08 + 2pvt + (p? — 4r)v? — ¢* = 0.

Nos calculos acima obtemos uma equacao ciibica em v2. Assim, podemos dizer que
uma equacao de 4° grau reduz-se a uma ctibica, logo suas raizes também sao dadas por

uma expressao utilizando radical.

1.5 Equacoes de Grau Maior do que 4

A questdo que surge agora é: serd que as equacoes de grau maior do que 4 também
sao soliveis por meio de radicais? Conforme [3], muitos foram os estudiosos que pes-
quisaram o assunto. Dentre eles temos Euler que apesar dos esforcos nao conseguiu
solucionar tal questao, mas encontrou novos métodos para resolver equacgoes de grau
4. Outro teoérico que pesquisou sobre o assunto foi Lagrange, que em 1770, observou
que os argumentos utilizados para equacoes de grau 3 e 4 poderiam ser unificados e
mostrou que o mesmo nao era eficiente para equacoes de grau 5. Em 1813, Ruffini
apresentou uma demonstracao da impossibilidade de resolver equacoes de grau maior
que 4 por meio de radicais, porém sua demonstragao apresentava muitas imperfeicoes.
Abel, em 1824, conseguiu provar que a equacao geral de grau 5 nao é solivel por meio
de radicais, no entanto, sua demonstracao nao deixou especificado se polindmios de
grau maior que 5 podem ser soltiveis por meio de radicais.

Foi em 1843, através de uma carta direcionada a Academia de Ciéncias de Paris,
que findou-se a procura por tal demonstracao. Nela, Joseph Liouville informou que
o trabalho deixado por Evariste Galois apresentava um método para decidir se um

polinébmio de grau maior do que 4 ¢ ou nao soliivel por meio de radicais.

1.6 A vida de Evariste Galois

De acordo com [2]| e [7], Galois nasceu em Burge-la-Keine, nas proximidades de

Paris, em 25 de outubro de 1811, cidade na qual teve seu pai, Nicolas Gabriel Galois,
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como prefeito em meados de 1815. Viveu com seus pais até os 12 anos, periodo no
qual teve sua mae como tnica professora. Dela herdou o interesse pela ciéncia e de
sei pai absorveu as ideias liberais que estavam em evidéncia no momento, decorrentes
da volta triunfante de Napoleao ao poder. Em 1823 ingressou no Liceu de Douis-
le-Grand, onde, como outros génios, se interessou muito por determinados assuntos
(relacionados & Matemaética), no entanto, quando lhe propunham estudos que nao eram
de seu interesse, ele nem os lia. Aos 15 anos frequentou a disciplina de matematicas
preparatorias, neste periodo leu toda a geometria de Legendre e estudou a obra de
Lagrange, situagao que o instigou a investigar sobre a resolugao de equacoes de quinto
grau. Em 1827 tentou ingressar pela primeira vez na Escola Politécnica, por onde
circulavam os principais matematicos franceses da época, contudo, seu ingresso foi
recusado. No ano seguinte tentou novamente, no entanto, teve o infortiinio de ser
avaliado pelo Monsieur Dinet, que novamente o reprovou, uma vez que nao entendeu
suas ideias e nao acreditou nos resultados apresentados. Na ocasiao, Dinet discordou
de um dos passos apresentados por Galois, que estava correto, e nao se safou de levar

uma esponja na cara.

Figura 1.2: Evariste Galois (1811 - 1832)

Sucessivas foram as tragédias e confusoes na vida de Evariste Galois. Em 1829,
ocorreu o suicidio de seu pai apés forte briga com inimigos monarquistas. A partir
desse momento, Galois tornou-se impetuoso pela causa republicana. Como nao teve
éxito na Escola Politécnica, ingressou na Escola Normal Superior, porém, em 1831,
em razao de suas causas politicas, publicou um ataque ao diretor da instituicao, que
culminou em sua expulsao. Imediatamente alistou-se na Guarda Nacional, que fora
rapidamente desativada pelo decreto do rei Luis Filipe, com o qual costumava travar
enfrentamentos, razao que o levou sucessivas vezes a prisao. Na cadeia ficou em estado
depressivo, e até tentou suicidio.

Em 1832, pouco antes de sua sentenca, houve um surto de coélera na cadeia onde
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estava. Por esse motivo, foi transferido para uma casa de satiide, onde conheceria
uma mulher que seria a causa de sua morte. FEvariste se apaixonou por Stéphanie-
Félicie Poterine, filha de um respeitado médico, que era comprometida com um cidadao
chamado Pescheux d’Herbinville e que descobriu o interesse de Galois. Como Pescheux
era um eximio atirador, desafiou Galois para um duelo.

Percebendo a enrascada que entrara, Galois elaborou, na véspera de seu duelo, um
testamento cientifico, com o intermédio do matematico Chevalier. Reuniu as pressas
seus estudos, escrevendo na margem a frase simbolo de seu desespero: “nao tenho
tempo, nao tenho tempo”.

No dia 30 de maio de 1832, pela manha, Galois foi ao duelo. Alvejado, ficou no
hospital até o dia seguinte, quando morreu. Mal sabia ele que deixaria em 60 péaginas
um legado para a Matematica, em especial para a Algebra Moderna, e seria mais tarde

considerado um dos mais criativos pensadores que a ciéncia ja teve.
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Capitulo 2

Grupos, Subgrupos, Anéis e Corpos

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢cdes que sao fundamentais para o entendi-
mento da Teoria de Galois. Para um aprofundamento no estudo de grupos, subgrupos,

anéis e corpos veja [3], [4] e [5].

2.1 Grupos e Subgrupos

A estrutura de grupos é uma das mais importantes estruturas algébricas da Mate-
matica. Seguem nesta se¢ao algumas defini¢oes e propriedades relevantes sobre grupos,
subgrupos, corpos, homomorfismo, dentre outras. Além disso, no final desta, falaremos

e exemplificaremos os grupos de permutagoes e os grupos diedrais.

2.1.1 Grupos

Definicao 2.1.1. Seja G um conjunto de elementos, nao vazio, dizemos que (G,*) é
um grupo se nele estiver definida uma operagao bindria (%), que denotamos por a * b,

que lé-se “a operado com b”, e tenha as sequintes propriedades:
i) Sea,be G entio axb € G (Propriedade do Fechamento)
ii) Se a,b,c € G entao (axb)*xc=ax (bxc) (Propriedade Associativa)

iii) Erziste um elemento e € G tal que ax e = e x a = a (FEristéncia do Elemento
Neutro)
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w) Para todo a € G eriste a™' € G tal que axa™' = a™' xa = e (Existéncia do

FElemento Inverso)

Note que, para se ter um grupo nao é necessario que ocorra a propriedade comuta-
tiva, no entanto, se ela ocorrer, dizemos que ele é um Grupo Abeliano, ou seja, dados
a,b € G para que o grupo seja abeliano é necessario que a x b = b x a.

A partir de agora, denotamos um grupo de (G, %) ou simplesmente de G.
Definicao 2.1.2. Se G € um grupo, entao:
(a) O elemento neutro de G € inico.
(b) Todo a € G tem um tnico inverso em G.
(¢) Para todo a € G, (a™!)™ = a.

(d) Para todo a € G temos que (a*xb)~' =b"'xa .

2.1.2 Gerador de um Grupo

Dizemos que um grupo G é gerado pelos elementos aq, as, ..., a,, se qualquer elemento
de G puder ser escrito como um numero finito de operacoes entre esses elementos.
Denotamos G =< aq, g, ..., ay, >.

A ordem de um grupo finito G' é o numero de elementos do conjunto, que denota-
remos |G|. Assim, se um grupo G tiver n elementos, dizemos que |G| = n. Caso um

grupo tenha infinitos elementos, dizemos que ele tem ordem infinita.

2.1.3 Exemplos de Grupos Abelianos

Exemplo 2.1.3. O conjunto Z = {0,+1,£2, ...} é um grupo abeliano infinito, munido

da operacao de adicao ou multiplicacao.

Exemplo 2.1.4. O Grupo B = {—1,1} € um grupo abeliano multiplicativo de ordem
2.
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2.1.4 Subgrupos

Definicao 2.1.5. Um subconjunto nao vazio H de um grupo G é chamado de subgrupo
de G, se, com relacao a operacio em G, o proprio H forma um grupo. Um subgrupo
H de G serd denotado por H <= G.

Segue da Definicao 2.1.5 e das propriedade de grupo que, para que H seja um

subgrupo de G é necessario que ele obedeca as seguintes condigoes:
i) e € H;
ii) Se a,b € H entdao axb € H.
iii) Va€ H entdo a™ ' € H.

Proposicao 2.1.6. Se H # &, entao H < G se, e somente se, quaisquer que sejam
a,b € H tem-se que axb~' € H.

Demonstracao. Inicialmente, se H < G, entao por (i), temos que e € H, logo H # @.
Se b € H entdo, por iii), b=' € H, assim se a,b € H, temos a,b™' € H e, por i),
axbteH.

Por outro lado, se H # @ eaxb™' € H, entdo existe a € H ee=axa ! € H.
Agora, se a € H, temos que a ! =exa™' € H e, se a,b € H, segue que a,b~! € H e

assim, a xb=ax (b~')"! € H, o que demonstra a proposigao. O

A partir desse momento usamos a notacao multiplicativa, substituindo x % y por
x.y ou, simplesmente, por zy. O elemento neutro por eg ou somente por e. No caso
da notacao aditiva, normalmente usada quando o grupo é abeliano, o elemento neutro
¢ denotado por 0 e o inverso de x ¢ o —x, que é conhecido como simétrico de .

Para demonstragao de um exemplo envolvendo subgrupos, que aparece a seguir em
forma de lema, e também para exemplos futuros é importante entendermos o que é
uma relacao de equivaléncia. Assim, sendo A um conjunto qualquer e ~ uma relacao
entre pares de elementos de A, se a,b € A, de forma que a relaciona-se com b entao

denotamos por a ~ b.

Definicao 2.1.7. Rela¢do de Equivaléncia - Dados x, x' e x” € A, dizemos que ~

¢ uma Relacao de Equivaléncia em A se ocorrem as sequintes propriedades:

i) x ~ x - (Propriedade Reflexiva);
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i) Se x ~ ' entao ' ~ x - (Propriedade Simétrica);
iii) Sex ~ ' ex’ ~ " entdo x ~ a” - (Propriedade Transitiva).

Definicao 2.1.8. Se A ¢ um conjunto e ~ é uma relagcao de equivaléncia em A, entdo

a classe de equivaléncia de a € A é o conjunto denotado por [a] = {z € Ala ~ x}.

Duas classes de equivaléncia sao disjuntas ou distintas. Logo, A é a uniao disjunta
dessas classes de equivaléncias, que é uma particao. Assim, definimos o conjunto das

classes de equivaléncia dessa relacao de equivaléncia como o conjunto

A/~ ={[a] : a € A}.

Definicao 2.1.9. Seja G um grupo, H um subgrupo de G. Para a,b € G, dizemos que
a=b mod H seab™' c H.

Denotaremos o conjunto das classes de equivaléncia da Definicao 2.1.9 por G/H.
Exemplo 2.1.10. A relagio a =b mod H é uma Relacao de Equivaléncia.

Demonstracao. Devemos observar se ocorrem as trés propriedades da Relacao de Equi-

valéncia. Dados a, b, ¢ € H, temos

1. a=a mod H

1

De fato, como H é um subgrupo de G, e € H e aa™! = e, logo aa™! € H, o que

implica que ¢ = a mod H.

2.a=b mod H=b=a mod H

Suponhamos que @ = b mod H, ou seja, que ab~! € H, assim
(ab™)"' = (b7)"la™! = ba~!. Portanto, ba=' € H, o que implica que
b=a mod H.

3.a=b mod Heb=c¢c mod H=a=c¢ mod H

Suponhamos que a = b mod H e b = ¢ mod H, logo ab™' € H e bc™' € H.
Como H ¢é um subgrupo de G temos que (ab~')(bc™!) € H, mas
(ab™1)(be™') = a(b7'b)c™! = aec™* = ac™'. Logo, ac™* € H o que implica

que a = ¢ mod H.
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2.1.5 Classe Lateral

Definicao 2.1.11. Seja H um subgrupo de G e seja a € G, entdo o conjunto
Ha = {ha| h € H} ¢ denominado classe lateral & direita de H em G. O conjunto
aH = {ah| h € H} é denominado classe lateral a esquerda de H em G.

Lema 2.1.12. Para todo a € G, temos Ha = {x € G| a =x mod H}.

Demonstracao. Seja [a] = {x € G| a = x mod H}. Inicialmente, mostramos que
Ha C [a]. Realmente, se h € H, entao a(ha)™' = a(a™'h™') = h™!, que pertence a H,
pois H é um subgrupo de G. Pela definicao de congruéncia, isto implica que ha € [al,
e entao Ha C [a].

Considere agora, que = € [a]. Assim ax™' € H, entdao (az™')™! = za™ € H.
Ou seja, za~! = h para algum h € H. Multiplicando ambos os membros por a pela
direita, temos que x = ha, o que implica que = € Ha. Logo [a] C Ha e, portanto,
la] = Ha. O

A notagao G/~ é utilizada para rela¢do de equivaléncia ~. No caso da congruéncia
modulo H é G/H, e este é o conjunto de todas as classes laterais a direita de H em G.

Logo, G é a uniao disjunta das classes laterais distintas.

Lema 2.1.13. Exziste uma correspondéncia bijetora entre duas quaisquer classes late-

rais o direita de H em @G.

Demonstracao. Dado um elemento ha € Ha, com h € H, associamos um elemento
hb € Hb. Esta aplicacao evidentemente é sobrejetora. Também é injetora, pois se
hib = hob, com hq, hy € H, entao hy = hy e portanto, hia = hsa. O

Teorema 2.1.14. Teorema de Lagrange - Se H é um subgrupo de G, onde G €

grupo finito, entao a ordem |H| é divisor da ordem |G)|.

Demonstragao. Vimos que G = |J Ha, assim |G| = > |Hal|, mas pelo Lema 2.1.13
para todo a € G, |Ha| = |H|, logo |G| = k|H|, onde k é o namero de classes laterais
distintas. Ou seja, |H|||G].

O]

Assim, k é denominado o indice de H em G e ¢é a cardinalidade do conjunto G/H.
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2.1.6 Subgrupo Normal

Definicao 2.1.15. Seja N um subgrupo de G. O conjunto N € dito um Subgrupo
Normal de G se para todo g € G e n € N tivermos gng~—* € N. Analogamente,
podemos dizer que N € normal se Ng = gN, para todo g € G.

Seja. N um subgrupo normal de G com a,b € G. Definimos a operacao

(Na)(Nb) = Nab. De fato, como N é normal em G temos que aN = Na, portanto,
NaNb= N(aN)b= N(Na)b= NNab= Nab.
Com o resultado obtido acima podemos enunciar o seguinte lema:

Lema 2.1.16. Um subgrupo N de G € um subgrupo normal de G se, e somente se, o
produto de duas classes laterais a direita de N em G também resulta em uma classe
lateral a direita de N em G.

2.1.7 Grupo Quociente

Teorema 2.1.17. Se G € um grupo e N é um subgrupo normal de G, entao G/N, com

a operacdo Na.Nb = Nab, também ¢ um grupo, denominado Grupo Quociente.

Demonstracao. Seja © = Na, y = Nbe z = Nc com a,b,c € G. Para G/N ser um

grupo deve obedecer as seguintes propriedades:

(i) Se z,y € G/N entao zy € G/N (fechamento)
Temos que zy = (Na)(Nb) = Nabe Nab € G/N. Logo xy € G/N.

(ii) Se z,y,z € G/N entao (zy)z = x(yz) (associatividade)
Temos que (zy)z = (NaNb)Nc¢ = (Nab)Nc¢ = N(ab)e, ao mesmo tempo,
x(yz) = Na(NbNc¢) = Na(Nbc) = Na(be). Mas (ab)c = a(be), pois a,b,c € G
que ¢ associativo. Logo, (zy)z = N(ab)c = Na(bc) = z(yz).

(iii) Existe um elemento N = Ne € G/N, tal que N = Nz = z.(Existéncia do

elemento neutro)

Se x € G/N, isto é, © = Na, entdo tN = NaNe = Nae = Na = z e Nz =
NeNa = Nea = Na = z. Assim, Ne ¢é o elemento neutro de G/N.
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(iv) Para todo z € G/N existe um elemento z~' € G/N tal que z.x7! = 27 1.z = Ne
(Elemento inverso)
Seja 7! = Na=! € G/N. Assim r.27! = NaNa™' = Naa™' = Ne. Analoga-
mente, 2 'z = Na 'Na = Na'a = Ne. Portanto, 7! = Na~! é o inverso de
x = Naem G/N.
O

Proposicao 2.1.18. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Se G é um

grupo abeliano entao G/N também ¢é abeliano.

Demonstra¢ao. Sejam © = Na e y = Nbcom ae b € G. Se x,y € G/N entdo
zy = (Na)(Nb) = Nab = Nba = (Nb)(Na) = yx. Portanto, se G é abeliano entao
G/N também é abeliano. O

Segue diretamente do Teorema 2.1.14 que,

Propriedade 2.1.19. Se G ¢ um grupo finito e N um subgrupo normal de G, entao

]
G/N|= 1.
G/NT= 1w

2.1.8 Homomorfismo de Grupos

Definicao 2.1.20. Dados os grupos (G,.) e (J, ), chamamos de homomorfismo toda

aplicacao f : G — J tal que, quaisquer que sejam a,b € G:

fla.b) = f(a)e f(b)

Figura 2.1: Homomorfismo de Grupos

Se f: G — J é um homomorfismo, dizemos que f é um homomorfismo de G
em J. Agora, se o homomorfismo for dado por f : G — G, dizemos que f é um

homomorfismo em G, chamado de endomorfismo.
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Definigao 2.1.21. Se f : G — J é um homomorfismo e f também é uma bijegao,
entdo a aplicacio € chamada de isomorfismo de G em J. Neste caso, G e J sdo ditos

1somorfos e denotado por G = J.
Vejamos alguns exemplos de homomorfismo de grupos:

Exemplo 2.1.22. Sejam (R, +) e (R*,.) dois grupos com as operagéoes usuais de adi¢cao
e multiplicacio de nidmeros reais. A aplicacao definida por f : R — R* tal que
f(x) =2% é um homomorfismo.

De fato, tomemos a,b € R, assim temos f(a+b) = 2070 = 242" = f(a).f(b). Entdo,
pela Definicao 2.1.20 temos que f é um homomorfismo. E ainda, como f(a) = 2% ¢
sempre positivo para todo a € R, temos que a imagem de f ndao € todo R*, logo f nao
¢ um homomorfismo sobrejetor, mas é um homomorfismo injetor, pois se f(m) = f(n)

temos 2™ = 2" que implica m = n.

Exemplo 2.1.23. A aplicacio [ : (Z,+) — (Z,+) definida por f(z) = 3z é um
homomorfismo de 7.
De fato, pois dados z,y € Z temos f(x +y) =3.(x +y) =3z + 3y = f(x) + f(y).
Nesse caso, f também €é uma aplicacao injetora, pois se f(m) = f(n) temos
3m = 3n = m =n, mas nao é sobrejetora pois Im(f) = {0,+3,£6,19,...} # Z.

Exemplo 2.1.24. A aplicagio f : (RY,.) — (R, +) definida por f(x) = logz € um
homomorfismo de R’ em R.

De fato, pois dados x,y € RY temos, f(xy) = log(zy) = log(z) + log(y) =
= f(x) + fy).

Nesse caso, [ € wma aplicagdo injetora, pois se f(m) = f(n) temos
log(m) = log(n) = m = n, e também é uma aplicagao sobrejetora pois Im(f) = R.

Logo, f € um isomorfismo, pois trata-se de uma aplicacdao bijetora.

Defini¢ao 2.1.25. [Niicleo de um Homomorfismo]. Seja f: G — J um homo-
morfismo definimos o nicleo de f, tal que para x € G, temos f(x) = € onde € é o

elemento neutro de J.
Denotamos o nticleo de f por Ny, ou seja, Ny = {z € G| f(x) =€}

Definicao 2.1.26. A definicao de poténcia em um grupo G € dada por, x" = e se

n=0,2"=2"1x,sen>0,2"=(x71)" n<O0.

Teorema 2.1.27. Seja [ : (G,*) — (J,*) um homomorfismo de grupos. Sendo e o

elemento neutro de G e € o elemento neutro de J, temos que
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i) fle)=e
i) fla)™' = fla™h);
wi) f(x)" = f(z").

Demonstracao. i) Existe z € G tal que x = x xe. Assim, f(z) = f(z*xe) =
= f(z) % f(e). O que implica que f(e) =

ii) Existe z € G tal que e = z x 7. Assim, f(e) = f(zx271) = f(x) * f(z7}).

Logo. f(e) = 43 = o)

iii) Pela Defini¢io 2.1.26 se n > 0, entao f(z") = f(z" ' xx) = f(a" ) * f(z) =

Fla"sw)xf (w) = f(a"2)xf (@)xf () = fa" s f(2) = F@) 5 ox f(2) =
f(x)" e se n < 0 entao f(z") = f((z~')™™), mas como por ii) f(z~ ) flx)™t
)1

entdo f(z") = f((z7")™") = [f(x)7']™" = f(z)".

Teorema 2.1.28. [Teorema do Isomorfismo]. Seja v um homomorfismo de G em

G com nicleo K, onde G e G tém como identidades, respectivamente e e €. Entao,

a) V(G) ={w(g)| g € G} é um subgrupo de G.

b) K = {g € G| ¥(g9) = €} é um subgrupo normal de G e mais, 1 € injetiva
& K = {e}.

¢c) G/K=9(G)

Demonstragao.  a) Inicialmente, € = ¢(e) € ¥(G), pelo Teorema 2.1.27, temos
v(G) # 2. Temos ainda que, se ©(g1),¥(92) € ¥(G) entao

U(91)-(U(g2)) " = (g1 (g5 ") = ¥(91.95") € ¥(G) ¥ g1,92 € G. Assim, pela
Proposicao 2.1.6, temos que 1(G) é um subgrupo de G.

b) Temos que e € K, pois 1p(e) = e Temos também que, dados ¢1,9» € K,

V(g192) = V(g1)(g2) = €€
P(g) =(g) ™t = (€)' =¢, assim ¢! € K. Agora, se k € K e g € G, temos
vy

g kg) = d(gh)w(k)W(g) = P(gh)ev(g) = (¥(9))~¥(g) = &, ou seja,
g tk.g € K para todo k € K e para todo g € G. Assim, K é um subgrupo

ee = e, logo 192 € K. E ainda, se ¢ € K, entao

normal de G.
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Agora, se x,y € G, entao
V(@) =9Y(y) & Y(@).Wy) " =ee Yy ) =e=1() ey € K.

¢) Seja G' = G/K. Vamos definir ¢/ : G’ — (G) tal que ¢’ ~ ¥(g). Inicialmente
Y’ estéd bem definida pois, ¢ = b/ = gh™' € K = ¢(gh™) =€ = (g) = ¥(h).
Temos que ¢'(G') = ¥(G) e portanto a fungao é sobrejetiva.

Observe que, se 2/ = Kz e y = Ky, entdao 2’y = KaeKy = Kxy = (zy)'.
Assim, se o/, yf € G' = G/K temos, ¥/(z'y) = ¥/[(zy)] = b(wy) = Y(@)d(y) =
P(x)'(y), ou seja, ¢ é um homomorfismo sobrejetivo. E ainda,
V(') =e oY) =e < x e K< 2/ =e Dal segue que, que o nucleo
de v’ é trivial pois o e = Ke = K e ¢’ & injetiva. Assim, ¢’ é um isomorfismo de
G’ sobre ¢(G) e portanto G/ K = ¢(G).

]

Teorema 2.1.29. [Teorema da Correspondéncial. Seja ¢ um homomorfismo so-

brejetor de G em G' com nicleo K = Ky, , entdo:

(a) Para cada H, H < G, tem-se H = ¢(H) = {¢(h): he H} <G'. Mais ainda,

se H ¢ um subgrupo normal de G, entao H' é um subgrupo normal de G'.

(b) Para cada H', H < G’', o inico subgrupo S de G contendo K tal que (S) = H
¢ v~YH'). Se H' é um subgrupo normal de G entio " (H') é um subgrupo

normal de G.

Demonstracao. Considerando @ =¢|g = H — G’ a restricao de ¢ ao subgrupo de
G, temos que z@ : H — G ¢ ainda um homomorfismo e pelo Teorema 2.1.28 segue que
H' = (H) ¢ um subgrupo normal de G'.

Agora, seja H um subgrupo normal de G. Se ¢’ € G’ temos ¢’ = ¢(g) para algum
g € G. Assim, para todo h' € H' = ¢ (H) existe h € H tal que ¢(h) = I’ e para todo
¢ € G existe g € G tal que ¢’ = 1(g). Segue que,

g h g = w(g) ap(h)(g) = ¥(g hg).

Como H ¢ um subgrupo normal de G entdao g~ t.h.g € H temos,

g 'H.g =(g " .h.g) =€ (H) para todo ¢ € G’ e para todo h' € H'.
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Portanto, se H é um subgrupo normal de G entao H' é um subgrupo normal de G'.

(b) Como (K) = {e} C H’, claramente ¢ # ¢)"'(H') C N. Se a,b € v~ (H)
entdao v(a)y(b) € H'. Isto implica que ¥(a).v»(b)~' € H', que por sua vez implica que
ab~! € =Y (H'). Logo, v~ ! < G.

Para cada x € G temos:

a9 (H)e) = d(a) (0 (H)b(x) = ()~ H () = H'. Portanto,
vV H o C Y Y H) e (x W Y (H)x) = ¢ (H'). Donde segue que v '(H') é um
subgrupo normal de G.

Finalmente, seja H < G tal que K < H e ¢(H) = H'.  Assim,
v (Y(H)) = v Y(H'). Logo, H C ¢ '(H'). Se z € ¥ '(H') entao ¢(x) € H' e
existe h € H tal que ¢(xh™') = e. Assim, ah™' € K < Hea € Hh = H. Logo,
¢v~Y(H') C H, consequentemente, "' (H') = H. O

2.1.9 Grupos de Permutagoes

Uma permutacao o sobre um conjunto A é uma funcao bijetiva de A em A, ou seja,
o : A — A. Utilizaremos a notacao o(x) = y para representar a imagem de x pela
bijecao o.

Seja S4 o conjunto de todas as permutacoes de A sobre A, munido da operacao
composicao de funcgoes, entao S4 ¢ um grupo denominado Grupo das Permutacoes de
A. A composicao de fungoes é definida por: Se f,g € S4 definimos a composi¢io de f
por g como sendo fg = f o g tal que fg(x) = f(g(z)) para todo x € A.

Seja A um conjunto finito com n elementos que denotamos por A = {1,2,...,n}.
Tendo um valor fixo para n o conjunto de todas as permutagoes sobre o conjunto
{1,2,...,n} sera denotado por grupo S,,.

Para representar as permutacoes utilizamos a notacao de matrizes, onde a 12 linha
corresponde ao dominio e a 2% linha corresponde a imagem obtida.

Fixando n = 3, temos que S3 é o grupo de todas as permutacgoes sobre o conjunto
A ={1,2,3}. Por exemplo,

1. Seja oy : A — Atal que 01(1) =1, 01(2) =2 e 01(3) = 3. Temos,
o1 =
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2. Seja oy : A — A tal que 09(1) = 3, 02(2) =1 e 02(3) = 2. Temos,

1 2 3
09 =
31 2

3. Seja o3 : A — A tal que o3(1) = 3, 03(2) =2 e 02(3) = 1. Temos,

O3 =

De maneira analoga podemos definir as outras permutacgoes o4, 05 € 0g, obtendo

assim o conjunto S3 abaixo:

(

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Sz3=4q01= y02 = 03 = , 04 =
1 2 3 31 2 3 21
\
1 2 3 1 2 3
05 = , 06 —
2 1 3 2 31
1 2 3 1
Assim, sejam 1,0 e 7 € S3 tais que 1 = , 0 =
1 2 3 3
1 2 3
T = . Fazendo as composicoes das funcoes observamos que o2
1 3 2

que 7o = o%7. Essa é a estrutura de um grupo Ss3, que denotamos por

Sy =<o,7T>.
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
0'3: - :17
3 1 2 31 2 31 2 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T2: = :]_’
1 3 2 1 3 2 1 2 3
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TO = = ,
1 3 2 31 2 2 1 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3
0’27' = =
2 31 1 3 2 21 3
Além disso, observe ainda que o7 # T, 0 que mostra que o grupo S3 nao é abeliano.
Veja:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
oT = = #+ =T0.
31 2 1 3 2 3 21 21 3

2.1.10 Grupos Diedrais

Seja P um poligono regular de n lados e D,, o conjunto das bijecoes do plano que

mantém P constante. Dado um plano «, temos
D, ={f:a — «; onde f é uma bijecio e f(P) = P}.

Por definicao, D,, ¢ um subconjunto de S, pois como S, é o grupo de todas as
permutacoes de um conjunto com n elementos e, nesse caso, D, sao as bijecoes que

deixam P fixo, entao elas apenas fazem uma permutacao de seus vértices. Assim,
D, CS,.
Vamos mostrar que D,, ¢ um subgrupo das bijecoes do plano. Temos,
i) Como I : « — « é uma bijegao tal que I(P) = P, entao I € D,,.

ii) As aplicagoes f,g € D, se, e somente se, f(P) = P e g(P) = P, entao
fog:a — aéuma bijecao e (f og)(P) = f(g(P)) = f(P) = P. Logo,
foge D,.

iii) Se f € D,, entdo existe g : « — «, tal que fog = go f = I, pois é uma bije¢ao
no plano a. Como f(P) = P, entao

P=1(P) = (g0 f)(P) = g(f(P)) = g(P)
Logo, f"' =g € D,,.
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Assim, temos que D,, € um subgrupo das bijecoes do plano e, portanto, pela Defini-
¢ao 2.1.5, D,, € um grupo. De acordo com [9], o grupo diedral n, denotado por D,,, cuja
operacao é a composicao de funcoes, é um grupo nao abeliano e ocorre para n > 3.
Neles existem 2n elementos.

Como exemplo de Grupo Diedral fazemos a construgao do Dy, que é o grupo das
simetrias do quadrado ). No Capitulo 3, um dos exemplos abordando a teoria de

Galois, recorre ao Grupo Diedral Dy.

Exemplo 2.1.30. Para melhor visualizacao das bijecoes do plano e das imagens dos
pontos do quadrado, o mesmo teve seus vértices enumerados de 1 a 4 e foi inscrito

num circulo de centro O, conforme a imagem.

2 & t

Figura 2.2: Quadrado @)

No quadrado temos 4 retas 1y, o, l3 e ly, cujas simetrias no plano em relacao a elas
deizam o quadrado constante. Sejam Sy, 59,53 € Sy as simetrias do plano em relagao
as retas dadas, respectivamente. Essas bijecoes possuem a propriedade S;(Q) = Q,
com i = {1,2,3,4}. Como sabemos os dngulos internos, formados pelas diagonais do

™
quadrado medem —, por isso temos quatro rotacoes feitas no sentido anti-hordrio em
torno de O que deizam @ constante, ou seja, R;(Q) = Q, com i = {1,2,3,4}, onde

. .~ T . ~ . ~ 7T . - .
Ry € a rotagao 5 Ry € a rotacao w, R3 € a rotacao > e Ry € a rotacao 27, ou seja,
Ry=1.
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Assim, podemos simbolizar as 8 bijecoes do plano, que deizam @) constate, por
bijecoes do conjunto {1 2 3 4}, que sdo:

1 2 3 4 1 2 3 4
Slz 9 S2: ’
1 4 3 2 321 14
1 2 3 4 1 2 3 4
83: 9 S4: Y
21 4 3 4 3 2 1
1 2 3 4 1 2 3 4
Ry, = ) Ry = )
2 3 41 3 4 1 2
1 2 3 4 1 2 3 4
R = , R4= =1.
4 1 2 3 1 2 3 4

E possivel escrever essas 8 bijecoes utilizando o0 = Si, 7 = Ry e I = Ry. Fazendo
as composicoes, observamos que Sy = o712, S5 = 0713, Sy = o7, Ry = 72, Ry = 7°,
Riy=71t=1 St=0>=1¢10=07>

Resumindo, Dy =< 0,7 >. Além disso, Dy = {I,7,7%,73, 0,07, 07%, 07%}.

Veja as relacoes:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
7_2: = _R27
2 3 41 2 3 41 3 4 1 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
7'3: —= :R3’
2 3 41 2 3 41 2 3 41 41 2 3
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oT = = =S4,
1 4 3 2 2 3 41 4 3 2 1
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
or? = = = S,
1 4 3 2 3 4 1 2 3 2 1 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
0'7—3 — = = Sg,
1 4 3 2 4 1 2 3 21 4 3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
™ =73 = = = Ry,
4 1 2 3 2 3 41 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
TO = = =S =o071°
2 3 41 1 4 3 2 21 4 3

2.2 Anéis

2.2.1 Definicoes e Exemplos

Definicao 2.2.1. Seja R um conjunto nao vazio, chamamos (R, +,.) de anel associa-
tivo se nele estiverem definidas duas operacoes adi¢ao e multiplicacao, que indicamos

por + e ., respecltivamente, e que para todo a, b e ¢ € R tenhamos:
1. a+b € R (Propriedade do Fechamento)
2. a+b="0b+a (Propriedade Comutativa da Adi¢do)
3. (a+b)+c=a+ (b+c) (Propriedade Associativa da Adi¢ao)

4. Em R, existe um elemento 0, tal que a + 0 = a, para todo a € R (Ezisténcia do
FElemento Neutro da Adigao)

5. 3—a€ R tal que a+ (—a) =0V a € R (Existéncia do Elemento Oposto)
6. a.b € R (Propriedade do Fechamento)

7. a.(b.c) = (a.b).c (Propriedade Associativa da multiplicagdo)
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8.

a.(b+c)=ab+ace(b+c)a=ba+ca (Propriedade Distributiva)

Podemos notar nos Axiomas de 1 a 5 que (R, +) é um grupo abeliano, que chamamos

de adicao, os axiomas 6 e 7 nos informam que R é fechado e possui a propriedade

associativa com relacao a operacao ., que é denominada de multiplicagao, ja o Axioma

8 faz uma ligacao entre as duas operagoes em R.

Exemplo 2.2.2. Seja Z(ﬂ) o conjunto de todos os reais da forma a + b2, com

a,b € Z. Temos que Z(\/ﬁ) forma um anel com relacao a adicao e a multiplicacao

usual de nimeros reais, veja:

Sejam a1 + b1V2, as + bav/2 e as + b3V/2 € Z(\/i), entdo:

1.

(a1 + bl\/§> + (CLQ + b2\/§) = (a1 + CL2> + (bl + bg)\/§ S Z(\/i) LOgO vale a
propriedade do fechamento para a adicao.

(a1 + b1vV2) + (az + b2v/2) = (a1 + az) + (by + b2) V2 = (a2 + a1) + (b2 + b1)V2 =
(ag+byv/2)+ (a1 +b1v/2). Portanto, vale a propriedade comutativa para a adigdo.

(a1 +b1\/§)+[((12+b2\/§)+((13+b3\/§)] = (a1+b1\/§)+[(a2+a3)+(bg—|—b3)\/§)] =
(a1 + as + Clg) + (bl + bz + bg)\/i = (a1 + (12) + asz + (bl + b2)\/§+ bg\/i =
[(ay +b13vV/2) + (ag + byv/2)] + (as + bsv/2). Vale a propriedade associativa para a

adicao.

Em Z(\/ﬁ), existe o elemento 0 = 04 0v/2, tal que a+bvV2+0+0v2 = a+bv/2,
para todos a,b € Z(v/2). Eriste o elemento neutro.

O elemento —a —b\/2 € Z(\/2) € tal que (a+bv2) + (—a—bv/2) = 0402 = 0.

Eriste o elemento oposto.

Temos que (ay + biv/2).(ag + bav/2) = [(ay.ag + 2.b1.by) + (ay.by + as.by)V?2] €
Z(\/i) Assim, vale a propriedade do fechamento para a multiplicacao.

E ainda que (a1+b1v/2).[(as+b2v/2).(a3+b3v/2)] = a1.a9.a3+ (a1.a2.bs+a;1.a3.by+
ag.ag.bl—|—2.bl.b2.bg)\/§+2.(&1.a3.bl+a2.b1.b3+a3.bl.bg) = [al.a2+2.bl.bg+(a1.b2+
ag.bl)ﬁ].(ag—i—b;;.\/ﬁ) = [(aq —i—bl\/5).(@2+bg\/§)}.(a3+ng/§). Vale a propriedade

associativa para a multiplicacao.

Por fim, temos que

(a1 + b1v/2).[(as + bav/2) + (a3 + b3v/2)] =
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=(ar +01v2).[(az + ag) + (bs + b3) V2] =

= ay.(ag + as) + ay.(by + b3)V/2 + by.(ag + a3)v/2 + 2by.(by + bs) =

= a1.ag + a1.a3 + a1.02V/2 + a1.b3V/2 + b1.as\/2 + by.as /2 + 20b1.by + 2by.bs=

= a1.(az + byV2) + b1v/2.(as + bav/2) + a1.(as + b3v/'2) + b1v2.(as + bsv/2) =

= (a1 + b1v?2).(ag + b2v/2) + (a1 + b1v2).(as + b3V/2). Indicando que vale a
propriedade distributiva.

Iremos denotar o anel (R, +,.) por R.

Definicao 2.2.3. Seja R um anel. Se para todos a,b € R tiwermos a.b = b.a entao

chamamos R de anel comutativo.

Definicao 2.2.4. Se R ¢ um anel comutativo e nele existir um elemento que denotamos
por 1, tal que a.1 = l.a = a para todo a € R, chamamos R de anel com elemento

unidade.

Se R é um anel comutativo, consideramos a # 0 € R um divisor de zero, se existir
um b # 0 € R, tal que a.b = 0.

Definicao 2.2.5. Se um anel comutativo e nao possuir divisores de zero, dizemos que

ele € um anel de integridade.

Definicao 2.2.6. Se R ¢ um anel comutativo, com elemento unidade e, além disso, os
elementos de R, diferentes de 0, formam um grupo abeliano em rela¢ao a multiplicacao,

entao dizemos que R € um corpo.

Um anel é conhecido como anel com divisao se seus elementos nao nulos formam
um grupo com relacao a multiplicagao, sendo assim, um corpo ¢ um anel com divisao
comutativo.

Assim, dizemos que R é um corpo se (R,+) e (R*,.) sdo grupos abelinos, com
elemento unidade.

Vemos na sequéncia, alguns exemplos de anéis e corpos.

Exemplo 2.2.7. O conjunto dos nimeros inteiros Z. com adi¢cao e multiplicacao usuais
¢ um anel comutativo com elemento unidade, 1. Observe ainda que Z nao € um corpo,
pois nao € um grupo em relacao a multiplicacao, dada a auséncia do elemento tnverso

multiplicativo. 7, € uma anel de integridade.

Exemplo 2.2.8. Seja 27 o conjunto dos inteiros pares, temos que 27, é um anel co-
mutativo com as operacoes de adicao e multiplicacao usuais. Mas 27, nao possui o

elemento unidade, logo nao € um corpo.
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Exemplo 2.2.9. Seja Q o conjunto dos nimeros racionais contendo as operacoes usu-
ais de adicao e multiplicacao. Fsse conjunto € um anel comutativo com elemento

unidade. Além disso, Q € um copo. De fato,
i) Dados a,b € Q temos que a.b € Q;
ii) Dados a,b,c € Q temos que (a.b).c = a.(b.c);
iii) Temos que 1 € Q e que a.1 = 1.a = a, para todo a € Q;
i) Para todo a € Q, com a # 0, existe a™' € Q, tal que a.a™ =at.a=1;
v) Para todo a,b € Q temos a.b = b.a.

Exemplo 2.2.10. Anel dos quatérnios reais, que foi escrito pela primeira vez pelo
matemdtico 1rlandés Hamilton.

Seja Qt o conjunto de todos os simbolos xo + x11 + x9j + w3k, onde xg, x1, T
e xr3 sao reais. Podemos dizer que dois desses simbolos, xo + w11 + 2] + w3k e
Yo + Y1t + YoJ + ysk sao iguais se, e somente se, x; =y, para t = 0, 1, 2, 3. Para
que Qt seja um anel € necessdrio definir uma soma (+) e uma multiplica¢ao (.) para

seus elementos. Assim, definimos:

1. Para todos A = xg + x11 + x9j + x3k € B = yo + y11 + yo7 + ysk em Qt, entao:
A+ B = (z0 + 211 + 225 + 23k) + (Yo + y17 + y2J + y3k)
A+ B = (xo+yo)+ (1 +y1)i + (w24 12)j + (23 + y3)k.

2. A.B = (1’0 + 211 + xzj + xgk?).(yo + yli + ygj + ygk’)

A.B = (20Yo — T1Y1 — T2Y2 — T3Yy3) + (Toy1 + T1Yo + T2z — T3Y2)i + (Toye + T2y +
T3y1 — T1Y3)J + (Toys + T3yo + T1y2 — T2 k.

Essa formula € obtida da multiplicacao formal de dois destes simbolos e a reunido
de dos termos usando a relacdo: i = j2 = k> =ijk = —1,ij = —ji =k, jk = —kj =i
e ki = —ik = j. Fssa relacao, denominada tabua de multiplicacao das unidades dos
quatérnios, pode ser representada pelo diagrama abaizo quando se percorre no sentido

hordrio, por exemplo, 17 = k,jk =1 e ki = j, sendo o senlido anti-hordrio negativo.
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Figura 2.3: Diagrama: Anel dos Quatérnios

Em Qt temos que 0 =040t 4+ 05 +0k e 1 =1+ 0i+ 07 + 0k sao, respectivamente,

o elemento neutro e a unidade e como i.j # j.i temos que Qt € um exemplo de anel

nao comutativo com unidade, além do mais, prova-se que, se A = xo+ x11 + x9j + x3k
To — X1t — x9) — x3k

0 5 12 25 23 em Qt, tal que, A.B =

To+ a1+ 23+ 23

B.A =1. Logo Qt € um anel com divisao, mas nao um corpo, uma vez que nao satisfaz

entao existe um elemento B = A~ =

a comutatividade para a multiplicacao.

O lema a seguir mostra o jogo de sinais para o produto, que normalmente sao

ensinados no Ensino Fundamental quando consideramos R = @Q, ou seja, o corpo

Q. +,.).
Lema 2.2.11. Seja R um anel, entao para todo a,b € R temos:

1. a.0=0.a=0

3. (—a).(=b) =a.b

Demonstracao.

1. Se a € R, entdao a.0 = a.(0+0) = a.0 + a.0, e como R ¢ um grupo com relacdo a
adigao, entdo a.0 = 0, de forma similar, 0.a = (0 4+ 0).a = 0.a + 0.a, que implica

que 0.a = 0.
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2. Para mostrar que a.(—b) = —(a.b), basta mostrarmos que a.b+a.(—b) = 0. Temos
que, a.b + a.(—=b) = a.(b+ (—b)) = a.0 = 0. Analogamente, (—a).b = —(a.b).

3. Na  demonstracao do terceiro item usamos o segundo,  assim

(—a).(=b) = —(a.(=b)) = —(—(a.b)) = a.b.

4. Vamos supor que R possua um elemento unidade 1, assim a + (—1).a =
=la+(—1).a=(1+(-1)).a=0.a=0. Logo, (—1).a = —a.

5. Em particular, se a = —1, entdo de (—1).a = —a, temos (—1).(—1) = —(—1) = 1.

]

2.2.2 Homomorfimo de Anéis

A definicao de homomorfismo de anéis é similar & proposta em grupo. O que difere,

é que nos anéis devemos analisar a aplicagao para duas operacoes.

Definicao 2.2.12. Dados a,b € R, dizemos que ¢ € um homomorfismo de um anel
(R,+,.) em um anel (R',+,.) se:

i. ola+0b)=¢(a)+ ¢(b) (i.€, ¢ € um homomorfismo de grupos);
ii. ¢(a.b) = ¢(a).o(b).

Se ¢ ¢ um homomorfismo de R em R’, definimos o nicleo de ¢ como o conjunto de

todos os elementos a € R tal que ¢(a) = 0 e chamamos esse niicleo de N,. Ou seja,

Ny={a€e R: ¢(a) =0}
Lema 2.2.13. Seja N, o nicleo de um homomorfismo de R em R, entdo:
1. Em relagcao a adigao, Ny € um subgrupo normal de R.
2. Seac Ny er € R, entao a.r € Ny er.a € Ny.
Demonstracao.

1. Como ¢ é um homomorfismo de R em R’, como grupo aditivo, entdao pelo Teorema

2.1.28, temos que N, ¢ um subgrupo normal de R.
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2. Vamos supor que a € Ny e r € R, entao, pela definicao de nicleo, temos que
¢(a) = 0. Temos também que ¢(a.r) = ¢(a).¢(r) = 0.¢(r) = 0. Analogamente,

¢(r.a) = 0. Assim, temos que a.r e r.a estdo em N.

O

Um homomorfismo de R em R/, onde ¢ é uma aplicacao injetora, é dito monomor-
fismo de anéis, ja se ¢ for uma aplicacao sobrejetora, é dito epimorfismo de anéis. Se
¢ é bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismos de anéis e assim podemos afirmar que

os anéis R e R’ sao isomorfos.

Exemplo 2.2.14. Sejam R e R’ dois anéis quaisquer tais que ¢(a) = 0, para todo
a € R. Temos que ¢ € um homomorfismo e que Ny = R. Nesse caso, ¢ € chamado de

homomorfismo nulo.

Definicao 2.2.15. Um conjunto nao vazio I de R € chamado de tdeal de R se:
(1) T é um subgrupo de R em relacao a adi¢do;
(2) Para todoi € I er € R tivermos i.r er.d € 1.

Seja R um ideal, entao 0 e R sao ideais de R denominados ideais triviais.

Lema 2.2.16. Seja R um anel comutativo com elemento unidade onde os inicos ideais

sao os triviais. FEntao, R € um corpo.

Demonstracao. Para todo a # 0 € R queremos construir um elemento b # 0 € R tal
que ab = 1.

Seja a # 0 € R e considere o conjunto Ra = {za| x € R}. Entao, Ra é um ideal
de R. De fato, se u e v € Ra, entao u = ria e v = rya para algum r; e ro € R. Assim,
u+v =ria+rea = (ri+rq)a € Ra; —u = —ria = (—r1)a € Ra, o que mostra que Ra é
um subgrupo aditivo de R. Temos também que, se r € R, ru = r(ria) = (rri)a € Ra,
que complementa as condicoes para que Ra seja um ideal de R.

Temos, por hipotese, que Ra = {0} ou Ra = R. Como 0 # a = la € Ra, entao
Ra # {0}, ou seja, Ra = R. Assim, todo elemento em R é multiplo de a segundo
algum elemento de R. Particularmente, 1 € R e pode ser considerado um miiltiplo de

a, assim, existe um elemento b € R tal que ba = 1. O

Sejam U um ideal do anel R e R/U o conjunto de todas as classes laterais distintas
de U em R, que obtemos quando consideramos U como um subgrupo de R com relagao
a adigdo. Em simbolos, temos R/U = {a+ U| a € R}.
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Lema 2.2.17. Se U ¢ um ideal do anel R, entdo R/U é um anel e é uma imagem

homomorfa de R.

Demonstracao. Definimos em R/U a operagao de multiplicacao (a+U)(b4+U) = ab+U.
Agora, para mostrar que R/U é um anel devemos verificar se os axiomas que definem
um anel valem para R/U. Facamos a demonstra¢ao para um dos axiomas, pois as
demais demonstragoes sao bastante semelhantes. Temos que a propriedade distributiva
a direita vale para R/U, poisse X = a+U,Y =b+U e Z = ¢+ U sao trés elementos de
R/U, onde a,b,c € R, entdao (X +Y)Z = ((a+U)+(b+U))(c+U) = ((a+b)+U)(c+
U)=(a+b)c+U = ac+bc+U = (ac+U)+ (bc+U) = (a+U)(c+U)+ (b+U)(c+U).
Portanto, R/U é um anel. Logo, se R é comutativo, entdo R/U também o &, se R
possui um elemento unidade 1, entdo R/U também possui um elemento unidade 1+ U.
E ainda, existe um homomorfismo sobrejetor ¢ de R em R/U dado por ¢(a) = a+ U,

em que U é o ntcleo. O

Teorema 2.2.18. Sejam R e R’ anéis e ¢ um homomorfismo sobrejetor de R em R’

com nicleo Ng. Entao:
i) R € isomorfo a R/U, onde U = Ny € o nicleo do homomorfismo;

i) Eriste uma correspondéncia bijetora entre o conjunto dos ideais de R’ e o conjunto

dos tdeais de R que contém Ni.

Omitimos a demonstracao do teorema acima, uma vez que se trata de uma tradu-
cao literal da demonstracao para grupos para a linguagem de anéis, veja Teorema do

[somorfismo 2.1.28 e o Teorema da Correspondéncia 2.1.29.

Definigao 2.2.19. Um ideal M # R num anel R é chamado de ideal maximal de R
se, sempre que U for um ideal de R, tal que M C U C R, entio U = M ou U = R.
Ou seja, um ideal M é mazimal se nao for possivel colocar um ideal entre ele e o anel
todo.

Teorema 2.2.20. Sejam R um anel comutativo com elemento unidade e M um ideal

de R. Entao, M é mazimal em R se, e somente se, R/M é um corpo.

Demonstra¢ao. Vamos supor que M seja um ideal de R tal que R/M seja um corpo.
Como R/M é um corpo entao seus tnicos ideais sao {0} e o proprio R/M. Mas, pelo
Teorema 2.2.18, existe uma correspondéncia bijetora entre o conjunto dos ideais R/M

e o conjunto de ideais de R que contém M. Na correspondéncia em questao, o ideal M
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de R corresponde ao ideal {0} de R/M, e o ideal R de R corresponde ao ideal R/M
de R/M. Ou seja, ndo existe nenhum ideal entre M e R além dos triviais, assim M é
um ideal maximal. Se M é um ideal maximal de R, entao pela correspondéncia citada,
temos que R/M possui apenas {0} e R/M como ideais. Como R/M ¢é comutativo e

possui um elemento unidade, R/M é um corpo. O

2.3 O Corpo de Fracao de um Anel de Integridade

Conforme a Definicao 2.2.5, o anel dos inteiros é um exemplo de anel de integridade.
E ele possui a caracteristica necessaria que podemos estendé-lo para o conjunto dos

racionais, que é um corpo. Tal fato, pode ser percebido em qualquer anel de integridade.

Defini¢ao 2.3.1. Dados os anéis R e R’ dizemos que R pode ser imerso em R’ se
existir um monomorfismo de R em R'. O anel R’ é denominado sobre-anel ou uma

extensao de R.

Se R e R possuem 1 e 17, respectivamente, como elementos unidades, é necessario

que esse monomorfismo leve 1 sobre 1°.
Teorema 2.3.2. Todo anel de integridade pode ser imerso em um corpo.

Demonstracao. Seja D um anel de integridade. Assim, o corpo que procuramos deve
ser constituido de todas as fracoes % onde a,b € D e b # 0, onde % pertence ou nao a
D.

Seja M o conjunto de todos os pares ordenados (a,b) com a,b € D e b# 0. Em M

definimos a seguinte relacao de equivaléncia:
(a,b) ~ (c,d) se, e somente se, ad = bc.

Para demonstrar a validade da relacao acima, vamos verificar as trés condicoes da

definicao de relacao de equivaléncia.
i) Se (a,b) € M, entdo (a,b) ~ (a,b), pois ab = ba.

ii) Se (a,b),(c,d) € M e (a,b) ~ (c,d), entdo ad = be, e ainda c¢b = da. Logo,
(c,d) ~ (a,b).
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iii) Se (a,b), (c,d), (e, f) € M, (a.b) ~ (¢c,d) e (¢,d) ~ (e, f) entdo ad = bc e cf = de.
Assim, bef = bde e como be = ad, entao adf = bde. Uma vez que D é comutativo,
temos que afd = bed, logo af = be, pois D é um anel de integridade e d # 0.
Portanto, (a,b) ~ (e, f).

Considere que [a, b] a classe de equivaléncia em M de (a,b) e F' o conjunto de todas
essas classes de equivaléncia [a, b], onde a,b € D e b # 0. Vamos mostrar que F' é um
corpo.

Para adigao definimos,
[a,b] + [c,d] = [ad + be, bd).

Temos que b # 0, d # 0, logo bd # 0, pois D é um anel de integridade, assim
[ad + be,bd] € F.

Afim de verificarmos a defini¢do termos que se [a,b] = [@/,V] e [¢,d] = [¢/, d], entédo
la,b] + [e,d] = [, V] + [, d].

De fato, se [a,b] = [d/, V'], entao ab’ = ba’ e se [¢,d] = [, d'], entdao cd' = dc'.

Temos que,

[a,b] + [c, d] = [ad + be, bd]

[ 0]+ [c,d] = [dd + b, V]

Queremos mostrar que [ad + be,bd] = [d'd + b,V d], mas isso ocorre se
(ad + be)b/d = (d'd + b')bd.

Mas, (ad+be)b'd = adb/d' +bcb/'d = ab'dd'+bb'cd’ = ba’dd +bb'dc’ = bd(a'd +b'c).

Temos que F' & um grupo abeliano em relacao a esta adigao e [0,b] é o elemento
neutro da adigao e [—a, b] é o oposto de [a, b].

Para multiplicacao definimos,
[a,b].][c,d] = [ac, bd]

Da mesma forma que na adi¢ao, com b # 0 e d # 0, temos que bd # 0 e se fizermos
la,b] = [a',V] e [e,d] = [/, d'], obtemos que [a,]].[c,d] = [a',V].[¢, d'].

Temos ainda que,

1. Todos elementos [a,b], com b # 0 formam um grupo abeliano com relagao a

multiplicacao.

2. [d,d] é o elemento unidade da multiplicagao.
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3. [e,d]™' =[d, ], pois ¢ # 0 e [d, c] esta em F.
4. Vale a propriedade distributiva em F'.

Portanto, F' é um corpo.

Agora, seja x,y € D, com x # 0 e y # 0, entdo [ax, x| = [ay, y], pois (azx)y = z(ay).
Denotamos [ax, 2] = [a, 1]. Definamos ¢ : D — F, por ¢(a) = [a, 1]. E facil ver que ¢ é
um monomorfismo de D em F, e que se 1 é o elemento unidade de D entdo ¢(1) = [1,1]
é o elemento unidade de F'. Portanto, F' é um corpo de fracao de D e D esta imerso
em [ [

2.4 Anéis de Polindomios

Nos Ensinos Fundamental e Médio iniciamos o estudo de polindmios, desde operagoes
com polindmios, fatoracoes, simplificacoes e até determinacao de raizes de alguns deles.
No Ensino Superior, ja como fungoes, tivemos a preocupacao em verificar suas continui-
dades, derivadas, integrais e maximos e minimos. Nesse estudo, estamos interessados
em incluir esses polindomios como elementos de um anel e estudar as propriedades al-
gébricas em cada caso. O interesse principal decorre do fato deles nos fornecerem um
anel euclidiano no qual as propriedades levam a uma discussao de corpos e de extensoes
de corpos.

Um anel de polindmios na indeterminada x é indicado de F[x], onde F' é um corpo.
Flz] & o conjunto de todos os simbolos da forma ag 4+ a;z + ... + a,,z™, onde m pode

ser qualquer inteiro nao negativo e os coeficientes ag, ay, ..., a,, pertencem ao corpo F.

Flz] ={ag+amz+ ...+ a2"| a, € Fen € Z;}

Para que F[z] seja um anel é necessario sabermos quando dois elementos dele sao
iguais, precisamos adicionar e multiplicar elementos de F[z] tal que os axiomas que

definem um anel valham em F[z].

Definigao 2.4.1. Se p(x) = ap+ a1z +...+a,a"™ e q(z) = by+byx+...+b,a™ pertencem

a Flz], entao p(x) = q(x) se, e somente se, para todo inteiro 1 > 0, a; = b,.

Em outras palavras, dizemos que dois polindbmios sao iguais se, e somente se, 0S

coeficientes correspondentes forem iguais.
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Definigao 2.4.2. Se p(x) = ag+ iz + ... + a,2" e q(x) = by + byz + ... + b2 estao
ambos em F[z], com n > m, entio p(x) +q(z) = co+ 1z + ... + cpx® + ... + c 2™, onde

para cada i, ¢; = a; + b;. Para n > m teremos b, = 0.

Assim, para somarmos dois polinomios quaisquer devemos somar seus coeficientes
correspondentes e colecionar seus termos. Como exemplo, se somarmos os polindmios
74 3z + 2% e 10 — x, onde podemos considerar 10 — x como 10 — x + 02, obtemos
(74 10) + (34 (=1))z + (1 + 0)2?, que corresponde a 17 + 2z + z°.

Podemos observar que a expressao obtida para p(z)+¢(x) mostra que p+¢ também
& um polinémio em F. E possivel mostrar que o par obtido do conjunto dos polinémios
sobre F' e a operacao de adigao definida é um grupo abeliano. O elemento neutro é a
funcao identicamente nula, 0 + O0x + 02 + ... + 02™, onde 0 indica o zero do anel F e
que o simétrico aditivo de um polinémio p(z) = ag + a1 + ... + @, ™ é o polindémio

—p definido por (—p)(z) = —ao + (—a1)r + ... + (—a,)z™.

Definigao 2.4.3. Se p(x) = ag+ a1z + ... + 2™ e q(x) = by + b1z + ... + b,a™, entdo
p(x)g(z) = co + 1z + ... + 2t onde ¢; = abg + a;—1b1 + a;—2by + ... + agb;.

Na multiplicacao de polinémios, multiplicamos todos os seus termos formalmente e

a,.b a+b

utilizamos a relacao z%z” = z*7°. Como exemplo, observe o produto abaixo:

p(r) =5—x+ 2% q(x) =2+ 3z — a3

Neste caso, ag = 5,a1 = —l,as = leag =a4 = .. =0e by = 2,0y = 3,by =0,
b3 = —1eby=0bs=..=0. Assim,
co = agbg = 5.2 = 10,
c1 = arby + aghy = (—1).2 4+ 5.3 = 13,
Cy = agby + a1by + aghs = 1.2 4+ (—=1).3 +5.0 = —1,
c3 = agby + asby + a1by + agbs = 0.2+ 1.3+ (—1).0+5.(—1) = =2,
¢4 = agby + az.by + asbs + a1bs + apby = 0.2+ 0.3+ 1.0+ (—1).(=1) + 5.0 = 1,
cs = asbg+a4.b1+asbs+asbs+aibys+agbs = 0.2+0.34+0.0+1.(—1)+(—1).0+5.0 = —1,
ce = agby + as.by + agby + azbs + asby + a1bs + agbg = 0.2+ 0.3+ 0.0+ 0.(—1) + 1.0 +
(—1).0+5.0=0,
cr=cg=..=0.
Portanto, segundo a definicao o produto
(5b—z+2%)(2+3r—2%) =10+ 13z — 2% — 223 + 2* — 2°,
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Temos ainda que na multiplicagao de polinémios valem a associatividade e a comu-
tatividade, onde o polindémio definido por 1+ 0z + 022 + ... + 02™ é o elemento neutro
dessa operacao e que 0 e 1 indicam respectivamente o zero e a unidade de F.

Portanto, temos que F[z] é um anel com estas operagoes.

Definigao 2.4.4. Se f(z) =ap+amr+ ...+ a2 #0ea, #0ea; =0V j >m,

entdo o grau de f(x), que € indicado por gr[f(x)], é m.

Lema 2.4.5. Se f(x) e g(z) sdo dois elementos nao nulos de Fl[z|, entdo
grlf(@)g(@)] = grlf(z)] + grlg(z)].

Demonstra¢ao. Nesse caso suponhamos que f(x) = a9 + a1x + ... + a,a™ e
g(x) = by + bz + ... + byx™, com a,, # 0 e b, # 0, entao gr[f(xz)] =m e gr[g(x)] = n.
Como f(z)g(x) = co + c1x + ... + ', onde ¢; = aby + a;_1b1 + a;_2by + ... + agb;.
Afirmamos que ¢, = apb, # 0 e ¢; = 0 para i > m + n. Temos que ¢,y = amby,
segue da definigao, jA que ¢; é obtido pela soma dos termos da forma a;b;—;. Caso
i=j+(i—j)>m+n, entdo j > moui—j >n, o que implica que a; = 0 ou b;_; = 0,
de modo que a;.b;_; = 0, assim temos ¢; = 0. Dessa maneira, o maior coeficiente nao

nulo de f(2)g(x) & cin, assim gr(f(z)g(x)] = m +n = gr{f(z)] + grig(x)]. O

Corolario 2.4.6. Se f(z) e g(z) sdo elementos ndo nulos de Flx], entao

grlf(@)] < grif(x)g(z)].

Demonstra¢ao. Como gr[f(z)g(x)] = gr[f(z)] + grlg(z)], e sabendo que gr[g(x)] > 0,
temos que gr(f(z)] = grlf(z)g(z)] — grlg(x)] < grlf(z)g(z)].

Corolario 2.4.7. F[x] é um anel de integridade.

Demonstra¢ao. Como F[x] possui um elemento neutro para operagao de multiplica¢do
(no caso, n(x) = 1), & comutativo em relagdo a multiplicacio, ou seja,
f(x).g(x) = g(z).f(z) e dados dois elementos f(z) e g(x) em F(z), temos que se
f(z).g(z) = 0 entao f(z) = 0 ou g(x) = 0. Portanto, F|x] ¢ um anel de integri-
dade. O]

Definicao 2.4.8. Dizemos que (p(x)) é um ideal se (p(x)) = {q(x)p(z) : q(x) € F[z]}.

Sabendo que F[x] é um anel de integridade, podemos construir para ele seu corpo
de fracoes, que consiste em todas as fracoes de polinémios e é denominado corpo de
fungoes racionais em x sobre F'. Denotamos por F[z]/(p(z)), onde p(z) é um polindémio
em Flx].
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Lema 2.4.9 (O Algoritmo da Divisao). Dados dois polinomios f(z) e g(x) # 0 em
Flz], entao existem dois polinomios q(x) er(x) em F|x] tais que f(x) = q(x)g(z)+r(z),
onde r(x) =0 ou gr[r(z)] < grlg(z)].

Demonstragao. Se o gr[f(z)] < gr[g(z)], basta colocarmos ¢(xz) = 0, r(z) = f(z) e
teremos f(z) = 0.9(x) + f(z), onde grlf(x)] < grlg(x)] on f(x) =

Agora, vamos analisar o caso em que f(z) = ag + a1z + ... + apx™ e
g(x) =by + bz + ... + byz™, onde a,, # 0, b, #0 e m > n.
Seja fi(z) = f(x) — (C;—m) ™ "g(x), assim gr[fi(z)] < m — 1, entdo por indugido

sobre o grau de f(z) podemos admitir que fi(z) = ¢(z)g(x) + r(z), onde r(x) = 0
ou gr[r(z)] < grlg(z)]. Mas entao, f(x) — dm ™ "g(xr) = q1(x)g(x) 4+ r(z), assim,

b,
temos que f < n S )) g(z) + r(x). Fazendo ¢(z) = C;—mxm_" + ¢ (),
obtemos f(x) = q(x)g(x) + r(z), onde g(x),r(z) € Fl[z] e r(x) = 0 ou gr[r(z)] <
grig(z)]. O

Defini¢ao 2.4.10. Dizemos que um polinémio p(x) em F[z]| € irredutivel em F, caso

p(z) = F(2)g(z), com (z),g(x) € Flal, tivermos grlf(@)] = 0 ou grlg(z)] = 0, ou
seja, p(x) = f(x)g(x) € irredutivel se f(x) ou g(x) for uma constante.

A irredutibilidade de um polindémio depende do corpo F ao qual pertence. Por
exemplo, o polinémio x? + 4 ¢ irredutivel no corpo dos reais, porém nao é irredutivel

no corpo dos complexos, uma vez que (x? 4+ 4) = (z + 2i)(z — 24), onde i* = —1.

Lema 2.4.11. Qualquer polinémio f(x) pode ser escrito de uma dnica maneira como

produto de polindmios irredutiveis em F[x].

Demonstracao. Seja f(x) € Flx] um polindmio de grau n maior ou igual a 1, vamos
por inducao sobre gr(f(x)).

O caso gr(f(x)) = 1 ndo ha o que provar: pois f(x) tendo grau 1 ja esta fatorado
como produto de irredutiveis.

Caso contrario, podemos escrever f(z) = fi(z)f2(x), onde fi(z) e fa(x) possuem
grau menor que n. Se fi(z) e fo(z) forem irredutiveis, a fatoragdo esta concluida.
Caso contrario, devemos repetir o processo até obtermos uma fatoracao de f(x) como
produto de irredutiveis. Suponha que f(z) seja o produto de m polindémios irredutiveis,

assim vamos mostrar a unicidade da fatoracao. Suponhamos que

f(x) = fi(x)fo(r)... frn(2) = 91(2)g2(T)...9n(7)
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sejam duas possiveis fatoragoes de f(z) como produto de polinémios irredutiveis, onde
m < n. Entao, fi(z) | ¢g1(x)g2(x)...gn(x) donde, fi(z) | g;(x) paraalguma j € 1,2, ..., n.
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que j = 1, entao fi(z) | ¢1(z). No
entanto, g(z) é irredutivel, assim ¢;(z) = a1 fi(x), com «; € F. Substituindo g;(x)

na equacao destacada anteriormente e cancelando, ficamos com
Si(@) f2(2)... fn (@) = a1 f1(2) () g2(2)...gn(2)
Jo(@).. () = 0192(2)...gn(2)

Repetindo o argumento, obtemos

1 =aq...0mGmi1(x)...gn(x)

0 que s6 é possivel se m = n. Portanto, concluimos que os fatores irredutiveis f;(x) e

g:(z) sao os mesmos, a menos pela forma que se escrevem os fatores.

]

Lema 2.4.12. O ideal A = (p(x)) em Flx] é mazimal se, e somente se, p(x) é um

polindmio irredutivel em Flz].

Demonstracao. Provamos que p(z) é redutivel se, e somente se, A ndo é maximal.
Suponhamos que p(z) é redutivel. Entdo ou é invertivel ou pode ser escrita como
um produto de polinomios. No primeiro caso tem-se 1 = (p(z))~'p(z) € A onde
A = F[z] ndo é maximal. No segundo caso tem-se p(z) = ¢1(x)ga(z) com gr[g (z)] > 1
e grig(z)] > 1. Entdo, 1 < griqi(z)] < gr[p(z)], e pela Defini¢ao 2.4.8 de Ideal gerado

por ¢;(z), segue que

(p(2)) C (q2(x)) C Flx]
o que mostra que, também neste caso, A nao é maximal.
Reciprocamente, suponhamos que A nao é maximal, ou seja, que existe um ideal
B = (q(x)) tal que A C B C Flz|. Entao p(x) = r(z)q(x) para algum r(x) € F[z].
E claro que gr[r(z)] > 1 (pois se r(z) for constante, ¢(x) pertence a (p(z)) e teremos
B = A). Por outro lado, também g¢r[g(x)] > 1 (caso contrario, B = F[z]). Assim, a
fatoragao p(x) = r(x)q(xr) mostra que p(zx) é redutivel em F[z]. O

Exemplo 2.4.13. Seja F' o corpo do nimeros racionais e considere o polinémio
p(r) = 22 — 2 em Flx]. Temos que p(x) € irredutivel sobre F e que F[z]/(z® — 2)

¢ um corpo. Como sao seus elementos?
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Seja A = (2% —2) o ideal em F|x] gerado por 3 — 2.
Todo elemento em F[z]/(x®—2) é uma classe lateral da forma f(z)+ A do ideal A,

com f(x) em Flx]. Mas, dado um polinomio qualquer f(z) em Flz], pelo
algoritmo da divisao temos f(xr) = t(x)(z® — 2) + r(x), onde r(z) = 0 ou
grir(z)] < gr[(a® —2)] = 3. Assim, r(z) = ap + a1x + as2?, onde ag,a1,ay € F,

assim, f(z) + A = ap + a1z + asx® + t(z)(2® — 2) + A = ap + a1x + axx® + A, pois
t(z)(z®—2) € A. Pela adicao e multiplicagio em Flz]/(x® —2), f(z)+ A= (ag+A) +
ar(x+A)+az(z+A)?. Fazendo t = x+ A, temos que todo elemento de F|x]/(z®—2) é
da forma ag+ait+ast?, onde ag, ay,as € F. Perceba que t3—2 = (x+ A)?—2(1+A) =
=(x+A)(z+A)(z+A)-2(1+A) = (> +A)(z+A)—2(1+A) =2+ A-2(14+ A) =
23 —2+A=A=0, poisxz® —2€ A e A éo elemento zero de Flx]/(z* — 2), assim
3 =2.

Se ag + art + ast? = by + byt + baot?, entao (ag — by) + (ay — by)t + (az — by)t? = 0,
onde f(t) = 0 entdo f(r) + A = A o que implica que f(xr) € A, assim
(ag — bo) + (a1 — b1)x + (ag — bo)x® = 0 estd em A = (23 — 2). Isso s pode ocor-
rer se (ag — bo) + (a1 — by)x + (ag — by)x? = 0, uma vez que todo elemento de A tem
grau no minimo igual a 3, assim ag = by, a1 = by e as = by. Desta forma, perce-
bemos que todo elemento em Flx]/(x® — 2) tem apenas uma representacio na forma
ap + ait + ast?, onde ag,ar,ay € F. Pelo Teorema 2.2.20, Flz]/(z® —2) é um corpo.
Para verificar, devemos demonstrar que ag + ait + ast> # 0, entdo ele possui um in-
verso multiplicativo, que representamos por o + St + yt2. Agora, precisamos resolver
a relagio (ag + a1t + agt?)(a + Bt + vt?) = 1, onde ag, a1 e ay nao sio todos nu-
los. Fazendo a multiplicacio termo a termo e utilizando o fato de que t3 = 2, temos
(apa + 2a3 + 2a17y) + (a1 + apB + 2a27)t + (aga + a1 8 + agy)t? = 1, assim:

apc + 2a98 4+ 2a1y = 1
a1+ apf + 2asy =0
asa + a1 8+ agy =0

A solugdo desse sistema existe se, e somente se, a3 + 2a3 + 4a3 — 6agajay # 0.
Portanto, para demonstrar que Flz]/(x3 —2) é um corpo se reduz a demonstrar que a
tinica solugao de a3+2a3+4a3 = 6agayay € a solugao trivial ag = a; = ag = 0. Se existir
uma solucao racional, simplificando os denominadores podemos mostrar que existe uma
solugcao onde ag, a1 € as sao numeros inteiros. Assim, podemos admitir que ag,a; e as

nao possut divisores inteiros diferentes de 1, pois caso contrdrio, se ag = bod,a,; = bid
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e as = bod, onde d € o mdrimo divisor comum de ag, aq € as, substituindo na equacao
ag + 2a3 + 4a3 = Gagaray tertamos (bod)® + 2(b1d)? + 4(bed)?® = 6(bod)(b1d)(bad), ou
seja, d3(by + 203 + 4b3) = d>(6bobibs), € entdo b3 + 2b3 + 4b3 = 6byb1by, o problema
fica assim reduzido & demonstracao de que a equacao nao possui solugoes inteiras que
sejam relativamente primas. Mas, a equagdao implica que aj é par, de modo que ag € par.
Substituindo ay = 2a temos que 4oy + a3 + 2ag = 6apaiay. Assim, a3 é par, de modo
que ay € par. Fazendo ay; = 2y temos 200> + 4o + a3 = 6agaiay. Assim, a3 € par, e
portanto as, € par. Mas, entao ag, a1, as possuem 2 como fator comum, o que contradiz
o fato de serem relativamente primos. Logo, a equacdo aj + 2a3 + 4a3 = 6agayay ndo
possui solucao racional além de ag = a; = ay = 0. Portanto, podemos resolver para

a, B ey e demonstramos diretamente que F|z]/(x> —2) é um corpo.

2.5 Polinémios sobre o Corpo Racional

Em particular, estudamos o caso dos polinémios cujos coeficientes sao ntimeros ra-
cionais. Porém, na maior parte dos casos os coeficientes serd nimeros inteiros, onde

estamos atentos com sua irredutibilidade.

Definicao 2.5.1. Dado o polinémio f(z) = ag + a1x + ... + a,x™, onde ag,ay, ..., a,

sao inteiros, chamamos f de primitivo se o mdc(ag,ay,...,a,) = 1.
Lema 2.5.2. Se f(x) e g(x) sao polindmios primitivos, entao f(x)g(x) é um polinémio
Primitivo.

Demonstragao. Sejam f(x) = ap+ a1z + ... + a,2™ e g(x) = by + bz + ... + bpa™ dois
polinémios primitivos. Vamos supor que o lema fosse falso, ou seja, todos os elementos
de f(z)g(z) sdo divisiveis por algum inteiro maior que 1, ou melhor, por algum nimero
primo p (p | ¢;, para todo ¢ inteiro maior que 1). Como f(z) é primitivo, p nao divide
algum coeficiente a;, analogamente, como g(x) também é primitivo, p nao divide algum
coeficiente b;. Sejam aj, e b; os primeiros coeficientes de f(z) e g(z), respectivamente,

nao divisiveis por p. Em f(x)g(x) o coeficiente de 2**!, ¢y, é
Crt = by + (apy1bi—1 + apqobi—o + ... + agyibo) + (ar—1bi11 + ar—obiio + ... 4 agbyi1).
Mas, com a escolha que fizemos de by, p | bi_1,b,_2, ..., by de modo que

P | Gpprbi—1 4 apgabi—o + ... 4 agpibo.
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Da mesma forma, pela nossa escolha de ay, p | ax_1, ar_2, ..., ag de modo que
P | ar—1biy1 + agp—obiio + ... 4 aobip.
Por hipdtese, p | cxyy, assim p | agb;, o que é absurdo, pois pfay e p1b;. O]

Defini¢ao 2.5.3. Dado um polinémio f(x) = ag + a1z + ... + a,z"™ de coeficientes

inteiros, definimos como conteido o mdximo divisor comum de ag, aq, ..., Qy,.

Teorema 2.5.4. Lema de Gauss - Se o polindmio primitivo f(x) pode ser fato-
rado como o produto de dois polinémios com coeficientes racionais, entao ele pode ser

fatorado como o produto de dois polindmios com coeficientes inteiros.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(x) = p(z)q(z), onde p(z) e ¢(x) sdo polindomios de
coeficientes racionais. Reduzindo ao mesmo denominador e colocando em evidéncia os

a - o
fatores comuns podemos escrever f(x) = —u(z)v(z) onde a e b sdo nimeros inteiros e

b
u(x) e v(x) sdo primitivos e possuem coeficientes inteiros. Assim, bf(x) = au(z)v(x).

Temos que, o conteido do primeiro membro da igualdade anterior é b, pois f(x)

.. . , , a
¢ primitivo, assim o conteido do segundo membro ¢ a. Portanto, a = b, — =

b
f(z) = u(z)v(x), onde u(x) e v(x) possuem coeficientes inteiros. O

é
primitivo, e como u(z) e v(x) sdo primitivos, temos pelo Lema 2.5.2 que u(x)v(x)
le

Definicao 2.5.5. Um polindémio do tipo agx™+a,x" ' +...+a, € dito inteiro e unitdrio

S€ ag, a1, ..., An $GO inteiros e o coeficiente do termo de maior grau € 1, ou seja, ag = 1.

Teorema 2.5.6. O Critério de Eisenstein - Seja f(1) = ap+a1x+ a2’ + ...+ a,a"
um polinémio de coeficientes inteiros. Suponhamos que para algum nimero primo p,

ptan, play, plas, ..., p|ag, p>tag. Entao, f(x) é irredutivel aos racionais.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f(x) seja primitivo, uma vez que colocando em evi-
déncia o maximo divisor comum de seus coeficientes nao atrapalhamos a hipotese, pois
p1a,. Se f(x) é fatoravel como um produto de dois polinémios racionais, entao, pelo
Lema de Gauss, f ¢ fatoravel como um produto de dois polinémios que tem coeficientes
inteiros. No caso, se considerarmos que f(x) seja redutivel, temos
f(@) = (bo+ b1z + ... +b,2%)(co+ 1z + ... + cga’)

onde os b, e cg sao inteiros e « > 0 e B > 0. Igualando os coeficiente obtemos ag = byco
e, como p | ag entao p | by ou p | ¢o. Mas p? { ag, portanto p nao pode dividir by e cg. Ao
mesmo tempo vamos supor que p | by e p{ ¢g. Observe que nem todos os coeficientes

bo, b1, ..., by s20 divisiveis por p, pois senao todos os coeficientes de f(z) seriam divisiveis
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por p, o que nao é possivel uma vez que p 1 a,. Seja b; o primeiro b que nao é divisivel
por p, i < a < n. Assim, b | b;_; e todos os b anteriores. Mas a; = b;co+b;_1¢1+...+bgc;
ep|a,p| bi_1,bi2,..,by, de modo que p | bycy. Contradi¢do, pois p 1 co e p 1 b;.

Portanto, nao podemos fatorar f(x), ou seja, f é irredutivel sobre os racionais. O

2.6 Extensoes de Corpos

Quando estudamos anéis, definimos que um corpo ¢ um anel comutativo, com ele-
mento unidade, onde todo elemento nao nulo possui um inverso multiplicativo. Nesse
momento, estamos interessados em abordar a parte da teoria de corpos que engloba
equacoes e problemas de raizes de polindmios. Mais adiante, introduzimos algumas
ideias escritas pelo matemético francés Evariste Galois que nos auxiliam em tal tarefa.

Nesta secao falamos um pouco sobre a relagao entre dois corpos.

Definicao 2.6.1. Extensao de Corpos - Sejam F' e K corpos, entao K é chamado
extensao de F' se K contém F. Da mesma forma, K € uma extensao de F' se F' é um

subcorpo de K.

Como K D F, entao K é um espaco vetorial sobre F, uma vez que as relacoes de
definicao de um corpo sao justamente as relagoes de definicao de um espaco vetorial se

o escalar estd em F'.

Definicao 2.6.2. O grau de K sobre F' é a dimensao de K como espago vetorial sobre

F, que indicamos por [K : F).

Teorema 2.6.3. Se E é uma extensao finita de K e se K € uma extensao finita de F,
entao E é uma extensao finita de F. Temos ainda que [E : F| = [E : K|[K : F].

Demonstra¢ao. Suponhamos que [E : K] = m e que [K : F] = n. Seja vy, vz, ..., 0,
uma base de E sobre K e seja wq,ws, ..., w, uma base de K sobre F'. Mostramos que
vw;, com ¢ = 1,2,...,me j = 1,2,...,n formam uma base de E sobre F'. Para isso,
mostramos que todo elemento em E é uma combinacao linear deles com elementos em
F', em seguida mostramos que os mn elementos sao linearmente independentes em F'.

Seja t um elemento qualquer de . Como todo elemento de F é uma combinacao
linear de wq,vg,...,v,, com os coeficientes em K, ou seja, t é da forma
t = kg + kovg + ... + kU, onde os elemento ki, ko, ..., k,, € K. Mas, todo ele-
mento K é uma combinacgao linear de wq, ws, ..., w, com coeficientes de F, ou seja,

ki = fawr + fiows + ... + finwy,, onde fl.j cF.

47



Fazendo a substituicao destas expressoes ki, ko, ..., k,, em ¢, temos

t = kg + oo+ kv + o+ kv = (fliwr + frows + oo+ frawe)vr + o+
+(firwr + fiowa + .. + finwn)vi + o (fr1wr + frnoWa + oo+ franWn) U,

Fazendo os produtos utilizando as leis distributivas e associativas obtemos

t= f11v1w1 + ...+ flnvlwn + ...+ ijva] + ...+ fanmU}n.

Como os f;; estao em [, exibimos ¢ como um combinagao linear sobre F' dos
elementos v;w;.

Vamos mostrar agora que wv;w; sao linearmente independentes sobre F.
Suponhamos que friviwr + ... + fipviw, + ...+ fijuw; + .o+ fatnw, =
= (fuwr + fizwe + . + fiawp)vr + o+ (fawr + fows + 0+ fiawn)v + o+
+(frmawr + fr2wz + ... + finnwy)vy, = 0, onde f;; € F. Queremos mostrar que f;; = 0.
Como w; estdao em K e como K D F, todos os elementos k; = fiywy + fiows + ... + finwy,
estao em K. Assim, kyv1+...+kv;+...+kpv, = 0 com ky, ko, ..., k,, € K. Por hipotese,
V1, Vg, ..., Uy, formam uma base de E sobre K, assim temos k1 = ko = ... =k,, =0, 0

que nos fornece que

firwr + fiows + ..., finw, =0 parat=1,2,3,...,m.

Mas, como w; sao linearmente independentes sobre F', temos que cada f;; = 0,
assim v;w; sao linearmente independentes sobre F'.

Como v;w; geram pela combinag¢ao linear E sobre F' e sdao linearmente indepen-
dentes sobre F, temos que mn elementos v;w; formam uma base de E sobre F.
Assim, [EF : F] = mn, como m = [E : K| e n = [K : F] mostramos que
[E: F|=[F:K|K:F].

m

Corolario 2.6.4. Se E ¢ uma extensdao finita de F e se K é um subcorpo de E que
contém F, entao [K : F| | [E : F].

Demonstracao. Sejam E, K e F trés corpos tais que £ D K D F e que [E : F| seja
finito. Temos que, qualquer elemento de F', linearmente dependente sobre K, também
é linearmente dependente sobre F. Assim, a hipotese de que [E : F] é finito, implica
que [F : K] também é finito. Além disso, como K é subespago de E, [K : F] é finito.
Pelo Teorema 2.6.3, temos que [E : F| = [E: K|[K : F], logo [K : F] | [E: F]. O
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Definicao 2.6.5. Um elemento a € K é chamado de algébrico sobre F' se existem

elementos ag, aq, ..., a, em I, nao todos nulos, tais que apa™ + ara™ ' + ... + a,, = 0.

Se o polinoémio ¢(x) € F[z], tal que ¢(z) = Boz" + Brx™ ' + ... + ,, entdo, para
todo elemento b € K, por ¢(b) indicamos o elemento Syb" + 316" +...+ 3, de K, onde
q(b) € o valor do polinémio ¢(x) quando substituimos = por b. Diz-se que o elemento
b satisfaz q(z) se q(b) = 0. Assim, a € K ¢ algébrico sobre F' se existe um polinémio

nao nulo p(x) € Fx] que é satisfeito por a, ou seja, p(a) = 0.

Proposicao 2.6.6. Seja K uma extensao de F, com a € K e seja M o conjunto de
todos os subcorpos de K que contém F e a. O subcorpo obtido pela intersecao de todos

0s subcorpos de K é o menor subcorpo de K que contém F' e a.

Demonstracao. Seja K uma extensao de F e seja a € K. Considere M o conjunto
de todos os subcorpos de K que contém F e a. Sabemos que M nao é vazio, pois
pelo menos K é um elemento de M. Temos ainda que a intersecao de uma quantidade
qualquer de subcorpos de K também é um subcorpo de K. Chamamos de F(a) o
subcorpo obtido pela intersec¢ao de todos os subcorpos de K. Temos que F(a) contém
F e a. Além disso, todo subcorpo de M contém F'(a) e, a0 mesmo tempo, F'(a) esta
em M. Assim, F'(a) é o menor subcorpo de K que contém F e a.

Descrevemos F'(a) de uma forma um pouco mais construtiva. Assim, considere
todos os elementos em K que podem ser escritos na forma [y + fia + ... + (5.a”,
com (; € F e r um numero inteiro nao negativo. Temos que, dados quaisquer dois
elementos em K, um elemento pode ser dividido pelo outro desde que o tltimo seja
diferente de zero. Seja U o conjunto de todas estas fragoes. Omitimos aqui, mas é
possivel demonstrar que U é um subcorpo de K.

Observe que, U contém F e a, ou seja, U D F(a). Temos também que qual-
quer subcorpo de K que contém F' e a necessariamente contém todos os elementos
Bo + fia + ... + Bra”, onde 5; € F. Como F(a) contém todos esses elementos e é
um subcorpo de K, entdo F(a) contém todas as fracoes de tais elementos, ou seja,
F(a) D U. Portanto, U = F(a). O

Teorema 2.6.7. O elemento a € K € algébrico sobre F se, e somente se, F(a) é uma

extensao finita de F'.

Demonstracao. Suponhamos que a € K seja algébrico em F. Por hipotese, a satisfaz

algum polindomio nao nulo em Fx]. Seja p(x) um polinémio de Fz] de grau positivo
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e minimo tal que p(a) = 0. Temos que p(z) é irredutivel sobre F, caso contrario
terfamos p(z) = f(x)g(z), onde f(x),g(x) € Flz], mas p(a) = f(a)g(a) = 0 e como
f(a) e g(a) sdo elementos do corpo K, temos f(a) = 0 ou g(a) = 0, mas como p(z)
¢ de grau positivo e minimo e p(a) = 0, concluimos que gr(f(z)) > gr(p(z)) ou
gr(g(x)) > gr(p(z)). Portanto, p(x) é irredutivel.

Na sequéncia definimos a aplicacdo ¢ de F[z] em F(a) da seguinte maneira. Para
todo h(z) € Flx], temos (h(z))® = h(a). Temos que ¢ ¢ um homomorfismo de anel, do
anel F[z] no corpo F(a). O nucleo V de ¢ ¢ dado por V = {h(z) € F[z] | h(a) = 0}.
Note que, V' é multiplo de p(x) e como p(z) é irredutivel, pelo Lema 2.4.12 temos
que V & um ideal maximal de F|z]. Pelos Teoremas 2.2.20 e¢ 2.2.18 F[z]/V é um
corpo e é isomorfo a imagem de F[x] através de . A imagem de F[x] através de 1)
é um subcorpo de F(a). Esta imagem contém zy) = a e, para todo a € F, ar) = a.
Portanto, a imagem de F[z]| através de ¢ é um subcorpo de F'(a) que contém F' e a.
Assim, pela defini¢do de F'(a), concluimos que a imagem de F[x] através de ¢ é F(a),
ou seja, F[z]/V ¢é isomorfo a F'(a).

Portanto, V' = (p(x)), o ideal gerado por p(x). Assim, dizemos que a dimensao
de F[z|/V é igual ao gr(p(z)). Pelo isomorfismo entre Flz|/V e F(a) temos que
[F(a): F] = gr(p(x)). Concluimos que [F'(a) : F] é finito, ou melhor, [F(a) : F] é igual
ao grau do polindmio de grau minimo satisfeito por a sobre F'.

Agora, vamos supor que F(a) seja uma extensdo finita de F e que

2 ...,a™, temos que todos estdo

[F(a) : F] = m. Considerando os elementos 1,a,a
em F(a), no total sao m+1 elementos e sdo linearmente dependentes sobre F'. Portanto,
existem elementos «q,aq,...,,,, em F, nao todos nulos, tais que
ap.l + aq.a+ ag.a® + ...ap,.a™ = 0. Logo, a é algébrico sobre F' e satisfaz o polinémio
nao p(r) = ap + 1@ + a.2% + ...q,.2™ em F[x] de grau no maximo [F(a) : F| = m.

]

Definicao 2.6.8. O elemento a € K € dito algébrico de grau n sobre F' se ele satisfaz
um polinomio de grau n, mas nao satisfaz nenhum polinémio nao nulo de grau menor

do que n.
Teorema 2.6.9. Se a € K ¢ algébrico de grau n, entao [F(a) : F| = n.

Demonstracao. Pela Definicao 2.6.8, como a € K ¢ algébrico de grau n, entao ele
satisfaz um polinéomio de grau n e nao satisfaz nenhum polinémio nao nulo de grau
menor do que n. Como [F(a) : F] é igual ao grau do polinémio de grau minimo

satisfeito por a sobre F', entdo [F(a) : F| = n. O
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Teorema 2.6.10. Se a ¢ b em K sdo algébricos sobre F, entdo a £ b, ab e a/b (se
b # 0) sao todos algébricos sobre F.

Demonstracao. Suponhamos que a seja algébrico de grau m sobre F' e que b seja
algébrico de grau n sobre F. Pelo Teorema 2.6.7, temos que F'(a) e F(b) em K sao
extensoes finitas sobre F'. O subcorpo T' = F'(a) de K é de grau m sobre F' e o subcorpo
W = F(b) de K é de grau n sobre F, mas como T contém F, entdo F'(b) também é de
grau no maximo n sobre 7. Pelo Teorema 2.6.3, temos que [W : F| = [W : T|[T : F],
portanto, [W : F] < mn e entdo W é uma extensao finita de F. Temos que, a e b estao
em W, logo a + b, ab e a/b (se b # 0) estdo em W. Pelo Teorema 2.6.7, como [W : F]

é finito, temos que os elementos a e b sao algébricos em F'. O]

Na demonstracao do teorema anterior fizemos duas extensoes do corpo F', uma cha-
mamos de 7' = F(a) e a outra de W = F(b). Agora, temos N = (F(a)) (b) = F(a,b).
De maneira anéloga, temos F (b, a). E possivel demonstrar que F(a,b) = F (b, a), indu-

tivamente, e assim podemos definir F'(a, ay, ..., a,) para elementos ay, as, ..., a, € K.

Definicao 2.6.11. A ezstensao K de F' é denominada uma extensao algébrica de F se

todo elemento de K ¢é algébrico sobre F.

Teorema 2.6.12. Se A é uma extensao algébrica de B e se B € uma extensao algébrica

de C, entao A € uma extensao algébrica de C.

Demonstragao. Seja a um elemento qualquer de A, mostramos que a satisfaz algum
polinémio nao trivial com coeficientes em C. Sabemos que a satisfaz um polino-
mio p(z) = 2" + oz ' + ... + a,, com «; € B para i = 1,2,...,n. Como B &
uma extensao algébrica sobre C', utilizando varias vezes o Teorema 2.6.9 concluimos
que D = C(ay,ay,...,q,) & uma extensdo algébrica finita de C. Como a satisfaz
p(z) = 2™ + ap2™ !t + ... + «, cujos coeficientes estdao em D, entdo a é algébrico sobre

D, o que implica que a é algébrico sobre C. O

Um caso particular envolvendo o teoremas anteriores é quando C' é o corpo dos

racionais e B é o corpo dos complexos.

Definicao 2.6.13. Um numero complexo ¢ algébrico se ele é algébrico sobre o corpo

dos racionais.

A aplicagao do Teorema 2.6.10 nos nimeros algébricos demonstra que eles formam

um corpo, ou seja, a soma, o produto e o quociente entre ntimeros algébricos sao
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algébricos. No caso de utilizarmos o Teorema 2.6.12 juntamente com o “Teorema Fun-
damental da Algebra”, verifica-se que as raizes de um polinémio, cujos coeficientes sao

numeros algébricos, também sao ntmeros algébricos.
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Capitulo 3

Raizes de Polinémios e a Teoria de

Galois

Neste Capitulo apresentamos alguns resultados importantes sobre raizes de polind-
mios, para posteriormente abordarmos os elementos da Teoria de Galois e exemplifica-

la. Nele, F' e K sao considerados corpos. Para mais detalhes, veja [4].

3.1 Raizes de Polindmios

Dado um polindémio p(x) em F[x], desejamos encontrar um corpo K que seja uma

extensdo de F' na qual p(x) tenha uma raiz. Temos que construir o corpo K.

Definicao 3.1.1. Se p(z) € Flx], entao um elemento a, pertencente a alguma extensao

de F, é dito raiz de p(x) se p(a) = 0.

Lema 3.1.2. Se p(x) estd em Flx] e se K € uma exstensao de F, entao para todo ele-
mento a € K temos que p(x) = (z — a)q(x) + p(a), onde q(x) € Kix] e
gr(q(z)) = gr(p(z)) — 1.

Demonstra¢ao. Como F C K entdo Flx] C K[z], assim temos que p(x) € K[x]. Pelo
algoritmo da divisdo para polinémios em K[x] (Teorema 2.4.9), temos que
p(z) = (x — a)q(x) + r(x), onde ¢(x) € Klx] e r(x) =0 ou gr(r(z)) < gr(zr —a) =1,

assim temos 7(z) = 0 ou gr(r(z)) = 0, em ambos os casos temos r(z) € K e podemos
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escrever 7(z) = r. Assim p(x) = (r — a)g(z) + 17 e p(a) = (a — a)q(a) + r = r. Logo,
p(x) = (x — a)q(x) + p(a). Sabendo que p(a) = r, entdo p(a) = 0 ou gr(p(a)) = 0,
e observando que gr(z — a) = 1, pela regra do produto entre polinomios, temos que
gr(q(z)) = gr(p(z)) — 1. O

Corolario 3.1.3. Seja K uma extensao de F, se a € K é uma raiz de p(z) que estd

em Flx|, entao em K|[z] temos que (x — a) | p(x).

Demonstragao. Pelo Lema 3.1.2, temos que p(z) = (z — a)q(z) + p(a) em K|x]. Como
a ¢ uma raiz de p(z), entdo p(a) = 0, logo p(x) = (x — a)q(x). Donde concluimos que
(x —a) | p(x) em Kz]. O

Definicao 3.1.4. Seja p(x) € F[z], dizemos que o elemento a € K é uma raiz de p(z)

com multiplicidade m se (x — a)™ | p(x), mas (x — a)™" { p(z).

Lema 3.1.5. Um polinémio de grau n sobre um corpo pode ter mo mdzimo n raizes

sobre qualquer extensao deste corpo.

Demonstrac¢ao. Seja p(x) um polinémio de grau n no corpo F. Provamos o lema por

indugao sobre n. Inicialmente, se p(x) for de grau 1, entdo ele é da forma ax + b, onde

b
a,b € F e a+#0. Todo d tal que p(a’) = 0 resulta em aa’ + b = 0, ou seja, ' = ——.
a
b
Portanto, para p(z) de grau 1, temos que a tnica raiz é ——.
a

Vamos supor que o Lema seja verdadeiro em qualquer corpo e para todos os po-
linbmios com grau menor que n, agora mostramos que para p(z) de grau n o nimero
de raizes é menor ou igual a n. Seja K uma extensao de F. Se p(z) nao possui raizes,
nao ha mais o que demonstrar, pois 0 é menor ou igual a n. Portanto, suponhamos
que p(z) possua pelo menos uma raiz a e que essa raiz seja de multiplicidade m. Pela
Defini¢ao 3.1.4, (x —a)™ | p(x), assim temos m < n. Como p(x) = (z — a)™q(x), onde
q(x) € K[z] temos que gr(¢(r)) =n—m. E ainda, como (x — a)™*! { p(z) concluimos
que (z — a) 1 q(z), portanto a ndo é raiz de q(z). Se b # a é raiz de p(x) em K, entao
0= (b—a)"q(b), como b—a # 0, entdo q(b) = 0, ou seja, qualquer raiz de p(z), em
K, diferente de a é uma raiz de ¢(z). Como ¢(z) possui grau n —m < n, entdo q(z)
tem no méaximo n — m raizes em K, que junto com a raiz a contada m vezes, resulta

que p(z) possui no maximo n — m + m = n raizes em K. ]

Agora determinamos extensoes convenientes de F' onde os polindmios possuem rai-

zes, para assim analisar tais extensoes e chegarmos a alguns resultados interessantes.
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Teorema 3.1.6. Se p(z) € um polindmio irredutivel em F[z] e de grau n > 1, entao

eriste uma extensio E de F, onde [E : F] =n e p(x) possui uma raiz.

Demonstracao. Seja F[z] o anel dos polindomios em x sobre F' e V = (p(z)) o ideal de
Fx] gerado por p(z). Pelo Lema 2.2.19, V' ¢ o ideal maximal de F[x] gerado por p(x)
e pelo Teorema 2.2.20, F[x]/V ¢ um corpo.

Tomemos F a imagem de F em E, ou seja, F = {a + V, onde a € F} que é
um corpo isomorfo a F', pois se ¢ é a aplicacao de Flz| em F[z]/V = E definida por
(f(z))¥ = f(x) +V, entdo a restricio de ¢ a F induz a um isomorfismo de F' em F.
Logo, F = F e podemos admitir F como uma extensao de F.

Observe que E é uma extensdo finita de F' de grau n = gr(p(z)), pois 1 +V,
s+ V, (z+ V)2 =24V, . (a+ V) =2'+V,.., (z+ V)" =2"1+V formam uma
base de E sobre F. Tomemos, no corpo E, a = (z)¥ + V. Dado f(z) € Flz], com
F(2) = Bot-Bra—t..+Br®, temos que (f(2)) = (Bo) (B () +...+(B)W((x) ) e
substituindo S;1 simplesmente por 3; obtemos f(x)y = By+B1(a)+...+ Be(a)* = f(a).
Em particular, como p(x) € V, p(z) = 0, mas p(x) = p(a). Logo, concluimos que o

elemento a = (z)1) em E é uma raiz de p(z). O

Corolario 3.1.7. Se f(z) € F[z], entdo existe uma extensdo finita E de F onde f(z)
tem uma raiz e ainda [E : F) < gr(f(x)).

Demonstracao. Seja p(x) um fator irredutivel de f(x), assim toda raiz de p(x) também
¢ raiz de f(z). Pelo Teorema 3.1.6, existe uma extensao £ de F' onde
[E : F] = gr(p(z)) < gr(f(z)) onde p(x) possui uma raiz e, consequentemente, f(z)

também possui uma raiz. O

Teorema 3.1.8. Seja f(x) € Flx] de grau n > 1. Existe uma extensio E de F, de

grau no mdzimo n!, onde f(x) possuin raizes.

Demonstracao. Pelo Corolario 3.1.7, existe uma extensao Fy de F tal que
[Ey : F] < gr(f(x)) = n, onde f(x) possui uma raiz zo. Assim, em FE,[z], f(x)
pode ser fatorado na forma f(x) = (z — x¢)g(x), onde g(z) possui grau n — 1. Por
indugao, existe uma extensao F de Fy, de grau no méaximo (n — 1)!, onde g(x) possui
n — 1 raizes. Como as raizes de f(x) ou é xg ou é uma raiz de g(z), temos em F todas
as rafzes de f(z). Assim, [E: F| = [E: Ey|[Ey: F] < (n—1)ln=nl O

O Teorema 3.1.8 nos mostra que dado um polinémio f(z) = agx™ +a "' +... +a,,

com ag # 0, existe uma extensdo finita £ de F, onde f(x) possui n raizes. Se as n
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raizes em E Sao xi, T3, ..., T, 0 polindmio f(z) pode ser fatorado da seguinte forma:
f(z) = ag(x —21)(x — 23)...(xr — x,). Portanto, f(x) decompoe-se completamente sobre
E como um produto de fatores lineares.

Se E for uma extensao de F' com grau minimo, dizemos que £ é o corpo de raizes
sobre F' para f(z), onde f(z) pode ser fatorado em produtos de fatores lineares sobre
E. No entanto, nao goza da mesma propriedade em nenhum subcorpo préprio de E.

Dados dois corpos de raizes F; e Ey do mesmo polindmio f(x) em Fl[z|, existe
alguma relacao entre eles? Nosso objetivo ¢ mostrar que eles sao isomorfos por um
isomorfismo que deixa todo elemento de F' fixo.

Sejam F' e F’ dois corpos e 7° uma aplicacdo de F em F’, tal que a imagem de
qualquer o € F & o/, ou seja, at = /.

Utilizamos 7* para estabelecer um isomorfismo entre F[z] e F'[z], assim
f(x) = ap+arx' +...+a,2" € F[z] definimos 7* por f(z)7* = (ap+arz' +...+a,z")7* =
ap + ayzt + ...+ al,xm™

Observe que se f(x) = fi(z).fo(x)...fr(z) onde f;(x) € F|x] sdo irredutiveis sobre
Fcom j=1,2,.. k entdo f(z)r* = fi(x)r" folx)r"...fr(x)m* onde f;(z)r* € F'[z]
sao irredutiveis sobre F’, com j =1,2, ..., k.

Em particular, se todas as raizes de f(x) estdo em K temos que cada f;(z) possui
grau 1 e portanto f;(z)7* também possui grau 1, dai segue que todas as raizes de

fi(x)T* estdo em F'.

Lema 3.1.9. A aplica¢io 7 define um isomorfismo de Flx] em F'[t] tal que at* = o/

para todo o € F.

Demonstracao. Seja f(x) um polindmio irredutivel sobre F. Se « é uma raiz de
f(z) € Flz], p é uma raiz de f(t)7* € F'[t] e gr(f(z)) = gr(f(t)7*) = r segue

que:

(1) Fla] ={ag+aia'+...4+a,_10" ' a; € F} e 1,a,0?, ...,a""! ¢ uma base vetorial
F[a] sobre F.

(2) F'[B] ={ay+a\f'+...+a,_ B : a, € F'} e 1,5,8% ..., 37! é uma base vetorial
F'[8] sobre F'.

Agora é facil ver que 7 : Fla] — F'[3] definido por 7(ag+a;a' +...+a,_1a"1) =
7(ag)+7(ay)B+...4+71(a,_1) 3"~ € um isomorfismo do corpo F[z] sobre o corpo F'[t]. [
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Indicamos f(x)7* = f'(t). O Lema 3.1.9 implica que a fatoracao de f(x) em F|x]

resulta em fatoracoes iguais de f'(f) em F'[t] e vice versa.

Lema 3.1.10. Eziste um isomorfismo 7 de F[z|/(f(z)) em F'[t]/(f'(t)) com a pro-

priedade de que at™* = o para todo o € F'.

Demonstracao. Inicialmente, deixamos claro a tltima parte do enunciado do Lema.
Podemos considerar F' como imerso em F[z]|/ f(x) identificando o elemento o € F' como
a classe lateral a + (f(z)) em Flz]/f(z). Da mesma forma, podemos considerar F’ em
F'[t]/(f'(t)). O isomorfismo 7** é entao suposto satisfazer [+ (f(x))]7* = o'+ (f'(¢)).

Procuramos um isomorfismo 7** de Flz]/(f(z)) em F'[t]/(f'(t)). O mais simples
e natural é supor que 7* seja definido por [g(z) + (f(2))]7™ = ¢'(t) + (f'(t)) para
cada g(x) € F[z]. Nao prolongamos nos detalhes necessarios para demonstrar que 7**
estda assim bem definido e é um isomorfismo de Fz]/(f(z)) em F'[t]/(f'(t)) e possui

as propriedades necessarias para cumprir a declaracao do Lema. O

O nosso objetivo nesse momento ¢ mostrar a unicidade de corpos de raizes e os
Lemas 3.1.9 e 3.1.10 sao fundamentais nessa tarefa, uma vez que eles auxiliam na

demonstragao do teorema a seguir.

Teorema 3.1.11. Se p(x) € irredutivel em F[z] e se u é uma raiz de p(z) entdo F(u)
¢ isormorfo a F'(v) onde v é uma raiz de p'(t). E ainda, o isomorfismo pode ser

escolhido de modo que:
(1) uo = v.
(2) ao =, para todo o € F.

Demonstra¢ao. Seja u uma raiz do polinomio p(z) em alguma extensao K de F. Seja
M = {f(x) € Flz]/f(u) = 0}. Temos que M é um ideal de F[z] e M # f(x). Como
p(z) € M e é irredutivel, entao M = (p(x)). Agora, levemos Flx] em F(u) C K
pela aplicagao ¢ definida por ¢(x)y = ¢(u) para todo ¢(x) € Flz]. O nicleo de 1)
¢ M = (p(x)). Pelo teorema fundamental do homomorfismo para anéis, existe um
isomorfismo * de F[z]|/(f(z)) em F(u). Observe que an)* = « para todo o € F.
Assim, ¥* & um isomorfismo de F[z]/(p(z)) em F(u) que deixa todo elemento de F
fixo e onde u = [x + (p(z))]v*.

Como p(x) ¢é irredutivel em Flz] e p/(t) ¢ irredutivel em F'[t] entdo, pelo Lema
3.1.9, existe um isomorfismo 0* de F'[t]/(p'(t)) em F'(v) onde v é uma raiz de p/(t), 6*
deixa todo elemento de F’ fixo e v = [t + p/(t)]60*.
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Pelo Lema 3.1.10, existe um isomorfismo 7* de Flz]/(p(x)) em F'[t]/(p'(t)) que
equivale a 7 sobre F' e que leva = + (p(z)) em t + (p/(t)). Considere a aplicacao
o= (*)"1r*0* de F(u) sobre F'(v):

-1 [ sy FUIE *
F) @5 Pl ey ﬂ]ﬁip@
(p(x)) ()

Ela é um isomorfismo pois as aplicacao ¥*, 7** e #* sao isomorfismos.

u=[z+ (p(z))]y"

wr = (W) N0 = [+ ) )W) e = (@ p)re =
(t+ (p'(t)0* =v.

Para todo a € F', temos

ao = (a(*) H7TH0* = ar™0* = /0" = d/.

Portanto, 1) ¢ um isomorfismo que satisfaz todos os requisitos do teorema.

A seguir enunciamos um dos principais teoremas para a Teoria de Galois.

Teorema 3.1.12. Quaisquer corpos de raizes E e E' dos polinémios f(x) € Flx] e
f'(t) € F'[t], respectivamente, sao isomorfos por ¢ com a propriedade o = &' para
todo o € F.

Demonstragao. Provamos por inducdo. Seja [E : F] = 1, entdo F = F, logo f(x)
decompde-se num produto de fatores lineares sobre o proprio F'. Pelo Lema 3.1.9, f'(t)
decompoe-se sobre F’ num produto de fatores lineares, assim £’ = F’. Portanto, ¢ = 7
¢ um isomorfismo de F em E’ coincidente com 7 sobre F'.

Considere que o resultado seja vélido para todo corpo Fy e todo polinémio f(z) €
F[z] desde que o grau seja menor que n, ou seja, [Fy : Fy| < n.

Suponhamos que [E : F] =n > 1, onde E é um corpo de raizes de f(z) sobre F.
Como n > 1, temos que f(z) possui um fator irredutivel p(z) de grau r > 1. Seja p'(?)
um fator irredutivel de p(t). Como E decompde f(x), um complemento de raizes de
f(z) e de raizes de p(x) estdo em E. Portanto, existe u € E tal que p(u) = 0. Pelo
Teorema 2.6.9, [F(u) : F] = r. Da mesma forma, existe v € E’ tal que p'(v) = 0.
Assim, conforme o Teorema 3.1.11, existe um isomorfismo o de F(u) em F'(v) com a
propriedade oo = o/, para todo « € F'.

Com [E : F(u)] =r > 1, temos

[Eﬁwﬂ:?;f—:ﬁ<n



Afirmamos que E é um corpo de raizes de f(z) considerado como um polinémio
sobre Fy = F(u), pois como consideramos que E era um corpo de raizes de f(x)
em F', nenhum subcorpo de E, que contenha Fj e portanto F', pode decompor f(z).
Analogamente, E’ ¢ um corpo de raizes de f'(t) sobre F = F'(v). Assim, pela hipotese
de indugao, existe um isomorfismo ¢ de E em E’, tal que a¢p = @’ para todo a € Fy.
Mas, para todo o € F, o = o/, logo o € F' C Fy, assim a¢p = ao = /.

Agora, seja F' = F’ e seja 7 a aplicacao idéntica ar = « para todo a € F.
Suponhamos que E; e Ej, sejam dois corpos de raizes de f(z) em F|x]. Considerando
Ei=FE D> FeFE,=FE D F = F e aplicando o teorema, resulta que E; e Ey sao
isomorfos por um isomorfismo que deixa todo elemento de F' fixo.

]

Na sequéncia falamos um pouco mais sobre raizes de polinémios.

Defini¢ao 3.1.13. Seja F' um corpo qualquer e F[z| o anel de polindmio em x sobre
F, se f(x) = apx™ + ey ' + ... + a,_17 + a, € F[z], definimos a derivada de um

polindomio f(x), e indicamos por f'(z), como sendo

f(x) = nagz" ' + (n — Dayx™ > + ... + a,_1 € Flz].

Note que se F' é de caracteristica p # 0, é possivel que a derivada de 2P seja nula,
ou seja, prP~! = 0, o que mostra que, diferentemente do que estudamos em célculo, a
derivada de um polinémio pode ser zero mesmo que ele nao seja uma constante. Mas,
se F' é de caracteristica p =0 e f'(x) =0, entdo f(z) =a € F.

Se f(x), g(x) € Flx] e k € F, segue imediatamente as seguintes regras:

1) (f(x) +g(x)) = ['(z) + g'(x);
2) (kf(x)) = kf'(x);
3) (f(z)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)d (2).

Lema 3.1.14. O polinéomio f(z) € F[z]| tem um raiz miltipla se, e sé se, f(x) e f'(z)

possuem um fator comum ndo trivial (de grau positivo).

Demonstracao. Inicialmente, observe que se f(z) e g(x) € F[x] tem um fator comum
nao trivial em K|z], onde K é uma extensao de F', entdo eles tem um fator comum

ndo trivial em F[z]. Isso ocorre, pois, caso eles fossem primos entre si como elementos
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de F[z], encontramos dois polinoémios m(z) e n(x) tais que m(x)f(z) + n(z)g(x) = 1,
relagdo que também vale para aqueles elementos em KJz|, assim eles também sao
primos entre si em K[z].

Desse modo, podemos admitir, sem perda de generalidade, que as raizes de f(x)
estdo todas em [, caso contrario, estendemos F' a K obtendo o corpo de raizes de f(x).
Se f(x) possui raizes multipla «, entdo f(z) = (z — a)™g(x), onde m > 1. Nesse caso,
f'(z) =m(z — )™ tg(z) + (x — a)™¢'(z), ou seja, f'(x) = (z — a)r(x), pois m > 1, 0
que indica que f(x) e f'(z) possuem o fator comum x — a.

Por  outro lado, se  f(z) ndo possui raiz  multipla, entao
f(x) = (z — a1)(x — as)...(r — ), onde z; sdo todos distintos. Desta forma

n

fila) =) (& —ar).(z = o)..(z — an)

i=1
onde o termo sublinhado é omitido em cada termo da somatoria. Assim, é notorio que

nenhuma raiz de f(z) é raiz de f'(z), para

/
f(ai) = [J(i =) #0
J#
uma vez que as raizes sao todas distintas. No entanto, se f(z) e f'(x) possuem um
fator comum nao trivial, eles possuem uma raiz comum, que é a raiz desse fator comum.

Assim, temos que f(z) e f'(x) ndo possuem nenhum fator comum nao trivial. O

Definicao 3.1.15. A extensao K de F € uma extensao simples de F' se, para algum
a € K, tivermos K = F(a).

Teorema 3.1.16. Se F' ¢ de caracteristica 0 e a e b sao algébricos sobre F', entao
eriste ¢ € F(a,b) tal que F(a,b) = F(c).

Demonstra¢ao. Seja f(x) um polinomio de grau m satisfeito por a e seja g(x) um po-
linémio de grau n satisfeito por b, ambos irredutiveis sobre F'. Tomemos a extensao K
de F onde f(x) e g(z) podem ser fatorados completamente. O fato de F ter caracte-
ristica 0 implica que todas as raizes sao distintas, tanto as de f(z) quanto as de g(z).
Considere a = ay, ag, ..., a,, as raizes de f(z) e b= by, by, ..., b, as de g(x).

Dado j # 1, entao b; # by = b, assim a equacao a; + A\b; = a1 + Aby = a+ A\b, possui

uma tnica solucao em K, que é




Como F' é de caracteristica 0 entao ele possui um nimero infinito de elementos.
Portanto, podemos encontrar um elemento v € F' tal que a; + vyb; contenha a + b
para todo ¢ e para todo j # 1. Seja ¢ = a + b, afirmamos que F'(c¢) = F(a,b). Como
c € F(a,b) entao F(c) C F(a,b). Queremos mostrar agora que F'(a,b) C F(c).

Por hipdtese, temos que b satisfaz o polinomio g(x) sobre F, portanto satisfaz g(x)
considerando como um polindémio sobre K = F(c). Observe que, se h(x) = f(c — vyx)
entao h(x) € Klz] e h(b) = f(c —~b) = f(a) =0, pois a = ¢ — yb. Assim, em alguma
extensao de K, f(z) e g(x) possuem x — b como fator comum. E mais, apesar de
omitirmos aqui, é possivel mostrar que x — b é na verdade o maximo divisor comum
desses polinomios (ver na demonstracdo em [4]). Assim z — b € Klz], logo b € K e
como K = F(c), temos que b € F(c). Tendo a = ¢ —~b, b,c € F(c) e y € F C F(c),
logo a € F(c) e F(a,b) C F(c). Concluimos assim que F(a,b) = F(c). O

Corolario 3.1.17. Toda extensao finita de um corpo de caracteristica 0 € uma extensao

simples.

Utilizando a inducao é possivel estender o resultado sobre 2 elementos para qualquer
ntmero finito, ou seja, se aq, ao, ..., a;, sdo algébricos sobre F', entao existe um elemento

c € F(ay,ay,...,a,) tal que F(c) = F(ag, ag, ..., ay).

3.2 Os Elementos da Teoria de Galois

Dado p(z) € F[z], associamos p(z) a um grupo que é denominado grupo de Galois

de p(x), que é um grupo de permutagbes das raizes do polinémio p(z).

Teorema 3.2.1. Se K é um corpo e se o1, ..., 0, sao automorfismos distintos em K, en-
tao nao existem elementos aq,as,...,a,, mnao todos nulos em K, tais que
a101(u) + agoa(u) + ... + a0, (u) = 0 para todo u € K.

Demonstracao. Suponhamos que fosse possivel encontrar elementos aq, as, ...,a, € K,
nao todos nulos tais que a0y (u)+ a0z (u)+...+a,0,(u) = 0 para todo u € K. Entao, é
possivel encontrar uma relacao desta para um ntimero minimo de elementos nao nulos.

Sendo m essa relacdo minima, temos

ajo1(u) + agoa(u) + ... + apmoy(u) =0 (3.1)
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onde ay, as, ..., a,, sao todos nao nulos.

Se m = 1, entao a;o; = 0 para todo u € K, portanto a; = 0, o que contradiz
a hipotese. Portanto, seja m > 1. Como os automorfismos sao distintos, existe um
elemento b € K tal que 01(b) # omn(b). Como bu € K, temos que a relacao (3.1)

também vale para bu, ou seja,
a0 (bu) 4+ agoy(bu) + ... + ayo,(bu) = 0 para todo u € K.

Ou ainda,

a101(b)oy(u) + agoa(b)os(u) + ... + a0 (b)oy,(u) = 0 para todo u € K. (3.2)

Multiplicando a relagao (3.1) por o1(b) e subtraindo da relacao (3.2) obtemos

as(o2(b) — a1(b))oa(u) + ... + ap (0 (b) — 01(b)) oy (u) = 0. (3.3)

Na relagao (3.3), fazemos ¢; = a;(0;(b) — 01(b) para i = 1,2, ..., m, temos

c209(u) + ... + Cpom(u) = 0.
Mas, ¢, = ap(om(b) — o1(b)) # 0, pois a, # 0 e, como o1(b) # 0,,(b), entdo
om(b) — o1(b) # 0. Portanto, isso produz uma relagdo menor que contraria a escolha

feita inicialmente, demonstrando assim o teorema. O

Definicao 3.2.2. Corpo fixo - Se G é um grupo de automorfismo de K, entao o
corpo fixo de G € o conjunto de todos os elementos x € K, tais que o(x) = x para todo

o € G, € denotado por Kg.
Lema 3.2.3. O corpo fizo de G é um subcorpo de K.

Demonstracao. Considere a e b no corpo fixo de G, logo para todo ¢ € G temos
ola)=a,o(b)=0b,0(atb)=0c(a)Lo(b) =atbeoc(ab) = o(a)o(b) = ab. Portanto,
a=b e ab estdo no corpo fixo de G. Se b # 0, temos o(b~') = o(b) ™' = b™!, 0 que mostra

que b~ também esta no corpo fixo de G. Logo, verificamos que G ¢ um subcorpo de
K. O

Definicao 3.2.4. Seja K um corpo e F' um subcorpo de K, entdo G(K, F) representa
o grupo dos automorfismos de K relativos a F', que é o conjunto de todos os automor-
fismos de K que deizam fixos todo elemento de F. Assim, o automorfismo o € K estd

em G(K, F) se, e somente se, o(a) = a para todo a € F.
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Lema 3.2.5. G(K, F) é um subgrupo do grupo dos automorfismos de K, Aut(K).

Demonstracao. E claro que o conjunto dos automorfismos de K é um grupo. Seoe 7
sdo automorfismos de K que fixam F, entdo o7 e 0! sdo o mesmo em F, o que mostra

que G(K, F') é um subgrupo. ]

Exemplo 3.2.6. Sejam K o corpo dos complexos e F' o corpo dos niumeros reais,
vamos calcular G(K, F).

Solucdo. Se o é um automorfismo qualquer de K, entdo como i> = —1 temos que
o(i)? = 0(i*) = o(—1) = —1, onde o(i) = +i. E ainda, dado que o deixa todo
numero real fixo, entao para todo a + bi, como a e b numeros reais, temos que
ola + bi) = o(a) + o(b)o(i) = a £ bi. Entdo, temos duas possibilidades, a
aplicagao o1(a + bi) = a + bi, que é um automorfismo idéntico e oo(a + bi) = a — bi,
onde 0y é a conjugacao complexa. Logo, G(K, F') é um grupo de ordem 2.

Observe que se a+bi esta no corpo fixo de G(K, F'), entdo a+bi = oy(a+bi) = a—bi,
logo b=0e a=a—bi € F. Portanto, o corpo fixo de G(K, F') é o proprio F.

Exemplo 3.2.7. Seja Fy o corpo dos racionais e seja K = Fo(\3/§), na qual /2 é a

raiz cibica de 2. Vamos calcular G(K, F).

Solugdo Temos que todo elemento em K é da forma aq + o (V/2) + a(+/2)?, onde «y,
(1 € (rp Sa0 nuimeros racionais.

Se ¢ ¢ um automorfismo em K, entdo (o(v/2))® = 0(5’/53) = 0(2) = 2, onde
o(¥/2) também ¢é uma raiz ctibica de 2 que estd em K. Mas, existe apenas uma raiz
cubica real de 2, e como K é um subcorpo do corpo real, entao 0(3/5) = /2. Logo,
o(ag+a1v2+az(v/2)?) = ap+a1v2+a3(v/2)?, 0 que mostra que o é um automorfismo
identidade de K. Portanto, o corpo fixo de G(K, F) ndo é Fj e sim todo K.

Teorema 3.2.8. Se K ¢ uma extensdo finita de F, entdo G(K, F) é um grupo finito
e sua ordem |G(K, F)| € tal que |G(K,F)| < [K : F].

Demonstracao. Se [K : F] = n e suponhamos que ay,as, ...,a, seja uma base de
K sobre F. Suponhamos ainda que seja possivel encontrar n + 1 automorfismos
01,02, ..., 0ny1 diferentes em G(K,F'). Temos que, o sistema de n equagoes linea-
res homogéneas nas n + 1 incognitas xq, s, ..., Tpr1, Possui uma solugao nao trivial

X1 = S1,To = So, ..., i1 = Spi1, ambos nao nulos em K. Temos o sistema
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)
o1(a1)xy + o2(ar)rs + ... + 0pt1(a1)Tp =0

0'1(61,2‘)1'1 + az(ai)xg + ...+ 0n+1(ai)xn+1 =0

\ o1(an)r1 + oo(an)xs + ... + opi1(an)rn1 =0

Que resulta em

s101(a;) + se0a(a;) + ... + Spr10n41(a;) =0, para i = 1,2, ..., n. (3.4)

Como todo elemento em F' é deixado fixo em relacao a cada o; e como um elemento
qualquer t em K é da forma t = aja; + asas + ... + apa,, onde oy, as, ..., € F,
entao em (3.4) obtemos s107(t) + s209(t) + ... + Spy10,41(t) = 0 para todo t € F, o que
contradiz o Teorema 3.2.1. Portanto, podemos concluir que |G(K, F)| < [K : F]. O

No Teorema 3.2.8 obtemos uma cota superior para a ordem de G(K, F') e temos
que |G(K, F)| < nl. Essa cota superior é boa, pois existem exemplos de K e F tais
que |G(K, F)| = n!, conforme [4].

Seja S,, 0 grupo simétrico de grau n considerado como operando o conjunto [1,2, ..., n].
Dado ¢ € S,, e i um inteiro onde 1 < i < n, seja o(i) a imagem de i. Podemos fazer S,
operar sobre F'(z1, ..., x,) da seguinte forma: dado o € S,, e r(z1,...,x,) € F(x1,...,x,)
definimos a aplicacdo que leva r(z1,...,z,) em 7(To(1), ..., To(n)), que serd a aplicacao
de F(zy,...,7,) em si mesmo por o. Estas aplica¢oes definem um automorfismo de
F(z1,...,x,). O corpo fixo de F(xy,...,x,) com respeito a S,, consiste de todas as fun-
¢oes racionais r(z1, ..., x,) tais que r(z1,...,2,) = r(To1), ..., Lo(n)) para todo o € 9,
Mas estes sao os elementos em F(zy,...,2,) que sdo conhecidos como funcoes racio-
nais simétricas. Sendo o corpo fixo de S, elas formam um subcorpo de F(z1,...,x,),
denominado corpo das fungoes racionais simétricas, que indicaremos por S.

Em S podemos construir certas fungoes a partir de z1, ..., x,, conhecidas como fun-

coOes simétricas elementares, que sao definidas da seguinte maneira:
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n
a =21 +22+ ... +x, = E x;
i

a9 = E Tl

1<j

az — E Lyl jTg

1<j<k

Ap, = T1T92...Tp,

E possivel verificar que essas funcoes sao simétricas. Para n = 2,3 e 4 temos:

oen=2

a; =T+ x9

Qg = T1T2
en=3

a1 =T+ To+ T3
Qg = T1T9 + T1X3 + ToZ3

a3 = T1T2T3

oen=4

ay :1:1+a:2—|—$3+x4
2 = T1T9 + T1T3 + T124 + ToX3 + ToTy + T3Ty
a3 = T1T9T3 + T1ToTy + T1X3%4 + ToT3Ty
Ay = T1X2T3T4
Observe que:
Para n = 2, 71 e x5 sdo as rafzes do polindémio t? — ait + as;
Para n = 3, o1, % € x5 sao as raizes de t3 — a2 + ast — as;
Para n =4, x1, 22, T3 € T4 530 as raizes de t* — a1t> + aqt® — ast + ay.

Como ay, ...,a, € S o corpo F(ay,...,a,) obtido pela unido de aq,...,a, a F clara-

mente estd contido em S.
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Teorema 3.2.9. Seja F um corpo e F(xq,xs....,x,) 0 corpo das fungoes racionais em

X1, L9, ..., T, sobre F. Se § € o corpo das funcgoes racionais simétricas, temos:
1) [F(z1,...,xy) : S]=n!
2) G(F(x1,...,xp),S] = Sn, 0 grupo simétrico de grau n.

3) Se ay,...,a, sao as fungoes simétricas elementares em x1,xg,...,T, entao
S =Flay,...,a,).

4) F(xy,...,z,) € o corpo das raizes sobre [F(ay,...,a,) = S do polindmio
t" — ait"t + agt" 2 + .+ (—1)"a,.

Demonstra¢ao. Como S, ¢ um grupo de automorfismos de F(zy,...,z,) que deixa
S fixo, temos que S, C G(F(xy,..,2,),5). Assim, pelo Teorema 3.2.8,
[F(z1,...;xn) = S] > |G(F(xq,...,x,),5)] > |Su] = nl. Observe que o polinémio
p(t) = t"—ayt" +ast"?+ ...+ (—1)"a, que tem coeficientes em [F(ay, ..., a,) é escrito
na forma fatorada sobre [F'(ay, ..., a,) = S como p(t) = (t—x1)(t—x2)...(t—x,), logo p(t)
que possui grau n, fatora-se como um produto de fatores lineares sobre F(xq,...,x,).
No entanto, ndo é possivel fatorar p(t) sobre um subcorpo de F(zy, ..., z,) que contém
F(ay,...,a,), pois caso contrario esse subcorpo teria de conter I e todas as raizes de
p(t), que sao xy, ..., z,. Assim, esse subcorpo seria o proprio F(xy,...,x,). Portanto,
temos que F(x1,...,1,) é o corpo de raizes de p(t) = t" —ayt" ' +axt" 2+ ...+ (—=1)"a,
sobre F. Como p(t) é de grau n, pelo Teorema 3.1.8 temos [F(z1,...,x,) : S| < nl.

Assim, concluimos que [F(zy,...,2,) : S] = nl. O

Definicao 3.2.10. Dizemos que K ¢é uma extensao normal de F se K é uma ex-
tensao finita de F tal que F seja o corpo fizo de G(K, F).

O Exemplo 3.2.6 ¢ um caso de extensao normal. A hipotese de normalidade permite
calcular o tamanho do corpo fixo de qualquer subgrupo de G(K, F'), melhorando assim

o Teorema 3.2.8 de uma desigualdade para uma igualdade.

Teorema 3.2.11. Seja K uma extensao normal de F' e seja H um subgrupo de
G(K,F). Tomando como corpo firo Ky = {x € K | o(z) = x para todo 0 € H},

temos:

(1) [K: Ky| = [H]
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(2) H=G(K, Ky)
Em particular, para H = G(K,F), [K : F] = |G(K, F)|.

Demonstracao. Uma vez que todo elemento de H deixa todo elemento Ky fixo, en-
tdo H C G(K, Kg). Pelo Teorema 3.2.8 temos [K : Ky| > |G(K, Kg)|, mas como
|G(K, Ky)| > |H| obtemos a desigualdade [K : Ky| > |G(K, Ky)| > |H|. Mostra-
mos que [K : Ky] = |H|, consequentemente, temos que |H| = |G(K, Ky)| e como um
subgrupo de G(K, Ky ) tendo a mesma ordem de |G(K, Ky )|, obtemos H = G(K, Ky).

Segundo o Teorema 3.1.16, existe a € K tal que K = Kg(a), onde a satisfaz um
polinémio irredutivel em Ky de grau n = [K : Ky| e nao satisfaz qualquer polinémio
nao trivial de grau menor.

Sejam oy, 09, ..., 0y, 0s elementos de H, onde o7 é o elemento unidade de G(K, Kp)

e h = |H|. Considere a = o1(a),02(a), ..., on(a), que sao:

a; = o1(a) + oz(a) + ... + op(a) = Z oi(a);

Qg = E 0;035;

ap = o1(a)oz(a)...on(a).

E possivel mostrar que «; é constante em relacdo a todo ¢ € H. Logo, pela
defini¢do de Ky, 01,09, ...,0, € K. Mas, a, 03(a), ...,o(a), sdo raizes do polindmio
p(z) = (z — o1(a))(z — o3(a))...(x — op(a)) = 2" — a2t + a2 + ... + (=1)"ay,
onde os coeficientes estdo em Kpy. Pela natureza de a, temos h > n = [K : Ky e,

portanto, |H| > [K : Ky]. Mas, ja sabemos que |H| < [K : Kpy|. Assim, chegamos a

conclusao que |H| = [K : Kg].
Se H = G(K, F), pela normalidade de K em F, temos Ky = F e, consequente-
mente, obtemos [K : F| = |G(K, F)]. O

Lema 3.2.12. Seja K o corpo de raizes de f(x) em F[x] e seja p(x) um fator irredutivel
de f(z) em Flz]. Se as raizes de p(x) sao ay,as, ..., a,, entdo para cada i existe um

automorfismo o; em G(K, F) tal que 0;(a1) = a;.

Demonstragao. Como toda raiz de p(z) é uma raiz de f(z) entdo tal raiz estd em K.

Seja, a; e a; duas raizes quaisquer de p(x). Pelo Teorema 3.1.11, existe um isomorfismo
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7 de Fy = F(ay) em F] = F(a;) que leva a; em q; e deixa todo elemento de F' fixo.
Mas, K é o corpo de raizes de f(z) considerado como um polinémio sobre F} e também
considerado sobre F|. Pelo Teorema 3.1.12, existe um isomorfismo o; de K em K
(automorfismo) que coincide com 7 sobre Fi. Portanto, o;(a;) = 7(a;) e o; deixa todo
elemento de F fixo. O

Teorema 3.2.13. K € uma extensao normal sobre F' se, e somente se, K € o corpo

de raizes de algum polindomio sobre F'.

Demonstracao. Suponhamos que K seja uma extensao normal sobre F.
Pelo Teorema 3.1.16, temos que K = f(a). Considerando o polinémio
p(z) = (x — o1(a))(x — ga(a))...(xr — o,(a)) sobre K, onde o1, 09, ..., 0, € G(K, F),
quando desenvolvemos p(z) obtemos p(z) = 2" — a1z ' + oz 2 +...+ (—1)",, onde
aq, ..., ap, sdo fungoes simétricas elementares em a = o04(a), 03(a), ...,0,(a). Portanto,
os elementos i, as, ..., av,, 40 constantes em relacdo a cada o € G(K, F), onde pela
normalidade em K sobre F', estao todos em F'. Logo, temos que K decompoe o po-
linémio p(z) € F|x] num produto de fatores lineares. Uma vez que a ¢ uma raiz de
p(z) e gera K sobre F', entao a ndo pode estar em nenhum subcorpo proprio de K que
contém F'. Portanto, K é o corpo de raizes de p(z) sobre F.

Reciprocamente, admita que K seja o corpo de raizes de f(x) sobre F. Devemos
provar que K é normal sobre F', para isso fagamos indugao sobre [K : F|, admitindo
que para todo par de corpos Kj, F} de grau menor que [K : F|, sempre que K; for o
corpo de raizes de F; de um polinémio Fi[z], entdo K; é normal sobre F.

Se f(x) € Flz] decompde-se como um produto de fatores lineares sobre F, entao
K = F, que é uma extensao normal de F. Assim, considere que f(z) possua um fator
irredutivel p(x) € Flz] de grau r > 1. Todas as r raizes distintas ay, ag, ..., o, de p(x)
estdo em K, que é o corpo de raizes de f(z) considerado como um polinémio sobre
F(ay). Ja que

K:F n
[K:F(Ozl)]:m:;<n.

Entdo, pela hipotese de indugao, K é uma extensdo normal de Fa;].

Seja 6 € K conservado fixo por todo automorfismo o € G(K, F). Devemos mostrar
que 0 estd em F. Como todo automorfismo em G(K, F(ay)) deixa F fixo, também
deixa J fixo e pela normalidade de K sobre F'(a;) temos que J esta fixo em F(oy).

Logo,
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§ =X+ Aag + A + ...+ M_1a)Honde Ao, ..., Aoy € FL (3.5)

Pelo Lema 3.2.12, existe um automorfismo o; € G(K : F) tal que o;(o1) = .

Aplicando esse lema em (3.5), obtemos

0= X+ Ma; + )\204? + ..+ )\T_loz:_l,onde 1=1,2,...,r.

Assim o polinémio g(z) = A\,_12" P+ A\ 02" 2+ ...+ Mz + (Ao — §), em K[z], com
grau maximo igual a r — 1, contém as r raizes distintas aq,...,a,.. No entanto, isto
somente acontece se todos seus coeficientes sao nulos, em especial \g — d = 0, ou seja,

Ao = 0 e, portanto, d estd em F. n

Definicao 3.2.14. Grupo de Galots - Sejam f(x) um polinémio em Flz] e K o
corpo de raizes sobre F. O Grupo de Galois de f(z) € o grupo G(K, F) de todas os

automorfismos de K que deizam todo elemento de F fixo.

O Grupo de Galois de f(z) pode ser considerado como um grupo de permutacoes
de suas raizes, uma vez que se o é uma raiz de f(z) e se 0 € G(K, F), entao o(«)

também ¢ uma raiz de f(z).

Definicao 3.2.15. Corpo Intermedidrio - Dizemos que L é um corpo intermedidrio
se K C L CF. Para cada corpo intermedidrio é associado um subgrupo G(L, F), que
contém todos os automorfismos do Grupo de Galois que firam todos os elementos de
L, ou seja, G(L, F) = {o € G| o(x) = z, para todo x € L}.

A seguir apresentamos o Teorema Fundamental da teoria de Galois. Nele é estabe-
lecido uma correspondéncia bijetora entre subcorpos de raizes de f(z) e os subgrupos
de seu Grupo de Galois. Ele nos fornece um critério para analisar se um subcorpo de
uma extensao ¢ também uma extensao normal de F e é uma ferramenta essencial para

obtermos condic¢oes na resolucao por radicais das raizes de um polinémio.

Teorema 3.2.16. Teorema Fundamental de Galois - Sejam f(x) um polindmio
em F[z], K o corpo de raizes sobre F e G(K, F) o Grupo de Galois. Para todo subcorpo
L de K, com F C L, seja G(IK,L) = {0 € G(K,F)| o(t) =t,Vte L} epara todo
subgrupo H de G(K, F) seja Ky ={x € K| o(z) =2,V o € H}. Assim, a associagao
de L com G(K, L) estabelece uma correspondéncia bijetora do conjunto dos subcorpos

de K que contém F com o conjunto dos subgrupos de G(K, F) de tal forma que:
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(1) L = KG(K,L);

(2) H = G(Ka KH);

(3) [K : L] =|G(K,L)|, onde [L : F] é o indice de G(K,L) em G(K, F);

(4) L é uma extensao normal de F se, e somente se, G(K, L) é um subgrupo normal

de G(K,F);

(5) Quando L é uma extensio normal de F, G(L, F) € isomorfo a G(K, F)/G(K, L).

Demonstragao. (1) Como K ¢é o corpo de raizes de f(x) sobre F, entao ele também

é o corpo de raizes de f(z) sobre qualquer subcorpo de L que contém F, assim,
pelo Teorema 3.2.13, K é uma extensao normal de L. Logo, pela definicao de

normalidade L ¢ o corpo fixo de G(K, L), ou seja, L = K¢k, 1)

Pelo Teorema 3.2.11, como K ¢é uma extensao normal de F', dado um subgrupo
H de G(K,F), temos H = G(K, Kpg).

A assercdo (1) mostra que todo subgrupo de G(K, F') aparece na forma G(K, L),
assim a associacao de L com G(K, L) leva o conjunto de todos os subcorpos K que
contém F' no conjunto de todos subgrupos de G(K, F'). Essa aplicagao é injetora,
pois, se G(K, L) = G(K, Ly) entdo, por (1), L1 = Kewk,r,) = Kak,r,) = Lo
Portanto, pelo Teorema 3.2.11, temos que [K : L] = |G(K,L)|. Logo,
|G(K,F)|=[K:F)=[K:L|[L: F]=|G(K,L)|[L:F]e

|G(K, F)|

L H=1am )

Observe que L ¢ uma extensao normal de F' se, e somente se, para todo o €
G(K, L) tivermos o(L) C L. De fato, pelo Teorema 3.1.16, sabemos que L =
F(a), logo se o(L) C L, entdo o(a) € L para todo 0 € G(K, F'), o que implica,
pelo Teorema 3.2.13, que L é o corpo de raizes de p(z) = H (x —o(a)), que
o€G(K,F)

tem coeficientes em F.

Ainda pelo Teorema 3.2.13, como L é o corpo de raizes de p(x), entdo L é uma
extensao normal de F'. Reciprocamente, se L ¢ uma extensao normal de F', entao
L = F(a), onde o polinomio minimal p(z) de a sobre F' possui todas suas raizes

em L. Mas, para todo o € G(K, F) temos que o(a) também é uma raiz de p(x),
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o que implica que o(a) também estd em L. Como L é gerado por a sobre F,
temos que (L) C L para todo o € G(K, F).

Portanto, L é uma extensao normal de F' se, e somente se, para todo o € G(K, F),
7 € GIK,L) el € L, tivermos o(l) € L e entdo 7(c(l)) = o(l), ou seja,
se, e somente se, 0 '7o(l) = I. Logo L é normal sobre F se, e somente se,
o 'G(K,L)oc C G(K, L) para todo o € G(K, F), sendo esta ultima condi¢ao que
define G(K, L) como um subgrupo normal de G(K, F').

(5) Se L é normal sobre F', dado o € G(K, F'), como o(L) C L, entdo o leva a um
automorfismo o, de L, definido por o,(l) = o(l) para todo [ € L. E ainda, para
todo o, ¥ € G(K, F), temos (0v). = 0,1, portanto a aplicacdo de G(K, F') em
G(L, F) definida por ¢ — o, ¢ um homomorfismo de G(K, F) em G(L,F). O
nticleo desse homomorfismo constitui-se de todos os elementos o em G(K, F') tais
que o, seja uma aplicacao idéntica sobre L, ou seja, o nicleo é dado pelo conjunto
de todos 0 € G(K, F) tais que | = 0,(l) = o(l), que por defini¢do é o proprio
G(K,L). Pelo Teorema 2.1.28, a imagem de G(K, F') em G(L,F) é isomorfa a
G(K,F)/G(K,L), que possui ordem |G(K, F)|/|G(K,L)| = [L : F|, onde pela
parte (3) corresponde a |G(L, F)|. Portanto, a imagem de G(K, F') em G(L, F)
coincide com G(L, F'), logo G(L, F') é isomorfo a G(K, F)/G(K, L).

[

3.3 Exemplos Utilizando a Teoria de Galois

O Teorema Fundamental da Teoria de Galois é utilizado nos dois exemplos que
seguem. Em cada caso, estamos interessados em obter o corpo de raizes sobre Q, o

grupo de Galois GG, bem como o corpo fixo por H, para todo subgrupo de G.

Exemplo 3.3.1. Facamos o estudo da fungdo p(x) = x* — 2, sobre Q.
Solucdo. Seja Q o corpo dos nimeros racionais e seja p(x) = x3 — 2. Temos que
a = /2 ¢ uma raiz de p(x), no entanto a ¢ Q. Assim, tome L = Q(a) como a extensdo
de Q que contém a raiz a. Logo, [L : Q] = 3 e também Q(a) = {ay + a1a + aa®:
a; € Q}. Portanto, p(x) pode ser fatorado em Q(a) como p(x) = (x — a)(q(x)), onde
q(z) € um polinémio de raizes complezas.

Afim de determinarmos tais raizes, recordamos que a raiz n-ésima da unidade €

obtida através da formula,
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2r . 27
W = coS— + 18en—
n n

Em nosso caso, n = 3. Portanto, temos que

2 2 1 3
W= cosér -+ isen—7r = —— 4 L—z

3 2 2

Como w ¢ Q(a) = L, temos uma nova extensio K = L(i\/3), uma vez que em
w = —% + ?i, temos que —% e % € Q e apenas V/3i ¢ Q. Mas, o polinomio de
menor grau para essa nova extensio é dado por x* + 3, assim [K : Q] = 2. Portanto,
pelo Teorema 2.6.3 temos que [K : Q] = [K : L][L : Q] = 2.3 =6.

As raizes de p(x) sao da forma a, aw e aw?. Agora, todas estao em K. O corpo de
raizes de p(x) tem a forma {a+ Biv/3 : o, 3 € L}. Tome,

a = ag+ aja+ axa? e B =Py + Pra+ Bea?, onde oy, B; € Q.

Logo, o0s elementos do corpo de raizes de p(x) sao representados por

T = o+ ara+ aza® + (B + Bra + $202)iV3, ou seja,
T =g+ oqa+ asa® + BoV3i + Brav/3i + Baa®V/3i.

Portanto, temos que {1,a,a2,\/§i,a\/§i,a2\/§i} € a base de K sobre Q, onde
a= 2.

Vamos agora determinar o Grupo de Galois G de p(x). Para isso, temos que
G(K,Q) ={o € Aut(K) / o(a) = a para todo a € Q}.

Observe o diagrama a sequir que representa os automorfismos de G(K,Q),

a
b
a aw e b
-b
aw’

Segundo o Teorema 3.2.11, temos |G(K,Q)| = [K : Q] = 6. Portanto, vamos
estudar os 6 automorfismos em G.

oy

a—a

b—b
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Temos que para todo o € Q, a — «. Logo, o1 = id.

09
a — aw

b— b

Logo,

a— aw — aw? — a
b—b—0b—0

Portanto, fazendo oy = o, temos que 0> = id.

03!
a—a

b— —b
Logo,
a—a—a
b— —b—b

Portando, fazendo o5 = T, temos que 7> = id.

o4l
a — aw?

b—b

Logo,

a — aw? — aw — a
b—0—0—0

Portanto, observe que o4 = 02, assim (0%)® = id.

05/
a — aw
b— —b

Inicialmente observe que,
a—a - aw

b— —b-2 —b

logo, o5 = 0T, assim
a— aw — a
b—b—b
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Portanto, temos que (o7)? = id.

Og -
a — aw?
b— —b

Inicialmente observe que,
T 0'2 2
a— a — aw
T 0'2
b— —b— —b
logo, 0g = o*7, assim
a— aw? — a
b— —b—b

Portanto, temos que (0°7)? = id.

Observe ainda que oT # 7O, pois

TO:

a— aw — aw?

b—b— —b

Uma vez que oT # 710, concluimos que G nao € abeliano.

Observando os automorfismos obtidos, verificamos que G € isomorfo ao grupo si-
mélrico S, pois G =< 0,7| 0® = 72 = 1,70 = 0?7 >, estrutura andloga a do grupo Ss
dada na se¢ao 2.1.9.

Vamos descrever os subgrupos de G e depois determinar os corpos fixos para cada
subgrupo H de GG. Portanto, os subgrupos de G sdo:

Ordem 6: G = Sy

Ordem 3: A={l,0,0%} =<o >

B={l,7}=<7>
Ordem 2: O = {1,071} =< oT >
D ={1,0%t} =< o*1 >

Ordem 1: I = {1} =<Id > ou<1>
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Observe o diagrama a sequir, ele no fornece o reticulado' de subgrupos

VAN

B={1,71} C={l,ot} D={1,0°7}

I={1}

Figura 3.1: Reticulado de Subgrupos

A sequir, iremos determinar o corpo fixo para todo subgrupo de G. Lembre que,
qualquer elemento de K pode ser expresso por x = o+ oya+ apa® + Bob+ Srab+ Bra?b
onde a = /2, b=1/3i e oy, B; € Q. Assim, temos

1°) Hy =< 1>={1}

Ky, = K =Q(a,w)

2°) Hy =< o’ >={1,0%1}
Dado z € K, temos

o?7(z) = 0?7(ag + ara + aza® + Bob + frab + B2a?b)

o?7(x) = o?1(ap) + o1 (1a) + 0?7 (aza?) + a*7(Bob) + o*7(Brab) + o7 (SB2a>b)
ap + araw? + asa’w — Bob — Braw?b — Bea’wb

(z) =
() =
o’r(x) = ozo—l—ozla(—%——)—l—oz a*(—1+ L) — Bob— Brab(—3 — L) — Bra®b(—1 + %)
(x)
(x)

o1 (x

0_27_ T) = ag Oqa o a12ab . a22a2 + a2a2b ﬁ b+ ﬂlab 3,6’21(1 + 52(21 b + 3&’;(1
o?r(@) = o (=% — Bi)a+ (5 +52)a - fob-+ (5 + L)ab+ (% + Z)as

Logo,

Z) &06@650:0

1Um sistema parcialmente ordenado sera dito um reticulado se nele existirem o supremo e o infimo

de qualquer par de seus elementos
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Portanto, x = ap + a1a + asa® — ojab + asa?b
T = ag+ ara(l —b) + aza®(1 +b)
r=ap+ma(=2)(—3 + L) + asd®(—2) (-3 —

T = qp + dlaw + abh(aw)?, onde o) = (—2)ay

)

ay = (—2)as.

D lo

KHQ = @(GW)

3°) Hy =< o1 >={l,07}
Dado z € K, temos
O'T(l’) = UT(O&Q + ara + 042@2 + 50[) + ﬁlab + 52662b)

2 2 2 2
= g — ala + ajab asa asa“b ﬁOb‘{’ E12ab + 3,821(1 + B2a%b  3f2a

2 2 2 2 2 2
=g+ (=2 + a4 (-2 — 32)q2 — B+ (2 Byab + (— 22 + 22

(z)

(x)
77(a) = a0+ na(~ + ) + e~} — ) — fop— rab(—3 +5) — e~} — §)

(x)

)

Z) 0406@65020
i) —%+%=Oé1:>041251

%+%:51:>041:51
i) =% — % — 0z = 0z =

—2 4+ 2 =B = a=—p

Portanto, x = ap + aia + asa® + aqab — asa?b
T = ag+ ara(l +b) + aza®(1 — b)
r=ap+oma(=2)(—3 — &) + aa?(—2)(-1 + &)

T = qp + ajaw? + ah(aw?)?, onde o) = (—=2)ay e aby = (—2)as.

Ky, = Q(awz)
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4°) Hy =<1 >={1,7}

Dado x € K, temos

7(x) = 7(p + ara + aza® + Bob + Srab + Bra®b)

7(x) = 7() + T(ara) + 7(aza?) + 7(Beb) + 7(Brab) + 7(B2a>b)
7(2) = ap + ara + aea?® — Bob — Brab — Paa?b

Logo, ap, 1,0 € Q, Bo = f1 = 2 = 0.

Portanto, v = oy + aia + aza® € Q(a)

5°) Hy =< 0 >= {1,0,0°}

Dado z € K, temos

o(z) = olag + ara + asa® + Bob + Brab + [2a*b)

o(z) = o(ap) + o(ara) + o(aza®) + o(Beb) + o(Brab) + o(Bea?D)
o(r) = ap + ajaw + aza’w? + Bob + frawb — Boa’w?b

Logo, ap, o € Q, ay = az = 31 = B = 0.

Portanto, x = ap + fob € Q(w)

6°) Hs = G

//\\

Q@  Qaw)

AN ped

Q(a,w)

Figura 3.2: Reticulado de Corpos Itermediérios

Exemplo 3.3.2. Fucamos um estudo, andlogo ao exemplo anterior, agora da funcao
p(z) = 2t — 2, identificando o corpo de raizes de p sobre Q, o Grupo de Galois G e

para todo subgrupo de G determinar o corpo fizo.
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Solucdo. Seja p(r) =2* —2 = (22 +v2)(2? — V2) = (22 + V2)(z + V2)(z — V/2) =
(z 4+ v2i)(z — V2i)(z + V2)(x — V/2) sobre Q.
Tomando a = /2, temos que a € uma raiz positiva de p(x). Como a & Q, tome L =

Q(a) como a extensaio de Q que contém a raiz a. Observe  que,

[Q(a) : Q] =[L:Q] =4 e ainda
Q(a) = {ag + a1a + aa® + aza®/a; € Q}.

Na expressao fatorada de p(x) observamos que a fungao também possui Taizes com-

. . 2 27 .
plezas. Nesse caso, vamos utilizar a formule w = cos— + sen—i, onde n = 4 e
n n
obtemos
m . .
w=cos= +sen—-1=1
2 2

O polinomio minimal de i sobre Q(a) ¢ x? + 1, cujas raizes sio +i. Como
i ¢ Q(a) C R, temos uma nova extensio K = L(i) = Q(a,i), onde [K : L] = 2.

Assim, pelo Teorema 2.6.3,

[K:Q]=[K:L|L:Q]=24=8.

3

As raizes de p(z) sdo da forma a,aw,aw?® e aw?, com todas contidas em K.

O corpo de raizes de p(x) € da forma {a+ §; : o, 5 € L}.

a = oy + aa+ a2a2 + a3a3
Tomando , com «;, B; € Q,

B =By + fra+ fea® + Psa’

o corpo de raizes de p(r) = a' — 2, € representado pela expressio
(o + ara + aza® + aza®) + (By + fra + faa® + B3a®)i = ag + ara + aa® + aza® +
Boi + Brai + Baa’i + Bzai.

Portanto, temos {1,a,a>, a*,i,ai,a’i, a*} como a base de K sobre Q, onde a = v/2.

Temos que G(K,Q) = {0 € Aut(K)/o(a) = «, para todo a € Q}. Como a* = 2,
observe que o(at) = o(2) = 2, ao mesmo tempo que, o(a*) = o(a)o(a)o(a)o(a) =
o(a)* =2, o que implica que o(a) também é uma raiz de p(xr) = z* — 2.

Na extensio K = L(i) = Q(a,i), se b =i entdo b* = —1, assim o(b*) = o(—1) =
—1, mas, o(b*) = o(b)o(b) = a(b)> = —1. Logo, a(b) = o (i) € uma raiz de x* + 1 ¢ as
raizes de de x* + 1 sdo i € —i.

Assim temos,
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aw

Temos, pelo Teorema 3.2.11, que |G(E,Q)| = [E : Q] = 8, assim vamos determinar

0s 8 automorfismos existentes, que denomimamos de oy, 03,..., Og.

o1:
a—a
T —>1
Logo, 0, = 1.

09!
a— at

1 —>1

Logo,
a—at — —a — —at —> a

Assim, fazendo oy = T, temos que (T)* =1

03!
a— —a

T —>1

Logo,
a— —a —>a
1 — 11— 1

Assim, temos que o3 =72 e (12)? =1

79



04!
a— a

1 — —1
Logo,

a— a—>a
T —> —1 —> 1

Assim, fazendo o4 = o, temos que (0)> =1

05/
a— —a
T —> —1

Logo, 05 = %0 e

a— —a — a
7T —> —1 —> 1

Assim, temos que (7%0)? =1

O¢.
a— a?
T —> —1

Logo, 0 =710 €
a— at —> a
T —> —1 —>1

Assim, temos que (10)? =1

7!
a— —ai

1 —>1

Logo, o7 =13 ¢

a— —ai — —a —> al —> a

Assim, temos que (73)' =1

oy’
a— —ar
1T — —1
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Logo, 0g = 730 ¢

a— —ai — a

1 — =1 —> 1

Assim, temos que (7350)% =1

Logo, o1, 09, ..., 03 sdo 0s Q automorfismos de K.

A estrutura abstrata do Grupo de Galois pode ser encontrada. Para isso, observe

que

2

G=<or1:02=7"=1, 70 =073 > .

Conforme vimos na Secao 2.1.10, G € o grupo diedral de ordem 4, que escrevemos
como Dy, ou seja, G = Dy. Lembre-se que Dy é definido como o grupo de todas
as simetrias do quadrado. Assim, podemos classificar os quatro vértices do quadrado
como zeros de x* — 2 de forma que as simetrias geométricas sejam as permutacoes que

ocorrem no Grupo de Galois.

/-a\/-a
Temos os sequintes subgrupos de G':

Ordem 8: G;

(

Hg:{1,0,7% 720}
Ordem 4: § Hy:{l,7,7%,7°}
Hg : {1,7% 10,730}
Hs: {1,720}
Hy:{l,0}

Ordem 2: ¢ Hs:{1,7%}

Hy: {1,170}

H, : {1,730}

81



Ordem 1: {1};

D,
el \
He:{1,7%,170,7%0}  H;:{1,7,7%7° Hg:{l.0,7° 7%}
/N // \
H,: {l,7%0} Hs:{l,70}  Hy:{1,72} Hy:{l,0} Hs: {1,7%0}
|~
{1}

Figura 3.3: Reticulado de Subgrupos Dy

Ezistem trés subcorpos triviais de K de grau 2 sobre Q(v/2i), Q(i) e Q(v?2) , que
sao corpos fixos por Hg, Hy e Hg, respectivamente. Desejamos, para todo subgrupo de
G, determinar o corpo firo. Note que qualquer elemento x € K pode ser escrito da
forma = o + ara + asa® + asa® + Byi + Biai + Pfaa’i + Byadi.

Assim, temos

1. Temos que 7% : a — —a e i — i. Logo,
72(2) = ap+ ay(—a) + as(—a)? + az(—a)® + Boi + f1(—a)i + Bo(—a)*i + B3(—a)?i
72(2) = ap — aja + asa® — aza® + Boi — Brai + Poa’i — Bzadi

2

O elemento x € fixado por 7% se, e somente se, ag = qp, —Q] = Q1, Qg = Qg,

—az = ag, fo = Po, —b1 =P, ba = P2 e —P3=Fs.

A partir das tgualdades acima, temos g, ao, Bo e Po arbitrdrios, enquanto

ar=a3 =1 =pF3=0.

Nesse caso, © = o+ aa® + Poi + faa?i. Como a = /2, temos a® = /2. Assim,

T = ap+asV/24 Poi+Bav/2i € Q(V2,1). Portanto, o corpo fizo por 72 é Q(v/2,1).
2. Temos que 0 :a — a e 1 — —i. Logo,

o(z) = ap + ara + aza® + aza® + Bo(—i) + fra(—i) + Bea®(—i) + Bza®(—1)

0’(1’) = 0 + ara + &2@2 + a3a3 — ﬁoZ — ﬁlai — 62(12@' — 63@%
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O elemento x € fivado por o se, e somente se, ay = Qqp, Q] = Q1, Qg = Q,
az = a3, —fo = fo, —P1 =01, =02 = P2 e —f3 = [s.

A partir das igualdades acima, temos oy, oy, ao e ag arbitrdrios, enquanto
Bo=p1= 0= 0=0.

Nesse caso, © = ag+ ara + aza® + asa® € Q(a) = Q(v/2). Portanto, o corpo firo
por o é Q(v/?2).

. To:a— ai et — —i. Logo,

To(z) = ap + a1(ai) + ag(ai)® + az(ai)® + Bo(—i) + Bi(ai)(—i) + Ba(ai)?(—i) +
B3(ai)*(—i)

To(x) = ap + arai — ana® — aza®i — Boi + Bra + Bea’i — Pzad

O elemento x € fizado por To se, e somente se, ag = g, a1 = P1, —Qy = Q,
—a3 =3, =P = Bo, 1=, P2 =2 e —f3 = asz.

A partir das igualdades acima, temos g e Py arbitrdrios, enquanto
ap = fi, a3 =—f3 eas = = 0.

Nesse caso,

T = ap + oqai — aza’®i + fra + Pfaa’i — Bsa’

3

T = o + oai — a3a’i + aqa + Bea’i + asa

T =g + ara(l +14) + B0 + aza®(1 — 1)

[a(1 +9) N la.(1+4)?
2 2

Portanto, o corpo fizo por 7o ¢ Q(v/2(1 +1)).

r =0y + ara(l+1i) + o

. Temos que 720 : a — —a e i — —i. Logo,

20 (z) = aptar(—a)+ag(—a)? +az(—a)3+Bo(—i)+ Bi(—a)(—i) + a2 (—a)*(—i)+
Bs(—a)*(—i)

T20(2) = ap — a1a + awa® — aza® — Boi + Brai — Boa®i + Bzadi

O elemento x € fizado por 7?0 se, e somente se, oy = qp, —Q; = A, Gy = g,
—ag = a3, —fo = Po, 1 = P1, —P2= P2 € P3 = [s.

A partir das igualdades acima, temos g, oo, (1 e Pz arbitrdrios, enquanto
o =a3 =Py = P2 =0.
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Nesse caso, © = ag + aga® + Brai + Pzai € Q(ai) = Q(v/2i). Portanto, o corpo
fizo por 20 € Q(v/2i).

. 130 :a — —ai ei — —i. Logo,

0(x) = aptar(—ai)+as(—ai)?+az(—ai)+Bo(—1)+ B (—ai) (—i)+ B2 (—ai)?(—i)+
B3(—ai)*(—1)
m30(r) = ap — arai — aza® + aza®i — Poi — Bra + Baa*i + Pzad

3

O elemento x € fizado por T°0 se, e somente se, ag = g, —a; = B1, —Qy = Qua,

az = P3, —fo = Po, =1 =01, 2= 2 € f3=q3.

A partir das igualdades acima, temos ag e [y arbitrdrios, enquanto —aq = [,
a3 =3 eay=[s=0.

Nesse caso,

T = ag — arai + aza’i — Bra + Baa’i + Bzad

T = oy — arai + a3adi + aqa + Bea’i + asa’

T = ag+ ara(l — i) + Bea®i + aza®(1 + 1)

o =D]* a1 —D)]
2 2

Portanto, o corpo fizo por T30 € Q(v/2(1 —1)).

x=ap+aa(l —i)— 5y

Q((1 — 1) V2]

Figura 3.4: Reticulado de Corpos Intermediarios D,
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3.4 Resolucao por Radicais

Dado um corpo F' e um polinoémio f(z) € F[z], dizemos que f(x) é solavel por
radicais sobre F', se for possivel encontrar uma sequéncia finita de corpos F} = F(wy),
Fy = Fi(w2), ..., Fy = Fy_1(wy), onde wi* € F, wy? € Fy, ..., w;* € Fy_y e todas as

raizes de f(x) estejam em F.

Definicao 3.4.1. Dizemos que um grupo G € solivel se for possivel determinar uma
cadeia finita de subgrupos G = Ny D N; D Ny D ... D Ny = (e), onde N; € um subgrupo

normal de N;_1 e todo subgrupo quociente N;/N;_ 1 seja abeliano.

Segue outra forma de descrever a solubilidade. Para isso, utilizamos a ideia de
comutadores.

Dado G e os elementos a,b € G, entdo o comutador de a e b é o elemento aba='b~!.
O subgrupo comutador G’ de GG é o subgrupo de GG gerado por todos os comutadores
em G. E possivel mostrar que G’ é um subgrupo normal de G e que G//G' ¢ abeliano.

Definimos os subgrupos comutadores superiores G™ = (Gm=VY,

Lema 3.4.2. Um grupo G ¢ solivel se, e somente se, G¥) = (e), para algum inteiro
K.

Demonstracio. Se GY) = (e), tome Ny = G, Ny = G', No = G?), ..., N, = G® = (e).
Temos Ny D N1 D Ny D ... D Ny = (e), e se cada N; é normal em G, seguramente é

normal em N;_;. Enfim,

Ni—l G(z’—l) G(z‘—l)

N, GU)  (GEDY

logo é abeliano. Assim, pela definicao de solubilidade, G é um grupo soldvel.
Reciprocamente, se G é um grupo solivel, segundo a Definicao 3.4.1 existe
G =Ny DNy DNy D...D N, = (e), onde N; é um subgrupo normal de N;_; e todo
N;/N;_ é abeliano. Logo, o subgrupo comutador N/ ; C N;. Portanto, Ny D Nj = G’,
Ny D N[ D (G")Y =GP, Ny > Ny > (GAY =G®, .., Ny > GYD, (e) = N D GW.
Assim, chegamos que G*) = (e). O

Lema 3.4.3. Seja G = S, onde n > 5, entdo G, para k = 1,2,3, ... contém todo
3-ciclo de S,,.

Demonstracao. Observe inicialmente que para um grupo qualquer G, se N é subgrupo

normal em G, entao N’ também é um subgrupo normal de G.
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Temos que se N é um subgrupo normal de G = S,,, com n > 5, que contém todo
3-ciclo em S, entdo S, também contém todo 3-ciclo, pois supondo que a = (1,2, 3),
b= (1,4,5) estejam em N entao aba'b~' = (1,2,3)(1,4,5)(3,2,1)(5,4,1) = (1,4,2)
como um comutador de elementos de N esta necessariamente em N'. Ja que N’ é um
subgrupo normal de G, para todo p € S,, temos que p(1,4,2)p~! também estd em N’
Tome um p em S, tal que p(1) = iy, p(4) = iy e p(2) = i3, onde iy, iy € i3 sA0 trés
inteiros distintos quaisquer variando de 1 até n. Portanto, p(1,4,2)p~! = (i1, iz, 13) esta
em N’ e N’ contém todos os 3-ciclos. Fazendo N = G, que sem duvida é normal em
G e contém todos os 3-ciclos, obtemos que G’ contém todos os 3-ciclos, continuando,
como G’ é normal em G, entdo G contém todos os 3-ciclos, sucessivamente temos

que G®) contém todos os 3-ciclos para um k qualquer. O

Lema 3.4.4. Suponhamos que todas as raizes n-ésimas da unidade estejam em F e

que a # F também esteja em F. Seja x™ — a € Flx| e seja K seu corpo de raizes de
F. Entao:

1. K =F(t), ondet € qualquer raiz de " — a.
2. O Grupo de Galois de x™ — a sobre F é abeliano.

Demonstracao. Uma vez que F' contém todas as n-ésimas raizes de unidade, contém

27

w=en . Observe que w" =1, mas w™ # 1 para 0 < m < n.

"=1y, sao todas as raizes de

Se u € K ¢é qualquer raiz de 2" —a, entao u, wu, wu, ..., w
2" — a. E evidente que sdo raizes, vamos verificar agora se sio distintas. Suponhamos
que w'u = w/u, com 0 < i < j < n. Entdo seja u # 0 e (W' — w’)u = 0, nesse caso
teremos w' = w’, o que é impossivel pois chegaremos que w7 =1, com 0 < j — i < n.

"1y estao em F(u), assim F'(u) decompoe 2" —a, uma

Com w € F, todos 0s u,wu, ..., w
vez que nenhum subcorpo proprio de F'(u) que contém F também contém wu, nenhum
subcorpo apropriado de F'(u) pode decompor ™ — a. Assim, F'(u) é o corpo de raizes
de 2" — a, e provamos que K = F(u).

Se o, 7 sao dois elementos quaisquer no grupo Galois de " — a, ou seja, se 0 e T
sao automorfismos de K = F'(u) deixando cada elemento de F fixo, entdo uma vez que
o(u) e 7(u) sao raizes de 2" — a, o(u) = w'u e 7(u) = w/u, para alguns 7 e j. Assim,
To(u) = o(wu) = wo(u) = ww'u = wu; Similarmente, 7o (u) = w™u. Portanto,
o7 e To coincidem em u e em F. Logo, em todos os K = F(u). Portanto, o7 = 70

donde concluimos que o Grupo de Galois é abeliano. O
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Teorema 3.4.5. S,, nao € solivel para n > 5.

Demonstracdo. Se G = S, pelo Lema 3.4.3, G inclui todos os 3-ciclos em S,,, para
todo k, assim G® #£ (e) e pelo Lema 3.4.2, G nio pode ser solavel. ]

Teorema 3.4.6. Se f(x) € Flx| € solivel por radicais sobre F, entao o Grupo de

Galois sobre F de f(x) € um grupo solivel.

Demonstra¢ao. Sejam K o corpo de raizes e G(K, F') o Grupo de Galois de f(z) sobre
F. Como f(z) é soluvel por radicais, existe uma sequéncia de corpos F' C F; = F(w,),
Fy = Fi(wg), ..., F, = Fi—1(wg), onde wi' € F,wi* € Fy, ..., w." € Fi_y eonde K C Fy.
Podemos admitir, sem perda de generalidade, que F} é uma extensao normal de F e,
assim sendo, Fj ¢ uma extensao normal de qualquer corpo intermediério de F', ou seja,
F,. ¢ uma extensao normal de Fj.

Temos que F; é uma extensao normal de F;_; e como F} é normal sobre F;_;, pelo
Teorema Fundamental de Galois (Teorema 3.2.16), G(Fy, F;) ¢ um subgrupo normal
em G(F}, F;_1). Observe a cadeia:

G(Fk7F) D) G(Fk,Fl) D) G(Fk,Fg) D...D G(Fk,Fk_l) D) (6) (36)

Temos que cada grupo nessa cadeia ¢ um subgrupo normal no grupo anterior.
Como F; é uma extensao normal de F;_q, pelo Teorema 3.2.16, o grupo F; sobre F;_;
é isomorfo a G(Fy, F;_1)/G(Fy, F;). Mas, segundo o Lema 3.4.4, G(F;, F;_1) é abelino.
Logo, todo grupo quociente G(Fy, F;_1)/G(Fg, F;) da cadeia (3.6) é abeliano.

Dado que K C Fj é uma extensao normal de F', pelo Teorema 3.2.16, o grupo
G(Fy, K) é um subgrupo normal de G(Fj, F') e G(K, F) é isomorfo a G(F, F')/G(F}, K).
Assim, G(K, F') ¢ uma imagem homomorfa de G(Fy, F') que é solivel. Portanto, o pro-
prio G(K, F) é um grupo solavel.

O

3.4.1 A Insolubilidade do Polinémio Geral de Grau n > 5

Vimos pelo Teorema 3.2.9 que se F(ay, as, ..., a,) é o corpo das fungoes nas n variaveis
ai,as, ..., a,. Entao o Grupo de Galois do polinémio f(z) = 2"+ a,2" ! +... +a,, sobre
F(ai,as,...,a,) € Sy, 0 grupo simétrico de grau n. Mas, pelo Teorema 3.4.5, temos que
S, ndo é um grupo soluvel para n > 5. Assim, pelo Teorema 3.4.6, f(z) nao é solavel

por radicais sobre F'(ay,as,...,a,) para n > b.
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Portanto, diferentemente dos casos dos polinémios de grau menor do que 5, nao é
possivel determinar uma férmula resolutiva por meio de radicais para polinomios gerais

de grau maior ou igual a 5.
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Consideracoes Finais

Ao ler este trabalho é esperado que o leitor tenha ampliando seu conhecimento
acerca de Equacoes Polinomiais, incluindo os aspectos histéricos que as relacionam e
compreendido as deducoes das formulas resolutivas envolvendo equagoes de 3° e 4° grau
que, diferentemente das de 1° e 2° grau, sdo pouco trabalhadas no Ensino Médio. E
esperado também que entenda os assuntos envolvendo grupos, subgrupos, anéis, corpos
e, principalmente, a Teoria de Galois, afim de perceber que polinomios gerais de grau
maior ou igual a 5 nao possuem um férmula resolutiva e que polinémios de grau maior
ou igual a 5, que nao sao da forma geral, s6 serao soltveis por meio de radicais caso
pertengam ao grupo denominado Grupo de Galois.

No trabalho, apresentamos dois exemplos sobre equacdes polinomiais do tipo ™ —a,
sendo uma de grau 3 e outra de grau 4 e generalizamos através do Lema 3.4.4. Para
fazer o estudo de equagoes polinomiais “maiores” utilizando a Teoria de Galois, seriam
necessarios alguns calculos a mais, no entanto, a solucao em cada caso é obtida de
modo analogo ao apresentado neste trabalho.

Apesar da importancia da Teoria de Galois, os estudos envolvendo a determinacao
de raizes de equagoes polinomiais nao tiveram fim com a descoberta de Galois, até
porque métodos numeéricos e algébricos continuaram sendo desenvolvidos. Além disso,
com o advento das tecnologias, contamos atualmente com softwares matematicos que

também nos auxiliam nessa tarefa.
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