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Resumo

Este trabalho foi realizado para auxiliar professores e alunos do ensino médio no
estudo das figuras geométricas conhecidas como elipse, parabola e hipérbole obtidas
através da seccao do cone. Apresentaremos como os principais personagens da historia
influenciaram nas descobertas relativas ao conteido. Demonstraremos as respectivas
equagdes canonicas (reduzidas) de cada uma das figuras bem como a equagao geral para
a obtencao dessas estruturas. Apresentaremos algumas das as aplicagoes oferecidas por

estas estruturas ressaltando a importancia do estudo deste tema.

Palavras-chave

Conicas, elipse, parabola, hipérbole, cone.
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Abstract

This work was carried out to help teachers and students of high school in the study
of geometric figures known as ellipse, parabola and hyperbola obtained through the
cone section. We will present how the main characters in the story influenced the
findings. We will demonstrate the respective canonical (reduced) equations of each of
the figures as well as the general equation. We will present some of the applications

offered by these structures emphasizing the importance of studying this theme.

Keywords

Conical, ellipse, parabola, hyperbola, cone.
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Capitulo 1

Introducao

Geometria, ¢ uma palavra que teve sua origem no grego antigo e significava algo
proximo a “medir a terra”. Como a maioria das descobertas sao advindas da solucao
de problemas, todas as vezes que as aguas do Rio Nilo no antigo Egito subiam de seu
nivel normal cobrindo as terras as margens do rio, os chamados “homens com as cordas”
mediam essas terras, pois, os proprietirios pagariam impostos de acordo com a area
disponivel para o plantio, dai o nome sugestivo dessa disciplina.

Em termos gerais, a geometria é associada a argumentos ligados a forma, a posicao e
as propriedades de figuras planas e espaciais. Mas, em que poderia contribuir o estudo
dessa disciplina aos estudantes atuais?

Crescenti (1999, p. 49) coloca que o estudo da Matematica nas escolas tem se
pautado nas seguintes razoes: por ser uma matéria necessaria as atividades praticas
que envolvem aspectos quantitativos e no desenvolvimento do raciocinio logico, da
capacidade de abstrair e generalizar.

Lorenzato (1995, p.6) diz que a “Geometria é um ramo da Matematica de extrema
importancia [...] e se interliga com a aritmética e com a algebra porque os objetos e as
relagoes dela correspondem aos das outras”.

Passos (2000, p. 49) também ressalta que a Geometria pode ser considerada como
“uma ferramenta muito importante para a descricao e inter-relacdo do homem com o
espaco em que vive”, uma vez que consiste na “parte da Matemética mais intuitiva,
concreta e ligada com a realidade”.

Dentre as expectativas do ensino da geometria estao desenvolver raciocinios cog-

19



20 CAPITULO 1. INTRODUCAO

nitivos e logicos, expressar ideias verbais e simbolicas e colocar em acao habilidades
adquiridas em sala de aula. Em geral, quando os estudantes desenvolvem essas ca-
pacidades passam a utilizad-las em contextos diretamente ligados a sua convivéncia.
Adquirem a capacidade de solucionar problemas ligados ou nao a matemaética, & geo-
metria ou a qualquer outro ramo de estudo. Por isso a necessidade de sempre apontar,
incentivar e estimular o aluno na busca do interesse por esta disciplina apresentando a
influéncia que esta exercera em seu crescimento intelectual.

Outro fator que afeta as escolas de ensino atuais é o grande despreparo dos profes-
sores de matematica para lecionarem a geometria [3].

Segundo Lorenzato (199, p. 22), o ensino da Geometria esta superficial nas salas
de aula. O autor afirma que muitos dos professores nao possuem os conhecimentos
necessarios de Geometria, para que possam ensiné-la.

Pavanello (1993, p. 15) também indica que a atual desvalorizacdo do ensino da
Matematica esta bastante associada & formacao geométrica do professor. Em geral,
faltam competéncias a estes profissionais para exercer tal oficio. Esta falta causa aos
discentes uma perda expressiva dos conhecimentos geométricos esperado.

Silva (2009, p. 28), considera que o insucesso esta nos professores, com a capacita¢ao
inadequada, uso da metodologia tradicional, o uso inadequado de recursos pedagogi-
cos, e a falta de incentivo na utilizacao de novos recursos pedagdgicos no processo
ensino/aprendizagem.

Ruiz e Bellini (2011, p. 32) também considera as dificuldades dos alunos em re-
lacao a Matemaética, sua origem em uma pratica pedagogica inadequada, baseada em
aulas expositivas, na repeticao constante de exercicios parecidos, na pratica de siga o
exemplo.

Para minimizar esses problemas, solidos geométricos em acrilico, datashow, softwa-
res relacionados a geometria como o Geogebra, o Cabri 3D, Winplot, etc, sao exemplos
de ferramentas disponiveis no mercado que podem auxiliar os profissionais nas minis-

tracoes dessas aulas geométricas.

“E importante entender que [...]| o desenvolvimento da visualiza¢do, jun-
tamente com a intuicao, a percepcao e a representacao, esta relacionado
com a passagem do espago real para o espaco teorico” (Wagner, 2012, apud
Hershkowitz, 1994, apud Fainguelernt, 1999).

Por isso a necessidade indispenséavel do professor de preparacao, buscando conhecer

e aprimorar seus conhecimentos em ferramentas visuais e métodos de ensino objeti-
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vando utilizd-los com seguranca e competéncia no desenvolvimento do exercicio em
sala de aula. Pensando nessas dificuldades decidi apresentar este trabalho no curso de
Mestrado profissionalizante voltado ao aperfeicoamento do professor de matematica da
escola basica recordando um de alguns dos temas geométricos que estao cada vez mais
distantes dos alunos do ensino médio das escolas.

O Trabalho propde colocar em discussao um conteiido da Geometria analitica, as
conicas. Limitando-se as discussoes simples e aos conceitos elementares, apresentando
o contetdo de modo a facilitar a compreensao tanto do professor quanto do aluno.
A maioria das figuras apresentadas ao longo do trabalhado foram desenvolvidas pela
autora no software GeoGebra.

No Capitulo 2 apresentamos as discussoes historicas em torno ao tema. Iniciamos
o trabalho apresentado a problematizacao da duplicacao do volume do cubo levantada
pelos gregos e a solucao proposta por Hipocrates de Quios. Em seguida falaremos das
contribuicoes de Menecmo e Apolénio de Pérgamo no desenvolvimento da geometria
analitica.

No Capitulo 3 apresentaremos a etimologia e a definicao histérica das conicas,
passando por Euclides de Alexandria, Apolonio até a modernidade.

No Capitulo 4 nos dedicaremos a apresentar todos os conhecimentos relativos a
secao conica conhecida por pardbola, desde a definicao histérica, equagao canonica,
identificacao e propriedades dessa estrutura.

Nos Capitulos 5 e 6 nos dedicaremos aos estudos da elipse e da hipérbole respecti-
vamente. De maneira analoga a parabola, apresentaremos desde a definicao historica,
equacao canonica, identificagao e propriedades dessas estruturas.

No Capitulo 7 nos dedicaremos a apresentar a equagao geral das conicas, identifica-
cao das mesmas através do calculo do discriminante da equacao do 2° grau e a equacao
na forma matricial.

No Capitulo 8 apresentaremos algumas aplicacoes das estruturas conicas na atu-
alidade: na astronomia, na engenharia ou arquitetura, na oOptica, na acistica e em
diversos campos tecnologicos.

E assim concluiremos o trabalho.
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Capitulo 2

Estruturas conicas: Historia

2.1 Um problema sem solug¢ao para os gregos

O livro [23] de Tomas Gutierres aponta os gregos como principais responséveis pelas
estruturas conicas, ao tentar resolver um problema que, a principio, nao havia nenhuma
ligacao com essas estruturas. Tudo tem inicio em Atenas por volta do ano 430 a.C;
nesse periodo deflagra uma forte epidemia de peste levando a morte um quarto da
populacao ateniense. Entao, uma delegacao é formada para visitar o oraculo de Delfos,
o mais importante centro religioso da Grécia antiga. Este templo era procurado por
pessoas ou por autoridades que almejavam receber, supostamente, previsoes sobre o
futuro, conselhos e orientacoes espirituais. A delegacao, entdo, pede ao oraculo o fim
da epidemia, este, concederia a béncao, desde que, lhe fosse construido um novo altar;
no entanto, esse novo altar, em forma de um cubo, deveria conter o dobro de volume
do anterior. A delegacao, entdao, constréi um novo altar dobrando a medida dos lados
do cubo com o intuito de dobrar seu volume, mas, estranhamente a peste nao cessa,
em que teriam se equivocado os atenienses?

Hoje, através da algebra, ¢ possivel solucionar esse dilema. Uma vez dobrado o
valor do lado do cubo, seu volume aumenta em oito vezes e nao em duas vezes como
requisitado pelo oraculo. Para se construir um novo cubo com o dobro de volume dever-
se-ia construir este novo cubo multiplicando-se a aresta por v/2, ou aproximadamente

1,26, vejamos o porqué:

23
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2a

23

e R

Figura 2.1: Dobrando o valor da aresta de um cubo

Seja I, e V7 o lado e o volume inicial do cubo respectivamente. Sabemos que Vi = I3,
logo, para se obter o dobro do volume inicial temos V, = 2.V7; de onde, I3 = 2.I3 e por
tanto [ = \3/5.11, como queriamos demonstrar.

Esses calculos confirmariam o equivoco dos atenienses, no entanto, os gregos ainda
nao se utilizavam de calculos algébricos; as ferramentas disponiveis eram o compasso,
para se construir circulos, e a régua, para se construir retas (instrumentos euclidianos).
Nasce entao, “o problema da duplicacao do cubo” dado um cubo, construir com ins-
trumentos euclidianos um segmento que seja a aresta de um cubo que tenha o dobro

do volume do cubo dado.

2.2 A solucao de Hipo6crates de Quios

Objetivando resolver o problema, os gregos se utilizavam de varias curvas que ser-
viam de instrumento para a solugao. O primeiro mateméatico a tentar a solucao foi
Hipocrates de Quios (460-380 a.C), nascido nas ilhas de Quios; ele abriu uma escola
de geometria e foi responsavel pela criagao do método da reducao.

Método este que consistia em desmembrar um problema nao solucionado, trans-
formando em outro ja solucionado. Utilizando dessa estratégia, ele busca resolver o

problema da duplicacao do cubo.
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Hipécrates procurava generalizar a construcao de um quadrado cuja area é igual a
de um retangulo dado. Ele considerou o retangulo de lados a e b e efetuou a seguinte

construcao com régua e compasso que pode ser acompanhada na Figura 2.3 feita no
GeoGebra 2D:

e Alinhamos dois segmentos AD e DB de comprimentos b e a respectivamente,

iguais a base e altura do retangulo;
e Tracamos o ponto médio (M) do segmento AB;
e Construimos um semi-circulo de raio AM;

e Em D tracamos segmento perpendicular ao diametro, até encontrar o circulo no

ponto C;

K C = ---"“-\-..\_\_\_H.H
Sy
/ A
_{' e
f{f /! = = \\\
7 Ty
X £ o ) \'%.
I.' f T !
|I -H-H II
I| 7 " 4 |I b
II 7 = |
sl
A D a B

Figura 2.3: Generalizacao de Hipdcrates
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Observe na Figura 2.3 os triangulos retangulo AADC e ABDC sao semelhantes,
pelo caso angulo - angulo, entao, os catetos sao proporcionais, ou seja, a esta para x

assim como x estd para b, entao:

Logo, para se construir o quadrado, geometricamente, devemos encontrar o valor

de z, de tal modo que:
a T

xr b
Em sua generalizacao, Hipocrates acrescenta ao problema duas medidas = e y pro-

porcionais aos segmentos a e b como mostra a Figura 2.4, obtendo as seguintes relagoes:

a T Y
y b
-7 a X y b
//

Figura 2.4: Medidas x e y proporcionais aos segmentos a e b

a
Elevando — ao cubo, podemos escrever:
x

() =533

Baseado nesse resultado é possivel construir o cubo em qualquer proporcao <—> de-
a

sejada, no caso particular b = 2a pode-se resolver algebricamente, ou seja:

onde a é a aresta do cubo inicial.
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2.3 Menecmo e a origem das conicas

Menaechmus (Menecmo) nasceu em 350 a.C em Alopeconnesus, atualmente locali-
zada na Turquia. Era membro da Academia platonica, discipulo de Eudoxo e mestre de
Aristoteles e também procura resolver o problema da duplicacdo do cubo dos gregos.
Em sua solucao, ele se utiliza da generalizacao de Hipdcrates vista anteriormente, ou

seja,

e atribui os valores 1 e 2 para a e b respectivamente. Assim, deve-se encontrar = e y

tais que:

A partir dessas relagoes, tomando-se duas igualdades quaisquer, é possivel deduzir
as seguintes equacoes: 2 =y, y> = 2z ou xy = 2. A aresta do cubo desejado (aquele
com o dobro de seu volume inicial) serd o valor x obtido mediante a interseccao dessas
curvas. Veja na Figura 2.5 a representacao grafica dessas curvas e o seu ponto de

intercepcao.

251
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Figura 2.5: Solugao de Menecmo
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E facil notar que a abcissa do ponto de interseccio de ambas as curvas é x = V2 ,
esse valor corresponde & aresta do cubo com o dobro de volume.

Hipocrates e Menecmo encontraram solugoes algébrica e geométrica, respectiva-
mente, para o problema proposto. No entanto, a utilizacao dos instrumentos euclidia-
nos (régua e compasso), foi buscada somente em 1837 pelo matemético francés Pierre
Laurent Wantzel (1814-1848). Segundo o artigo [24]| Recherches sur les moyens de
reconnaitre si un probléeme de géometrie peut se résoudre avec ld regle et la compas
(Pesquisa sobre os meios de reconhecer se um problema pode ser resolvido por meio
de régua e compasso) publicado no Journal de Mathématiques em 1837 o mateméatico
demonstra e publica definitivamente “ser impossivel resolver, utilizando somente régua
e compasso, o problema da duplicacao do cubo”.

Embora a solucao de Menecmo nao tivesse nada a ver com a solucao do problema
proposto pelos gregos, a historia da matematica presencia a introducao das curvas

coOnicas, e, a partir de entao, se tem inicio os estudos dessas estruturas.

2.4 Apoldnio de Pérgamo

Outros matematicos também pesquisaram o problema da duplicacao do volume do
cubo [12]. Euclides escreveu quatro livros sobre o assunto, dos quais ndo se conser-
varam para a atualidade. Pappus de Alexandria conta que Aristeu, um matemético
contemporaneo de Fuclides, também teria trabalhado sobre essas estruturas, no en-
tanto, foi através de Apolonio de Pérgamo que o estudo das estruturas conicas obteve
0 seu apogeu.

Apolonio (262-190 a.C.) nasceu em Pérgamo na atual Turquia. Devido a seu grande
trabalho recebeu o titulo de “o grande gedometra”. Foi contemporaneo de Arquimedes
(287-212 a.C) e estudou com os discipulos de Euclides em Alexandria. Sua obra prima
“Segoes Conicas” era composta de oito volumes (aproximadamente 400 proposicoes),
dos quais quatro foram escritos em grego e trés em arabe e uma de suas obras se perdeu.
Gragas a Pappus de Alexandria (séc. IV) as demais se mantiveram até nossos dias.

O trabalho de Apolénio é a mais completa obra escrita sobre o assunto. Em seu
primeiro livro, ele conta que a pedido de um gedmetra chamado Neucrate, decidiu
escrever esta obra. A seguir vemos na integra o conteido de uma carta escrita por

Apolonio e enderecada a Eudemo de Rodi (filosofo e companheiro de Aristoteles) que
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resume o conteiido de seus trabalhos:

“Apolénio a Eudemo, saudacdes.

Se a sua satde se restabeleceu e se, o resto, tudo procede segundo as suas
vontades, fico feliz; eu estou bem. Observei que, em nosso encontro em
Pérgamo, vocé tinha pressa de ter noticias a respeito dos meus trabalhos
sobre as conicas, te estou enviando o primeiro livro corrigido e te enviarei

os outros depois que eu estiver satisfeito com o resultado.

Creio que vocé nao se esquecel, visto que eu te contei, que é por causa do
pedido do gedmetra Naucrate que foi meu hospede na ocasiao da sua visita
em Alexandria, que me empenhei no sentido desse argumento e que, quando
ele estava a ponto de embarcar, me senti obrigado em colocé-lo a par daquilo
que eu ja tinha elaborado em oito livros, sem pensar nas correcoes, mas,
anotando tudo aquilo que eu tinha descoberto, pois, eu tinha a intencao de
efetuar uma futura revisao. Agora que tive a ocasido de enunciar as coisas

de maneira correta, as publico.

Aconteceu que alguns estudiosos que me frequentaram receberam o primeiro
e o segundo livro antes que fossem corrigidos, nao estou maravilhado de

encontrar problemas que serao dispostos de diversas maneiras.

Os primeiros quatro livros dos oito sao dedicados a exposicao dos elementos.
O primeiro diz respeito a geracao de trés secoes do cone e das secoes opos-
tas, juntamente com suas principais propriedades, expostas de modo mais
desenvolvido e mais geral comparado a outros autores que escreveram sobre
o argumento. O segundo livro diz respeito as propriedades dos diametros
e dos eixos das secoes, das assintotas e, além disso, diz respeito a outras
coisas de uso geral, necessarias para a distin¢cao e a explicacoes simples e
precisas, ou seja, para discussdes. E esse livro que eu intitulo diametros e
eixos. O terceiro livro compreende intimeros e interessantes teoremas que
sao tteis na construcao dos sélidos e nas discussoes. A maior parte e os
mais belos teoremas sao novos. Por outro lado, é sabendo desses resulta-
dos, que observei que para Euclides o lugar nao é construido em relacao a
trés ou quatro linhas, se isso nao acontece de modo acidental, e de maneira
que ele nao foi feliz, porque nao é possivel desfrutar da construcao sem

as minhas descobertas complementares. O quarto livro trata de quantos
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modos se é possivel interceptar duas secoes conicas com a circunferéncia
do circulo. Este livro compreende, além daquilo que os meus predecessores
nao trataram, em quantos pontos uma secao do cone ou uma circunferén-
cia do circulo se encontram. Os livros restantes sao muito mais ricos; de
fato, é possivel encontrar, de uma parte aquilo que foi mais especificamente
desenvolvido no que diz respeito aos minimos e aos maximos; por outro
lado, aquilo que diz respeito as secoes dos cones iguais e similares; aquilo
que se refere aos teoremas que existem discussoes e, enfim, aquilo que é
relativo aos problemas sobre conicas que existem. QQuanto ao resto, nao pu-
bliquei tudo isto pensando em retirar daqueles que encaram o argumento,

a possibilidade de apreciar, cada um 4 sua maneira.

Que a sorte te seja favoravel”. (MARCHINI, 2005/2006 [10])

O trabalho de Apolénio serd o principal recurso de nossas pesquisas. Dado a sua
importancia e influéncia nos tempos modernos, seria impossivel nao atentar a seus

contetidos e ensinamentos.



Capitulo 3

Estruturas conicas: Definicoes

historicas

3.1 As conicas e a etimologia

Proveniente do grego konikds compreende tudo que tem a forma do cone.

Neste trabalho estudaremos as secoes conicas, que, por definicao, sao todas as
curvas especiais obtidas a partir da seccao de um cone por um plano. Apresentaremos
detalhadamente quais eram as compreensoes, as definicoes e os questionamentos que

os principais matematicos envolvidos na historia tinham referente a essas estruturas.

3.2 Definicao de conicas para Euclides

Euclides de Alexandria (330 a.C. a 260 a.C.) nasceu na Siria e estudou em Atenas,
foi um dos primeiros gedmetras da histéria e um dos mais importantes mateméaticos da
Grécia classica. Em sua principal obra intitulada Os Elementos ele faz uma pequena
citacao de assuntos relacionados as secoes conicas. Como foi dito anteriormente, sua
principal obra relacionada as estruturas desse tipo nao teria chegado até nossos dias.

Euclides estabeleceu ser possivel obter um cone da seguinte maneira:

31
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“Cone ¢é a figura compreendida, quando um lado, dos a volta do angulo
reto, de um triangulo retangulo, permanecendo fixo, o tridngulo, tendo
sido levado a volta, tenha retornado ao mesmo lugar de onde comecou a
ser levado. E, caso, por um lado, a reta que permanece fixa seja igual a
restante, |...] levada a volta do angulo reto, o cone sera retangulo, caso, por
outro lado, menor, obtusangulo, e caso maior, acutangulo..” (EUCLIDES,
2009, p. 482)

Como citado, para Euclides, é possivel obter um cone girando um triangulo retan-

gulo em torno de um dos catetos. A Figura 3.1 mostra passo a passo dessa construgao.

Figura 3.1: Obtencao do cone segundo Euclides

Euclides classifica os cones obtidos de acordo com a medida de um dos catetos desse
triangulo. Se ambos os catetos sdo congruentes (o triangulo retangulo é isosceles) ele
o classifica como um cone retangular, por outro lado, se o cateto fixo é menor, ele
o classifica como um cone obtusangulo e, por iltimo, se o cateto fixo é maior, ele o
classifica como um cone acutangulo. Na Figura 3.1 é possivel perceber a diferenca entre
estes cones.

Uma vez construida essas figuras, Euclides imaginou um plano que as seccionasse
perpendicularmente a hipotenusa do triangulo retangulo gerador, assim, o encontro
entre o plano e a estrutura dos cones (sec¢do) geram figuras geométricas particulares, a
essas secoes. Euclides nomina oxitome, ortotome e amblitone, termos do original grego
para designar agudo, reto e obtuso, respectivamente fazendo referéncia aos tipos de
cones pelos quais foi gerada cada figura. As Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 servirao para clarear

melhor a compreensao desse argumento.
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Figura 3.2: Cones de Euclides: obtusangulo, retangulo e acutangulo

.

Figura 3.3: Oxitome - Cone Obtusangulo

Figura 3.4: Ortotome - Cone Retangulo

Figura 3.5: Amblitone - Cone Acutangulo

33
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Alguns aspectos chamam a atencao na construcao de Euclides, para Bellé e Napoli-
tani, em sua obra Le sezioni coniche dei Greci |25], esses aspectos serdo fundamentais

para Apoldnio na construcao de suas teorias, listamos abaixo aqueles mais importantes:

e Existéncia de trés cones diferente para gerar as conicas;

e Existéncia de uma dnica aba, assim, a hipérbole seria composta de um tnico

ramo;
e (s cones nascem finitos, sao finitos e nao se estendem;

e Nao é possivel obter sessoes de tipos diferentes em um mesmo cone.

Veremos a seguir os argumentos apresentados nos trabalhos de Apolonio concer-

nente a esses aspectos particulares apontados por Euclides.

3.3 Definicao de conicas para Apolonio

Como visto anteriormente, Apolonio de Pérgamo foi o maior pesquisador na historia
a estudar as secOes conicas. Vimos na carta escrita a Eudemo de Rodi, que Apolénio
questiona algumas das descobertas deixadas por Euclides, e entao decide trabalhar a
respeito; tanto estava decidido nesse estudo em particular, que introduz seu primeiro

livro propriamente com a definicao de cone como se segue:

“Se uma reta prolongada ao infinito passando sempre por um ponto fixo,
sendo feita girar ao longo de uma circunferéncia de um circulo que nao se
encontra no mesmo plano do ponto, de modo que, passe sucessivamente
através de cada ponto daquela circunferéncia, a reta que gira tracara a
superficie de um duplo cone”. (MARCHINI, 2005/2006) [10]

E possivel observar essa construcio passo a passo através da Figura 3.6. Hoje, tra-
tamos o ponto fixo como sendo o vértice dos cones gerados. Como a reta em movimento
é infinita, ambos os cones crescem infinitamente, o eixo dos cones obtidos passaré pelo
vértice e pelo centro do circulo que serviu para apoiar a reta rolante e obtemos nao
somente uma, mas duas abas conicas.

Atualmente, ainda utilizamos esse tipo de construcdo para definir esta figura geo-
métrica. Vimos anteriormente, que, algumas constatagoes estabelecidas por Euclides

foram questionadas e comprovadas com éxito por Apolonio, sao elas:
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Figura 3.6: Obtencao do cone segundo Apolonio

e Nao sao necessarios trés cones distintos para se obter as secoes conicas como
afirmava Euclides, apenas modificando a inclinacao do plano que efetua a sec-
cao é possivel obter todas as secoes através de apenas um tinico cone, esse fato

mostraremos detalhadamente mais adiante;

e A estrutura de Apolonio, sendo formada por dois cones simétricos, construiria
perfeitamente os dois ramos da hipérbole, enquanto que, a construcao de Euclides

formaria somente um ramo;

e FEuclides alegava ser finito o cone e, como se pdde perceber, Apolénio constroi

cones infinitos;

e Apolonio demonstra ser possivel construir secoes conicas partindo de cones nao

necessariamente retos.

3.4 A etimologia moderna

Os termos “parabola”, “elipse” e “hipérbole” foram adaptados de alguns usos anteri-

ores. Os pitagoricos, e até Aristoteles no sec. VI a.C. utilizavam dessas palavras para
designar termos relacionados ao calculo de areas buscando solucionar problemas com
equacoes de segundo grau; para isso, utilizavam de uma figura geométrica conhecida,
o quadrado. Ao aplicar a 4rea do quadrado na solucdo da equagao desejada, surgiria

uma das seguintes possibilidades:

e O quadrado seria menor e, portanto, faltaria area para completar o quadrado (a

essa falta chamavam elipse);
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e A area do quadrado seria exatamente igual a area da figura (a essa igualdade

chamavam parabola);

e A 4area do quadrado seria maior e, portanto, sobraria &rea ao completar o qua-

drado (a esse excesso chamavam hipérbole).

Por exemplo, dada a equacdo z2 + k.zy + y* = 10 temos:

e Para k = 1 falta zy para que seja um quadrado 2 + l.ay + y* = (x + y)2 — 2y,

portanto, temos uma, elipse;
e Para k = 2 temos que 2% + 2.2y +9° = (z + y)g, portanto, temos uma parabola e

e Para k = 3 sobra xy para que seja um quadrado x* + 3.2y + v* = (v + y)2 + 2y,

portanto, temos uma hipérbole.
Segundo o dicionario Figuras de linguagem |26], surgiriam os seguintes nomes:

e Parabola, do grego, significa comparagao ou igualdade. Este termo também é
utilizado nos evangelhos biblicos para indicar as historias de Cristo ao comparar
figuradamente fatos, rotinas e eventos cotidianos do povo com a dindmica do

reino divino.

e Elipse, do grego, significa falta ou omissao. Na gramatica da lingua portuguesa
utiliza-se como figura de linguagem onde se omite um termo em uma oracao ou

periodo cuja falta nao altera a compreensao nem o sentido da mesma.

e Hipérbole, do grego, significa excesso ou exagero. Também faz parte da lingua
portuguesa essa figura de linguagem que tem a caracteristica de exagerar copio-

samente o pensamento na fala ou na escrita.

Muitos dos termos mateméticos conhecidos atualmente sofreu forte influéncia dos

gregos, dos arabes ou dos turcos, pois, foram desses povos que herdamos muitos de

nossos conhecimentos matematicos. E, por isso, alguns nomes ligados a assuntos ma-

tematicos fogem da logica do significado como, por exemplo: raiz quadrada, algarismo,

vetor, geometria, dlgebra, abscissa, logaritmo, trigonometria e muitos outros.
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Secoes conicas: Parabola

4.1 Introducao

Neste capitulo iremos apresentar conhecimentos relativos a secao conica conhecida
por parabola. Normalmente, os alunos do ensino médio tém seu primeiro contato com
essa estrutura através da plotagem do grafico correspondente as funcoes conhecidas
como quadraticas ou do 2° grau, mas, veremos em nossos estudos, serem muito mais
amplos os conhecimentos que podem ser adquiridos através de uma analise um pouco
mais detalhada e aprofundada do tema.

Inicialmente apresentaremos a definicao de Apolonio. Em seguida, faremos uma
apresentacao formal bem como todos os elementos que compoem essa estrutura e suas

equacoes paramétricas relativas.

4.2 Parabola: Definicao Historica

Para MARCHINTI [10], a parabola teria sido a figura mais dificil a ser demonstrada
ou podemos dizer parametrizada por Apoloénio. Diferente da elipse ou da hipérbole
que eram demonstradas a partir da falta ou do excesso da area de um quadrado, a

paradbola deveria conter a mesma &area do quadrado tornando assim mais complexa
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sua demonstracao. Ainda em seu primeiro livro, Apolonio apresenta a defini¢ao de

parabola da seguinte maneira:

“Se um cone é seccionado por um plano que passa pelo eixo e se esse plano
¢é seccionado por outro plano que secciona a base do cone segundo uma reta
perpendicular & base do tridangulo que passa pelo eixo; se além do mais, o
diametro da secao é paralelo a um dos lados do triangulo que passa pelo
eixo, [...] chamaremos tal se¢do de pardbola.” MARCHINTI [10]

Na primeira parte da definicao, Apoloénio descreve a construcao necessaria para se
obter uma secao parabolica. A construgao podera ser acompanhada na Figura 4.1.

Seja um cone definido e construido como na Figura 3.6:

e Seccionamos o cone com um plano « infinito em seu eixo de simetria, com essa
seccao obtemos um tridngulo e nominamos seus vértices por A, B e C sendo A o

vértice do cone;
e Seccionamos o cone com outro plano 5 perpendicular ao ABAC, logo a L 5;

e Marcamos um segmento de reta DFE contida no plano 5 e perpendicular ao seg-
mento de reta BC' do AABC

e Construimos um plano v que contenha a DFE e seja paralelo a semirreta @ A

estrutura conica parabola seré formada da interseccao entre o plano v e o cone.
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Figura 4.1: Processo de obtencao da Parabola

4.3 Elementos de uma Parabola

Uma vez obtida uma parabola como mostrado anteriormente, faz-se necessério iden-
tificar e definir os elementos e as propriedades que a compoe.
A partir das relacoes de Apolonio, podemos definir formalmente parabola, definicao

conhecida atualmente, como sendo o lugar geométrico de um plano que possui a mesma
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distancia entre o ponto fixo F' (chamado foco) e uma reta fixa d (chamada diretriz). A
reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz é chamada eixo de simetria, esse
eixo intercepta a parabola exatamente no ponto V', ponto médio entre o foco e a reta
diretriz chamado vértice. Nominaremos de p o parametro utilizado para a construcao

da parabola. A Figura 4.2 mostra com detalhes essas informacoes:

d Parabola
d

p
\
Parabola "

\ ¢F Eixo de simetria

p p P

0F
Eixo de simetria

Figura 4.2: Elementos de uma Parabola
Logo, os elementos que compoem uma parabola sao:

e [F: foco
o V: vértice
o d: reta diretriz

e p: distancia entre o foco e o vértice.

4.4 Equacao Canodnica da Parabola

Dizemos que uma equacao estd em sua forma canoénica, quando a escrevemos na

forma mais simples (reduzida) possivel, evidenciando o que é mais importante.
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4.4.1 Parabola com o foco F' posicionado sobre o eixo z

Para deduzir a equacao canodnica da parabola utilizaremos alguns artificios da geo-
metria. Acrescentaremos na Figura 4.2, vista anteriormente, os eixos cartesianos x e y

como mostra a Figura 4.3.

TG
p

Figura 4.3: Equacao Canonica da Pardbola paralela ao eixo x

Para viabilizar a construcao da equacao candnica da pardbola paralela ao eixo z,
levaremos em consideragao alguns parametros que estarao presentes nas coordenadas
cartesianas dos seguintes pontos do plano: A = (z,y), F' = (p,0) e B = (—p,y), pela
definicao dada anteriormente, os pontos pertencentes a uma parabola, quaisquer que
sejam, possuem distancias iguais ao foco e a reta diretriz (d). Em termos mateméaticos,
as distancias entre os pontos A e B e F' e A representadas na Figura 4.3 sao iguais,
logo: |AB| = |FA| onde |ST| representa o comprimento do segmento ST.

Como A = (z,y) e B = (—p,y) entdo

|AB| = |FA| = |z + p| (4.1)

E facil perceber que o triangulo AFCA é retangulo em C, logo, pelo Teorema de



42 CAPITULO 4. SECOES CONICAS: PARABOLA

Pitagoras, a hipotenusa do triangulo retangulo ao quadrado é igual a soma dos dois

catetos ao quadrado, ou seja:

|[FA]? = [FC)* + |[AC|?
Como |FC| =y e |AC| = x — p entdo

[FAP =y* + (z — p)?
[FA|=/y*+ (z — p)? (4.2)

Igualando as Equacoes 4.1 e 4.2, temos:

|z +p| = Vy? + (v — p)? (4.3)

Elevando ambos os lados da Equacao 4.3 ao quadrado e desenvolvendo os termos

ao quadrado, obtemos

2
|z +p]* = Vy?+ (z — p)?

2+ 2rp + p? =y + 2% — 2ap + p?
y® = dap (4.4)

Denotando 4p = a na Equacao 4.4, temos que:
y* = ax (4.5)

A Equacao 4.5 é chamada de Equacdo candnica reduzida de uma parabola com
vértice na origem. Em outras palavras, todos os pares ordenados (z,y) que satisfizerem

esta relacao pertencerao ao lugar geométrico denominado parabola.

Parabola com diretriz paralela ao eixo = e com o foco (F') genérico em (h, k)

Para generalizar, ou seja, obter equagoes canénicas para parabolas cujos focos per-
tencam a quaisquer coordenadas do plano cartesiano, acrescentaremos os parametros
h e k, onde o ponto (h,k) sera o foco genérico de nossa parabola. A esse processo
chamamos translacdo, acrescentando tais parametros a forma canonica y> = ax obtida
anteriormente levaremos o lugar geométrico da parabola para quaisquer posicao no
plano através da relacao:

(y —k)* = a(z —h)
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As Figuras 4.4 e 4.5 mostram que é possivel, através do programa GeoGebra, apli-
cando os parametros a, h e k como controles deslizantes fazer variar valores e fazer com
que a nossa parabola deslize pelo plano cartesiano. Essa animacao é simples, pratica e

pode ser construida em sala de aula.

Figura 4.5: Generalizagao do foco, variacao de k

Na Figura 4.4 foram mantidos fixos os parametros a = 1 ¢ £ = 0 enquanto o
parametro h varia, logo, a pardbola desliza paralelamente ao eixo z. Por outro lado, na
Figura 4.5 foram mantidos fixos os parametros a = 1 e h = 1 enquanto que o parametro

k varia, logo, a parabola desliza paralelamente ao eixo y.



44 CAPITULO 4. SECOES CONICAS: PARABOLA

Tivemos o cuidado de esbogar os graficos anteriores criteriosamente com a concavi-
dade voltada para a direita, no entanto, se variamos o parametro a tal que a < 0, como
podemos observar nas Figuras 4.6 e 4.7 as concavidades relativas se voltarao para a

esquerda.

Figura 4.6: Generalizacao do foco, variacao de h com a < 0

Figura 4.7: Generalizacao do foco, variacao de k& com a < 0

4.4.2 Parabola com o foco F' posicionado sobre o eixo y

Analogamente a equacao com foco sobre o eixo x, para deduzir a equacao canonica
da parabola utilizaremos alguns artificios da geometria. Acrescentaremos na Figura

4.2, vista anteriormente, 0s eixos cartesianos x e y como mostra a Figura 4.8.
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_v=00,0)

Figura 4.8: Equacao Canonica da Pardbola paralela ao eixo y

Para viabilizar a construgao da equacao canonica da parabola paralela ao eixo y,
levaremos em consideragao alguns parametros que estarao presentes nas coordenadas
cartesianas dos seguintes pontos do plano: A = (x,y), F = (0, —p) e B = (z,p), pela
definicao dada anteriormente, os pontos pertencentes a uma parabola, quaisquer que
sejam, possuem distancias iguais ao foco e a reta diretriz (d). Em termos matematicos,
as distancias entre os pontos A e B e F e A representadas na Figura 4.8 sao iguais,
logo: |AB| = |FA| onde |ST| representa o comprimento do segmento ST.

Como A = (z,y) e B = (x,p) entdo

[AB| = [FA| = |y — p| (4.6)

E facil perceber que o triangulo AFCA é retangulo em C, logo, pelo Teorema de
Pitagoras, a hipotenusa do triangulo retangulo ao quadrado é igual a soma dos dois

catetos ao quadrado, ou seja:

|FA]? = |[FC|* + |AC|?

Como |FC| =z e |AC| = y + p entdo

[FAP* = 2% + (y +p)*

[FA| = /22 + (y +p)? (4.7)

Igualando as Equacoes 4.6 e 4.7, temos:

ly —pl =2+ (y +p)? (4.8)



46 CAPITULO 4. SECOES CONICAS: PARABOLA

Elevando ambos os lados da Equacao 4.8 ao quadrado e desenvolvendo os termos

ao quadrado, obtemos

2

ly —pl> =va>+ (y +p)?

Y —2yp+p* =2 +p*+2yp+y°
z? = —dyp (4.9)

Denotando —4p = a na Equacao 4.9, temos que:
2 = ay (4.10)

A Equacao 4.10 é chamada de Equacao canonica reduzida de uma pardbola com
vértice na origem. Em outras palavras, todos os pares ordenados (z,y) que satisfizerem

esta relacao pertencerao ao lugar geométrico denominado parabola.

Parabola com diretriz paralela ao eixo y e com o foco (F) genérico em (h, k)

Para generalizar, ou seja, obter equagoes canoénicas para parabolas cujos focos per-
tencam a quaisquer coordenadas do plano cartesiano, acrescentaremos os parametros
h e k, onde o ponto (h,k) sera o foco genérico de nossa parabola. A esse processo
chamamos translacdo, acrescentando tais parametros a forma canonica z° = ay obtida
anteriormente levaremos o lugar geométrico da parabola para quaisquer posicao no
plano através da relacao:

(2~ k) = aly — )

As Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 mostram que é possivel, através do programa
GeoGebra, aplicando os parametros a, h e k como controles deslizantes fazer variar
valores e fazer com que a nossa parabola deslize pelo plano cartesiano. Essa animacao
é simples, pratica e pode ser construida em sala de aula.

Observe que ao variarmos os valores de a alteremos a concavidade da parabola, ou
seja, para a > 0 temos parabolas concavas para cima e para a > 0 temos parabolas

concavas para baixo.
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Figura 4.10: Generalizacao do foco, variacao de k

com a >0

Figura 4.11: Generalizacao do foco, variacao de h com a < 0

47
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Figura 4.12: Generalizacao do foco, variagao de k com a < 0

4.5 Identificacao de uma parabola

Conclui-se que sera possivel identificar uma parabola todas as vezes que nos depa-

rarmos com uma relacao do tipo:
By?+Cx =0

ou

By+C2*> =0

onde B,C' e R

4.6 Excentricidade da Parabola

A excentricidade e mede a abertura das conicas, ou seja, quanto mais “arredondada”
ou “achatada” é a figura.

Por definicao e = €. Na Pardbola ¢ ¢ a distancia entre a reta diretriz e um ponto
P = (z,y) pertencentg a curva e a é a distancia deste mesmo ponto P até o foco da
Parabola como mostra a Figura 4.13.

Pela definicao de Parabola temos ¢ = a, portanto a excentricidade da Parabola é

e=1
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Diretriz

o

& - — ==

. 3
L

Figura 4.13: Excentricidade da Parabola

4.7 Propriedade da Parabola

A parédbola possui uma propriedade muito interessante; os gregos descobriram que
um raio de luz, de som, ou de uma onda qualquer emitida pelo foco da parabola em
direcao a sua estrutura, indiferente do ponto que a atinja, as reflete em uma trajetoria
paralela ao eixo de simetria e, da mesma forma, se os mesmos incidem na estrutura
em trajetoria paralela ao eixo de simetria serao refletidas em direcao ao foco, conforme
ilustra a Figura 4.14. As tecnologias modernas fazem uso dessa importante propriedade
para solucionar problemas em varios ramos de conhecimento (médico, telefonico, auto-
motivo, engenharia, eletronica, etc.). No Capitulo 8 mostraremos algumas aplicagoes

dessa propriedade.
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Eixo de simetria

Figura 4.14: Propriedade reflexiva da Parabola



Capitulo 5

Secoes conicas: Elipse

5.1 Introducao

Nesse capitulo apresentaremos conhecimentos relativos a segunda se¢ao conica co-
nhecida, a elipse. Os alunos do ensino médio nem sempre tém contato com essa estru-
tura. Talvez pela sua complexidade ou pelas dificuldades encontradas pelos docentes
em dominar e transmitir tal contetdo.

Como nas estruturas parabolicas, apresentamos a definicaio de Apolonio para a
elipse e a definicao utilizada nos livros didaticos. Em seguida, serao listados todos os
elementos que compdem essa estrutura bem como as equacoes candnicas que as definem
no plano geométrico. Por fim generalizaremos sua posicao no plano com parametros

relativos e visualizaremos com o auxilio do Geogebra a variacao desses parametros.

5.2 Elipse: Definicao Histoérica

Como visto anteriormente, o termo elipse utilizado por Apolonio significava “estar
faltando” ou “ser carente de”, indicando que faltava algo ao efetuar alguns dos calculos.
E importante lembrar, que, Apolonio nio faz uso da algebra em suas demonstracoes,

ele utiliza apenas a geometria. Segundo Apoldnio obtemos a elipse quando:

51
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“Um cone ¢é seccionado por um plano que passa pelo seu eixo, e, se é tam-
bém seccionado por outro plano que, encontrando qualquer um dos lados
do triangulo que passa pelo eixo, nao é colocado nem paralelamente, nem
antiparalela mente a4 base do cone; se, além disso, o plano da base e o
plano secante se encontram ao longo de uma reta perpendicular a base do
triangulo que passa pelo eixo...” MARCHINTI [10]

Analisaremos passo a passo a descricao de Apolénio quanto a obtencao da secao
conica conhecida como elipse. A construcao podera ser acompanhada na Figura 5.1.

Seja um cone definido e construido como na Figura 3.6, com visto anteriormente:

e Seccionamos o cone com um plano « infinito em seu eixo de simetria com essa
seccao obtemos um tridngulo onde nominaremos seus vértices por A, B e C' sendo

que A é o vértice do cone;
e Seccionamos o cone com outro plano [ perpendicular ao ABAC, logo a L ;

e Marcamos uma reta que passa pelo ponto C, contida no plano 3, e perpendicular
ao segmento de reta BC' do ABAC;

e Construimos um plano v que contenha a reta que passa pelo ponto C' e que nao
seja paralelo ao segmento de reta AC, a estrutura conica elipse sera formada da

interseccao entre o plano v e a estrutura do cone.
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Figura 5.1: Processo de obtencao da Elipse

5.3 Elementos de uma elipse

Vamos identificar e definir os elementos e as principais propriedades que compoem
uma elipse. A partir das relacoes de Apolonio, podemos definir formalmente elipse,
como sendo o lugar geométrico dos pontos P pertencentes a um plano onde a soma das

distancias a dois pontos fixos (F} e Fy) sdo iguais. A Figura 5.2 mostra os elementos
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de uma elipse:

Bl

A2 F2 0 F1 1

B2

Figura 5.2: Elementos de uma Elipse

Logo, os elementos que compoem uma elipse sao:
e O: origem

e F'1 e F2: focos

e Al e A2: vértices do eixo maior

e Bl e B2: vértices do eixo menor

e A, Ay eixo maior

e BBy eixo menor
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5.4 Equacao Canonica da Elipse

Uma vez conhecida a definicao de elipse e os elementos que a compoe, Somos capazes

de encontrar a sua equagio canonica (reduzida).

5.4.1 Elipse com focos F; e F, posicionados sobre os eixos x ou

Y

Para facilitar os calculos, escolheremos estrategicamente os focos da elipse sobre o
eixo z, de modo que a origem do plano cartesiano seja o ponto médio entre os focos (F}
e Fy). Desta forma, as coordenadas cartesianas dos focos correspondem a: F; = (¢, 0),
Fy = (—¢,0) e a origem O = (0,0). Consideraremos o comprimentos dos eixos maior e
menor equivalente a 2a e 2b respectivamente; assim, as coordenadas dos vértices serao:
Ay = (a,0), Ay = (—a,0), By = (0,b) e By = (0,—b). Os detalhes dessa construcao

estao na Figura 5.3:

B1=(0, b)

A2={-a, A1=(a, 0:'

0=(0, 0) -
F1=(C, D:l

B>=(0, -b)

Figura 5.3: Coordenadas cartesianas dos elementos da elipse

Considere um ponto P = (z,y) qualquer posicionado sobre o lugar geométrico
denominado elipse. Por defini¢cao, a soma das distancias entre o ponto P e os focos

sdo constantes e iguais a 2a, logo, para qualquer ponto escolhido, as distancias |PF|+
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|PF5| = 2a. Analisando os triangulos retangulos APCF; e APC'F, formados conforme
a construgao da Figura 5.4 e, através do teorema de Pitagoras, é possivel calcular os

comprimentos |PFi| e |PF|, ou seja:

Bi=(0, b)

A1=(a, D)

B,=(0, -b)

Figura 5.4: Determinando a equagao candnica da elipse

Seja
PR = (c—2)* + (y)? (5.1)
e
[FA| = /iy + (z — p)? (5.2)
logo |PFy| = /(c—2)2+y2 e |PF| = \/(c+x)2 + 12

como |PFy| + |PF;| = 2a, temos:

R s
Vie—x)?24+y2=2a—/(c+z)?+y> (5.3)

Elevando ambos os lados da Equacao 5.3 ao quadrado:
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2
Vie—2)24+9y2 = (2a — /(c+ 1)% + y2)?
(c—2)*+y* =4a® —da/(c+ )2+ 12 + (c+2)? +¢°
& —2cx +2° +y* = 4a® — da/(c+ 2)2 + y2 + A + 2cx + 27 + o
4ex + 4a® = dar/(c + 1)% + o2 (5.4)

Dividindo ambos os lados da Equacao 5.4 por 4 e em seguida elevando ambos os

membros ao quadrado temos:
(cx + a?)? = (ay/(c+ x)2 + y2)?
Az + 2a’cx + a* = a*((c+2)* + y?)

x® 4 2a’cx + a* = a’c® + 2a*cx + a*2* + a*y? (5.5)
De onde,

2?(* — a*) + a* = a* + a®y?

%(a* — a®) — a* = —a*c — a*y? (5.6)

Agora observe o triangulo AF) By F,. Note que |FyBy| + |B1 Fy| = 2a, pois By é um

ponto da elipse. Mas por questao de simetria, |FyB;| = | By Fy|.
Logo, |B1F,| = a.
Considere agora o tridngulo retangulo AO B, Fs.

Pelo Teorema de Pitagoras,

|OB1|> + |OF,* = |B, F5)?
b+ =a?

a? —c* = b (5.7)

Substituindo 5.8 em 5.5 temos que
20— at = —a2 — a%y?

220 + a*y? = a*(a® — &) (5.8)
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De onde,

22b* 4 a*y? = a®b? (5.9)
Dividindo ambos os lados da Equacéo 5.9 por a?b?, obtemos:

3:2 y2
St =1 (5.10)

Observe que escolhemos estrategicamente os focos da elipse sobre o eixo z, de
modo que a origem do plano cartesiano fosse o ponto médio entre os focos. De maneira

anéloga, poderiamos também ter escolhido os focos da elipse sobre o eixo y conforme

Figura 5.5.

B> @) B4

F2

A

Figura 5.5: Elipses com focos no eixo y

Observe na Figura 5.5 que apenas rotacionamos em 90° a elipse, invertendo os eixos

x e y. Invertendo as posicoes das incognitas na Equagao 5.10 obtendo a Equagao 6.1.

4+ —=1 (5.11)
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Identificamos as Equagoes 5.10 e 6.1 como equagoes candnicas da elipse com focos
(Fy e F) sobre os eixos z e y respetivamente. Em outras palavras, todos os pares orde-
nados (x,y) que satisfacam esta relagdo pertencerao ao lugar geométrico denominado

elipse.

5.4.2 Elipse com focos F; e F, genéricos

Vimos anteriormente, como se obter a equagao canonica de uma elipse a partir de
seus focos (F} e Fy) posicionados sobre o eixo x e sobre o eixo y. Para generalizarmos,
ou seja, obter equacoes candnicas para elipses cujos focos podem ser posicionados em
quaisquer pontos do plano cartesiano, acrescentaremos os parametros h e k as Equacoes
5.10 e 6.1.

Acrescentando os parametros temos:

@ ;Qh)Q e ;2@2 —1 (5.12)

@ ;k)z + U ;2]’)2 1 (5.13)

A intencao é transladarmos nossa elipse através da variacao de tais parametros,
ou seja, levaremos o lugar geométrico da elipse para quaisquer posi¢oes no plano que
desejarmos.

As figuras que se seguem mostram que é possivel, através do GeoGebra 3D, apli-
cando controles deslizantes aos parametros a, b, h e k fazer com que a elipse deslize
pelo plano cartesiano a medida que diferentes valores sao atribuidos aos valores.

A Figura 5.6 mostra o que sucede com a elipse de Equacao 6.3 quando mantemos

fixos os parametros a, b e h e variamos o parametro k.
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Figura 5.6: Elipses ao variar o parametro k

Observe que quando variamos o parametro k, nossa elipse desliza sobre o eixo .
Vamos verificar na Figura 5.7, o que sucede quando mantemos fixos os parametros

a, b e k, e variamos o parametro h na elipse de Equacao 6.3.

-2 4

Figura 5.7: Elipses ao variar o parametro h

E possivel perceber que, variando o parametro h, a elipse desliza sobre o eixo .
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Se variamos simultaneamente os parametros k e h a elipse circulard por pontos do
plano gerando figuras interessantissimas. Na Figura 5.8 temos um exemplo do que

ocorre quando variamos os parametros k e h com diferenca de 3 unidades entre eles:

Figura 5.8: Elipses ao variar os parametros k e h

Mas, o que aconteceria se varidassemos o parametro a ou b?

Vimos que, ao parametrizar a elipse posicionamos criteriosamente os focos (F e Fy)
sobre o eixo x ou sobre o eixo y e utilizamos os valores a e b para indicar a distancia
entre os eixos maior e menor da elipse. E logico pensar que, se variamos os valores a e

b variamos justamente as medidas desses eixos como se pode observar nas Figuras 5.9
e 5.10.

-2

Figura 5.9: Elipses ao variar o parametro a
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Figura 5.10: Elipses ao variar o parametro b

Vimos o resultado quando variamos os valores dos parametros a e b, porém, outro
fato chama a atencao. Observe através das figuras que, uma vez que atribuimos valores
iguais para a e b, ou seja, a = b, obtemos outra figura geométrica conhecida, o circulo

que se destaca com a cor vermelha.

5.5 Identificacao de uma elipse

De posse das Equacoes 6.2 e 6.3 , para se identificar uma elipse com focos (F} e F3)

sobre o0s eixo = e y respectivamente, basta identificarmos relacoes do tipo:
Az + By*=F (5.14)
ou

Br*+ Ay =F (5.15)

onde A, B, F € R
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5.6 Excentricidade da Elipse

Como vimos na Parabola a excentricidade e mede a abertura das conicas, ou seja,
quanto mais “arredondada” ou “achatada” é a figura.

Por definicao e = E. Na Elipse temos que ¢ é o comprimento de um dos focos, por
exemplo Fi, até a origCeLm do plano cartesiano O e a é o comprimento deste mesmo foco

F} até o ponto By, como mostra a Figura 5.11.

Figura 5.11: Excentricidade da Elipse

Observe que ¢ = |F10|, a = |F1B;| e que a é a hipotenusa do triangulo retangulo
AOF|B;. Logo, pelas propriedades do triangulo a hipotenusa é sempre maior que
os catetos ou seja a > c¢. Observe também que a e ¢ sao valores positivos.Portanto

c
0<e=-<1
a . . . , . .

Como vimos anteriormente uma vez que atribuimos valores iguais para a e b, ou

seja, a = b, obtemos o circulo. Neste caso, temos ¢ = 0 e portanto, a excentricidade da

circunferéncia é e = 0

5.7 Propriedade da Elipse

Assim como a parabola, a elipse também possui propriedades interessantes. Se, um

raio de luz, de som, ou de uma onda qualquer é emitido por qualquer um dos focos da
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elipse, estes serao refletidos em direcao ao foco adjacente.

A Figura 5.12 mostra essa propriedade, indiferente do ponto da estrutura atingido
pelo raio, o angulo formado entre esta reta e a reta tangente ao ponto receptor na
elipse serd igual ao angulo formado pela mesma reta tangente e a reta formada pelo

raio refletido.

Figura 5.12: Propriedade da Elipse

Muitas tecnologias modernas fazem uso dessa importante propriedade para solu-
cionar problemas em diversos ramos de conhecimento (médico, arquitetura, etc.). No

Capitulo 8 mostraremos algumas aplicagoes dessa propriedade.



Capitulo 6

Secoes conicas: Hipérbole

6.1 Introducao

A hipérbole é a tultima das estruturas definidas e demonstradas por Apolénio e,
portanto, apresentarei da mesma forma como a parabola e a elipse. Em geral, os
alunos do ensino médio também nao tém contato com essa estrutura, talvez, pelos
mesmos motivos apresentados na elipse.

Como nas estruturas anteriores, iniciarei nossos estudos com a definicao de Apolonio
para a hipérbole e em seguida a definicao utilizada nos livros didaticos. Serao listados
os elementos que compoem essa estrutura, bem como as equagoes candnicas que as
definem no plano geométrico e por fim generalizaremos sua posicao no plano com

parametros relativos e usaremos novamente o Geogebra para melhor visualizagao.

6.2 Hipérbole: Definicao Histoérica

Como visto anteriormente, o termo hipérbole utilizado por Apolonio teria o mesmo

significado do verbo “exceder” ou a expressao “ir além de” indicando que sobrava algo
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ao efetuar alguns dos calculos. E importante lembrar, que, Apolonio nio faz uso da
algebra em suas demonstracoes, ele utiliza apenas a geometria. Segundo Apoldnio

obtemos a hipérbole quando:

“Se um cone é seccionado por um plano que passa pelo seu eixo, e, se é
seccionado por outro plano que secciona a base do cone segundo uma reta
perpendicular & base do tridangulo que passa pelo eixo; se, além do mais,
o diametro prolongado da secao encontra um dos dois lados do triangulo
pelo eixo além do vértice do cone, |...| Chamaremos tal se¢ao de hipérbole.”
MARCHINT [10]

Analisaremos passo a passo a descricao de Apolonio quanto & obtencao da secao
conica conhecida como hipérbole. A construcao podera ser acompanhada na Figura
6.1.

Sejam os cones definidos e construidos como na Figura 3.6 visto anteriormente,

porém, desta vez, utilizaremos as duas abas conicas:

e Seccionamos os cones com um plano « infinito em seu eixo de simetria com essa
seccao obtemos dois triangulos onde nominaremos seus vértices por A, B,C, D e

E sendo que A é o vértice comum dos cones;

e Seccionamos os cones com dois planos e 6 perpendicular ao ABAC e ADAFE

respectivamente, logo a L S e a L 6;

e Marcamos a reta r paralela ao eixo do cone e contida no plano «a que corta o lado
AC e AD dos triangulos ABAC' e ADAF respectivamente;

e Construimos um plano v que contenha a reta paralela e que seja perpendicular
ao plano a. A estrutura conica hipérbole sera formada da interseccao entre o

plano v e a estrutura do cone.
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Figura 6.1: Processo de Obtencao da hipérbole
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6.3 Elementos de uma Hipérbole

Identificaremos e definiremos os elementos e as principais propriedades que com-
poem uma hipérbole. Podemos definir formalmente hipérbole, como sendo o lugar
geométrico dos pontos P pertencentes a um plano onde a diferenca de distancias a dois
pontos fixos (F} e Fy) é constante. A Figura 6.2 mostra com detalhes os elementos de

uma hipérbole:

Figura 6.2: Elementos da hipérbole

Logo, os elementos que compoem uma hipérbole sao os seguintes:

e F| e Fy: focos

e O: origem e ponto médio entre os focos (F) e Fy)
e |F\F|: distancia focal

e A, e Ay: vértices da hipérbole

o A Ay eixo real

e [31B5: eixo imaginario
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6.4 Equacao Canonica da Hipérbole

Uma vez conhecidos os elementos que compoe uma hipérbole, somos capazes de
encontrar a equacao canonica (reduzida) que caracteriza os pontos da hipérbole em um

plano.

6.4.1 Hipérbole com focos F); e I; posicionados sobre o eixo z

ou eixo y

Para facilitar os célculos, escolheremos estrategicamente os focos da hipérbole sobre
o eixo x, de modo que a origem do plano cartesiano seja o ponto médio entre os focos (F}
e Fy). Desta forma, as coordenadas cartesianas dos focos correspondem a F; = (¢, 0) e
Fy = (—¢,0) e a origem O = (0,0). Consideraremos o comprimento dos entre os eixos
real e imaginario equivalente a 2a e 2b, respectivamente. Assim, as coordenadas dos
vértices serao: A = (a,0), Ay = (—a,0), By = (0,b) ¢ By = (0, —b). Os detalhes dessa

construcao podem ser averiguados na Figura 6.3.

‘81:{0: b)

o—A2=(-2,010=(0,0)

032 =(0,-b)

Figura 6.3: Coordenadas cartesianas dos elementos da hipérbole

Considere um ponto P = (z,y) qualquer posicionado sobre o lugar geométrico
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denominado hipérbole, entao, por defini¢ao, a diferenca das distancias entre o ponto P

aos focos é constante e igual a 2a. Logo, para qualquer ponto escolhido, temos
’PF1| — ’PF2| = 2a

Analisando os tridngulos retangulos APX F; e APX F, formados conforme a cons-
trucao da Figura 6.4, e através do teorema de Pitagoras, é possivel calcular os compri-

mentos |PFy| e |PF;|, ou seja:

Figura 6.4: Equacao canonica da hipérbole

PE’| = (c—2)* + ¢

]PF22| = (c+x)2 + 92

logo |PFi| =/ (c—x)? 4+ y% e |PFy| = \/(c+ )%+ y2,

como |PFi| — |PFy| = 2a, temos:

Vie—aP+y?+ V(e +a)?+y2 =20
Vie—z)2+12 =2a—/(c+ 1)+ 12 (6.1)

Elevando ambos os lados da Equacao 6.1 ao quadrado temos:
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(Vl(e—2)+y2)* = (2a — /(c+2)? +y?)°
(c—2)*+9* =4a®> —da/(c+z)2 +y2 + (c+2)* + 3
& —2cx +2° +y* = 4a® — da/(c+ 1)+ y2 + A + 2cx + 2% + o
dex + 4a® = dar/(c+ )2 + 32 (6.2)

Dividindo ambos os lados da Equagao 6.2 por 4 e em seguida elevando ao quadrado
novamente temos:

(cx + a?)? = (ar/(c + x)2 + y2)?

2?4 2a%cx + a* = a*((c + 2)* +3?)

Aa? 4+ 2d%cx + a* = A + 2d’cx + d*a? + %P

2*(c® — a®) + a* = &’ + a*y?

22— a?) — a%y? = a®? — a?
2

2?(c? — a?) — a*y? = a*(* — a?) (6.3)

Agora observe o triangulo AF;B;O. Note que |OF|| = a, |OB;| = b, |F1B| =ce
que o triangulo é retangulo.

Pelo Teorema de Pitagoras,

|OF1| + |OB:| = |F1B4|
a® +b* =

—a*="V (6.4)

Substituindo a Equacao 6.4 na Equacao 6.3 obtemos,

2202 — a2y = a2b?
Dividindo ambos os lados por a?.b?, temos que:

2 2
T Y
Observe que escolhemos estrategicamente os focos da hipérbole sobre o eixo x, de

modo que a origem do plano cartesiano fosse o ponto médio entre os focos. De maneira
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By

B,

Figura 6.5: Hipérbole com focos no eixo y

anéloga, poderiamos também ter escolhido os focos da elipse sobre o eixo y conforme

Figura 6.5.

Observe na Figura 6.5 que apenas rotacionamos em 90° a elipse, invertendo os eixos
)

x e y. Invertendo as posigoes das incdgnitas na Equacao 6.5 obtendo a Equacao 6.6.

=1 (6.6)

Identificamos as Equacgoes 6.5 e 6.6 como equagoes canodnicas da elipse com focos
(Fy e Fy) sobre os eixos x e y respetivamente. Em outras palavras, todos os pares orde-
nados (z,y) que satisfacam esta relacdo pertencerao ao lugar geométrico denominado

hipérbole.

6.4.2 Hipérbole com focos (F} e F3) genéricos

Vimos como se obter a equagao candnica de uma hipérbole a partir de seus focos (F}

e I) posicionados sobre o eixo x ou eixo y. Para generalizar, ou seja, obter equagoes
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canoénicas para hipérboles cujos focos podem ser posicionados em quaisquer pontos
do plano cartesiano, como aplicado a elipse, acrescentaremos os parametros h e k as
equacoes 6.4 e 6.6 candnicas da hipérbole.

Acrescentando os parametros temos:

(l’ — h)2 . (y — k)Z -1 (67)

a? b2

(y—h? (z—k)?

a? b2

—1 (6.8)

Lembrando que a intencao é transladar nossa hipérbole através da variacao de tais
parametros, ou seja, levaremos o lugar geométrico da hipérbole para quaisquer posigoes
no plano que desejarmos.

As figuras que se seguem mostrarao que é possivel, através do programa GeoGebra
2D. Aplicando controles deslizantes aos parametros a, b, h e k faremos com que a
hipérbole deslize pelo plano cartesiano.

A Figura 6.6 mostra o que sucede com a hipérbole quando mantemos fixos os

parametros a, b e h e variamos o parametro k.

Figura 6.6: Hipérboles ao variar o parametro k

Percebe-se que ao variar o parametro k, a hipérbole desliza sobre o eixo y, a Figura
6.7 mostra o que ocorre quando se mantém fixos os parametros a, b e k e varia-se o

parametro h.
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Figura 6.7: Hipérboles ao variar o parametro h

E possivel perceber que, variando o parametro h, a hipérbole desliza sobre o eixo
x. O leitor deve ter percebido que se variamos simultaneamente os parametros h e k a

hipérbole, assim como a elipse, circulara por todos os pontos do plano.
Mas, o que aconteceria se varidssemos os parametros a ou b?

Vimos que, ao parametrizar a hipérbole posicionamos os focos (F e F3) sobre o
eixo x e utilizamos os valores a e b para indicar o comprimento entre os eixos maior
e menor. E logico pensar que, se variamos os valores a e b variamos justamente as
medidas desses eixos. Veja nas Figuras 6.8 e 6.9 o que ocorre se variarmos os valores

de a e de b, respectivamente.

Figura 6.8: Hipérboles ao variar o parametro a
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Figura 6.9: Hipérboles ao variar o parametro b

6.5 Identificacao de uma Hipérbole

Como vimos, 6.5 é a equacio reduzida da hipérbole. E natural que para se identificar

uma hipérbole com focos (F7 e Fy) sobre o eixo x, basta identificarmos relacoes do tipo:
Az? — By  =F

onde A, B, FF € R.

6.6 Excentricidade da Hipérbole

Como vimos a excentricidade e mede a abertura das conicas, ou seja, quanto mais
“arredondada” ou “achatada” é a figura.

Por definicao e = E. Na Hipérbole temos que ¢ é o comprimento de A; até By e a é
o comprimento de Alaaté a origem O do plano cartesiano como mostra a Figura 6.10.

Observe que ¢ = |A;By|, a = |A,0] e c & a hipotenusa do triangulo retangulo
ANOA,B;. Logo, pelas propriedades do triangulo a hipotenusa é sempre maior que os
catetos ou seja ¢ > a. Observe também que a e ¢ sao valores positivos. Portanto

c

e=->1
a
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B,

Figura 6.10: Excentricidade da Hipérbole

6.7 Propriedade da Hipérbole

Assim como a parabola e a elipse, a hipérbole também possui propriedades interes-
santes.

Se, um raio de luz, de som, ou de uma onda qualquer é emitido por um dos focos
da hipérbole ao atingir a estrutura oposta em um ponto P, serao refletidos obedecendo
a uma direcao relativa ao foco oposto. A Figura 6.11 mostra essa propriedade.

Indiferente do ponto que atinja a estrutura, o angulo formado pela reta emitida pelo
foco e a reta tangente ao ponto receptor na hipérbole sera igual ao angulo formado pela
mesma reta tangente e a reta refletida.

Muitas tecnologias modernas fazem uso dessa importante propriedade para solucio-
nar problemas em diversos ramos de conhecimento (localizagdo, arquitetura, engenha-

ria, etc.). No Capitulo 8 mostraremos algumas aplicages dessa propriedade.
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Figura 6.11: Propriedade da Hipérbole

7
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Capitulo 7

Estruturas conicas: Equacao geral

7.1 Introducao

Através de nossos estudos, descobrimos as equagoes candnicas dos locais geométricos

no plano que determinam a parabola, a elipse e a hipérbole. Tais equacgoes foram
2 2 2
x . .
: = + _ZQ =1le pri el 1 respectivamente. As relacoes

para identificacoes foram definidas como se segue: By* 4+ cx = 0; Az*> + By?> = F e

definidas por: y* = az

Ax? — By? = F respectivamente.

René Descartes foi o primeiro a demonstrar ser possivel através de uma tnica equa-
cao reconhecer as curvas conicas. Devemos supor, que a equacao desejada devera ser
de segundo grau e além disso, conter duas variaveis x e y. Logo, a equacao que todos

preenche os requisitos é:

Az* + Bry+Cy?* + Dz + Ey+F =0 (7.1)

Com A, B,C, D, E, F e Re A, B, C' nao simultaneamente nulos.

A essa equacao denominamos equacao geral das conicas.

7.2 Analise da equacao
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Definimos uma equacao completa quando todos os elementos A, B, C, D, E, F' da
Equacao 7.1 sao nao nulos.

Além do mais, podemos identificar que a Equacao 7.1 possui:

e Trés termos do segundo grau, sendo: Az?, Bxy e Cy?;
e Dois termos do primeiro grau Dz e Ey e

e Um termo independente F.

Observe que o termo Bxy nao aparece em nenhuma ocasidao em nossos estudos.
Consideramos B = 0, pois nao aplicamos nesse trabalho casos onde rotaciona-se os
eixos que contém os focos.

Vamos analisar a Equacao 7.1 com B = 0. Assim temos:
A> +Cy* + Dz + Ey+ F =0 (7.2)
Observe que se:

e A = ( temos uma circunferéncia;
o A £ (C e ossinais de A e C sdo iguais temos uma elipse;
e A (C e ossinais de A e C' sao opostos temos uma hipérbole;

e A=0eC#0ouC=0e A0 temos uma parabola.

Segundo o livro analise matemdtica IV [28] o discriminante de uma equacao de
segundo grau é dado por B* — 4AC.

Vejamos como podemos identificar as conicas através do discriminante —4AC, uma
vez que estamos analisando os casos onde B =0 — B? = 0.

Observe que, se
e —4AC < 0 a equacao é uma elipse pois os sinais de A e C' sdo iguais e portanto

AC é positivo;

e —4AC > 0 a equacao é uma hipérbole pois os sinais de A e C' sao opostos e

portanto AC' é negativo;

e —4AC = 0 a equacgao ¢ uma pardbola pois A=0eC #0ouC=0e A#0e
portanto AC' = 0.

Lembramos que para o caso A = C obtemos uma equacao particular da elipse que

representa a circunferéncia.
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Estruturas conicas: Aplicacoes

8.1 Introducao

Como nossos estudos mostraram até o momento, é notoério que as conicas desempe-
nharam e ainda desempenham papéis importantissimos em diversos ramos de estudos
e pesquisas. A seguir, descreveremos simplificadamente alguns desses campos com suas

respectivas aplicagoes.

8.2 Aplicacoes parabdlicas

8.2.1 Trajetoéria de projéteis

A balistica é a ciéncia que estuda as trajetorias dos projéteis, em ambientes terres-
tres, onde atua a forca da gravidade. O projétil realiza quase sempre uma trajetoria
parabodlica. Alguns célculos podem fornecer informacdes como o alcance da queda de

um projétil, por exemplo.
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¥ &

'Prmi:'atul B
[V ey i P M Rl o' e

Figura 8.1: Projéteis (Fonte: fisicaevestibular.com.br)

8.2.2 Propriedade de reflexao

Como vimos a propriedade de destaque na parabola é sua propriedade de reflexao.
Todo raio luminoso ou onda sonora que incida sobre a parabola paralelamente ao seu
eixo é refletido de modo a passar pelo foco da pardbola. O processo inverso também
acontece, ou seja, qualquer raio ou onda que seja emitido do foco da parabola e que
incida sobre a parabola é refletido numa mesma direcao segundo retas paralelas ao eixo
da parabola.

Essa propriedade faz com que a pardbola apresente varias aplicacoes. A seguir,

apresentamos algumas dessas aplicacoes.

Farois e lanternas

Utiliza-se essa propriedade em farois de veiculos e mesmo em lanternas, pois permite

que a luz chegue a longas distancias.

Figura 8.2: Lanterna (Fonte: dreamstime.com.br)
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Antenas parabdlicas

As antenas parabolicas também funcionam devido essa propriedade da parabola.
Ela tem um formato parabolico que consiste na rotacao de uma parabola em torno do
seu eixo principal. A antena capta as ondas que chegam a sua superficie e as refletem

para um tnico ponto (o foco).

Figura 8.3: Antena parabolica (Fonte: sofisica.com.br)

8.2.3 Engenharia

As parébolas aparecem frequentemente em projetos de engenharia. Uma utilizacao
bastante comum sao nas pontes suspensas (juntamente com as pontes estaiadas), pois
possibilitam os maiores vaos.

Nessas pontes, segundo reportagem publicada no site IPC Digital, a base é sus-
tentada por varios cabos metalicos verticais ligados a dois cabos maiores principais,
que por sua vez, sao conectados as torres de sustentacao. Os cabos comprimem as
torres de sustentacao e estas iltimas transferem as forcas de compressao para as fun-
dagoes. Como os cabos verticais sao distribuidos de maneira regular, a carga da ponte

é distribuida de modo uniforme aos cabos principais, que formam uma parabola.
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Como exemplos, temos a maior ponte suspensa do mundo, em Akashi Kaikyo -
Japao, com extensao de quase 4 Km e vao central de quase 2 Km. Outra ponte

suspensa, conhecida no Brasil, é a Ponte Hercilio Luz, que fica em Florianopolis, SC.

Figura 8.5: Ponte Luz - Florianopolis (Fonte: www.ipcdigital.com)
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8.3 Aplicacoes elipticas

8.3.1 Aplicagoes nas ciéncias

Lei das Orbitas

Durante muitos anos se acreditou que a Terra era fixa em um tnico ponto e que 0s
demais planetas circulavam em torno dela (geocentrismo).

No século XVI, o matematico e astronomo polonés Nicolau Copérnico apresentou
o primeiro modelo matematico sugerindo estar o sol fixo nesse ponto enquanto que os
demais planetas circulam em torno dele (heliocentrismo).

Em 1609, Johannes Kepler enunciou trés leis que revolucionariam os conhecimentos
sobre o movimento dos planetas. A principio, ele procura comparar o movimento
dos planetas a todas as geometrias conhecidas. Através de seus registros conclui que
somente a estrutura conica elipse era a que mais se adaptava a o6rbita dos planetas
estudados, assim, sintetizou suas observagoes em forma de lei que ficou conhecida
como Lei das Orbitas. Essa lei, garantia ao movimento dos planetas “uma trajetoria

eliptica, estando o sol localizado em um dos focos da elipse”.

= q"

Figura 8.6: Lei das Orbitas - Kepler (Fonte: www.sofisica.com.br)

Klaus Feldkeller, em seu artigo Nasa lan¢a ao espaco o primeiro satélite de co-

municagoes [19] informa que o primeiro satélite artificial foi langado pelos americanos
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em 1957 e depois deste, entao milhares de satélites foram lancados ao espaco. Dentre
eles, podemos destacar os satélites de comunicacoes, os astronomicos, os militares, os
meteorologicos, os de reconhecimento, os de observacao, os de navegacao, entre outros.

Normalmente os satélites obedecem a 6rbitas elipticas com grande excentricidade,

ou seja, bastante achatada como da Figura 8.7.

Figura 8.7: Satélites artificiais (Fonte: www.sofisica.com.br)

8.3.2 Eletrosfera

A Eletrosfera ¢ a regiao externa de um atomo, onde se localizam os elétrons. Ao
longo da histoéria, diversos modelos atomicos foram desenvolvidos e, em 1910, Ruther-
ford e Bohr apresentaram o modelo planetario, onde os elétrons giravam circularmente
entorno do nicleo.

Logo ap6s Rutherford e Bohr enunciarem seu modelo, verificou-se que um elétron,
numa mesma camada, apresentava energias diferentes. Sommerfild sugeriu entao que
as Orbitas fossem elipticas, pois em uma elipse ha diferentes excentricidades (distancia

do centro), gerando energias diferentes para uma mesma camada.
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eletrosfera
ou coroa

Figura 8.8: Eletrosfera (Fonte: www.infoescola.com

8.3.3 Propriedade de reflexao

Como vimos, uma propriedade muito importante da elipse é que qualquer raio
luminoso ou onda sonora que saia de um dos focos sera refletido pela elipse na direcao

do outro foco.

Optica

A elipse também tem aplicacao na dOptica. Por exemplo: existe um dispositivo de
iluminacao usado em consultérios odontolégicos que consiste num espelho com a forma
de um arco de elipse e numa lampada que se coloca no foco mais proximo. A luz da
lampada é concentrada pelo espelho no outro foco, ajustando-se o dispositivo de forma

a iluminar o ponto desejado.

Figura 8.9: Espelho odontologico (Fonte: www.dx.com)
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Ondas de choque

No artigo Litotripsia para quebrar Pedra nos Rins [20] do Dr. Cury um procedi-
mento muito utilizado no tratamento de célculo renal é denominado litotripsia extra-
corporea. Neste procedimento, conforme esquema da Figura 8.10, ondas de choque
criadas fora do corpo do paciente viajam através da pele e tecidos até encontrarem
os calculos mais densos, pulverizando-os. O litotriptor possui um espelho eliptico que

concentra os raios emitidos num determinado ponto com grande precisao.

Figura 8.10: Litotriptor (Fonte: www.pedranorim.com.br)
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8.4 Aplicacoes hiperbdélicas
8.4.1 Propriedade de reflexao

Como vimos a propriedade de reflexao da hipérbole afirma que qualquer segmento
de reta dirigido a um dos focos da hipérbole encontra o ramo correspondente e é refletido

em direcao do outro foco.

Telescopio

Essa propriedade é muito aplicada nos telescopios de reflexao. O fisico astréonomo

Renato Las Casas explica que esses telescopios:

“sao constituidos de dois espelhos, sendo um maior, que é parabélico e
outro menor, que é hiperbdlico. Esses dois espelhos dispoem-se de modo
que os eixos da parabola e da hipérbole coincidam e que o foco da parabola
coincida com um dos focos da hipérbole. Nesse tipo de telescopio, quando
os raios de luz se refletem no espelho parabdlico sao dirigidos para o foco,
pela propriedade de reflexao da parabola. Como este também é foco da
hipérbole, pela propriedade de reflexao desta os raios de luz refletem-se no
espelho hiperbélico e seguem em direcao ao outro foco da hipérbole. Os
raios de luz passam através de um orificio no centro do espelho primario,
atras do qual estda uma lente-ocular que permite corrigir ligeiramente a
trajetoria da luz, que chega finalmente aos olhos do observador ou a pelicula

fotografica.” (Transcrigdo de dudio da radio Inconfidéncia [29] )

Figura 8.11: Telescopio refletor (Fonte: www.astro.if.br)
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Actstica

Uma aplicacao importante da hipérbole é no campo da actstica utilizada em igrejas,
auditorios e teatros. Um exemplo ¢ a Catedral de Brasilia as paredes tém vibragao

actustica devido ao seu formato hiperboélico.

Figura 8.12: Catedral de Brasilia (Fonte: cafehistoria.ning.com)

Caracteristica interessante pois dispensa microfone para o celebrante das missas,
ouvidas com perfeicao em qualquer ponto, sem que seja preciso alterar o timbre e a
altura de voz. Segundo o site Café Historia 22| a voz leva dois segundos para se

propagar de um lado ao outro da catedral.



Capitulo 9

Consideracoes finais

O desenvolvimento deste trabalho possibilitou, inicialmente verificar que de fato a
geometria tem sido deixada em segundo plano nas salas de aula. Autores como Cres-
centi, Passos e Silva, dentre outros, concordam que ¢ de suma importancia o ensino
da geometria e que muitas vezes o conteido nao é lecionado pela falta de preparo
dos professores. Também é importante ressaltar que o uso da tecnologia e de softwa-
res como o Geogebra, usado no desenvolvimento do trabalho estimulam e facilitam a
aprendizagem.

No decorrer do trabalho contamos que a delegacao Ateniense pede ao ordculo para
o fim da epidemia e este traz a tona o problema da duplicacao do cubo. Acreditamos
que historias como essa, quando contadas em sala de aula desperta o interesse pelo
aprendizado.

Em seguida, formalizamos as conicas: Parabola, Elipse e Hipérbole, definindo cada
uma delas com base nos estudos de Apolénio, deduzindo suas equacoes canonicas na
origem; com o auxilio do Geogebra, mostrando a generalizacao das curvas e por fim
destacando a importante propriedade reflexiva de cada curva. Estes capitulos contém
uma nocao do conhecimentos que devem ser transmitidos na sala de aula pelo professor.

Para finalizar o trabalho buscamos aplicacOes interessantissimas das conicas, que
muitas vezes passam despercebidas. Objetos simples como uma lanterna faz o uso das
propriedade reflexiva da parabola. Também ressaltamos a finalidade acustica de se
construir a Catedral de Brasilia com varias hipérboles ao seu redor, o que é extrema-

mente intrigante e curioso para quem nao detém conhecimento das conicas. Essas e
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outras aplicagoes podem e devem ser usadas pelo professor com finalidade de intrigar

os alunos.
Para concluir ressalto que o trabalho nos oportunizou conhecer um pouco mais do

tema, trazendo novos conhecimentos, em especial do contexto historico e aplicabilidade

das conicas.
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