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“Nos precisamos saber, e nds iremos sa-

ber".
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Resumo

Durante o desenvolvimento da geometria plana na Grécia antiga, surgiram trés proble-
mas que se mostraram sem solugao para matematica Grega da época. Esses problemas
ficaram conhecidos na literatura como a duplicacao do cubo, a quadratura do circulo e a
trisseccao do angulo. Os trés sao problemas de construgao geométrica, utilizando apenas
régua nao graduada e compasso. Apesar do enunciado dos mesmos serem bem simples,
eles desafiaram o poder inventivo de intimeros matematicos e intelectuais, durante mais
de dois mil anos. O presente trabalho tem como objetivo mostrar a impossibilidade de re-
solugdo dos trés problemas classicos (também conhecidos como impossibilidade classica),
usando somente régua nao graduada e compasso. Dessa forma, fizemos um apanhado
sobre trigonometria, nimeros complexos, anel, corpos, homomorfismo, polinémios, ex-
tensoes algébricas e pontos construtiveis. Fazendo uso do conhecimento supracitado, foi
possivel enunciar e provar todos os teoremas necessarios para alcancarmos o objetivo ja
mencionado.

Palavras-chave: Geometria, Algebra, Construcoes Geométricas, Pontos construti-

veis, Impossibilidade.
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Abstract

During the development of flat geometry in ancient Greece, three problems emerged which
proved to be unsolvable for Greek mathematics at the time. These problems became
known in the literature as cube duplication, quadrature of the circle and trisection of the
angle. All three are geometric construction problems, using only non-graduated ruler and
compass. Although their statement was quite simple, they challenged the inventive power
of countless mathematicians and intellectuals for over two thousand years. The present
work aims to show the impossibility of solving the three classic problems (also known as
classic impossibility), using only a non - graduated ruler and compass. In this way, we
have made a survey about trigonometry, complex numbers, ring, bodies, homomorphism,
polynomials, algebraic extensions and constructible points. Using the aforementioned
knowledge, it was possible to state and prove all the necessary theorems to reach the
aforementioned objective.

Keywords:  Geometry, Algebra, Geometric Constructions, Constructible Points,

Impossibility.
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Capitulo 1

Introducao

Desde os tempos antigos a matemética vem desafiando os matematicos e intelectuais,
instigando a curosidade dos mesmos a buscar cada vez mais conhecimento nos varios ra-
mos dessa ciéncia. Os principais ramos da Matemaética sao: algebra, analise matematica
e geometria, a juncao da &algebra, andlise e geometria deram origem a outros ramos da
matematica, como teoria dos ntimeros, geometria diferencial, analise combinatoria, to-
pologia Diferencial, topologia algébrica, sistemas dindmicos, mateméatica computacional,
programacao matematica, teoria dos jogos, estatistica, probabilidade, entre outros. Na
Grécia antiga houve um periodo bastante produtivo no que diz respeito a matemaética,
em particular a geometria plana, que se mostrou extremamente importante para o desen-
volvimento da humanidade.

Durante o desenvolvimento da geometria plana feita pelos gregos, surgiram trés pro-
blemas que apesar das intmeras tentativas dos gregos, os mesmos se mostraram sem
solucao, sao eles: a duplicagao do cubo, quadratura do circulo e trisseccao do angulo.
Os trés problemas classicos da Geometria grega tratam sobre a impossibilidade de rea-
lizar certas construcoes geométrica usando apenas régua nao graduada e compasso, tais
problemas levaram mais de dois mil anos para serem provados.

Para que seja comprendido o que venha a ser duplicar um cubo, quadrar um circulo e
trissectar um angulo, primeiramente devemos deixar bem claro quanto ao que é permitido
fazer com régua e compasso, para assim compreendermos o porque da impossibilidade de
resolver os problemas. Com a régua é permitido tracar uma reta que passe por dois pontos
distintos dados, com o compasso é permitido tracar uma circunferéncia com centro em

um ponto dado. Fazendo uso desses dois instrumentos o que é possivel de se obter como
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resultado no final de cada operacao, é a interseccao entre duas retas, intersecao entre retas
e circunferéncias ou a intersecao entre duas circunferéncias. De posse dessas informacoes,
os trés problemas podem ser entendidos assim:

3 ¢ impossivel se

I. Duplicacao do cubo: dado um cubo de aresta x e volume x
construir a partir desse cubo um novo cubo com volume 2z% utilizando apenas régua e
compasso;

II. Quadratura do circulo: dado um circulo de raio r e area 7r?, ¢ impossivel
se construir a partir desse circulo um quadrado de 4rea mr? utilizando apenas régua e
cOmpasso;

ITI. Trissecgao do angulo: dado um angulo de amplitude 5, nem sempre é possivel
construir a partir desse angulo dado um novo angulo de amplitude § (ou seja, com um
tergo da amplitude do angulo dado), utilizando apenas régua e compasso.

Entre os trés problemas matematicos classicos difundidos antes de Euclides, o problema,

da duplicacao é talvez o mais famoso, inclusive existe uma lenda sobre o mesmo que conta

como o problema surgiu.

. em 427 a.C. Péricles teria morrido de peste juntamente com um quarto
da populacao de Atenas. Consternados, os atenienses consultaram o oraculo
de Apolo, em Delos, para saber como enfrentar a doenca. A resposta foi que
o altar de Apolo, que possuia o formato de um cubo, deveria ser duplicado.
Prontamente, as dimensoes do altar foram multiplicadas por 2, mas isso nao
afastou a peste. O volume havia sido multiplicado por 8, e nao por 2. (RO-

QUE, 2012, p. 155)

Com o objetivo de provar a impossibilidade classica, foi feito nesse trabalho uma breve
explanacao sobre alguns topicos da algebra e geometria plana. Em seguida usamos essas
ferramentas para criarmos o subconjunto P, de R?, o qual chamamos de conjunto dos
pontos construtiveis. Provamos também que um ponto (x,y) € Py é construtivel se
(,0) e (0,y) também sao construtiveis. Depois tomamos o conjunto Cg C R tal que
Cr = {a € R : « é construtivel } e provamos que o mesmo é um corpo, e em seguinda,
enunciamos e provamos o teorema 7.3 que é crucial na demonstracao da impossibilidade
classica.

Para a construcao do trabalho, foi preciso trabalhar alguns topicos da matemaética

elementar, no capitulo 2 foi trabalhado um pouco de plano cartesiano, trigonometria e
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numeros complexos, no capitulo 3 abordamos a definicao e exemplos de anel, corpo e ho-
momorfismo de anéis, no capitulo 4 foi estudado os polindmios em uma variavel sobre um
corpo K, onde tratamos das operacgoes de soma e multiplicacao de polinomios, divisao Eu-
clidiana, polinémios irredutiveis, critério de Fisenstein, e finalizamos esse capitulo falando
do Teorema fundamental da Algebra. Ja no capitulo 5, retratamos as extensoes algébri-
cas, definimos nimeros algébricos e transcedentes, revisamos nocoes béasicas de algebra
linear, para assim termos condicoes de definirmos o grau de uma extensao. O capitulo 6
foi muito prazeroso, pois nele trabalhamos as construgoes com régua e compasso, enun-
ciamos e provamos alguns teoremas importantes da geometria plana, como por exemplo,
o teorema de Tales e o teorema do Angulo Inscrito, e finalizamos esse capitulo com a
trissecgao do angulo de 90°.

No capitulo 7 foi juntado todo o conhecimento supracitado para criarmos o conjunto
dos pontos construtiveis, usando a geometria e a algebra. Enunciamos e provamos o
teorema 7.3, que é a ferramenta crucial na demonstracao da impossibilidade classica, e
finalizamos esse capitulo atingindo o nosso objetivo que foi mostrar a impossibilidade da
construcao dos trés problemas classicos da matematica Grega: a duplicacao do cubo, a
quadratura do circulo e a trissecgao do angulo.

O objetivo desse trabalho, foi estudar topicos de matematica, que foram usados como
base para justificar a impossibilidade da duplicacao do cubo, quadratura do circulo e a
trisseccao do angulo usando apenas régua nao graduada e compasso. Os topicos foram
interligados ao longo do texto, buscamos usar uma linguagem simples e de facil compre-
encao, para que o leitor tenha um bom entendimento do tema.

Vale resaltar também que todas as figuras foram construidas usando software mate-
matico livre conhecido como Geogebra, esse software reline geometria, algebra e calculo,
ele foi desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburg para educagao
matematica nas escolas. O programa permite realizar construgoes geométricas com a utili-
zacao de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, entre outros. O educador interessado

em trabalhar com Geogebra, pode baixé-lo gratuitamente no site www.geogebra.org.
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Um Pouco de Trigonometria e Nameros

Complexos

Iniciamos esse trabalho, falando um pouco de plano cartesiano, trigonometria e dos
nimeros complexos, pois esses topicos sao muito importante para fundamentar nosso tra-
balho. Iniciaremos com a definicio de plano cartesiano e depois de trigonometria na
circunferéncia, em particular, falaremos de seno e cosseno, com o objetivo de relembrar
as formulas de adicao de arcos, tendo em vista seu uso em algumas partes desse traba-
lho, como por exemplo na demonstracao da impossibilidade do problema da triseccao do
angulo.

O leitor certamente tem uma boa idéia sobre o que venha a ser ponto, reta e plano,
portanto vamos deixar claro aqui apenas como sera entendida algumas notagoes. Quando
falarmos em reta e ponto, na maiorias das vezes iremos usar letra mindscula para retratar
reta(exemplo, ; s, t, ..., etc.), e letra maitscula para retratar ponto(exemplo. A, B, C, ... etc.).
Dado os pontos distintos A e B, usaremos AB, para retratar o segmento de origem A e
extremidade B, AB para representar o tamanho do segmento AB, ﬁ para representar

a semirreta de origem A e j@ para representar a reta que passa por A e B.

2.1 Plano Cartesiano

Consideramos como plano cartesiano, o conjuto denotado por R?, onde seus elementos
sao pares ordenado representados por (z,y), onde x é denominado abcissa e y ordenada.

Os pares ordenados surgem de forma natural quando se fixa em um plano 7 e um par de
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eixos ortogonais OX e OY, que se intersectam no ponto O, chamado a origem do sistema
de cordenadas.
Todo ponto P € 7 esta associado a um par ordenado (z,y), e dizemos que (z,y) é o

par ordenado de P. Veja a figura abaixo.

v

0 N

-

Figura 2.1: Plano cartesiano

Os eixos OX e OY dividem o plano em quatro regioes, chamadas quadrantes, classi-
ficados em primeiro, segundo, terceiro e quarto quadrante respectivamente. No primeiro
quadrante, tem-se z > 0 e y > 0, no segundo z < 0 e y > 0, no terceiro x < 0ey <0, e
no quarto x > 0 e y < 0.

Vamos entender aqui que o conjunto de pares ordenado R?, representa o modelo arit-
mético do plano 7, enquanto o plano 7 representa o modelo geométrico de R2.

Fazendo uso do famoso Teorema de Pitagoras e da figura 2.2, é facil concluir que a dis-

tancia entre dois ponto A = (x,y) e B = (u,v), édada por d(A4, B) = \/(x — u)? + (y — v)2.
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T o] i X

Figura 2.2: Distancia entre pontos

2.2 Circunferéncia e arcos trigonométricos

No plano Cartesiano, a circunferéncia trigonomeétrica denotada por A, é centrada na

origem O = (0,0) e tem raio 1 e comprimento 27.

Y

Figura 2.3: Circunferéncia trigonométrica

Na figura 2.3, é convencionado que o sentido de percurso sobre a circunferéncia tri-
gonométrica de A para B é anti-horario, e do contrario chamamos de sentido horario.
Entendemos também, que um ntmero real positivo x, medido sobre a circunferéncia A,
a partir do ponto A até um ponto P, representa o comprimento do arco AAP. O sentido
anti-horario, ¢ entendido na circunferéncia trigonométrica como positivo e o sentido ho-

rario como negativo. Vale lembrar também, que devido a circunferéncia \ ser de raio 1
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o seu comprimento é 27. Portanto fica facil representar alguns arcos sobre A, quando é

conhecido o comprimento do mesmo.

Exemplo 1. Marque sobre a circunferéncia trigonométrica os arcos de comprimento 7,

Solucao. Como toda a circunferéncia A a partir do ponto A no sentido anti-horario

tem comprimento 27, temos que a partir de A, o arco de comprimento 7 esta na metade

de A, o de comprimento 7 em um quarto de A, o de comprimento 7 em um oitavo de A

™

e o de —7 em um oitavo de A no sentido horédrio a partir de A. A figura 2.4 mostra a

representacao desses pontos sobre a circunferéncia \.

Figura 2.4: Arcos sobre a circunferéncia trigonométrica

Definigao 2.1. Sejac € R e P € A\, com P = (x,y). Definimos seno e cosseno do arco

AP, de medida ¢, como sendo os nimeros cos(c) = x e sen(c) = y.
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T IS P = (cos(c), sen(c))

Y

Figura 2.5: Seno e cosseno

Seja P um ponto qualquer de A , a maior e a menor ordenada de P, estd nos pontos
de intersecao de A com o eixo OY. Analogamente, a maior e a menor abscissa do ponto
P esta nos pontos de intersecao de A com o eixo OX. Portanto sendo ¢ :AAP, temos:

—1<sen(z) <1
—1<cos(x) <1
Vamos assumir aqui, que ja conhecemos o seno e o cosseno dos arcos de medida

0, 7/6, w/4, w/3 e w/2, conforme mostra a tabela 2.1.

Tabela 2.1: Arcos notaveis

x | sen(z) cos(x)
00 1
|1 V3
6 | 2 2

T V2 V2
4| 2 2

T | V3 1
3| 2 2
=1 0

Proposigdo 2.1. Para todo ¢ € R, temos que sen®(c) + cos?*(c) = 1.

Demonstragao. Seja AP=c. Note na figura abaixo que P = (cos(c), sen(c) e O = (0,0),

portanto pela secao anterior, temos:

d(O, P) = /(cos(c) — 0)2 + (sen(c) —0)2 =1
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= sen’(c) + cos*(c) = 1.

g Jressnnneny P = (cos(c), sen(c))

Y

Figura 2.6: Relacao fundamental da trigonometria

Finalizamos os conceitos bésicos de trigonometria na circunferéncia A, falando das

formulas de adicao de arcos para seno e cosseno.

Proposicao 2.2. Para a,b € R, vale:

a)

Exemplo 2. Usando a tabela 1.1, temos que :

sn(f5) =sen(§-5) =oen (oo (5) o (5)en(5)

:sen(l):@ Vs vzl

12 2 2 2 2

N (_) _Vi-v2

12 4
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2.3 Numeros Complexos

E do conhecimento de todos, que no conjunto dos ntimeros reais a equacao dada por
2?2 +4 = 0 nao possui solucdo, isso porque nesse conjunto nao é possivel extrair raiz
quadrada de um nimero negativo. O conjunto dos nimeros complexo nascem mediante

essa impossibilidade dos nimeros reais.

Definigao 2.2. Definimos o conjunto C ={z = a+bi : a,b € R}, com i =+/—1, como

sendo o conjunto dos numeros complexos.

Notemos que a equacao 22 + 4 = 0, assume solu¢do em C, pois 22 +4 = 0 = 22 =
—4:>x:i\/—_::t\/m:\/zl-\/—_1:2\/—_1:2i. Ou seja, os nimeros 2i e
—2i sdo solucoes de 22 +4 = 0 em C.

Da defini¢ao 2.2, se z € C entao z é inscrito na forma z = a + bi, onde o nimero a é
chamado de parte real de z e denotamos por Re(z), e b é chamado de parte imaginaria
de z denotada por Im(z).

Notemos também, que o conjunto dos nimeros reais R ¢ um subconjunto dos com-
plexos C, pois qualquer a € R pode ser inscrito da forma z = a + 0i = a € R. Portanto
R cC.

Um fato muito importante sobre os nimeros complexos, é que podemos ver qualquer
complexo z = a + bi como um ponto do plano cartesiano da forma (a,b), para isso basta
fazermos a conversao sobre o plano cartesiano XOY, onde o nimero a = Re(z) fica no
eixo OX e o nimero b = I'm(z) fica no eixo OY. Portanto para todo complexo z = a+ bi,
corresponde um tnico ponto P = (a, b) no plano XOY', tal que OX é dito eixo real e OY

eixo imaginario.

¥

Figura 2.7: Plano complexo
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Veremos agora, como se traduz as operagoes de soma e multiplicagao, quando assumi-
mos o numero complexo z na sua forma algébrica.

Seja a, b, c e d nimeros reais, tomando os ntimeros complexos a + bi e ¢ + di, temos
que (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)ie (a+bi) (c+di) = (ac—bd) + (ad + be)i).
Em outras palavras o conjuntos dos numeros complexos é fechado para as operacoes de

adicao e multiplicacao.

2.3.1 Mébdulo e conjugado

Definicao 2.3. Seja z = a+ bi € C, definimos como o conjugado do niumero complexo z

o nimero Z = a — bi. Definimos também, o modulo do complexo z, como sendo o nimero

real nao negativo |z| = va? + b2.

Olhando para a figura 1.7, podemos notar que geometricamente o nimero real |z|

mede a distancia do centro O ao ponto P, ou seja, d(O, P) = |z|. E facil verificar que:
z-Z=(a+bi)-(a—0bi)=a*?=|z]°

O fato mostrado acima, é muito importante quando queremos determinar o niimero

% = aibi. Podemos obter agora o ntimero % em termos de a e b, fazendo:
1 z z a—bi a b .
—_—= = = —F = = — 1.
z  2Z |22 @+ a2+ a?+b?
E lo 3. Seja 2 =2+ 5i i 1 ¢ dad =2 =22
xemplo 3. Seja z =2+ 5i, o nimero 5 € dado por: | = 53 — 5rerl = 55 — -

O objetivo da propriedade mostrada acima é ajudar na obtencao do quociente i—;, onde

21, 20 € C, e isso pode ser feito fazendo d=xn <i> No entanto, na pratica o calculo do

quociente j—; ¢ feito multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado de zs.

Exemplo 4. Seja 21 = 1+ 2i e 29 = 3+ 1, pelas condigoes acima temos que:

A _ 142 (1420)B-i) 545 _1 1.

z  3+i  (3+i)(3—1) 10 2
Proposicao 2.3. Seja 21, 25 € C, entao vale:
i) (71:2) = 71 - 72
i) (21 + 22) = 71 + 75

111) |2122| = |21||22|
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Demonstracao. Sendo z; = a + bi e z5 = ¢ + di, fazendo uso da operacao multiplicacao e
da definicao de conjugado, temos:

2129 = (ac — bd) + (be + ad)i

Z122 = (ac — bd) — (be + ad)i.

Como z7 = a — bi e Z3 = ¢ — di, temos entdo, z7 - Z3 = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) —
(bc + ad)i = zZ1 23, portanto (z122) = Z1 - Z2. O que demonstra (i).

ii) Sendo z1 = a—bi e Z3 = c¢—di, pela operagio adi¢ao, Z1+2; = (a+c)+(—b+(—d))i =
(a+c)—(b+d)i=72 + 2.

iii) Notemos que: |2120]? = (2120)(Z122) = (2171)(22%2) = |21|%|22|* = (|21]|22])?. Por-

tanto |21 22| = |z1||22]. O

Observacgdo: Ja foi mostrado que 2z = |z]2.



Capitulo 3

Anel, corpo e Homomorfismo

Nesse capitulo sera abordado topicos fundamentais da algebra que serviram como base

para estudar os trés problemas classicos.

3.1 Anel e corpo

Definicao 3.1. Sejam A um conjunto e (+) e (-) duas operagoes em A, chamados de
adi¢io e multiplicagdo. A terna (A,+,-) serd chamada de anel se as operagédes definidas

em A gozarem das propriedades Abaizo.

a) Propriedades da adicao

(A1) associativa: para todos a,b,c € A, tem-se que (a +b) +c=a+ (b+c).

(A2) comutativa: para todos a,b € A, tem-se que a +b =0 + a.

(A3) elemento neutro: existe 0 € A tal que 0+ = = z, para todo x € A.

(A4) simétrico: para todo a € A, existe @’ € A tal que a + a’ = 0.

b) Propriedades da multiplicacao

(M1) associativa: para todo a,b,c € A, tem-se que (a-b)-c=a- (b-c).

(M2) distributividade a esquerda e a direita para quaisquer que sejam a, b, c € A,
tem-se que a- (b+c)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c.

Se todas as propriedades supracitadas forem satisfeitas, a terna (A, +, -) serd chamada
de anel nao comutativo.

Se o anel (A, +,-) satisfaz:

(M3) elemento neutro da multiplicagao existe 1 € A, tal que a-1 =1-a = a.

dizemos que (A, +,-) é um anel com unidade.

15
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Se alem disso, for satisfeito a propriedade:
(M4) comutativa: para quaisquer que sejam a,b € A, tem-se que a-b = b-a. O anel
(A, +,-) serad chamado de anel comutativo.

(M5) anel sem divisores de zero: se a-b =0 entdo a =0 ou b= 0.

que 2 - 3 =0, desta forma concluiremos que (Zg, +, -) € um anel que possui divisores de

ZETo.

(M6) inverso multiplicativo: para todo a € A com a # 0, existe b € A tal que
a-b=1.

Vale ressaltar que os elementos neutro da adigao e da multiplicagao sao tinicos, pois
considerando os elementos neutro 0/,1" € A, temos que: 0 = 04+0 =0 4+0 =0 e
1=1-1"=1-1=1". Portanto 0 =0 e 1 = 1’, provando nossa afirmac¢ao acima.

Também é facil provar a unicidade do simétrico, pois se a’ e a” sao dois simétricos
de a € A, pelas propriedades (A2) e (Al) temos que: @' = 0+d = (a” +a) +d =
a'+(a+d)=a+0=ad".

O simétrico @’ de a em relagdo a adi¢do é geralmente simbolizado por (—a), e durante
nossos trabalhos usaremos a — b para representar a + (—b). A operacao representa por —

é chamada de subtracao.

Exemplo 6. O conjunto Z[i| = {a + bila,b € Z}, munido das operagoes adi¢io( + )
e multiplica¢io( - ) € denominado anel dos inteiros de Gauss, e o mesmo, claramente

satisfaz todas as condi¢oes de um anel.

Definigao 3.2. Se a terna (A, +,-), € um anel comutativo com unidade e sem divisores

de zero entao dizemos que (A, +,-) € um anel de integridade( ou dominio de integridade).

Exemplo 7. Os conjuntos dos numeros racionais, reais e complexos munidos das ope-
ragoes adicao e multiplicacao sao exemplos de dominios de integridade, e representamos

assim:

(@7 =+, ')7 (R> -+, ) € ((Cv -+, )

Exemplo 8. Seja A um dominio de integridade, as tnicas solugées da equacio z° = x,

sao 0 e 1.
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Solucao: Seja x € A tal que z? = x, assim temos,

?—r=z-2-1-2=(@x-1)-2=0

e dai segue que pela condicao M5, que x — 1 =0oux =0, isto é, xt =1 ou z = 0.

Defini¢ao 3.3. Se (A, +,-) for um dominio de integridade e se alem disso satisfazer a

propriedade (MG6), entao (A, +,-) serd chamado de corpo.

Como exemplos de corpos podemos citar as seguintes ternas (Q,+,-), (R,+,:) e
(C,+,-). O conjunto dos nameros racionais definido por Q = {p/q € Z e q # 0} ¢é

caracterizado como o menor corpo existente.

Defini¢ao 3.4. Seja (A, +,-) um subanel e B um subconjunto nao vazio de A, conside-
remos também que B seja fechado para a operacdo de adicao (+) e multiplicacao (-). Se
a terna (B,+,-) cumprir com todas as propriedades de um anel a mesma serd chamada

de um subanel do conjunto A.

O fato de o conjunto B ser um subconjunto do anel A, ajuda muito a simplificar as
operacoes que verificam se B munido da adicao e da multiplicacdo é ou nao um anel.
Para isso vamos anunciar abaixo um critério para que um subconjunto de um anel seja

um subanel.

Proposicao 3.1. Consideremos o anel (A,+,-) e B um subconjunto de A. O conjunto
B serd um subanel de A se e somente se as sequintes condi¢oes forem satisfeitas:

(1) O elemento neutro de A em relagao a operacao adi¢ao pertence a B. Ou seja
0€e B;

(2) B € fechado para a subtragao. Ou seja v,y € B = x —y € B;

(8) B € fechado para a multiplicagao. Ou seja v,y € B=x -y € B.

Demonstragao. Pela defini¢ao acima, sendo (B, +, ) subanel de (A, +-) é facil ver que as
condigoes (1), (2) e (3) sdo cumpridas.

Reciprocamente, seja B C A, suponhamos validas as propriedades (1), (2) e (3), dai
temos que:

a) Como por (1) 0 € B, entao B # @.

b)Por (1) e (2), temos que: se (r =0),y € B,entdao —y=0—y =z —y € B.
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r+y=x—(~y) €B
c¢) Por (b), (2) e (3), teremos, se x,y € B, entao: Y (=) , Ou seja,
r-yeDB

B é fechado pra soma e para o produto.
Assim, as opreracgoes de A estao fechadas em B, e como as propriedades (Al), (A2),
(M1) e (M2) sdo hereditarias, as mesmas valem em B. Portanto (B,+,-) ¢ subanel de

<A> +, ) ]

Exemplo 9. O cojunto Z[\/2] = {a + b\/2}, munido das operagies de adi¢do e multipli-

cacao € um subanel de R.

De fato, sejam a,b,c,d € Z, entao com as operacoes de adicao e multiplicacao de
niimeros reais temos que:(a + bv/2) + (¢ + dv/2) = (a +¢) + (b + d)v2 e (a + bv/2)(c +
dv/2) = (ac + 3bd) + (ad + bc)y/2, portanto Z[v/2] ¢ fechado para as operagdes de adigio
e multiplicagio em R. Além disso, 0 =0+ 0v2 € Z e —(c+dv2) = (—c) + (—=d)V2 €
7= a+bv2—(c+dv2) = (a—c)+ (b—d)V2 € Z, assim (Z[/2], +,-) é um subanel de
R.

Definigao 3.5. Se um subanel (B, +,-) de um corpo (K,+,-), € também um corpo, entdo

B ¢ subcorpo de K.

Exemplo 10. (1) Q € um subcorpo de R.
(2) R é um subcorpo de C.

3.2 Homomorfismo de anéis

Nesta secao, vamos descobrir informacoes sobre um anel, examinando sua interacao
com outros anéis, isto é feito através dos homomorfismos. Um homomorfismo ¢ uma
funcao que preserva as operacoes soma e produto entre anéis.

Com o objetivo de simplificar as notacgoes, em alguns casos usaremos A em vez de
(A, 4+, ), alem disso, fica entendido que dado dois anéis A e B o elemento 0 representa
elemento neutro de A e 0’ o elemento neutro de B, se ambos possuem unidade, denotare-

mos por 1 a unidade de A e por 1’ a unidade de B.

Definicao 3.6. Uma funcao f: A — B ¢ chamada de um homomorfismo de A em B,

se satisfazer as sequintes condigoes:

a)Ve,y € A, flx+y) = flx)+ fy);
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b)Ve,y € A, f(x-y) = f(x)- f(y)

Sendo f: A — B um homomorfismo bijetivo, dizemos que f é um isomorfismo de
A sobre B, e nesse caso A e B sao ditos isomorfos e escrevemos A ~ B.

Quando B = A, o homomorfismo f : A — A serd chamado de endomorfismo de
A(denotamos por End(A) ). Se além disso o endomorfismo de A for um isomorfismo de

A, diremos que f: A — A é um automorfismo de A (representamos por Aut(A)).

Exemplo 11. A aplicagdo de conjugagio f: C — C dada por f(a +bi) = a—bi é um

endomorfismo, e além disso € claramente um automorfismo.

Proposigao 3.2. Se f: A — B é um homomorfismo, entao:
a) f(0) =0
b) f(—a) = —f(a) para todo a € A;

c) Se A e B sdo anéis de integridade. Entdo f € a funcao constante zero ou f(1) = 1".

Demonstra¢ao. a) f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) = f(0) =0"
b) Seja a € A, temos:

a+(=a)=0= fla+(=a)) = f(a) + f(=a) = f(0) =0 = f(—a) = —f(a)

c) f(1)=f(1-1)=f(1)- f(1) = f(1) = f(1)% Pelo exemplo 8, temos que f(1) =0

ou f(1) =1, o que conclui nossa demonstragao. O

Proposigao 3.3. Seja f: A — B é um homomorfismo. Se L é um subanel do anel A,

entdao f(L) é um subanel do anel B.

Demonstracao. Pela proposicao 3.2 o elemento neutro de A é o mesmo elemento neuto do
subanel L. Ou seja 0 € L. Pela proposi¢ao 2.2.2 0/ = f(0) € f(L), dai f(L) nao é vazio.
Sejaa,be L=a—beL e a-bec L, assim:
fla) = f(b) = f(a) + f(=b) = fla+ (=D)) = fla—1b) € f(L)
fla)- f(b) = f(a-b) € f(L)
Portanto, f(L) é um subanel de B. O
Definicao 3.7. Seja f : A — B um homomorfismo do anel A no anel B. Chama-se

nicleo de f e denota-se por N(f) ou Ker(f) o sequinte subconjunto de A.

N(f)={zr € A: f(z) =07}
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Para uso no exemplo abaixo, vamos relembrar aqui de um conjunto bem conhecido no
meio matematico, que é o conjunto das matrizes de ordem 2 sobre o conjunto dos niimeros

reais, representado por Myy.2(R). Ou seja, para todos a,b,c,d € R:

a b
MQXQ(R) =
c d
a b e f at+e b+ f
Tomando que para todos a, b, c,d, e, f, g, h € R temos, + =
c d g h c+g d+h
a b e ae +bg af + bh
e : d = g of . Claramente (Max2(R),+,-) é um anel, e o
c d g h ce+dg cf +dh
0 0
seu elemento neutro é
0 0

Exemplo 12. Seja f: C — My »(R), definido por:

fatin=""
Ly

um homomorfismo do corpo C no anel B = Myyo(R).
Pela defini¢ao acima N(f) ={x+iy € C: f(z+1y) = 0'}. Assim sendo, temos:
T Yy 0 0

fla+iy)=0"= 1 & =r=y=0
Y



Capitulo 4

Nocoes Basicas de Polinémios

Nesse capitulo trabalharemos com polinémios sobre um corpo K, em particular no
corpo K contido nos complexos. Falaremos sobre igualdade de polinomios, adigao e mul-
tiplicagao de polinémios, grau do polinémio, algoritmo da divisao, corpo algebricamente

fechado, irredutibilidade, e para finalizar citaremos o teorema fundamental da algebra.

4.1 Polinbmios

Defini¢ao 4.1. Consideremos o corpo (K,+,+). Definimos o polinomio p sobre o corpo

(K,+,-) em uma vardvel z, a sequinte igualdade

p(x) = ap + ez’ + axax® + azz® + ... a,a”

onde cada elemento a; € K, para todo 1 € N e sao chamados de coeficientes, além disso,

existe n € N tal que a; = 0 para todo © > n.

Também poderiamos representar o polinomio p(x) da seguinte forma:
n
_ 1 2 3 n_ i
p(r) = ap + a1x” + asx” + azz’ + ... ax” = E a;x
i=1

pois, pelas condi¢bes acima a,; = 0 para todo i € {1,2,3,...}.

Exemplo 13. As sequintes aplicagoes abaizo sao polindmios:
(1) p(z) =T+ 4x — 2>+ 2% onde ag=T,a1 =4,a3=—1 eay = 1;
(2) P(:C) =1-—102° onde ao=1,a1=ay=a3=a,=0 e a; = —10.

21
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A titulo de exemplo definimos abaixo os polinémios:

(1) Polindmio identicamente nulo: p(z) =0+ 0z' + 0z* + ... + 0z™ = 0;

(2) Polindmio constante: p(z) = a + 0z + 02? + ... + 02" = a.

Pela definicao acima, existe um nimero n € N tal que a, # 0 e a; = 0 para todo
i > n. O namero n serd definido abaixo com grau do polinémio p(x), a, sera chamado de

coeficiente lider de p(z) e quando a, = 1, p(x) sera classificado com polinémio monico.

Definigao 4.2. Seja p(z) = ag + ayzt + apx® + azx® + ... a 2™ um polinémio ndao nulo.
Definimos como grau do polindmio p(x) o nimero natural n e escrevemos Op(x) = n, se

e somente se a, # 0 e a; = 0 para todo j > n.

Exemplo 14. (1) p(z) =8 —21° = dp(x) = 6;
(2) p(z) =523+ 22 = Ip(z) = 3.

Observacgao: Vale lembrar que nao se define grau para polindémio nulo.

Definigao 4.3. Dois polinémios p(x) = ag + a1z’ + asx? + azz® + ... a,a" e q(x) =
bo + bzt + bow? + b3x3 + ... b,x™ sobre o corpo (K, +,-) sdo iguais se, e semenle se sGo

identicamente nulos ou tenham o mesmo grau e a; = b; em K para todo i € {0,1,2,...}.

Seja p(x) um polindémio sobre o corpo K. Para um valor dado xg, definimos o valor

p(xo) como raiz de p(x) se p(zg) = 0.

Definicao 4.4. Consideremos os polinémios

p(z) :a0+a1x1+a2x2+a3x3+...amxm+...:iaixi
i=1
com ay, 70 ea; =0,V) >m
e
q(z) :bo+b1x1+b2:c2—|—ng3+...bnx”+...:ibixi

i=1

com a, #0 ea; =0,Vj >n
Definimos:

a) Adigcao

k
p(z) +q(x)=(p+q)(z) = o+ cxter®+. . toat+... = Zcixi
i=0
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onde ¢; = (a; +b;) € C ec; =0,Yj > k.
b) Multiplicagao

p(x) - q(z) = (pg)(x) = co + 17+ cpx® + ...+ + ..

m—+n
= E c;xt
i=0
ondec; =0,Yj >m+n e
co = apby, c1 = apby + aiby, ca = agbs + ar1by 4 agbo, . . ., Copin = Aobmyn + a1byin—1 +

co Tt CLm+n_1b1 -+ am+nb0 =an-b, ¢ keN,

Fica definido de agora em diante que K [z] representa o conjunto de todos os polindmios

sobre K, em uma variavel x.

Teorema 4.1. Seja p, g € K|[z|, polinémios nao nulos, entdo:
a) O(p+ q) < max{dp,dq}.
b) 0(pq) = Ip + 9q

Demonstragao. Seja p(x) = > " a;x’ e g(x) = Y 1 b’ com a, # 0, b, 20, dp=m e
0q = n. Pela propriedade da tricotomia m =n ou m < n ou m > n.

a) Se m = n, temos que maz{m,n} = m e por defini¢do:
ci:ai+bi:0+O:O,Vi>n

como ¢, = a, + b, pode ser zero, concluimos que 9(p + q) < max{dp, q}.

No caso de m < n, temos:
Chn=0a,+b,=0+b,ec;=0a;+b;=0+0=0,Vi>n

portanto (p + q) = m = max{9dp, q}.
Para o caso de m > n se prova de forma anéloga.

b) Claramente o coeficiente ¢, 1, = a,, + b, € lider, e portanto d(p-q) = dp+ dq. O

Proposicao 4.1. A adi¢do e a multiplicacao em K|x] tém as sequintes propriedades, para
quaisquer p(x), q(x)eh(x) em K|x]:
L (p(z) + q(x)) + h(z) = p(z) + (a(z) + h(z)),
Associativa :
p(z) - q(x)) - h(z) = p(x) - (q(z) - h(z))

(p(x)
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Comutativa : 4 70 @) = a(x) +p(@), ;

p(r) - a(e) = 4(a) - pla)

Distributiva : p(z) - (g(x) + h(z)) = p(x) - a(x) + p(x) - h(z);

Existéncia de elemento neutro aditivo : O polindmio nulo € o elemento neutro,
ou seja, p(x) = 0+ p(x) para todo p(x) € K[x];

Ezxisténcia de simétrico : Dado p(z) = ap+ ax + ... + a,2", o simétrico de p(z)
¢ o polinomio —p(x) = (—ap) + (—ar)z + ...+ (—a™)z™ ;

Ezisténcia de elemento neutro multiplicativo: O polindmio constante p(z) = 1

é tal que 1-p(x) = p(x) , para todo f(x) € K|z].

4.2 Divisao Euclidiana para Poliné6mios

Introduziremos nesse tépico os conceitos de divisibilidade de polinébmios em um corpo

K, em particular K = C .

Teorema 4.2. (Algoritmo da Divisio). Seja p(x),h(z) € (C,+,-) e h(x) # 0. Entao

existe e sao tnicos, q(x),r(x) € Clx] tal que:

onde 0 < Or(z) < Oh(z).

Demonstragdo. Seja p(x) = ag + ez + ... + a,z” e h(z) = by + by + ... + b, 2™, onde
Op(z) =n e Oh(z) = m.

Para o caso de p(x) ser um polinémio nulo, ou seja, p(z) = o, para provarmos o
teorema tomamos ¢(x) = r(z) = 0.

Se p(z) # 0 e como dp(x) = n e Oh(z) = m, temos que, n < m oun > m. Se acontecer
de n < m, basta tomarmos ¢(z) =0 e r(x) = p(x).

A demonstracao para o caso de n > m sera feita por indugao sobre n = dp(x). Portanto
se n =0, entdo 0 = dp(x) > m = Oh(z), ou seja m = 0, essim p(z) = ag # 0(lembre que
tamos considerando p(x) nao nulo) e h(x) = by. Como C é um corpo e by € C, temos
que b~! € C, assim fazendo uso da propriedade associativa: p(x) = ag = ag - (b, - by) =
(ag-bo—1) - by = (ag - by—1) - h(z), e portanto g(x) = aghy* e r(z) = 0. Logo & verdadeiro

para n = 0.
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Supondo o resultado valido para todo os polinémios com grau menor do que n =
Op(x), queremos provar que também que vale para p(z), para isso definimos um polinémio
ri(z) = p(x) — a,b, '™ "h(x). Como o polinomio a,b, 'z™ "h(z) tem coeficiente lider
a, e grau n, que cancela o termo a,z™ em p(x), entdo Ori(x) < Ip(x). Desta forma
pela hipotese de indugao, existe ¢i(z) e () tal que: ri(z) = q1(x).h(x) + (), onde
0 < 0r'(z) < Oh(z).

Como 1(z) = p(x) — anb 2" ™ h(z), temos que:
p(z) = axb,'2" ™ h(x) + ri(x)
= apb, " " h(z) + (q1(2).h(z) + ()
= (anby,'z" ™ + q1(z))h(z) + ' (2).

Tomando ¢(z) = a,b,'z"™™ + q1(x) e r(z) = (), chegamos ao fato de que p(z) =
q(z) - h(z) + r(x). Logo por inducdo, a propriedade vale para todo n natural.

Unicidade

Vamos mostra a unicidade por contradi¢ao. Para isso, consideremos ¢'(x),q" (x),r'(x)

e r”(x) tais que:

< (¢ (z) = ¢"(z)h(z) = r"(x) — r'(x)
onde 0 < 0r'(z) < Oh(x) e 0 < Or”(z) < Oh(z).

Supondo ¢'(z) — ¢" (x) # 0. Sendo assim r”(z) — r’(x) # 0, pois, h(0) ¢ um polinémio
nao nulo. Pelo teorema 4.1, 9(r” (z) + 7'(x)) < max{0r'(x),0r" (x)} e (¢ (z) — q" (x)) -
h(z) = 0(¢'(z) — ¢"(x) + Oh(x), como 0 < 9r'(x) < Oh(z) e 0 < Or”(z) < Oh(x),
temos 0(¢'(x) — ¢” (z))h(x) > Oh(x) > maz{dr'(x),0r" (z)} > O(r"(x) + (—r'(z)) o que
¢ um absurdo. Portanto temos que ter ¢'(z) — ¢”(z) = 0, e assim ¢'(z) = ¢"(z), e

consequentimente 1’/ (x) = r” (x). O

O fato de estarmos trabalhando com corpos ¢ fundamental para garantir varias pro-
priedades dos polindmios, pois se considerarmos um corpo (K,+,-) e um polinémio
p(z) € Klz| de grau n, entdo o nimero de raizes de p(z) em K é no maximo igual a

n = Op(x). Esse fato ndo pode ser garantido caso (K, +,-) seja um anel qualquer, como

2

exemplo dessa afirmagao, se tomarmos o polinomio p(x) = z* — x sobre o anel (Zg, +, ),

onde Zg = {0,1,2,3,4,5} veremos que p(z) possui quatro raizes, sdo elas: 0,1,3 e 4.
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4.3 Polindbmios Irredutiveis e o Critério de Eisenstein

Nessa secao falaremos dos polindémios com Coeficientes Inteiros, definiremos polindémios

irredutiveis e finalizaremos falando do critério de Eisenstein.

Definigao 4.5. Um polinomio p(x) = ag + a1z + ... + a,x", com ag,ay,...,a, € Z €

chamado de polinémios com coeficientes inteiros de grau n.

Dados os elementos a, b € 7Z, usaremos aqui a notacio alb, para dizer que a divide b, e
quando a nao dividir b representaremos por a 1 b. Por defini¢do a divide b quando existe
q € Z tal que b= q - a.

Definida essas notacoes, podemos fazer a demonstracao do teorema abaixo que sera

usado na demonstracao do teorema 4.4.
Teorema 4.3. Sejam a,b,c € Z tal que a|(b+¢) e alb, entdo alc.

Demonstracao: Ddo que a|(b+ ¢) e alb, pelo o que acabamos de definir, existe

q¢,r€Ztalqueb+c=q-a e b=r-a. Juntando essas duas igualdades, temos:
b+c=q-a=r-at+c=q-a=c=(q—71)-a
portanto concluimos que alc.

Definicao 4.6. Seja K um corpo e p(x) € K[x] um polinémio tal que Op(x) > 1. Dizemos
que p(x) é um polindmio irredutivel sobre K se toda vez que p(x) = q(z).h(x), q(x), h(z) €

K|[z] entdo q(x) ou h(x) é um polindémio constante em K.

Também podemos definir que o polindmio p(x) € K|[z]| é irredutivel sobre K se for
impossivel expressar p(z) como um produto de dois polinomios ¢(z) e h(x) de K[z], com

Jq(x) > 1 e Oh(z) > 1.

Definigao 4.7. Se p(x) for nao irredutivel sobre K, dizemos que p(x) é redutivel sobre

K.

Exemplo 15. Notemos que o polinémio p(x) = x° + 2 € irredutivel sobre R. No entanto

p(x) € redutivel sobre C, pois, p(x) = x> + 2 = (x +V/2i) - (x — \/2i).

Portanto s6 faz sentido dizer que um polinémio p(x) é irredutivel se for dito qual corpo

estamos trabalhando.
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4.3.1 Critério de Eisentein

Em geral a verificacao de irredutibilidade de um polinomio sobre um corpo é um
problema muito dificil. Nesta subsecdo vamos ver um teorema que nos da condicoes
suficiente para que um polinémio p(z) € Z[z] seja irredutivel sobre Q.

Antes de enuciarmos a proposicao abaixo conhecida como lema de Gauss, notemos
que se dado p(z) = 2 + P+ ...+ 22" € Qz] e m = M.M.C(bg, b1, ...,b,), entao
m - p(z) € Zlx].

Proposicao 4.2. Se p(x) € Zlx| irredutivel sobre Z, entdo p(x) € irredutivel sobre Q.

Teorema 4.4. (Critério de Eisenstein) Dado o polinomio f(x) = ag+a1x+ ...+ aa™ €
Z|x]. Se existir um nimero primo p tal que p* 1 ag,plar, plas, ... pla,—1 e pta,. Entao,

f(z) € irredutivel em Q .

Demonstracao. Pela proposicdo 4.2, basta provarmos que f(x) é irredutivel sobre Z. Su-

pondo por contradicao que,
flz)=q(z) -h(z) = (bo+bix+ ...+ bpz™) - (co+ a1z + ...+ cx")

onde 1 < 9Jq(x) =m < 0f(x) =n,1 <oh(x)=r<nen=m+r.
Pela defini¢ao 4.4 parte (b) ag = by - co. Como por hipotese plag, temos que p|by ou

p|co, mas nao ambos, pois p* f ag. Sem perda alguma podemos tomar:
plbo e ptco (%)
Novamente pela definicao 4.4 parte b), temos:
e a; = by cy+ by - ¢y, como por hipotese pla; segue de (%) e do teorema 4.3 que p|by;

® ay =bg-co+ by g+ by ¢y, como por hipotese play e pelo caso anterior p|by, segue

de (%) e pelo teorema 4.3 que pl|bs.

Proseguindo com isso, demonstramos que p|b; para cada j € {0,1,2,...,m}. Como

ap = by, - ¢, € plby, temos que pla,, o que é uma contradigao, pois por hipotese p{ a,. O

Exemplo 16. O polinomio f(z) = x* + 323 — 62% + 122 + 4 € irredutivel sobre Q. Pois

o critério de Einsenstein se aplica para o primo p = 3.
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4.4 Teorema Fundamental da Algebra

O famoso Teorema Fundamental da Algebra (TFA) garante que o corpo dos com-
plexos C é algebricamente fechado. FEste Teorema possui uma longa histéria e muitas
demonstragoes, mais nenhuma delas se faz com métodos puramente algébricos, devendo-
se sempre usar métodos da analise matematica. Nesse secao citamos o TFA sem fazer sua

demonstragao.

Definicao 4.8. Dizemos que um corpo K € algebricamente fechado se todo polinémio nao

constante p(x) € K[x] tem pelo menos uma raiz em K.

Corolario 4.1. Seja K um corpo algebricamente fechado e seja ainda p(z) € Klz] \ K.

Se Op(x) =n > 0, entdo existe ay,qs,...,a, € K ea € K tal que
px)=a-(r—ay) - (r—az) ...  (z—ay)

A prova desse colorario pode ser feita por inducao sobre n, levando em consideracao
que se « é raiz de p(z), entdo x — o divide p(z) e assim p(z) = (x — «) - ¢(z), onde

0 < 0q(x) < Ip(x).

Exemplo 17. O corpo R ndo ¢ algebricamente fechado, pois o polinémio p(xr) = 2?>+2 €

Rlz| nao possui raiz em R.

Teorema 4.5 (Teorema Fundamental da Algebra). Seja p(z) € Clz] \ C. O polindmio

p(x) admite pelo menos uma raiz em C.

De posse do TFA e do corolario 4.1, podemos afirmar que qualquer polinomio p(z) €

C|x] pode ser representado da forma

p)=a-(x—ay) (r—az) ... (. —ayp)
onde aq, g, ..., q, € C sao raizes e a € C.
A representacdo a - (r — o) - (r — a2) - ... (r — a,) é chamada forma fatorada de
p(z). Caso araiz a; € C com i € {1,2,...,n} apareca apenas uma vez na forma fatorada

de p(x), dizemos que «; é uma raiz simples. Se «; aparecer m € N vezes na fatoragao,

dizemos que «a; € uma raiz maltipla de multiplicidade m.

Exemplo 18. E fdcil ver que p(x) = z* + 72 4+ 1822 + 20z +8 = (v + 1) - (x + 2), logo

ay = —1 € uma raiz simples e ag = —2 € uma raiz miultipla de multiplicidade 3.



Capitulo 5

Extensoes Algébricas e Grau de uma

Extensao

Neste capitulo, estabelecemos a definicao de ntimeros algébricos, nimeros transcenden-
tes, extensao de corpos e grau de uma extensao, os quais sao fundamentais para atingirmos

nossos objetivos.

5.1 Numeros Algébricos e Transcendente

Definicao 5.1. Seja K um corpo. Um numero « € dito algébrico sobre K se existir

p(x) € K[z]\{0}, tal que p(a) = 0. Do contrdrio dizemos que « € transcendente sobre K.

Quando um nimero « é algébrico sobre QQ, dizemos apenas que « é algébrico. Se for

transcendente sobre QQ, dizemos que « é transcendente.

Exemplo 19. O nimero \/2 € algébrico, pois /2 é raiz do polinémio plx) =2? -2, Jd
0s nudmeros irracionais T e e sao transcendente sobre Q, pois p(w) # 0 e p(e) # 0 para

todo p(z) € Q[z].

As demonstragoes da transcedéncia de 7 e e, foge dos nossos objetivos, pois necessitam
do conhecimento de anélise infinitesimal, e portanto, vamos aceitar aqui sem demonstracao
a transcedéncia dos dois. No entanto, claramente se ver que que 7 e e, sao algébricos sobre

o conjunto dos niimeros reais.

Definicao 5.2. Definimos que um corpo L é uma extensao do corpo K, se K for um

subcorpo de L.

29
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Definicao 5.3. Seja K C L, onde K € um corpo. Se para todo o € L, o € algébrico

sobre K entao L é uma extensao algébrica.

Exemplo 20. O corpo R é uma extensao do corpo Q, no entanto pela definicao anterior
R nao € uma extensao algébrica, pois o numero transcedente ™ nao pertence ao conjunto

Q. Por outro lado, 7 é algébrico em R, pois € raiz do polinomio p(x) = x — m € Rlz].
Teorema 5.1. Todo corpo K € algébrico sobre si mesmo.

Demonstragao. Notamos que para todo a € K, o polindomio p(z) =z — o € Klz|, tem «

Ccomo raiz. OJ

Agora vamos tomar a« € L D K, e com isso definirmos o conjunto K|a] = {p(«) :
p(x) € K[z]}. No caso de v ser um elemento algébrico sobre K, o conjunto K[a] é um
subcorpo de L, pois sendo a algébrico sobre K implica por defini¢ao que existe p(x) € K|x]
tal que p(a) = 0, e alem disso, dado p(x), ¢(x) € K|z] temos que p(«), ¢(a), —q(a) € K[a]
e assim p(a) — q(a) € Klo] e p(a) - q(a) € K|a].

Definigao 5.4. Seja a extensao L D K, e S um subconjunto de L. Definimos K|[S| como
sendo uma extensio de K gerada por S, onde K[S] é o menor subcorpo de L contendo

KuUS.

Na defini¢do acima, claramente se ver que K[S] é uma extensdo sobre K contida no

corpo L, e assim quando for dado S = {ag, a1, ..., a, }, escrevemos K[S| = K[ag, a1, .. ., a,].

Definicao 5.5. Uma extensao L sobre K diz-se simples, se existe o pertencente a L tal

que L = K|a].

Exemplo 21. Dado a extensio L = R D Q, e 0 nimero o = V2 € R, entio Q[v2] =
{a+bv2:a,beQ}.

De fato, pela condicio acima Q[v2] = {p(v/2) : p(x) € Q[z]}. Pelo o algoritmo da
divisao, se p(x) € Q entdo existe q(x),r(z) € Q[z] tal que p(z) = q(z) - (x* — 2) + r(z),
onde 7(z) = a + bx, com a,b € Q.

Tomando z = \/5, temos:
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Como 7(x) = a + by/2, temos entdo p(v/2) = 7(v/2) = a + by/2. Portanto Q[v/2] =
{a+bv2:a,becQ}.
E possivel provar que, se @ € L D K é um elemento algébrico sobre K, entdo Kla] é

um subcorpo de L. Em particular no exemplo acima Q[v/2] é um corpo.

5.2 Nocoes Basicas de Algebra Linear

Nessa secao, vamos fazer um estudo das nogoes basicas da algebra linear, como espaco
vetorial, base e dimensao. Essas ferramentas, serao necessarias para a definicao do grau

de uma extensao.

Definicao 5.6. Seja K um corpo qualquer, e V um conjunto nao vazio onde estd definida

as operacoes de adicao e multiplicacao por um nimero de K, conforme abaizxo.

+: VXV =V K xV =V
(u,v) ~u+v (A, v) ~ A-v

O congunto V munido dessas operacoes acima € dito um espaco vetorial sobre o corpo
K, se as propriedades abairo forem wverificadas para quaisquer que sejam os elementos
u,v,weV e a,f€eK.

A) Adigao:

Aq) Comutatividade: u+v =v+u
Ay) associatividade: (u+v) +w =u+ (v +w)
As) Ezisténcia do elemento neutro: 30 € V tal que u+0=04+u=u
Ay) Erzisténcia de inverso: Yo € VIy € V tal quex +y=y+x =0
M) Multiplicagao:
M, Associatividade : (a- ) -u=«a- (5 u)
My Distributividade : (atf)u=a-utfu

a-(utv)=a-u+a-v

M3 Multiplicacao por 1: 1-u=u

Exemplo 22. Sendo S um conjunto nao vazio e K um corpo. O simbolo F (S, K) repre-

senta o conjunto de todas as funcoes f,qg: S — K. FEle se torna um espaco vetorial sobre
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o corpo K, quando se define a soma f + g de duas fungoes e o produto o - f do numero

a € K pela funcao f da maneira natural:
(f +9)(x) = f(z) + g(z) Ve €5

(af)(@) = a- f(z) Vo € S

Do exemplo acima temos em particular que se K = R entdo F(5, K = R) ¢ dito
um espaco vetorial sobre R. Notemos tambem que variando o conjunto S, obtém-se
diversos exemplos de espacos da forma F(S,R). Como exemplo temos F([0,1],R) e
F({1,2...,n},R) = R" onde R™ representa o espaco vetorial euclidiano n-dimensional.

Notemos que as operacoes de soma e multiplicacao dadas por:

LxL—1L KxL—L
(u,v) ~u+v (A, v) » X-v
j& existem de forma natural em uma extensao algébrica L sobre o corpo K e alem disso

cumpre com todas as propriedades de um espaco vetorial, e portanto, pode ser chamado

de um espaco vetorial sobre K.

Definicao 5.7. Seja V um espaco vetorial e K um corpo. Um subconjunto nao vazio W
de V € dito subespaco vetorial de V' se as sequintes condicoes forem satisfeitas:

(1) 0 € W;

(2) Se u,v € W entio u+v e W;

(3) Se w € W entao, para todo o € K, temos a-u € W.

Defini¢ao 5.8. Sejam A = {vy,vq,...,v,} CV e os elementos a1, as, .. .a, pertencente

ao corpo K. Qualquer vetor v € V escrito da forma:
V= a1V + agUg + ...+ a,v,
€ uma combinacao linear dos vetores vy, va, ... v,.

Definic¢ao 5.9. Consideremos o espago vetorial V, o corpo K e A = {vy,vq,...,0,} C V.
Dizemos que A € linearmente independente (e simbolicamente representamos por LI) se
a equagdo vetorial Y ., oyv; = 0, a; € K admite apenas a solug¢ao trivial a; = ap =

.= an = 0. Do contrdrio dizemos que A € linearmente dependente (e simbolicamente

representamos por LD).
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Exemplo 23. O conjunto W de todos os vetores de V que sao combinacoes lineares dos
vetores de A € um subespaco vetorial de V.
De fato, se:
U = a1V + asVe + ...+ a, v,
w = bivy +bove + ...+ byu,
sao dois vetores de W. Temos que:
(1) 0=0v; +0vg + ...+ 0v, € W
(2) u+w=(a; + by)vy + (ag + ba)vs + ... (ay + bp)v, €W
(3) au = (aar)v + (qag)vy + ... + (ay)v, € W

Quando todos os vetores do espaco vetorial V' sao combinacoes lineares dos vetores de
A, dizemos que V' é gerado por A. E alem disso se A for LI, dizemos que A é uma base

do espaco vetorial V.

Definicao 5.10. Todo espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base. Alem disso
se uma base de V tem n elementos, entao toda base de V' possui n elementos. O nimero
n de elementos de uma base chamamos de dimensao do espaco vetorial V sobre o corpo

K e simbolicamente representamos por [V : K] = n.

5.3 Grau de uma Extensao

Claramente uma extensao L D K é um espaco vetorial sobre o corpo K. A dimensao
do espaco vetorial L sobre K é dada por [L : K]. Chamamos [L : K| de grau da extensao
L sobre K. Desta forma dizemos que uma extensao L O K é finita se a dimensao

[L: K] < oco. Caso contrario L D K diz-se uma extensao infinita.

Exemplo 24. Dado o conjunto Q[v2] = {a +bv/2,a,b € Q) € uma extensio de Q com
[QIV2]: Q] = 2.

Exemplo 25. R ¢ uma extensao de Q de grau infinito. Isso € equivalente dizer que m €

transcedente.

J& sabemos que todo niimero ¢ € C pode ser escrito da forma ¢ = a+bi, onde a,b € R.
Isso nos garante que o conjunto {1,7} é uma base do espago vetorial C sobre R. Entao
pelas condi¢oes acima a extensao C D R tem grau [C: R] = 2.

Antes de anunciarmos o proximo teorema vejamos a seguinte defini¢ao.
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Definicao 5.11. Dado o € L algébrico sobre K. O polindmio nao nulo, ménico e de
menor grau p(z) € K[z], tal que p(a) = 0. E chamado de polinomio minimal de o sobre

K. Simbolicamente representaremos tal polinémio como p(x) = irr(a, K ).

O fato de « ser algébrico sobre o corpo K garante que irr(a, K) existe e além disso é
irredutivel. De fato sendo « algébrico sobre K, por defini¢ao existe p(x) € K[z|\{0} tal
que p(a) = 0. Supondo que irr(a, K) = p(z) = q(x) - h(z) com 0q(x) > 0 e Oh(x) > 0,
entao « sera raiz de g(z) ou h(zx), onde ambos tem grau menor que o grau de p(z). Como

q(z) e h(x) podem ser polindmios ménicos, caimos em um absurdo, pois p(z) = irr(a, K).

Teorema 5.2. Seja L D K, « algébrico sobre K. Se o grau do polinémio irr(a, K) é
n, entdo para todo p(x) € Klz|, p(a) pode ser expresso de modo inico na forma p(a) =

ap + a0+ asd® + ...+ ap_1a"L, onde a; € K, Vi € {o,1,...,n}.

Demonstracao. Seja f(x) = irr(a, K). Pela hipotese 0f(x) = n. Tomando p(z) € Klz],
pelo algoritmo da divisao (teorema 4.2) Jq(z),r(z) € K[z] tal que p(z) = q(z)- f(x)+r(x),
onde 0 < 9r(x) < df(x). Assim o polinémio r(z), é algo do tipo r(z) = ag+ a1z + agz? +
ooty coma; € K, eie€{0,1,2,...,n—1}.

Tomando x = «, temos:

p(e) = q(a) - fla) +r(q).

Como por hipotese « é algébrico sobre K, temos entao f(a) = 0, e assim:

ple) = q(a) - f(@) +r(a) = pla) = r(a)

e portanto p(a) = r(a) = ag + aja + asa® + ... + a,_1a" L

Para provarmos a unicidade vamos supor p(a) = ag + a1 + ayd® + ...+ a, 10" e
pla) = by +bja+bya®+...+b, 1"t temos dai que, (ag—bo) + (a1 —by)a+ (ag —by)a® +
oot (an_g — by1)a™t = 0. Seja t(x) € K[z], tal que t(x) = (ap — bo) + (a1 — by)x +
(ag — b2)x® + ...+ (apn_1 — bp_1)z" L. Como t(a) =0e dt(z) <n—1<n=1irr(a, K),
temos que t(z) = o (ou seja é o polindomio nulo), e assim ag — by = 0,a1 — by = 0,a5 — by =
0,...,a,_1 —by_1 = 0. Assim concluimos que a; = b;,Vi € {0,1,...,n—1}. O que prova

a unicidade. 0

Exemplo 26. O nimero real /5 ¢é claramente algébrico sobre Q, e irr(v/5,Q) = 2°—5 =
dirr(¥v/5,Q) = 3. Tomando o polinémio p(x) € Q, onde p(xr) = 2* — 22° — 2 + 2 — 6,

temos que p(V/5) = (V5)* = 2(V/5)? — (V5)* + /5 — 6 = 16 + 6(V/5)" — 1(V/5)".
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Teorema 5.3. Seja K um corpo e L D K uma extensao de K. Entao,
i) se L D K € finita, entao L D K ¢ algébrica;
ii) se « € L O K é um elemento algébrico sobre K e grau irr(a, K) € igual a n entdo

"=l ¢ uma base do espago vetorial K[a] sobre K e [K[a] : K] =n < .

La,...,«a
iii) se « € L D K € um elemento transcedente sobre K entio [K] D K € uma extensao

mnfinita.

Demonstragdo. i) Supondo que [L : k] =n < oo. Paraa € L, o conjunto {1,a,a?,...,a"}
¢ linearmente dependente (LD) em L sobre K (pois tem n + 1 elementos). Portanto exis-

tem ag, aq,as,...,a, € K, nao todos nulos, tais que:
ao + a1+ asa® + ...+ a,a” = 0.

Claramente o polinomio p(z) = ag + a1z + az® + ... + a,2" € K[z] tem o como raiz.
Logo « é algébrico sobre K.

ii) Seja a € L D K um elemento algébrico sobre K e dirr(a, K) = n. Pelo teorema
5.2 todo elemento de K|[a] pode ser escrito de modo tinico como combinagao linear dos

2

elementos do conjunto {1,,a?,...,a" 1} sobre K. Assim pela defini¢ao 5.10, o conjunto

{1,a,a?,...,a" '} & uma base de K|a] sobre K. Portanto [K[a] : K] = n.
iii) Note que, se a extensdo K[a] D K fosse finita, pelo item (i) seria algébrica.

Portanto K|a] D K ¢ infinita. O

Decorre imediatamente do teorema 5.3 que se a € L D K é algébrico sobre K, entao

K[a] é uma extensao algébrica finita de K.

5.4 Teorema da Torre

O proéximo teorema, nos garante uma facilidade maior no calculo do grau de determi-

nadas extensoes, uma vez que, permite usar outras com grau ja conhecidos.

Teorema 5.4. Sejam M D L D K corpos tais que [M : L] e [L : K] sao finitos entao
[M : K| € finitoe M : K|=[M:L]-[L:K].

Consideramos a baixo os conjunto [ e J, onde [ = {1,2,....r} e J={1,2,... s}

Demonstragdao. Seja (v;);e; uma base para o espaco vetorial de M sobre L e (u;);es uma

base do espaco vetorial L sobre K. Vamos provar que (v; - u;);er jes ¢ uma base do espaco
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vetorial de M sobre K e isto pela definicao 5.10 demonstra a proposicao. Para mostrarmos
que (v; - u;)ier jes € uma base, devemos primeiramente provar que este conjunto é LI em

M sobre K. Para isto, tomemos,

ZCKUUZ'U]':O
i J
onde oj; € K,1<i<r e 1<j<s.

Podemos reescrever a equagao acima do seguinte modo:
(11U + gt + ..o+ aqsug)vy + .o+ (g + ot + ..+ agstg)v, =0

Como os elementos u; estdo em L e (v;);c; uma base para o espago vetorial de M sobre

L. Segue pela independéncia linear do conjunto (v;);e; em M sobre L, que:

11U + 12U2 4+ ...+ A1sUg = 0

QiU + Qpotln + ...+ optg = 0
Ora, como «;; € K e (u;),ec; uma base do espago vetorial L sobre K. Pela dependéncia
linear «;; = 0 para todos i € [ e j € J. Assim (v; - uj)ierjes ¢ LI de M sobre K.
Resta mostrar que todo y pertencente ao espago vetorial M sobre K, pode ser escrito
como combinagdo linear de (v; - u;)ierjes. Ou seja, (v; - uj)ierjes gera M sobre K.
Comegamos no fato de (v;);cr ser uma base para o espago vetorial de M sobre L e assim

existe \; € L com 1 € [ tal que:

y=> Aui ~ (%)
i=1
Como \; € L e (uj)je; uma base do espaco vetorial L sobre K, podemos escrever )

como combinacao linerar de {uy,ug, ..., us}. Ou seja, existe o, ; € K tal que:

s s s s
)\1 = E a1;Uj, )\2 = E Qolj, - .., )\z = E QUi oy )\r = E Qi Uy
j=1 j=1 j=1 j=1

Substituindo esses resultados em (x). Segue que:

,
y= E Qi VU
i=1

onde o; ; € K.

Portanto (v;-u;)icr jes € uma base para o espago vetorial de M sobre K, e sua dimensao

ér-s=[M:kl=[M:L]-[L:K]. O
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Exemplo 27. Jd sabemos pelo exemplo 24 que [Q[v2] : Q] = 2. Dado o conjunto
(QIV2))[V3] = {a+bV3 : a,b € Q[V2]}, visivelmente o conjunto {1,/3} ¢ uma base
para o espago vetorial (Q[v/2])[V/3] sobre Q[V2], e assim [(Q[v2])[V3] : QV2]] = 2.
Como (Q[v2])[V3] D Q[v2] D Q, pelo teorema 5.4, temos que:

Notemos que, o conjunto {1,v/2,1/3,4/6} é uma base do espaco vetorial (Q[\/ﬁ}) [v/3]
sobre Q.

Corolario 5.1. Se K,, D ... D K; D Ky sao corpos tais que [K,, : K, 1], [Kn_1: Kn_9],
. [K7 @ Ko sao finitos, entao
[Kn : Ko] = [Kn : Kn—l] . [Kn—l . Kn_g] Lt [Kl . KQ]

Exemplo 28. Consideremos os conjuntos ((Q[v2])[V3])[V5] = {a +bV5 : a,b €
(QIV2))[V3]}. E facil ver que o conjunto {1,V/5} é uma base do espago vetorial ((Q[v/2])[V3])[vV/5
sobre (Q[v2])[vV/3] e assim [((Q[v2])[v3])[VE] : (Q[v2])[V3]]. Como ((Q[v2])[v3])[v5] D
(QWV)[VE] > QW3] > O, temos pelo teorema 5.4 que: [(QVI)VE)VE] : Q] =
[(QIV2]) [V3)[V3] : (QIv2])[V3]] - [(QIv2)[v3] : Qlv2]l - [Q[v2] : Q] =2-2-2 =38



Capitulo 6

Construcao por meio de Régua e

Compasso

O objetivo desse capitulo, é fazer com que o leitor tenha nocao sobre as construcoes
geométricas fundamentais de desenho geométrico, para que assim tenha um bom enten-

dimento do proximo capitulo.

6.1 Construcoes Elementares

6.1.1 Uso da Régua e Compasso

Vamos comecar as construcoes geométricas, definindo as regras basicas para a utiliza-

¢ao da ragua e compasso.

Defini¢ao 6.1. a) Com uma régua nao graduada, conhecendo dois pontos distintos em
um plano € possivel tracar uma unica reta que passa por esses dois pontos.
b) Com um compasso, € possivel tracar uma circunferéncia com centro em um dado

ponto e que passa por um sequndo ponto conhecido.

6.1.2 Retas Perpendiculares

1¢ Caso:
Dado um ponto A e uma reta r passando por A. Trace um reta ¢ perpendicular a reta
r que passa por A.

Passos

38
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(1) Com o compasso centrado em A e abertura qualquer, tracemos uma circunferéncia
A cortando a reta r em dois pontos B e ()

(2) Com o centro em B e abertura do compasso maior que o raio da circunferéncia A,
trace uma nova circunferéncia A;. Mantendo a abertura facamos o mesmo procedimento
com o compasso centrado em C', obtendo assim a circunferéncia Ay e os pontos D, F
S )\1 N /\2;

(3) Com a régua ligue os pontos D e C, gerando assim a reta ¢t perpendicular a r.

}’\| -7 l

Figura 6.1: Retas Perpendiculares 1

2° Caso:

Dado um ponto A fora da reta r. Trace uma reta t perpendicular a r e que passe pelo
ponto A.

Passos

(1) Com o compasso centrado em A e abertura maior que a distancia de A até a reta
r, tracemos uma circunferéncia A tocando a reta r em dois pontos B e ()}

(2) Com o centro em B e com abertura do compasso maior que a metade de BC),
tracemos uma circunferéncia A\;. Mantendo a mesma abertura do compasso facamos o
mesmo procedimento com o compasso centrado em C', obtemos assim a circunferéncia A\,
e os pontos D, £ € \{ N \g;

(3) Tracemos uma reta ¢ ligando os pontos D e E. Notemos que A€ tet L r.
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@

Figura 6.2: Retas Perpendiculares 2

6.1.3 Retas Paralelas

Dado uma reta r e um ponto A fora dela, tracar uma reta paralela a r passando por A.

Passos

(1) Tome o compasso com uma abertura maior do que a distancia do ponto A a reta
r, e com centro em A desenhe uma circunferéncia A intersectando a reta r em dois pontos
BeC.

(2) Tome um desses pontos, digamos, C. Com a mesma abertura e com centro em C,
desenhe a circunferéncia \; intersectando r nos pontos D e E.

(3) Depois, com a mesma abertura e centro em E, desenhe a circunferéncia X inter-
sectando a primeira em F.

(4) Tracemos a reta t ligando os pontos A e F. Notemos que A € t e t é paralela a r.
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]
e -
[ 5

A

Figura 6.3: Retas Paralelas

Vale lembra que por definicao duas retas sao paralelas quando sao coplanares e nao se

intersectam.

6.1.4 Mediatriz

A mediatriz t de um segmento qualquer AB, é perpendicular a esse segmento e passa pelo

seu ponto médio.
Passos

(1) Tome o compasso centrado no ponto A, e com abertura maior do que a metade de

AB, trace uma circunferéncia ;.
(2) Depois, com o compasso centrado em B e mesma abertura, trace outra circunfe-
réncia Ay intersectando a primeira em dois pontos, digamos, C' e D.

(3) Depois é s6 ligar os pontos C' e D com uma régua. Portanto, a reta ¢ que passa

por C e D é a mediatriz de AB.

Figura 6.4: Mediatriz do Segmento
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Ressaltamos que a mediatriz de um segmento é o conjunto de todos os pontos equi-

distantes dos extremos desse segmento.

6.1.5 Bissetriz

Dizemos que bissetriz de um angulo é a semirreta que o divide em dois angulos iguais.
Para entendermos melhor consideremos o seguinte problema.

Dado um angulo qualquer de vértice no ponto A, tracar a sua bissetriz do angulo
/BAC.

Passos

(1) Tome o compasso centrado no vértice do angulo (ponto A) e, com uma abertura
qualquer, trace uma circunferéncia \;, intersectando os lados do angulo em dois pontos,
digamos B e C.

(2) Em seguida, com mesma abertura, centro em B e depois centro em C|, trace as
circunferéncias Ay e A3, cujas uma das intersecgoes ¢ o ponto D

(3) Ligue os pontos A e D com uma régua. Temos assim que AD ¢ a bissetriz do

angulo ZBAC.

Figura 6.5: Bissetriz do Angulo

6.1.6 Utilizando o Teorema de Tales

Segundo o Teorema de Tales, um feixe de retas paralelas determina sobre duas retas

transversais quaisquer, segmentos correspondentes proporcionais. O Teorema de Tales
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é tido como um dos resultados fundamentais da Geometria Euclidiana plana, e sera de
grande importancia para justificar a construcao da quarta proporcional, e também seré

usado na demonstracao de teoremas no capitulo 7.

Teorema 6.1. (Teorema Tales) Sejam r, s, t retas paralelas. Dados os pontos A, A’ € r,
B,B € s e C,C" e€t, de modo que A,B,C e A',B',C" sejam dois ternos de pontos

colineares (veja a figura ). Entdo

AB BC AC

AB  BC AC

/

Figura 6.6: Teorema de Tales

O leitor interessado em mais detalhes sobre esse teorema pode consultar as referéncias

2] e [6].

Definicao 6.2. Seja a,b e ¢ numeros reais positivos, vamos dizer que o niumero real

também positivo x € a quarta proporcional de a,b e ¢ nessa ordem, se

bz
Caso a, b e ¢ sejam comprimento de trés segmentos, o segmento de comprimento x que
satisfaz a igualdade acima é a quarta poporcional dos segmentos a, b e ¢ nessa ordem. No

caso de b = ¢ o elemento x serd denominado de terceira proporcional.

Exemplo 29. Descreva os passos da construcao com régua e compasso da quarta propor-

cional x, supondo que seja dado os segmentos a,b e c.

Passos

(1) Trace duas retas r e s, concorrentes no ponto A;
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(2) Marque sobre a reta r os segmentos AB e BC tais que AB =a e BC = ¢;
(3) Marque sobre a reta s os segmentos AD tal que AD = b;

(3) Trace usando os procedimentos da subce¢do 6.3.3, a paralela a reta ﬁ, a qual

be

a

intersecta a reta s no ponto E£. Pelo teorema de Thales, temos § = £ = x =

Figura 6.7: Quarta proporcional

6.1.7 Tridngulo equilatero
Definicao 6.3. Triingulo equildtero é todo tridngulo em que os trés lados sao iquais.

Para contruirmos um triangulo equildtero com régua e compasso basta seguir os passos
abaixo.

(1) tome um segmento AB;
2) Com centro em A e raio AB, fazer uma circunferéncia \;;

)
)
3) Com centro em B e raio BA, fazer uma circunferéncia \y;
4) O ponto de encontro entre \; e \y é C' e D;

)

(
(
(
(

5) Os triangulos ABC e ABD sao equilétero.

% Ao

Figura 6.8: Triangulo equilatero
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Em um triangulo ABC', a altura relativa ao lado BC' é um segmento que tém uma
extremidade no vértice A(oposto ao lado BC') e a outra extremidade, digamos H esta no
segmento BC' de tal forma que BC e AH sejam ortogonais(ou seja formam um angulo
de 90°). A mediana relativa a BC' é o segmento que tem uma extemidade no vértice A
e a outra no ponto médio M do lado BC'. O triangulo ABC' ¢ dito isésceles de base BC'
quando AB = AC.

Teorema 6.2. Se ABC ¢é um tridngulo isdsceles de base BC, entao ABC = ACB e a

bissetriz interna, mediana e altura relativas ao lado BC' coincidem.

H=M

Figura 6.9: Tiangulo isosceles

Corolario 6.1. Os dngulos internos de um tridngulo equildtero sao todos iguais.

Demonstracao. Basta observar que todos os lados do triangulo equilatero podem ser vistos

como base, e assim aplicar as condicoes do teorema 6.2. O

Para nos ajudar no entendimento da proxima definicado vamos enunciar e provar o

teorema do angulo inscrito.

Teorema 6.3. Se AB e AC sdo cordas de uma circunferéncia A de centro O, entdo a
medida do dngulo inscrito ZBAC' € igual a metade da medida do dngulo central ZBOC

correspondente.

Demonstracao. Para essa demonstragao, devemos tomar trés casos separadamente. O

caso em que o angulo ZBAC contém o centro O, o caso em que o angulo ZBAC' nao

contém o centro O e o caso em que o centro O esta sobre um lado do angulo ZBAC.
Vamos provar aqui apenas o caso em que o angulo ZBAC contém o centro O em

seu interior. Note que os triangulos OAC e OAB sdo isosceles de bases AC e AB
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respectivamente. Desta forma OAC = OCA = z e OAB — OBA = y. Portanto
AOC = 180° — 22,A0B = 180° — 2y e BAC = OAC + OAB = z +y. Tomando
BOC = a, temos AOC + AOB + BOC = 360 = 180° — 2z + 180 — 2y + a = 360 =
20 —2+a=0=1+y=2=O0AB =2 O

A demonstragao mais completa desse teorema pode ser visto na referéncia [10] paginas

107 e 108.

Figura 6.10: Angulo inscrito

6.1.8 Arco capaz

Definicao 6.4. Dado numa circunferéncia X, uma corda AB e um ponto P pertencente
ao arco AB. O dngulo o = APB ¢ constante para todo P € AB. E o arco AB é chamado

de Arco capaz.

Para uma melhor compreensao dessa definicao vejamos a figura abaixo.

Figura 6.11: Arco capaz
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O que diz a definicao acima é justificado pelo teorema 6.3. Portanto dado uma circun-
feréncia A de centro O e um corda AB de A, destacamos um caso particular importante
da teorema 6.3 que é aquele em que AB é um diametro de A . Sendo P um ponto de A
distinto de A e B, segue do referido teorema que APB = % - 180° = 90°.

A prova do teorema supracitado, de certa forma nos ensina como construir os arcos
capazes de um angulo « sobre o segmento AB, quando 0° < a < 90°. No caso de o = 90°,
temos somente de construir uma circunferéncia de diametro AB. Devido a essa afirmacao,
nao serd mostrado a construcao do arco capaz de um angulo «, pois as ferramentas de
construcao geométrica citada acima sao suficientes apenas para construir o arco capaz
quando a = 90°.

Vejamos como ¢ ilustrado na figura abaixo.

Figura 6.12: Angulo inscrito em uma semicircunferéncia

Para a construcao da figura acima com régua e compasso é so tracar a mediatriz do
segmento AB. O ponto de intersecao da mediatriz com o segmento AB é o centro da

circunferéncia .

6.2 Meédia Geométrica ou Média Proporcional

Para desenvolvermos essa segao vamos precisar relembrar algumas propriedades sobre

os triangulos retangulo.

6.2.1 Relagoes Métricas no Tridngulo Retangulo

Seja ABC' um triangulo retangulo em A, utilizando de nosso estudo de retas perpen-

diculares caso 2, é possivel tracar o segmento AH perpendicular a hipotenusa, obtendo
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assim novos elementos nesse triangulo. Vejamos abaixo.

Figura 6.13: Relacoes métricas no triangulo retangulo

Dados:

i) a =m+ n;

(

(ii) Altura relativa a hipotenusa: AH = h;

(iii) projecdo do cateto AB sobre a hipotenusa: BH = m;
(

iv) projecio do cateto AC sobre a hipotenusa: CH = n.

E facil mostrar que sobre o tridangulo retangulo acima vale as relacoes abaixo.

(H)v*=a-n
2)t=a-m
(3)h*=m-n

Pelas condigoes acima temos que:
V+c=a-n+a-m=a-(n+m)=a-a=ad

= b+ =d?

Essa igualdade é conhecida na matemaética como Teorema de Pitagoras.

Definigao 6.5. (Média Geométrica) Chama-se média geométrica entre dois segmentos

AB e C’_D, o segmento x tal que x> = AB - CD.

Notemos que as as igualdades (1), (2) e (3) representam médias geométricas.
Para a construcao da raiz quadrada de um ntmero, podemos levar em conta a mé-
dia geométrica das projecoes dos catetos de um triangulo retangulo sobre a hipotenusa.

Usando a forma das rela¢oes métricas (1), (2) e (3), tem-se:



Capitulo 6. Construcao por meio de Régua e Compasso 49

(1) b

(2) ¢

Jan
2’ .
(37) h

Jam
Vi

No proximo capitulo vamos ver que um niimero real positivo é chamado de construtivel

I
3

se for possivel usar apenas um compasso e uma régua nao graduada para construir com
um numero finito de passos um segmento de reta cujo o comprimento seja a, a partir de
um segmento tomado como unidade. Destacamos também que ntimeros construtiveis sao
ntmeros algébricos cujo grau é uma poténcia de 2.

Vale antecipar que se a e b sdo ntimeros construtiveis, entdo a +b, a — b, a-b, ¢ e \/a

b
sao numeros construtiveis.

6.2.2 Construindo raiz quadrado com régua e compasso

Dado um segmento AB de comprimento a onde @ é um ntmero construtivel. Vamos
construir com régua e compasso o segmento x = +/a.
Passos
Usando as ferramentas mencionadas anteriormente e fixando uma dada unidade 1:
(1) Tracemos o segmento AB de comprimento a > 1;

(2) construimos uma semicircunferéncia A com centro no ponto médio do segmento

AB;
(3) Tracemos uma perpendicular passando pelo ponto D em AB com distancia de A
até D igual a 1;

(4) Marcamos o ponto C' de intersecao entre a perpendicular e a semicircunferéncia.

a

Figura 6.14: Raiz quadrada
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A justificativa é simples, basta usarmos a propriedade (2’) acima para concluir que
r=+va-1=,/a.
Para construir uma raiz cujo indice seja uma poténcia de 2, basta aplicarmos sucessi-

vamente as construcoes acima, gerando irracionais algébricos.

Exemplo 30. Os nimeros a sequir, sao numeros construtiveis gerados a partir de niimero
algébricos pela relagao (3°):

xsem=2n=1entio > =2-1=h=+/2;

xsem=+2,n=1entio > =v2-1=h=/2;

* sem = 2,n:\/§entdoh2:\/§-\/§:>h:\4/6.

6.3 Duplicacao do cubo, Quadratura do circulo e a Tri-

seccao do angulo

Os problemas de construgoes geométricas na maioria das vezes sao complicados e em
alguns casos até impossiveis, com ¢é o caso da duplicagao do cubo, a quadratura do circulo

e a triseccao do angulo, jA mencionados na introducao desse trabalho.

6.3.1 Duplicacao do cubo

Como ja sabemos o problema da duplicacdo do cubo(também chamado de problema
de Delos) consiste em construir usando régua e compasso um de aresta b cujo o volume

seja o dobro do volume de um cubo dado de aresta a.

Volume = a? Volume = b3 = 233

a b

Figura 6.15: Duplicagao do cubo

De forma algebrica, dado o cubo de aresta a e volume a®, queremos obter um novo

cubo de aresta b e volume b onde b® = 2a3, mas para isso, temos que obter usando apenas
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régua nio graduada e compasso o segmento b = a+/2, no entanto o nimero real /2 nio
é construtivel, como veremos mais adiante, e por isso o problema da duplicacao do cubo

com régua nao graduada e compasso se torna impossivel.

6.3.2 Quadratura do circulo

Este problema consiste em construir um quadrado cuja area seja igual & area de um
circulo dado, utilizando apenas régua e compasso.

De modo mais formal, vamos considerar um nimero construtivel » e um circulo I' de
raio 7 com area mr%. Queremos encontrar o lado x de um quadrado, tal que 2% = r/7.

Ou seja:

r=rm

& a a
Area =z =mr

Figura 6.16: Quadratura do circulo

Como r é construtivel o problema agora consiste em construir um segmento de medida
/7. Ja sabemos que 7 é um nimero transcedente e nos proximos capitulos veremos que
todo ntimero transcedente ¢ nao construtivel, e portanto o nimero /7 ¢ também nao

construtivel, logo o problema da quadratura do circulo é impossivel.

6.3.3 Trisseccao do angulo

Para comecar nossos estudos, vale apenas resaltar que a trisseccao de um angulo

qualquer difere dos outros dois problemas classicos. Afirmamos isso porque existem certos
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angulos que podem ser trissectados por régua nao marcada e compasso, enquanto os outros
dois problemas classicos nao permitem nenhum exemplo de cubo duplicavel ou circulo que
possua quadratura conhecida através de uma construcao que utiliza somente régua nao
marcada e compasso. Um exemplo de angulo que pode ser trissectado ¢ o angulo de 90°,
como veremos mais a frente.

A trisseccao do angulo consiste em dividir em trés partes iguais um angulo dado.
Veremos no proximo capitulo que isso é impossivel por exemplo para o angulo de 60°.

Antes de passarmos para o proximo capitulo, vamos mostrar como é feita a trissec-
cao do angulo de 90°. Para fazermos essa trisec¢ao, primeiro consideramos no plano o
angulo ZAOB (figura 6.17) medindo 90°, depois construimos um triangulo equilatero so-
bre o segmento OB dividindo o angulo ZAOB em dois angulos, um de 30° e o outro de
60°(colorario 6.1). Para finalizar ¢ s6 fazermos a bissetriz do angulo de 60° usando os

procedimentos de construcao da bissetriz mencionados na subsecao 6.3.3.

W fed 308 v :
~ { 30° M -
0"~ B '

Figura 6.17: Trisseccao do angulo de 90°
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Pontos Construtiveis

7.1 Regras impostas ao compasso e a régua

Devemos ser bem claros quanto ao que é permitido fazer com régua e compasso, para
assim compreendermos o porque da impossibilidade de resolver os problemas classicos,
com a régua ¢é permitido tracar uma reta que passe por dois pontos distintos dados. Com

0 compasso é permitido tracar uma circunferéncia com centro em um ponto dado.

Figura 7.1: Descrigao das regras impostas a régua e compasso

Vale ressaltar que a régua nao possui marcagao ou escalas, e o compasso usado pe-
los Gregos desmontava-se quando era levantado um dos seus bracos, diferindo assim do
compasso de hoje, que pode ser usado, por exemplo, como transferidor.

Notemos que usando o compasso dos tempos de hoje, dado um segmento AB conforme

a figura acima, é possivel colocar a ponta seca do compasso no ponto A e a outra ponta

93
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no ponto B, obtendo assim uma abertura igual ao comprimento do segmento AB, depois
movemos o compasso sem alterar a abertura (o que é possivel ao nosso compasso moderno)
e colocamos a ponta seca em um novo ponto A’, em seguida tracamos uma circunferéncia
com raio A’B/, (veja a figura acima) onde A'B' = AB.

Com tudo, o compasso dos tempos de hoje nio muda as regras do "jogo"em nada. E
possivel mostrar que qualquer construcao realizada com o compasso moderno, também
pode ser realizada com o compasso "Grego", a tnica diferenca é que eventualmente o
compasso Grego possa envolver mais passos. Notemos por exemplo, que com qualquer
um dos dois modelos (compasso Grego ou compasso moderno), podemos tragar a mediatriz
de um segmento. Pois dado um segmento AB, colocamos a ponta seca do compasso em A
e estenda a outra extremidade do compasso até B, tracemos uma circunferéncia de raio
AB, agora é s6 fazer o mesmo processo com a ponta seca em B, obtendo assim uma nova
circunferéncia, e os pontos C' e D de intersecao entre as duas circunferéncias, depois com
uma régua tracemos a mediatriz C'D.

E claro que é preciso provar que @ é de fato a mediatriz do segmento AB, isso nao

serd feito aqui, no entanto essa demonstracao pode ser feita sem grande dificuldade.

7.2 Passando da geometria para algebra

Nosso objetivo aqui, é juntar os contetidos que estudamos do capitulo 1 até o capitulo
5 com os contetudos estudados no capitulo 6, para isso comecamos falando sobre os pontos
construtiveis.

Como ja foi dito, com a régua s6 é permitido tracar uma reta conhecendo seus dois
pontos e ao compasso ¢ permitido apenas tracar uma circunferéncia conhecendo seu centro
e um ponto arbitrario da circunferéncia. O que é possivel de se obter como resultado no
final de cada passo € a interseccao entre duas retas, intersecao entre retas e circunferéncias
ou a intersecao entre duas circunferéncias.

Resaltamos aqui, que a partir de agora nosso estudo serd feito em cima do plano R?,
com o objetivo de construirmos uma teoria que nos permita definir com precisao o que sao
pontos construtiveis, e assim, constatar que o conjunto de todos os ntimeros construtiveis

forma um corpo.

Definicao 7.1. Seja P um subconjunto de R? contendo pelo menos dois pontos distintos.
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Dizemos que uma reta v de R? € uma reta em P se r contém dois distintos pontos de P.
Dizemos também que uma circunferéncia \ de R? é uma circunferéncia em P se o centro

de \ pertence a P e um ponto de P pertence a A.

Seja r e s duas retas quaisquer em P, consideremos também A\ e I' circunferéncias
quaisquer em P. as operagoes abaixo (i), (ii) e (ili) sao chamadas de operagoes elemen-
tares em P, e o conjunto (P) ¢ um subconjunto de R? onde todos os seus pontos sao
construtiveis a partir de P usando as operagoes (i), (ii) e (iii).

(i) Intersegao entre duas retas em P: (rNs) € (P);

(ii) Intersecdo de uma reta em P e um circunferéncia em P: (rNA) C (P);

(iii) Intersecao de duas circunferéncias em P: (ANT) C (P).

Notemos que, de certa forma a operagao (iii) se reduz na operagao (ii), pois se A e B
sao os pontos de intersecao das circunferéncias A e I', entdo os pontos A e B pertecem
a P, como por definicdo existe uma tnica reta r que passa por A e B, logo temos que r
é uma reta em P. Portanto a intersecao das circunferéncias A e I' pode ser vista como

intersecao de A com r e I com 7.

Definicao 7.2. Um ponto A € R? ¢ dito construtivel a partir de P se for possivel deter-
minar A através das operagoes (i), (ii) e (iii). Vamos definir tambem o segmento unitdrio
OU, ou seja OU = 1.

Exemplo 31. Seja O = (0,0), U = (1,0) e Py = {O,U}. Pela figura abaizo é possivel
perceber que fazendo uso das operagoes (i), (ii) e (i), temos que (Po) = {O, U, Ay, Ay, A3, Ay}

Figura 7.2: Pontos construtiveis

Na figura acima, a construgaao do conjunto (Py), podemos considerar a reta r, as

circunferéncias A e I' como os passos dados para a construgao dos pontos de (Py), é visivel



Capitulo 7. Pontos Construtiveis 56

que Ay e AnNr, Ay e 'Nre {A;, Ay} € ANT. Alem disso também é possivel mostrar
que A = (=1,0), Ay = (2,0), A3 = (1, L) e A, = (1, -L).

De tudo que ja foi visto, se Py = {O,U}, definimos Py = (Po), P = (P1), ...,
Prni1 = (Pn), para todo n pertencente N, e claramente temos que Py C P; C Py C ... C
P, C Pnir C R Tomando Py, = PoUP, UP,U...UP, U..., é visivel que Py é um
subconjunto infinito de R?, embora cada P, seja subconjunto finito de R?. E imediato
concluir que (Py) = P € (2,0) € Py, YV € Z.

Agora podemos dizer que geralmente um ponto A € R?, diz-se construtivel a partir
do conjunto Py, se existir o conjunto finito P; C Py (i € N), tal que todos os passos para

a construcao de A estao em P;. Em outras palavras, existe um ntmero finito de passos a

partir de Py para a obtencao de A.

Exemplo 32. Mostre que o ponto (0,1) € construido a partir de Ps.

Solugao: J4 sabemos que que U = (1,0) e A3 = (3, \/73) pertencem a P; = (Py), assim
aretat = f]—A; é uma reta em Py = (Py). A circunferéncia \; de centro As e raio U A3 (veja
afigura abaixo) ¢ uma circunferéncia em Py = (P;). As equagdes V37 +y = V3 e (v —
D2+ (y— ‘/75)2 = UA3? = 1 sdo equacoes da reta ¢ e da circunferéncia \; respectivamente.
Seja o eixo OY representado por s, claramente se verifica que (0,v/3) =T €tN A Ns, 0
que prova que T' é construido a partir de P,. Ou seja s é uma reta em P3 = (Ps). Como

O e U pertencem a Ps, temos que (0, 1) pertence a AN s, como queriamos mostrar.

Figura 7.3: Construcao do ponto (0, 1)
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Proposicao 7.1. Se A e B sao pontos distintos em Ps entdo o ponto médio M do
segmento AB pertence a Py e as retas peperndiculasres a AB passando pelos pontos A, B

e M sao retas em Ps.

Demonstracao. Para essa demonstracao basta realizarmos os passos vistos nas subsecoes

6.1.2 e 6.1.4 do capitulo 6. O

Proposicao 7.2. Sejam A e r, respectivamente, um ponto construtivel e uma reta cons-
trutivel( retas construtiveis sao retas contendo dois distintos pontos em P, ) tais que
A er. Sendo B,C € r pontos construtiveis entdo existe um ponto construtivel X € r tal

que AX = BC.

A demonstracao dessa proposicao nao tem grandes complicacoes e o leitor interessado,
pode ter acesso a mesma consultando a referéncia [6] pagina 110.

Se A = (x,0) e B = (0,y) sdo pontos pertencentes a P, entdo pela proposi¢do 7.1 o
ponto C' = (z,y) pertence a P. A reciproca também é verdadeira, pois se C' = (z,y)
pertence a P, fazendo uso do compasso, tracemos uma circunferéncia A conforme a figura
abaixo, obtendo os pontos D e E, depois é s6 notar que os triangulos ODC' e OCFE sao

is6sceles e o resto decorre do teoremas 6.2.

=

Figura 7.4: Pontos com coordenadas construtiveis

Todo elemento a pertencente ao conjunto R é naturalmente elemento de R?, para
vermos isso basta escrever a = (a,0) ou a = (0,a). Como ja foi mostrado acima, os
pontos que tém coordenadas construtiveis também é construtivel e vice versa. Desta

forma, definimos o subconjuto Cg C R onde Cgr = {a € R : «v é construtivel }.
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Teorema 7.1. O conjunto Cg € fechado para as operacoes de adicao e multiplicacao. Em

particular vale a subtracao e a divisao.

Demonstragao. Seja A, B € Cgr, pontos de coordenadas a e b(vamos assumir sem perdas
de generalidade que a > b > 0), respectivamente. Pela proposi¢ao 7.2 podemos construir
uma circunferéncia A de centro em A e raio OB = b (veja a figura abaixo), obtendo assim

as coordenadas D e F de coordenadas a —be a -+ b.

8

Y

0 b a—1bh a a+b

Figura 7.5: Adicao e subtracao

Para mostar que ab é construtivel, vamos considera que U = (1,0) = 1 e r uma reta
concorrente com o eixo OX (veja figura abaixo). Depois com o compasso centrado em O e
raio OU = 1 tracamos a circunferéncia \ e encontramos o ponto D € r, da mesma forma
com o compasso centrado em O e raio OA = a, tracamos a circunferéncia I' e encontramos
o ponto F € r, e finalizamos tragando por E a reta ﬁ paralela a reta % onde [ é um

ponto de coordenda x, pertencente ao eixo OX. Pelo teorema 6.1, temos:

=

SIS
S| =

Sfie)
SIS
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o E
)1\./ - D 'I
B -|
| C b A # d =
0 L b @, T X

Figura 7.6: Multiplicacao de pontos construtiveis

Portanto pelos passos acima o ponto F' de coordenada ab é construtivel.

Vamos mostra agora que o ponto de coordenada g é construtivel. Para mostrarmos
este fato basta na figura acima tracar a reta W( paralela a reta ﬁ onde K pertence
ao segmento OB e tem cordenada k(veja a figura abaixo). Novamente pelo teorema 6.1,

temos:

Figura 7.7: Divisao de pontos construtiveis

E portanto % é construtivel. O
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7.3 Corpo dos Numeros Construtiveis

De posse do conhecimento adquirido até aqui, podemos citar e provar os proximos

teoremas.

Teorema 7.2. O conjunto Cx munido das operacoes soma e multiplicacao € subcorpo de

R contendo Q.

Demonstracao. Sabemos que Z C Cr. Para provarmos que Cg é subcorpo de R, temos
que provar,

(L)a,beCr=a—-beCg

(2) a,beCr=a-belp

(3) 0#£aeCr=*eclr

No entanto as condigoes (1), (2) e (3) sao perfeitamente justificadas pelo teorema 7.1.

Sabemos que Z C Cgr. Se x € QQ entao existe a,b € Z tal que = = g Como a e

b sao inteiros construtiveis, pelo teorema 7.1, x = % é construtivel. O que prova que

@CCR. O

Definicao 7.3. Seja (a,b) € P,, os elementos a e b sio naturalmente coordenadas em

P.. Definimos o conjunto A, como sendo o conjunto de todas as coordenadas em P,.

E fato que, todo elemento (a,b) € R? pode ser escrito como a soma (a,0) + (0,b).
Relembrando o que j4 mencionamos antes, podemos fazer = (a,0) e b = (0,b). Portanto
se (a,b) € P,, entdo pela defini¢do anterior a,b € A, e consequentemente A, C Cg para
todo n € N.

Seja Ky = Q, consideremos as extensoes K7 = Q[A], Ky = Q[As], ..., K, = Q[A,],...

Como Ay C Ay C Ay, C ... C A, C ... C Cg e pelo teorem 7.2, Q C Cg, temos:
Q=K¢CKiCKyCc...CK,CK,;; C...CCg.
Claramente se ver agora que se «a € Cg, entdo existe n pertencente a N tal que («,0) €

P.., e pela definicao 7.3 o € A,,. Dai segue imediatamente que:
Ko=KiUK UKy UK, U...=Cg.

Teorema 7.3. Cg € uma extensao algébrica dos racionais tal que para todo a pertencente

a Cg temos que o grau [Q[a] : Q] € uma poténcia de 2.
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Demonstracao. Para provarmos esse teorema, basta que para todo « pertencente a Cg,
temos que [Q[a] : R] = 2" para algum r € N.

Seja a € Cg. Assim existe n € N tal que a € K, = Q[A,]. Como K, = Q[A,] D
Q[a] D Q, pelo teorema 5.4 [Q[a] : Q] divide [K,, : Q]. Portanto é suficiente provarmos
que [K, : Q] é uma poténcia de dois, ou seja [K,, : Q] = 2° para algum s € N.

Vamos provar que [K,, : Q] é uma poténcia de dois por indunc¢ao sobre n. Assim se
n=0entao [Ky =Q: Q] =1=2° e o teorema ¢é vilido. Claramente se ver que se n = 1,
entio K1 = Q[v/3], e como {1,v/3} é uma base desse espaco vetorial sobre Q, temos que
[Q[v/3] : Q] = 2, e o teorema também ¢ vélido.

Supondo por indu¢ao que [K; : Q] é uma poténcia de dois para todo 0 < i < n, vamos
provar que [K,, : Q] é uma poténcia de dois.

Como K, D K, 1 D Q e pelo teorema 5.4 [K, : Q] = [K, : K,_1] - [K,_1 : Q] temos
que que é suficiente provarmos que [K,, : K, 1] ¢ uma poténcia de dois.

Seja L = K,, e Lo = K,,_1. Sabemos que L = Ly[A,]. Se A, = {1, as,...,a;} temos
entdo que L = Lolag, ag, ..., o).

Se denotarmos, Ly C Ly = Lo[ay] C Ly = Lyfag) C ... C Ly = Liq[ey] C ... C Ly =
L entao pelo colorario 5.1 é suficiente provarmos que [L; : L;_1] é poténcia de dois para
1 <i<k ComoL; = L[] ey € Ay, existe §; € A, tal que (o, 5;) ou (5;, )
pertencem a P,. Sem perda de generalidade vamos supor que («;, 3;) € P,.

Como P,, = (P,_1) temos que (s, ;) é obtido por uma das trés operagoes elementares
em P,_1. Pode-se provar sem grandes dificuldades, usando ferramentas da geometria ana-
litica que «; tera que satisfazer uma equacao de grau menor ou igual a 2 com coeficientes
sobre o corpo K, 1 = Q[A4,_1].

Ora, como K,, 1 = Ly C L;_; para 1 < i < k, segue que «; é raiz de um polinémio
de grau 1 ou 2 sobre L, 1, e pelo teorema 5.3, [L; : L;_1] = 1 ou 2. Como queriamos

demonstrar. O

7.4 Prova da Impossibilidade

Foi visto na secdo anterior que para um nimero a pertencente a R? ser um ponto
construtivel, basta que suas coordenadas sejam construtiveis. Isto nos levou ao fato de

que um namero a ¢ construtivel se a extensao Cg ¢ algébrica dos racionais e [Q[a] : Q] é
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uma poténcia de 2. Esse tltimo resultado é crucial para provarmos as impossibilidades

classicas.

Teorema 7.4. Nao existe a € Cg, tal que o volume do cubo de aresta a seja o dobro do

volume do cubo de aresta 1.

Demonstracao. Claramente um cubo de aresta 1 tem volume igual a 1. Para duplicarmos

seu volume, temos que encontrar a medida a € Cg, tal que:

@=2=ad>-2=0.

3 — 2, assim pelo

Portanto, podemos relacionar a equacao acima com o polinémio x
critério de Eisenstein irr(a, Q) = 23 — 2, e pelo teorema 5.3 temos que ter [Q[a] : Q] = 3,
o que ¢ um absurdo pelo teorema 7.3. Portanto a nao é construtivel, logo nao podemos

duplicar o volume do cubo usando apenas régua e compasso.

O

Teorema 7.5. Nao existe a € Cg, tal que a drea do quadrado de lado a seja igual a drea

do circulo de raio 1.

Demonstra¢ao. Sabemos da geometria plana que a area de um circulo de raio r é dada
pela formula matematica 7r?. Considerando um circulo de raio 1, claramente sua area é
7. Supondo que exista a € Cr tal que a®> = 7 = a = /7 € Cg. Pelo teorema 7.1 Cg é
fechado para a operagao multiplicagio, assim a? € Cg = a*> = a-a = /7 - /7 = 7 € C,
logo pelo teorema 7.3, 7 é algébrico sobre @Q, o que é um absurdo. Portanto © ¢ Cg e

a%CR. ]

Para a demonstragao da trisseccao do angulo vamos relembrar nossos estudos no ca-
pitulo 1 sobre circunferéncia trigonométrica. Pela definicao 2.1 um ponto P pertencente
a circunferéncia trigonométrica A, determina um arco de comprimento ¢ no sentido anti-
horério, tal que as coordenadas de P é cos(c) e sen(c). Como foi mostrado, um ponto
P € R? é construtivel se, e somente se suas coordenadas forem construtiveis. Portanto

um angulo de medida ¢ radiano é construtivel se cos(c) também for.

Proposicao 7.3. O numero cos(g) nao € construtivel.

Demonstragao. Seja o = §, assim 3o = 5. Pela tabela 1.1 do capitulo 1, temos que

cos(%) = % = cos(3a). Pelas proposigoes 2.1 e 2.2, temos:
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cos(3a) = cos(a + 2a)
= cos(a)cos(2a) — sen(a)sen(2«)
= cos(a)(cos*(a) — sen?(a)) — sen(a)(2sen(a)cos(a))
= cos3(a) — cos(a)sen?(a) — 2sen?(a)cos(a)
= cos*(a) — 3cos(a)sen? ()
= cos*(a) — cos(a)(1 — cos?(a))
= 4cos3(a) — 3cos(a) = %
Assim:

1
4cos’ (o) — 3cos(a) = 3
= 8cos’(a) — 6cos(a) — 1 =0

= 80083(%) — 60052(2) —1=0.

Podemos relacionar essa tiltima equacao com o poilinomio p(z) = 82% — 6z — 1. Pelo
critério de Eisenstein p(x) é irredutivel sobre Q e portanto pelo teorema 5.3 [Q[cos(g)] :

Q] = 3, e portanto pelo teorema 7.3, cos(g) nao é construtivel. ]

Teorema 7.6. F impossivel, com o uso apenas de réqua nao graduada e compasso, tris-

sectar o dngulo de 60°.

Demonstracao. Para demonstrarmos esse teorema, vamos considerar a circunferéncia tri-
gonométriva A da figura 2.3 do capitulo 1. E visivel que trissectar o angulo de 60°,
é equivalente a construir com régua e compasso na circunferéncia \ os arcos AP, AP,

e AP,, de comprimentos f, e

5 respectivamente. Claramente o angulo de 20° cor-

s

3
responde ao arco AP, de medida §. E pela proposicdo 7.3, o ponto P, (lembre que a
abscissa de P, é cos(g) ) € nao construtivel, e portanto o angulo de 60° também é nao

construtivel. ]

Com este 1tltimo resultado cumprimos com o objetivo desse trabalho.
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Consideracoes Finais

E visivel que a matematica do altimo século tem tido uma tendéncia para a abstracio,
o que faz do ensino da matematica atual um desafio para os professores. Acredita-se que
uma maneira de facilitar o ensino em sala de aula é propiciando ao aluno a construcao do
conhecimento matematico. Ao analisarmos a construcao histoérica do conhecimento ma-
tematico, percebemos que a maior parte desse conhecimento, tem sido elaborado a partir
das tentativas do homem, de compreender seu mundo e representa-lo através de equacoes
matematica, para assim poder tirar o maximo de informacoes do objeto estudado.

E possivel que os trés problemas estudado aqui tenham surgido da necessidade co-
tidiana dos Gregos de fazer algumas construgoes geométricas, as quais de forma direta
ou indireta, necessitava da solucao para um dos trés problemas, por exemplo, os Gregos
preocupavam-se com a construcao de poligonos regulares, e é bem provavel que o problema
da trisseccao do angulo tenha surgido neste contexto, pois a construcao de um poligono
regular com nove lados necessita da trisseccao de um angulo.

Os trés problemas classicos mostram de forma clara as limitacoes dos instrumentos
Euclidianos (régua nao graduada e compasso). A trajetoria percorrida pelos trés proble-
mas, do surgimento até a prova das impossibilidades levou um periodo de tempo de mais
de dois mil anos. O porque de ter decorrido tanto tempo para os trés problemas serem
resolvidos, deve estar basicamente em duas razoes, pois as construcoes requeridas sao
impossiveis, e embora os problemas sejam geométricos, foi necessario o desenvolvimento
da algebra, para se ter ferramentas matematicas que justificasse a impossibilidade, em
particular, foi necessario o desenvolvimento das extensoes de corpos sobre os niimeros

racionais no século XIX.

64
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Provamos nesse trabalho, que o angulo de 60° nao pode ser trisseccado usando régua
nao graduada e compasso. No entanto, vale dizer que existe sim ferramentas geométricas
que permite a trisseccao de qualquer angulo, em particular o angulo de 60°, uma delas
é a trisseccao feita por Arquimedes usando apenas régua e compasso para um angulo «
qualquer. O leitor interessado em ver tal demonstracao, pode consulté-la na referéncia
[1], paginas 106 e 107. Vale resaltar que o autor deixa claro que em um dado passo da
demonstracao, é feita uma violacao as regras usuais das construcoes com régua e compasso.

A presente pesquisa, foi constuida pensando em quais topicos da geometria e algebra
sao fundamentais para fazer a justificativa da impossibilidade classica. A partir dai, foi
tracado um caminho entre a geometria plana e algebra, na busca por ferramentas entre
essas duas areas da matematica, que justifique tal impossibilidade. Foi explicado os con-
ceitos de polinémios irredutiveis e extensoes algébricas. Por fim, foi feito uma associacao
entre extensoes algébricas e espacos vetoriais, levando ao grau de uma extensao, traba-
lhamos também construgoes geométricas para ser possivel construir o corpo dos pontos
construtiveis e termos condigoes e ferramentas para provar os trés problemas classico.

Esperamos que esse trabalho tenha cumprido com seu objetivo, e também possa agra-

dar os futuros leitores.
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