UNIVERSIDADE FEDERAL DO CARIRI - UFCA
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

FRANCISCO DIAS FERREIRA

UNIFICANDO OS TEOREMAS DE MENELAUS E CEVA

JUAZEIRO DO NORTE
2017



FRANCISCO DIAS FERREIRA

UNIFICANDO OS TEOREMAS DE MENELAUS E CEVA

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pés-Graduacdo em Matematica
em Rede Nacional - PROFMAT do Centro de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade Federal
do Cariri, como requisito parcial para obtengao
do Titulo de Mestre em Matemitica. Area de

concentracao: Ensino de Matematica.

Orientador:
Prof. Dr. Placido F. de Assis Andrade

JUAZEIRO DO NORTE
2017



Dados Internacionais de Catalogacéo na Publicacdo
Universidade Federal do Cariri

F383u Ferreira, Francisco Dias.
Unificando os teoremas de Menelaus e Ceva / Francisco Dias Ferreira. — 2017.
64 f. :il.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Federal do Cariri, Centro de Ciéncias e Tecnologia,
Programa de P6s-Graduacdo em Matematica Rede Nacional - PROFMAT, Juazeiro do Norte, 2017.

Area de Concentracao: Ensino de Matematica.

Orientacdo: Prof. Dr. Placido Francisco de Assis Andrade.

1. Teorema de Menelaus. 2. Teorema de Ceva. 3. Teorema de Routh. I. Titulo.
CDD 516




MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CARIRI
CENTRO DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL - PROFMAT

Unificando os Teoremas de Menelaus e Ceva

Francisco Dias Ferreira

Aprovada em 21 de julho de 2017.

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao Programa

de Pos-Graduagio em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT do Centro de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Federal do Cariri,
como requisito parcial para obtengdo do Titulo de
Mestre em Matemética. Area de concentragio:
Ensino de Matematica

Banca Examinadora

Y

1 {fb ﬂwlf Ok

Prof. Dr. Placido Franmsco de Assis Andrade — UFCA

s"‘(tk‘nr_'. uc:-é / 2 B nlm
Prof. Dr. Franmsco de Assis B njamim
Filho - UFCA

Orientador

\I LlP'{/WJ [&,__._tm CAne sy
Prof. Dr. Francisco Pereira Chaves- UFCA




Ao meu querido pai
Cicero Dias de Oliveira

(in memoriam).



AGRADECIMENTOS

A minha mae, Francisca Ferreira, por sempre estar comigo durante toda a minha vida,

oferecendo amor e dedicagdo.
Ao meu pai, Cicero Dias, minha fonte de inspiracao.
Aos meus irmaos, por todo amor e empenho para ajudar na minha formagao.

A Ligia Maria, minha namorada, por todo carinho, amor, dedicacao e acima de tudo,

pelo companheirismo.
A todos os professores, por terem contribuido para o meu crescimento intelectual.

A Placido Andrade, meu orientador, por toda a contribuicdo e pela disposi¢do ao longo

da realizacdo dessa pesquisa.

A todos os colegas de curso, principalmente, ao colega de viagem e amigo, Francisco de

Assis, por todos os momentos de aprendizado que partilhamos juntos.
A coordenadora Maria Silvana, pelo apoio e estimulo nas etapas do processo.

A Sociedade Brasileira de Matemdtica, pela idealizacio e coordenagio do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).

A Coordenagio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), pela bolsa

concedida.



“A Geometria faz com que possamos adquirir o hdbito de raciocinar,
e esse hdbito pode ser empregado, entdo, na pesquisa da verdade

e ajudar-nos na vida."

(Jacques Bernoulli)



RESUMO

A Geometria surgiu da necessidade do homem em medir formas. Mentes geniais como Tales
de Mileto, Pitdgoras, Arquimedes de Siracusa, Menelaus de Alexandria, Giovanni Ceva, entre
outros, estudaram sobre os tridngulos e suas propriedades. Essencialmente, este trabalho ira
abordar dois resultados que tratam de pontos sobre as retas suportes de um tridngulo. O Teorema
de Menelaus estabelece um critério para que tais pontos sejam colineares e o Teorema de ceva
fornece uma condi¢do para que trés cevianas sejam concorrentes. Faremos uma abordagem
detalhada destes dois teoremas, bem como aplicacdes e suas versdes espaciais. Em seguida,
estudaremos duas expressoes para drea de triangulos formados por cevianas. Ao final, usando um
pouco de Geometria Analitica e Algebra Linear, mostraremos um resultado, pouco conhecido e
divulgado, que unifica os teoremas de Ceva e Menelaus, creditado a dois matemdticos romenos,

Arpad Bényi e Branko Curgus.

Palavras-chave: Teorema de Menelaus. Teorema de Ceva. Teorema de Routh.



ABSTRACT

Geometry emerged from man’s need to measure shapes. Genius minds such as Thales of Miletus,
Pythagoras, Archimedes of Syracuse, Menelaus of Alexandria, Giovanni Ceva, among others,
studied about the triangles and their properties. Essentially, this paper will address two results that
deal with points on the straight lines supports of a triangle. The Menelaus Theorem establishes a
criterion for such points to be collinear and the Ceva Theorem provides a condition for three
cevians to be competitors. We will take a detailed approach to these two theorems, as well as
applications and their spatial versions. Then, we will study two expressions for area of triangles
formed by cevians. In the end, using a little of Analytical Geometry and Linear Algebra, we will
show a little known and publicized result, unifying the theorems of Ceva and Menelaus, credited

to two Romanian mathematicians, Arpad Bényi and Branko Curgus.

Keywords: Theorem of Menelaus. Ceva’s Theorem. Routh’s Theorem.
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INTRODUCAO

A Geometria comegou a ser desenvolvida por uma necessidade natural de medir formas.
Etimologicamente, geometria significa medida da terra. Cerca de 2900 a.C. foi construida a
primeira piramide egipcia. O conhecimento da Geometria era essencial para a construcdo de
piramides, que consistiam em uma base quadrada e faces triangulares. O registro mais antigo
de uma férmula para calcular a drea de um tridngulo remonta a 2000 a.C. Os egipcios (5000-
500 a.C.) e os babildnios (4000-500 a.C.) desenvolveram uma geometria pratica para resolver

problemas cotidianos.

Os gregos (600 a.C. - 400 d.C.) foram os primeiros a criar os principios da Geometria
moderna, comecando com Tales de Mileto (624 - 547 a.C.). Ele estudou triangulos semelhantes e
provou que estes possuiam lados proporcionais. Outro grande gedmetra grego foi Pitdgoras (569
- 475 a.C.). A escola pitagorica € considerada por muitos como o ber¢o da razdo e do pensamento

l6gico. A contribui¢do mais famosa e util dos pitagoricos foi o Teorema de Pitdgoras.

Euclides de Alexandria (325-265 a.C.) foi um dos maiores gedmetras gregos e € co-
nhecido como o “pai da Geometria moderna”. Euclides ganhou notoriedade com seu livro Os
Elementos, que causou um profundo impacto no desenvolvimento axiomatico da Geometria.
Dentre outros matematicos gregos, podemos citar Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) pela
sua brilhante mente criativa. Depois de Papus (século 1V), ndo houve grandes desenvolvimentos
na Geometria até o aparecimento de René Descartes (1596-1650). Ele combinou Algebra e
Geometria para criar a Geometria Analitica. Esse ramo da matematica permite colocar uma
figura geométrica em um sistema de coordenadas para ilustrar provas e obter informacdes usando

equagoes algébricas.

Atualmente, a Geometria apresenta muitos resultados importantes que sdo abordados
pelos professores em sala de aula. Contudo, alguns teoremas interessantes, muitas vezes, sao
deixados de lado, ou até mesmo esquecidos. Um bom exemplo desse fato sdo os resultados
sobre os triangulos cevianos, que sdo tridngulos delimitados pelas trés cevianas de um triangulo.
Debrucando-se sobre a literatura matematica brasileira, pouco se encontra sobre esses tridangulos,
bem como os dois teoremas de Routh que tratam dos mesmos. Este trabalho objetiva fazer
uma abordagem detalhada dos teoremas de Ceva e Menelaus. Também, iremos apresentar duas
expressoes do matematico Jonh Routh e aplica-las para estabelecer uma unifica¢do desses dois
teoremas, creditada a dois matematicos romenos, Arpad Bényi e Branko Curgus. Para esse

objetivo, organizamos os capitulos, como descrito a seguir:

No Capitulo 1, faremos uma breve abordagem historica da vida e obra de trés matemati-
cos: Menelaus de Alexandria, Giovanni Ceva e Jonh Routh. Nesse capitulo dedicamos, também,

uma se¢do de preliminares para esclarecer alguns resultados e conceitos usados no decorrer do
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texto.

Nos capitulos 2 e 3, apresentaremos os teoremas de Ceva e Menelaus. Realizaremos
algumas demonstracdes e aplicacdes. Serd dada, também, uma interpretacao no espaco destes

dois teoremas.

No Capitulo 4, demonstraremos duas expressdes pouco conhecidas, de autoria do ma-
tematico Jonh Routh. Para este fim, usaremos apenas conceitos elementares da Geometria

Plana.

Finalmente, no Capitulo 5, exploraremos as duas expressoes de Routh, usando Geometria
Analitica e um pouco de Algebra Linear, para chegarmos a uma unificagdo dos teoremas de Ceva

e Menelaus.
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1 HISTORIA E PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo, vamos mostrar topicos da Histéria da Matematica que tratam dos
matemadticos relacionados com o tema deste trabalho. Principalmente, vamos abordar um pouco
de suas biografias e suas principais obras. Ainda neste capitulo, vamos dedicar uma secao para
abordarmos alguns conceitos e nota¢des que julgamos importantes para melhor compreensdo do

assunto desenvolvido.

1.1 Historia

Iniciaremos falando de um matematico que foi o responsavel por difundir um importante

teorema, o qual leva seu nome.

1.1.1 Menelaus de Alexandria

Figura 1: Menelaus de Alexandria (x ¢. 70 — § c. 100).

Menelaus, foi um astronomo e matemaético nascido em Alexandria, Egito. Escreveu
muitas obras em Trigonometria e Geometria. Ha registros do século X, de um livro, em trés
volumes, chamado Elementos de Geometria. Foram encontrados fragmentos de uma tradugao
arabe intitulado de Livro sobre Tridngulos. Contudo, a obra mais conhecida € Sphaerica, uma
colecdo de trés livros que falavam sobre os tridngulos esféricos. Dos trés, apenas o terceiro
volume se preservou em uma versao arabe. No livro / dessa cole¢do, ele estabelece uma base de
conceitos para tratar dos tridngulos esféricos'. No livro /1, sio feitas aplicacdes da Geometria
Esférica a Astronomia. No livro /11, na primeira proposi¢do, € onde aparece o Teorema de
Menelaus para tridngulos esféricos. Vale ressaltar que a versdo plana do teorema era conhecida

antes de Menelaus, mesmo assim, ainda leva o seu nome nos dias atuais.

' Triangulo esférico é a por¢io da superficie esférica limitada pelos arcos de trés circunferéncias maximas menores

do que uma semicircunferéncia, que se intersetam dois a dois, ver [1].
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1.1.2 Giovanni Ceva

Figura 2: Giovanni Ceva (x 1647 — 1 1734 ).

Giovanni Ceva foi um matematico, fisico e engenheiro hidraulico italiano nascido em
Mildo. Foi educado em um colégio jesuita de Mildo e estudou na Universidade de Pisa, onde,
mais tarde, ensinou até ser nomeado professor de Matematica na Universidade de Mantua, onde
permaneceu até o fim de sua carreira. Seus primeiros estudos, em Matematica, tiveram como
objetivo solucionar o cldssico problema da quadratura do circulo, porém, apds produzir vérias
demonstracdes erradas para o problema, ele desistiu. Contudo, em 1678, Ceva publicou, no
artigo De lineis rectis, um resultado da Geometria Sintética sobre tridngulos que tratava sobre a

concorréncia entre as cevianas de um tridngulo, conhecido atualmente como o Teorema de Ceva.

Ceva também redescobriu e publicou o Teorema de Menelaus neste mesmo trabalho.
Nagquela época, o trabalho nao obteve muita repercussdo, mas o matematico francés Joseph
Diaz Gergonne (1771 — 1859) o redescobriu e o autor ganhou seu devido reconhecimento. O
teorema pode estender-se a qualquer poligono simples com um nimero impar de lados. Além
de seus trabalhos em Geometria, Ceva estudou aplicacdes de Mecanica e Estética para sistemas

geométricos.

1.1.3 John Routh

Figura 3: Jonh Routh (x 1831 — § 1907 ).
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Edward John Routh foi um matematico inglés graduado na Universidade de Cambridge,
onde também foi professor. Ele contribuiu para a Matematica com alguns trabalhos de investiga-
¢do de exceléncia. As dreas de pesquisa que mais lhe interessavam eram a Geometria, Dindmica,
Astronomia, Ondas, Vibracdes e Andlise Harmonica. Em 1856, tornou-se membro fundador
da Sociedade Matematica de Londres. Ele também foi eleito membro da Royal Astronomical
Society. Foi agraciado com diplomas honorarios de diversas universidades, incluindo Glasgow
(1878) e Dublin (1892).

Routh publicou famosos tratados avangados que se tornaram padrdo de textos de Mate-
matica aplicada. Dentre esses, A Treatise on Analytical Statics with Numerous Examples, apesar
de ndo ser o assunto principal dessa obra, 14 aparecem duas expressdes referentes a drea de
tridngulos cujos lados estdo sobre as cevianas de outro tridngulo. Esses dois resultados foram
colocados na obra sem demonstracao. Na pagina 82, logo apds essas duas expressdes, Routh

€SCreve:

O autor ndo encontrou essas expressoes para a area de dois tridngulos que
ocorrem com frequéncia. Por isso, ele os colocou aqui, em ordem, para que o
argumento no texto possa ser mais facilmente compreendido. [2, p. 82].

1.2 Preliminares

Para o trabalho que segue, julgamos importante indicar alguns resultados e notagdes que
serdo usadas. Vale também alertar que iremos nos apoiar em resultados basicos de Geometria

Plana, que podem ser encontrados com mais detalhes em [3].

Veremos o Teorema de Tales. Este estabelece que um feixe de retas paralelas determinam
sobre suas secantes segmentos proporcionais. Por simplicidade, assumiremos a validade desse

resultado sem demonstragdo.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Tales) Sejam r, s e t retas paralelas. Considere dois ternos de
pontos colineares :A€r,BeseCcteA €r, B €seC €t. Entdo

AB _A'B

BC BC’




Capitulo 1. HISTORIA E PRELIMINARES 18

JooN

| Vo

Figura 4: Teorema de Tales.

Em outro momento, usaremos a Lei dos Senos. Esta garante que os lados de um tridngulo sao
proporcionais aos senos dos angulos opostos na mesma razdo do diametro do circulo circunscrito

ao triangulo. Utilizaremos e daremos uma prova breve desse resultado.

Proposicao 1.2.1 (Lei dos Senos) Seja ABC um tridngulo de lados a, b e c inscrito em um

circulo de raio R. Entdo,
a b c
= = =2R.

senA senB senC

Demonstracao

Figura 5: Lei dos senos.

Seja BJ um diametro desse circulo. Entdo o tridangulo BJC € retangulo em C e T A,

Logo, temos
~ a a
send = — = =2R.

2R " senA
Analogamente, encontramos as outras igualdades. ]
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Para um angulo de origem em B e semirretas B_>A e R , ndo opostas, indicaremos a regiao
angular convexa por ABC e por CBA a regido ndo convexa. Ou seja, para evitar ambiguidade,
a regido angular convexa sempre sera indicada listando os pontos A, B e C, na ordem que
eles aparecem percorrendo-se uma circunferéncia determinada por estes no sentido horario,
garantindo que o vértice sempre seja indicado entre os dois outros pontos com um acento

circunflexo. Veja as figuras abaixo.

C C

A A

Figura 6: Angulo ABC. Figura 7: Angulo CBA.

Em algumas passagens de demonstracdes, utilizaremos uma propriedade bem conhecida
de proporcionalidade. Sejam ry, r», r3 € r4 nimeros reais tais que r e r4 s3o nao nulos e rp # ry.

Se

re 5 rn rntrn
— =, entfo —_—=

1) r4 1¥) r4 + 1) '
Utilizaremos o simbolo = para congruéncia de angulos. Quando precisarmos indicar que retas

ou segmentos sdo paralelos utilizaremos o simbolo ||.
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2 TEOREMA DE MENELAUS

Neste capitulo, abordaremos o Teorema de Menelaus. Faremos algumas demonstragcdes
e apresentaremos uma versdo deste teorema para um tetraedro no espaco euclidiano. Como
aplicacao, finalizamos o capitulo com o Teorema de Desargues, uma importante regra para o

desenho de perspectiva.

2.1 Teorema de Menelaus

Seja ABC um tridngulo. Vamos considerar pontos sobre as retas suportes dos lados do
tridngulo obtidos pela interse¢do de uma reta transversal r. As figuras abaixo ilustram duas
situagcdes que podem ocorrer. Na Figura 8, vemos que a reta r interseta dois lados do tridngulo

ABC, enquanto na Figura 9, a reta r interseta apenas as retas suportes desse tridngulo.

B C

Figura 8: 1¢ caso. Figura 9: 2 caso.

Assumamos que R € j@, Qe jﬁ' ePc ﬁ‘ sdo pontos distintos dos vértices. Em cada
reta suporte ficam determinados trés segmentos com extremidades nos vértices € nos pontos

escolhidos. Por exemplo, no lado AB temos os segmentos AB, AR e RB. Dentre estes, escolhemos:

1) ARe RB em;@;
1) BP e PC em %;

iii) CO e QA em AC.

O Teorema de Menelaus garante que, ao escolhermos trés segmentos sem extremidades
comuns, o produto das medidas destes segmentos € igual ao produto das medidas dos segmentos

restantes (que terdo também extremidades distintas), ou seja,

AR-BP-CQ=RB-PC-QA.
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Observamos que os casos ilustrados nas figuras 8 e 9 sdo os Unicos que podem acontecer
(a menos de reindexacdo dos indices). Uma reta r que ndo incide nos vértices e interseta um dos
lados do triangulo, digamos que seja o lado AB, interseta, necessariamente, um dos outros dois
lados, pelo Axioma de Pasch!, necessariamente, a reta interseta um dos outros dois lados, BC ou
CA, fato também ilustrado na Figura 8. Se ela ndo interseta os lados, a situacdo estd ilustrada na

Figura 9. Vejamos o Teorema de Menelaus para depois estabelecer uma generalizagao.

Teorema 2.1.1 Seja ABC um tridangulo. Se R € j@ [OXS fﬁ ePc R sdo pontos distintos dos

vértices do tridngulo obtidos por intersecdo com uma reta r, entao

Demonstracao

1¢ caso Suponha inicialmente que r interseta dois lados do tridngulo. Sem perda de generalidades,
podemos assumir que P nao estd entre os vértices B e C e que Q estd entre os pontos P e R.
Tomemos T € ﬁ?, tal que ﬁ | AB. Sendo assim, pelo Teorema dos Angulos Alternos Internos,

A

B C P

Figura 10: Constru¢do do segmento CT'.

temos QRA = QTC, RAQ = TCQ, CBR = PCT e BRP = CTP.
Como consequéncia temos

BP RB
BPR ~ CPT = — =
PC

Q
N

cCO CT
OA AR

Finalmente, concluimos que

AR BP CQ AR RB CT

RB PC QA RB CT AR

2? caso Suponha que r ndo interseta os lados do tridngulo.

' Sejam A, B e C trés pontos nio colineares e seja » uma reta do plano determinado por esses pontos e que nio
contém nenhum deles, entdo, se r interseta o segmento AB, ela também interseta AC ou BC.
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B C P

Figura 11: Rentre Q e P.

Vamos assumir que R esteja entre P e Q, 0s outros casos sdo andlogos. Seja 7 um ponto
de r tal que ﬁ [ ﬁ Note que BRP ~ CTP e QTC ~ QRA. O restante da demonstragdo segue

de maneira semelhante ao caso anterior. n

A reciproca desse teorema nao € verdadeira. Por exemplo, considere um tridangulo
equildtero ABC e R € jﬁ, 0c ;@ ePec % os pontos médios dos lados, conforme figura abaixo.

A

Figura 12: Triangulo POR.

E imediato verificar que .
AR BP CQ _

RB PC OA

Entretanto, os pontos P, Q e R ndo sdo colineares.

Para termos a reciproca devemos introduzir um sinal nos fatores envolvidos.

Sejam X, Y pontos sobre uma reta r. Para um ponto Z sobre a reta r distintode X e Y

definimos um nimero real indicado por 77 que pode ser positivo ou negativo dependendo da
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posicdo de Z relativa aos pontos X e Y. Se Z estd entre> X e ¥, ou ndo estd entre X e Y

XZ .
— se Z estaentre XeVY
X7 ZY
zZY _
XZ B ;
——=—— se Z naoestaentre X e Y
zZY

Estabelecida esta nota¢ao, podemos enunciar um Teorema de Menelaus no qual vale também a

reciproca.

Teorema 2.1.2 (Teorema de Menelaus) Sejam ABC um tridngulo e R € j@ Qc 1@ ePc %

pontos distintos dos vértices do triangulo. Os pontos P, Q R sdo colineares se, e somente se,

i ] 2.1)
RB PC QA

Demonstracao
(=) Podem ocorrer duas situagdes. Um, e somente um, ponto dentre P, Q e R, ndo pertence aos

lados do tridngulo ou os trés pontos ndo pertencem aos lados do tridngulo. Vamos supor que
somente P ndo estd entre dois vértices. Neste caso, pelo Teorema 2.1.1, teremos

AR BP CQ AR ([ BP\ CQO |

PC) QA

RB PC QA RB
No segundo caso, no qual os pontos nio pertencem aos lados do triangulo:

AR BP CQ ([ AR BP o\ _
RB PC QA \ RB PC 0A)
(<=) Também dividiremos a demonstragdo em dois casos. Vamos assumir, no primeiro

caso, que somente P ndo estd entre dois vértices, e que

RB PC QA

Marque o ponto de encontro Q’ das retas ﬁ? e jﬁ . Como P, Q' e R sdo colineares, pela primeira

parte da demonstracdo, concluimos que

Comparando essa equagdo com (2.1), obtemos

co cQ
0A QA

Note que Q e Q' estdo no interior de AC. Fazendo AC = a, AQ = xe AQ' =y, ficamos com

X

S Sax—xy=ay—xy<x=y.
a—x a-—y

2 “Est4 entre” é um termo primitivo do sistema axiomatico da Geometria euclidiana, ele ndo € definido, ver [4].
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Logo, os pontos Q e Q' coincidem e, entdo, P, Q e R sdo colineares.

No segundo caso, assumiremos que os pontos P, Q € R ndo pertencem aos lados do
tridngulo, e que (2.1) é verdadeira. Marque o ponto de encontro R’ das retas j@ e I@ Como P,

Q e R’ sdo colineares, pela primeira parte da demonstra¢@o, concluimos que

AR BP CQ

R'B PC QA

Comparando a equag@o acima com (2.1), concluimos que
AR AR
RB R'B’

Dai, de modo andlogo ao primeiro caso, temos R = R/, e portanto, P, Q € R sdo colineares. =

— _— . AB
Exemplo 2.1.1 Na figura abaixo, o triangulo ABC é equildtero e BD = CE = AF = 3 Calcu-

_ EG
lemos a razdo —.
GD

A D B

Figura 13: Segmentos FB e DE.

Trace uma reta paralela a ;@ passando pelo ponto E e que interseta F'B no ponto X e AB

emY.

A D B

Figura 14: Segmento EY.

Pelo Teorema de Tales, temos

AY CE - —— AB
AB CB 3



Capitulo 2. TEOREMA DE MENELAUS 25

___  __ __ AB YX FA 1
Assim, AY =YD = DB = —. Por outro lado, ABC ~ YBE. Dai, — = — = —. Pelo Teorema
3 XE FC 2
de Menelaus, temos
EG DB YX
- — = 1=
GD BY XE
EG (DB YX
GD (BY) (XE)
EG [ 1 N _ L
GD 2 2)
EG
= = 4
GD

o

As demonstracdes que seguem nas secoes 2.2 e 2.3 levam em conta o enunciado do

Teorema 2.1.2 descrito acima.

2.2 Prova por semelhanca de triangulos retangulos

Vamos assumir que C estd entre B e P, conforme Figura 15.

Demonstracao

(=) Tracemos a partir dos vértices A, B e C, as alturas relativas a ﬁ dos triangulos AQR, CPQ e
BPR, respectivamente. Sejam A’, B’ e C’ os pés de tais alturas e denotemos AA’ = H,, BB’ = H,,
e CC' =H,.

B C P

Figura 15: Alturas relativas dos triangulos ARQ, PQC e BPR.

e T .
Como AA’ || BB' || CC’, podemos concluir que:
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i) BRB' ~ ARA’, logo
ii) BPB' ~ CPC', dai

iii) AQA’ ~ CQC', entdo o
g _CO0_Hc
OA QA H,

Usando as trés ultimas relacdes, obtemos

AR BP CQ H, H,\ H.
RB PC QA H,

R
H.) H,

(<) Veja a demonstracdo da reciproca do Teorema 2.1.2.

2.3 Prova por razao entre areas

Nesta secdo, faremos uma demonstracao do Teorema de Menelaus utilizando razoes

entre dreas. Como apoio, provaremos a proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.3.1 Sejam ABC um tridngulo e D, E e F pontos sobre os lados BC, CA e AB, tais

que AD, BE e CF sdo concorrentes no ponto P. Entdo,

BD _ Spas AP _ Spca+Spas

_ = e _ =
DC  Spca PD Spec

B D C

Figura 16: Segmentos AD, BE e CF.
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Demonstracao
Note que os tridngulos ABD e ACD possuem mesma altura relativa ao lado BC. Seja h, a medida
dessa altura. Consequentemente,

hBD g

.h_@_SACD.

|
| =] =

Usando um raciocinio andlogo ao anterior nos tridngulos PBD e PCD, temos

BD _ Spap
CD Spcp
Dai,
SaBD _ SpeD _ SaBp — SpBD _ Spag
Sacp Secp Sacp —Sepcp  Spca
Portanto, L
BD  Spap
CD Spca
Procedendo de maneira andloga, obtemos
AP _ Spca _ Spas _ Spca+Spas _ Spca +Seas
PD  Scpp  Sepp  Scpp+Sepp Spec
| |
Usando o resultado acima, daremos outra demonstracio para o Teorema de Menelaus.
Demonstracao

(=) Suponha que os pontos P, Q e R sdo colineares, de modo que P néo pertenca ao lado BC.

Figura 17: Triangulo ABC.

Usando a Proposicao 2.3.1, concluimos que

AR_E_SAPQ . E_SAEQ
RB RB Ssro PC SAPQ‘
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Como P nio estd entre B e C, temos também que
2o B () (K (gt
PC  PC PC ~ \PC B Sapg '

Por outro lado, temos

o _ @ _ Scro _Spco _ Ssrg
QA QA Sapo SaBo  Saro+Saso

Portanto, concluimos que

AR BP Q ~ Sapro . (_SABQ+SAPQ> . Ssro

RB PC QA Sppg Sapo Sapo+SaBo

(<=) Suponha que Q ¢ PR. Sendo

RB PC QA

e Q' aintersecdo de ﬁ e AC, pela primeira parte, temos

AR BP CQ' |

RB PC QA
e ) co _c¢ o Sp/
Das duas ultimas igualdades, concluimos que a = A Mas isso € um absurdo. Logo, O € PR
e os pontos P, Q e R sao colineares. n

2.4 Forma trigonométrica do Teorema de Menelaus

Estabeleceremos a seguir um resultado que é uma consequéncia direta do Teorema 2.1.2.

Teorema 2.4.1 Sejam trés pontos P, Q e R situados respectivamente nas retas suportes dos
lados BC, AC e AB de um triangulo ABC e diferentes dos vértices. Se P, Q e R sdo colineares,

entdo

Demonstracao

Considere os triangulos ACR e RCB.
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B C

Figura 18: Triangulos ACR e BCR.

Pela Lei dos Senos, temos

AR AC — ~ AC
~—— = — = AR =sen(ACR) - ———— (2.2)
sen(ACR)  sen(CRA) sen(CRA)
e —_— — —
RB BC

= RB = sen(RCB) - (2.3)

sen(RCB) ~ sen(BRC) sen(BRC)’
Note que sen(CI/%\A) = sen(BI/Q\C ). Dividindo as equagdes (2.2) e (2.3), encontramos

AR AC sen(ACR) 2.4)
RB  BC sen(RCB) .

De maneira andloga, tomemos os triangulos ABP e ACP.

A

B C P

Figura 19: Triangulos ABP e ACP.

Perceba que os senos dos angulos PAC e CAP possuem os sinais opostos. Aplicando

novamente a Lei dos Senos, concluimos que

BP AB — ~ AB
—— = BP =sen(BAP) -

_ _ab (2.5)
sen(BAP) sen(APB) sen(APB)
e
PC AC — ~ AC
— = —— = PC = —sen(PAC) - ————. (2.6)
sen(CAP) sen(APB) sen(APB)
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Dividindo (2.5) por (2.6), obtemos

BP AB sen(BAP)

— == . (2.7)
PC  AC —sen(PAC)
Por fim, considere os triangulos BCQ e ABQ.
B C
Figura 20: Triangulos BCQ e ABQ.
Note que
CcQ BC — - BC
QA = — = CQ =sen(CBQ) - ————— (2.8)
sen(CBQ)  sen(BQC) sen(BQC)
e — — S
A AB — ~ AB
0 — = — = QA =sen(QBA) ————. (2.9)
sen(QBA)  sen(AQOB) sen(AQB)

Mas, BOC e AQB sio suplementares. Daf, resulta que sen(BOC) = sen(AQB). Dividindo
(2.8) por (2.9), obtemos R
CQO BC sen(CBQ)
0A AB sen(QBA)’

Portanto, usando o Teorema 2.1.2 e as expressoes (2.4), (2.7) e (2.10), concluimos que

(2.10)

| _ AR BP CQ
~ RB PC QA
().
~ RB PC) QA
B E sen(ACR) _@ sen(BAP) E sen(CBQ)
BC sen(RCB) AC —sen(PAC) | AB sen(QBA)
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2.5 Teorema de Menelaus no espaco

Ao seccionarmos um tetraedro ABCD por um plano Il que ndo incide nos vértices,
dependendo da posicdo do plano, as intersecdes das retas suportes das arestas com I1 produzem

um conjunto com um nimero de pontos entre 3 € 6.

Para a versdo espacial do Teorema de Menelaus, iremos estabelecer um critério para
verificar a coplanaridade de quatro pontos que estejam nas retas suportes dos lados de um
quadrildtero formado por quatro arestas consecutivas de um tetraedro. Ao tomarmos um tetraedro
qualquer, podemos ter 6 quadrildteros distintos, da forma como foi descrito anteriormente. Para
cada um desses, podemos ter trés casos possiveis, a menos de uma reindexacio dos vértices.
Assim, podemos ter os quatro pontos sobre as arestas, dois sobre as arestas e dois fora e todos 0s

pontos fora das arestas. A figura a seguir ilustra esses casos.

Figura 21: Casos possiveis para o quadrilatero ABCD.

Para o que segue, enunciaremos e daremos uma demonstrac¢io do teorema para o primeiro
dos casos. Ou seja, vamos supor que P € AB, Q € BC,R € CD e S € DA. Em cada aresta ficam

determinados os segmentos:

1) AP e PB na aresta AB;
i) BQ e OC na aresta BC;,
1ii) CR e RD na aresta CD;,

iv) DS e SA na aresta AD.

Para este caso, o Teorema de Menelaus no espago garante que, ao escolhermos quatro
daqueles segmentos sem extremidades comuns, o produto das medidas destes comprimentos €

igual ao produto das medidas dos outros segmentos, ou seja,

AP-BQ-CR-DS=PB-QC-RD-SA.
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Teorema 2.5.1 (Teorema de Menelaus no espaco) Sejam ABCD um tetraedro e P € 1@ Qe
ﬁ, R e @ eS¢ 54) pontos distintos dos vértices do tetraedro. Os pontos P, Q, R e S sdo

coplanares se, e somente se,

AP BQ CR DS

(2.11)

Figura 22: Tetraedro ABCD intersetado pelo plano PORS.

Demonstracao

(=) Suponha que P, Q, R e S sdo coplanares e considere a reta t que passa pelo ponto S e é
perpendicular ao plano PQRS. Sejam A’ e D' pontos de  que representem, respectivamente, as
projecdes ortogonais dos pontos A e D.

Figura 23: Reta ¢ perpendicular ao plano PORS.

Os tridngulos DD'S e AA’S sdo semelhantes e sendo k a drea de PORS, podemos escrever

ps DS DS 3 kDS

DS _ DS _ _ Vorors
SA  SA  SA

k-SA7 ~ Vapors'

W] =[] =
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em que Vppors denota o volume da pirdmide de vértice D e base PORS € Vapors, 0 volume da

piramide de vértice A e base PORS. Analogamente, podemos obter as seguintes razoes

AP _ Vapors  BQ _ Verors  CR _ Vcrors
PB  Vgpors' QC  Vcpors RD  Vppgrs
Assim, temos

AP BQ CR DS _ Vpprors Vapors Verors Vcpors _ |

PB QC RD SA ~ Vapors Vsrors Vcpors Vopors

(<) Suponha que

AP BQ CR DS_1
PB QC RD SA

Consideremos o plano determinado pelos pontos P, Q e R intersetando DA em um ponto §'.

Entdo, pela primeira parte da demonstragao, temos

/
AP BQ CR DS =1 (2.12)

comparando as igualdades (2.11) e (2.12), concluimos que

DS DS
SA  SA
Usando um raciocinio andlogo ao da prova da reciproca do Teorema 2.1.2, p. 23, podemos

concluir que S = §'. Portanto, os pontos P, Q, R e S sdo coplanares. ]

2.6 Aplicacao: Teorema de Desargues

Girard Desargues foi um intelectual tipico da Renascenca. Arquiteto, engenheiro e
matematico, trabalhou em Paris e Lyon, onde projetou varias construgdes publicas e particulares.
Em Paris, foi um membro do grupo de notdveis mateméticos que se reuniam na cela do Frei
Marin Mersenne (1588 — 1648). Este, um divulgador da matemética em sua época, responsavel

na Europa por uma intensa troca de informag¢des por meio de correspondéncia.

Figura 24: Girard Desargues (x 1591 — § 1661).
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Desargues foi o precursor da Geometria Projetiva. O teorema que leva seu nome descreve
uma regra para o desenho perspectivo. Em esséncia, o Teorema de Desargues estabelece como
deve ser o desenho da sombra de um tridngulo em um plano, projetada pelos raios de luz de uma

fonte (numa distancia finita ou ndo) sobre o plano. Para maiores detalhes, consulte [5].

Se dois tridngulos sdo colocados de tal maneira que as retas que unem os pares
de vértices correspondentes sdo concorrentes, entdo os pontos de intersecio de
pares de lados correspondentes sdo colineares, e reciprocamente. [6, p. 252].

A seguir, enunciaremos este resultado na linguagem geométrica e apresentaremos sua

demonstra¢do usando o Teorema de Menelaus.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Desargues) Sejam ABC e A'B'C' dois tridngulos tais que ABN

s > —

A'B' = {Z}, BENBC = {X} e ACNAC = {Y}. Os pontos X, Y e Z sdo colineares se, e
o

somente se, AA’, BB' e CC' sdo concorrentes ou paralelas.

Demonstracao
~ . AR T
(=) Suponha que X, Y e Z sdo colineares. Mostraremos que as retas AA’, BB e CC" sao
<
concorrentes ou paralelas. Assuma que duas destas retas se encontram, digamos que sejam AA’ e

—
BB’ que concorrem em um ponto O.

B/

Figura 25: Teorema de Desargues

Aplicando o Teorema de Menelaus aos tridngulos ZAA', AZY e YZA', obtemos

A'B' ZB AO

B'Z BA OA'
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AB ZX YC

BZ XY CA

A'C' YX ZB

C'Y XZ BA

Multiplicando, membro a membro, as trés relagdes acima, teremos

A'B ZB AO AB ZX YC A'C' YX ZB

B'Z BA OA’ BZ XY CA CY XZ BA
A0 A'C' YC
i 2.13
OA" C'Y CA ( )

Tomando o tridngulo AA’Y e considerando a expressdo (2.13), concluimos, pelo Teorema
< = <
de Menelaus, que O, C e C’ sdo colineares. Portanto, AA’, BB’ ¢ CC’ sdo concorrentes ou

paralelas.

T ~
(<) Devemos mostrar que se AA", BB' e CC’" sdo concorrentes ou paralelas, entdo os pontos X,

Y e Z sdo colineares.

VT e -
Para tanto, suponha que as retas AA", BB" ¢ CC" concorrem em O. Aplicando o Teorema

de Menelaus aos tridngulos OBC, OAB e OAC, vemos que

OB' BX cCC’
B'B XC C'O ’

oC’ CYy AA

Cc'C YA AO

Multiplicando, membro a membro, as equacdes anteriores, teremos

OB' BX CC' AZ BB 0A' oC' cy AA'_ |

ZB XC YA
Consequentemente, X, ¥ e Z sdo colineares.

<~ <— <
Se AA’, BB' e CC' sdo paralelas, teremos BB'X ~ CC'X, CC'Y ~AA'Z e BB'Z ~ AA'Z.

Veja a figura a seguir.
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Figura 26: Teorema de Desargues para retas paralelas.
Das semelhancas entre os tridngulos citados anteriormente, concluimos que

BX BX BB CY Y CC AZ  AZ  AA

—_— = = = ; —_— = == = = € — = == = .
XC XC cc’ YA YA AA’ ZB ZB BB’

Por conseguinte,

BX CY AZ [ BB cc’ AW_l
XC YA ZB \ CC AA BB')

Portanto, pelo Teorema de Menelaus, X, Y e Z sdo colineares. n
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3 TEOREMA DE CEVA

Neste capitulo, apresentaremos o Teorema de Ceva. Faremos também algumas demons-

tracOes elementares desse resultado. Ao final, mostraremos uma versdo desse teorema no espago.

Definicao 1 Ceviana é qualquer reta que passa por um vértice de um triangulo.

Por simplicidade de notacdo, vamos também nos referir a uma ceviana de um tridngulo
ABC como sendo um segmento, uma reta ou uma semirreta que incide em um vértice € um
ponto na reta suporte do lado oposto a esse vértice. Estabeleceremos uma relagdo métrica entre

cevianas e propriedades geométricas de tridngulos.

3.1 Teorema de Ceva

Sejam ABC um tridngulo e A’ € %, B eAleC cAb pontos distintos dos vértices
do tridngulo. Em cada reta suporte ficam determinados trés segmentos com extremidades nos
vértices e nos pontos escolhidos. Dentre estes, escolhemos dois em cada reta suporte dos lados

com as seguintes leis de formacao:
i) AC' e C'B em AB;
ii) BA’ e A'C em ﬁ‘;
iii) CB' e B'A em AC.

Vamos assumir que os pontos A’, B’ e C' sejam pontos sobre os lados do tridngulo e
distintos dos vértices. Se as cevianas AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes, entdo, ao escolhermos

trés destes segmentos sem extremidades comuns, vale a igualdade

BA’-CB'-AC' =A'C-B'A-C'B.

Figura 27: Cevianas de um triangulo ABC.



Capitulo 3. TEOREMA DE CEVA 38

Vejamos o Teorema de Ceva com estas hipoteses e depois facamos as generalizacgdes.
Teorema 3.1.1 Sejam ABC um tridngulo e C' € AB, B' € AC e A’ € BC pontos distintos dos
vértices do triangulo. As cevianas AA’, BB' e CC' sdo concorrentes se, e somente se,

BA CH AC
AC BA CB

Demonstracao

(=) Seja P o ponto de concorréncia das cevianas. Facamos uma construgdo. Sejam CQ e AR
—

segmentos paralelos a BP, onde Q pertence a ceviana AA’ e R pertence a ceviana CC’. O Teorema

dos Angulos Alternos Internos nos garante as semelhancas de tridngulos

BPA' ~ CQA’ e ARC' ~ BPC'.

\ /l
\
Xe

Figura 28: Distancias H e h.

Portanto, seguem das semelhancgas, respectivamente, as seguintes relacdes

BA’  BP AC' AR
_ = = c _ = =
AC  QC C'B PB

Agora, pelo Teorema de Tales, temos CAQ ~ B’AP. Dai, temos

CA_Co
A B
€ - _
B'A B'A B'A B'P

>
Por outro lado, sejam H e h as distancias entre 1<4—l>i’ e @ e entre B'P e C@, respectivamente.
Pelas semelhangas de triAngulos B'CP ~ ACR ¢ B'AP ~ CAQ, podemos escrever duas relagdes
em funcdo de H e h, quais sejam
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BP h BP H-—h . h
—_— = € _ = =1 =
AR H 0 H
Segue que L L
B'P _ 1 B'P
AR CO’
ou seja,
1 1 1
B'P AR CQ
Finalmente, obtemos
BA' CB' AC'  BP <@ 1) AR
AC BA CB  OC \BP PB

(<) Assuma que

BA' CB AC _
AC BA C'B

Seja P o ponto na interse¢do das cevianas AA’ e BB'. Considere a ceviana CC” que incide

em P, onde C"" € AB. Pelo visto acima, temos

BA CB A"
A'C BA C'"B
Dai, segue que -
ACT  AC"
CB C'B
Sed =AB,x=AC" e y=AC", esta tltima igualdade pode ser reescrita como
X )
d—x d—y

E imediato concluir que x = y, ou seja AC' = AC". Logo C' = C". Isto implica que a ceviana AC’

também incide em P. n

Este teorema pode ser generalizado considerando outros tipos de cevianas, ndo apenas
aquelas que incidem em pontos dos lados do tridngulo. Seguindo a notagdo acima, se A’, B’ e C’
sdo os pontos que definem as cevianas, podemos ter dois deles que nao estdo sobre os lados do

tridngulo ou termos 0s casos nos quais as cevianas sao paralelas.

A menos de uma reindexacdo de pontos, temos, a seguir, 0s Unicos casos onde pode

ocorrer a concorréncia entre as cevianas.
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Figura 31: Cevianas paralelas.

. . . AC L.
Para generalizar o Teorema de Ceva, vamos utilizar o nimero CB posto na pégina 23. O

caso ilustrado na Figura 29 ja foi demonstrado. Faremos agora a demonstragdo dos outros dois

Casos.

s
Teorema 3.1.2 (Teorema de Ceva) Sejam ABC um tridngulo e C' €<_A>B, B el eA cBC

> <
pontos distintos dos vértices do tridngulo. As cevianas AA’, BB' e CC' sdo concorrentes ou

paralelas se, e somente se,
BA" CB' AC’ B
A'C BA C'B
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Demonstracao

(=) Provemos o teorema no caso em que A’ e C' ndo pertencem aos lados do tridngulo. Sejam P
o ponto de concorréncia das cevianas e CQ e AR segmentos paralelos a BP, onde Q pertence a
ceviana AA’ e R pertence a ceviana (,W . O Teorema dos Angulos Alternos Internos, nos garante

as semelhancas de tridngulos

BPA' ~ CQA’ e ARC' ~ BPC'.

Figura 32: Teorema de Ceva.

Da semelhanca BPA' ~ CQA’, segue que
BP BA’  BA
cCQ AC AC

Assim,

BA'"  BP
A'C BA”
Analogamente, da semelhanga ARC’' ~ BPC’, segue que
AR AC'  AC
BP CB CB
€ por conseguinte o
AC" AR
C'B BP
Agora, pelo Teorema de Tales, vemos que CAQ ~ B’AP. Dai, temos

CA _CO
BA BP
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Como consequéncia, - o
CB CA-BA CA = (8(0)

BA BA BA  BP
>
Por outro lado, sejam H e h as distancias entre zﬁ e @ eentre B'Pe @, respectivamente.
Pelas semelhangas dos tridngulos B'CP ~ ACR e B'AP ~ CAQ podemos escrever duas relagdes

em funcdo de H e h, quais sejam

BP h B H—h h
_ = — (] = =1 —.
AR H 0 H
Dai, temos L L
B’P_ B'P
AR co’
ou seja,
1 1 1
B'P AR CQ
Finalmente calculemos:
BA' CB AC' _ BP (@ 1) AR
AC BA CB  OC \BP PB

33.

Figura 33: Teorema de Ceva para cevianas paralelas.

) e A S S = S .
Sejam [ e L as distancias de AA" a CC" e de AA" a BB', respectivamente. Usando, o

Teorema de Tales, teremos

BA’ BA’ l CB CB L-I AC’ AC’ L
J— _— e P — e [ — [ —

AC~  ac L BA BA | C'B CB L1
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Portanto,

BA' CB AC' l L—1 L 4
A'C BA C'B \ L l L—1)
(<) Assuma que -
BA' CB AC .
AC BA CB

e T
Marque o ponto C” € AB de modo que AA’, BB’ ¢ CC’ sejam concorrentes ou paralelas.

Pelo que vimos, temos

BA' CB ACT
A'C B'A C"B
Dai, segue que -
ACT  AC”
CB C'B

Sed =AB,x=AC" e y = AC", esta tltima igualdade pode ser reescrita como

* A
d—x d—y

E imediato concluir que x =y, ou seja, AC’ = AC”. Logo C' = C”. Portanto, AA’, BB’ e CC’ sdo

concorrentes ou paralelas. [

O Teorema de Ceva é uma excelente ferramenta para resolver problemas que envolvem

concorréncia.

Exemplo 3.1.1 Seja ABC um triangulo qualquer. Utilizaremos o Teorema de Ceva para provar

que as medianas de ABC sdo concorrentes.

Se A’, B' e C' sdo, respectivamente, os pontos médios dos lados BC, AC e AB do tridngulo

_ BAY CB  AC
ABC,entdo — = — = —
A'C BA (CB

= 1, de onde segue que,

BA" CB AC .
AC BA CB
Note que as medianas AA’, BB’ ¢ CC' ndo podem ser paralelas, pois A’, B’ e C’ pertencem

aos lados do tridngulo ABC. Portanto, pelo Teorema de Ceva, as medianas AA’, BB’ ¢ CC' sdo

concorrentes. &

3.2 Prova por razio entre areas

Nessa secdo, assim como foi feito com o Teorema de Menelaus, daremos uma prova para

o Teorema de Ceva utilizando os resultados da Proposicao 2.3.1, p. 26. Vamos considerar o caso
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em que A’ e B’ e C' pertencem aos lados do tridngulo. Para tanto, vamos considerar o enunciado

do Teorema 3.1.1.

Demonstracao

(=) Chamemos de P o ponto de concorréncia das cevianas.

A B Cc

Figura 34: Areas no tridngulo ABC.

Usando a Proposi¢ao 2.3.1, temos

BA”  Spag

T Sror

CB'"  Spac

BA Spas
€ _

AC’ o Spca

C'B  Sesc’
Portanto,

W CW A_C/_ SPAB SPBC SPCA —1
A'C BA C'B Seca Seas Sesc

. _ o —
(<) Seja P o ponto de interse¢do de AA" e BB'. Suponha que P ¢ CC'. Sendo

BY CF iC
AC BA CB

e C" a interse¢do de ﬁ’ e AB, pela primeira parte, temos

BA' CB AC"
AC BA C'B

AC'  AC"

<=
Das duas ultimas igualdades, concluimos que — = . Mas isso é um absurdo. Logo, P € CC’

C’'B ("B
e AA’, BB' e CC' sdo concorrentes.
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3.3 Versao trigonométrica do Teorema de Ceva

Como consequéncia do Teorema 3.1.2, segue o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 Dados um tridngulo ABC e A’ € R‘ B cAC e C € AB pontos distintos dos
vértices do tridngulo. As cevianas AA’, BB e CC' sdo concorrentes se, e somente se,
sen(BAA') sen(CBB') sen(ACC') _1
sen(A’AC) sen(B'BA) sen(C'CB)

Demonstracao
(=) Mostraremos apenas o caso em que A’, B’ e C’ estdo sobre os lados do tridngulo. Suponha

que as cevianas AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes em P.

Figura 35: Versdo trigonométrica do Teorema de Ceva.

Aplicando a Lei dos Senos aos triangulos ABP, BCP e CPA, respectivamente, teremos

AP BP sen(BAA') BP
sen(B'BA)  sen(BAA’)  sen(B'BA) A
CP BP CBB') CP
_ __, Sen(CBB) _CP (3.2)
sen(CBB')  sen(C'CB)  sen(C'CB) P
e
AP CP ACC') AP
- o, Senldcc) _ AP (3.3)
sen(ACC’")  sen(A’AC)  sen(A’AC) CP

Das relacoees (3.1), (3.2) e (3.3), concluimos que
sen(BAA’) sen(CBB') sen(ACC') BP CP AP

sen(A’AC) sen(B'BA) sen(C'CB) AP BP CP

(<) Seja P o ponto de interse¢do das cevianas AA’ e BB'. Considere a ceviana que parte

de C, passa por P e encontra o segmento AB no ponto C”. Denotemos ACB = a, ACC' = Be
ACC" =P
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Como AA’, BB' e CC' sdo concorrentes em P, temos

~

sen(BAA') sen(CBB')  senf’

- . =1
sen(A’AC) sen(B'BA) sen(o.—f')
Por hipétese, temos
sen(BAA’) sen(CBB') senp !
sen(A’AC) sen(B'BA) sen(a—PB)
Segue, dai, que
senff’  senfP senf}  senocosP —senfcosa

sen(oo—P')  sen(oo—B)  senP’  senoicosP’ —senf/coso’

Multiplicando a equagdo acima por obtemos

/
senf3’
senocotp —cosor

; =1=
sena.cotf/ —cosa

seno.cotP = senaicotp’ =
cotp = cotf’ =
/
B=P.
Esta dltima implicacéo é obtida pela injetividade da fungdo cotangente no intervalo (0, 7). Agora,

sendo B =P/, obtemos C' = C”, portanto, a ceviana CC’ coincide com a ceviana CC”. Concluimos

que as cevianas AA’, BB’ e CC’ sdo concorrentes. n

Exemplo 3.3.1 Mostraremos que as bissetrizes internas de um tridngulo concorrem.

Tomemos um tridngulo ABC cujas bissetrizes internas sio AA’, BB’ e CC'. Considere as
medidas dos angulos indicados na figura abaixo.

A/

0 R\
A B c

Figura 36: Concorréncia entre as bissetrizes internas.
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Claramente, vemos que

senc, senf3 sen® ]

sena, senf3 sen®

Portanto, pelo Teorema 3.3.1, AA’, BB’ ¢ CC’ concorrem em um tinico ponto. o

Exemplo 3.3.2 Considere um triangulo ABC com trés cevianas, uma de cada vértice, concor-
rendo em P. Mostraremos que refletindo as retas jﬁ ﬁ e C% em relagdo as bissetrizes internas

de ABC que passam por A, B e C, respectivamente, obtemos outras trés retas concorrentes.

Considere as indica¢des das medidas dos dngulos feitas na figura a seguir.

Figura 37: Cevianas concorrendo em P’.

Como as retas jﬁ, ﬁ’ e @ sdo concorrentes, pela versao trigonométrica do Teorema de

Ceva, temos

sen(B+06)  senat  sen(0+7y) = senf3  sen(y+a)  sen®

senf sen(y+o)  sen® sen(B+8)  seno.  sen(0+7) =1

Essa dltima igualdade implica no que queremos mostrar. o

3.4 Teorema de Ceva no espaco

Em um tetraedro qualquer, como j4 foi dito no capitulo anterior, temos sempre seis
quadrilateros formados por quatro arestas consecutivas. Em cada uma das retas suportes dessas
arestas, consideremos um ponto (distinto dos vértices do tetraedro). Agora, note que existem
quatro planos determinados apenas por um desses pontos € uma reta suporte de uma aresta do
quadrilatero tomado. Por exemplo, na Figura 38 estamos considerando os planos AZB, BWC,
CXD e DYA, onde X € AB,Y € BC,Z € CD e W € DA.
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Para a versao espacial do Teorema de Ceva, iremos estabelecer um critério para veri-
ficar a concorréncia desses quatro planos. Iremos enunciar o teorema na forma geral, porém,

demonstraremos apenas um, de trés casos possiveis.

>
Teorema 3.4.1 (Teorema de Ceva no espaco) Sejam ABCD um tetraedro e X € AB, Y € B%
YAS (% eW e ﬁ pontos distintos dos vértices do tetraedro. Os planos AZB, BWC, CXD e DYA

intersetam-se em um unico ponto se, e somente se,

AX BY CZ DW
b L (3.4)

D

Figura 38: Interse¢ao entre os planos AZB, BWC, CXD e DYA.

Demonstracao

(=) Consideremos o caso em que X € AB, Y € BC, Zc€ CD e W € DA. Seja P o ponto de
interse¢@o dos planos AZB, BWC, CXD e DYA. Sejam C’ o ponto de interse¢do dos segmentos
XD e WB e A’ o ponto de interse¢do dos segmentos BZ e DY . Seja T o ponto de interse¢do do

segmento BD com o plano determinado pelos pontos P, A’ e C'.

Figura 39: Plano PA’C’ intersetando o segmento BD no ponto 7.
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Aplicando o Teorema de Ceva aos tridngulos ABD e BCD, obtemos:

AX BT DW
—_— = (3.5)
XB TD WD

© CZ DT BY
it I 3.6
ZD TB YC (3-6)

Multiplicando-se as duas equagdes anteriores, o resultado é a equacio (3.4).

(<) Seja T um ponto em BD, tal que o segmento AT passe pelo ponto C’. Pelo Teorema
de Ceva, (3.5) é verdadeira. Além disso, por hipétese, (3.4) também é vdlida e pode ser reescrita
como

BX AW DZ CY

St ) 3.7
XA WD ZC YB S

Portanto, multiplicando-se as equagdes (3.5) e (3.7), obtemos a equagdo (3.6). Usando o Teorema

de Ceva no tridngulo BCD concluimos que CT passa pelo ponto A’.

Figura 40: Segmentos AA’ e CC'.

Segue também que os segmentos AA’ e CC’ estdo no plano ATC porque os pontos das
extremidades de cada segmento estdo nesse plano. Além disso, eles intersetam-se num ponto P,
ja que C estd no semiplano oposto de C’, tendo AA’ como o segmento que separa o plano ATC
em dois semiplanos. Finalmente, como AA’ € a intersec@o entre os planos ADY e AZBe CC' é a

intersecao entre os planos BWC e DXC, segue-se que esses quatro planos se intersetam em P. m

O artigo [7] € uma excelente referéncia e traz aplicagdes das versdes no espago dos

teoremas de Menelaus e Ceva.
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3.5 Aplicacoes: Ponto de Gergonne e Nagel

Como aplicacdo para o Teorema de Ceva, apresentaremos dois problemas. O primeiro

trata-se do Ponto de Gergonne e o segundo, do Ponto de Nagel.

Problema 1 (Ponto de Gergonne) Dados um tridngulo ABC e os pontos A’, B' e C' de tangén-
cia da circunferéncia inscrita, situados respectivamente sobre os lados BC, CA e AB. As cevianas
AA’, BB' e CC' concorrem.

Figura 41: Ponto de Gergonne.

Demonstracao
Seja O o centro da circunferéncia inscrita no tridngulo ABC. Como OB’ = OC' e OB'A =~ AC o,

conclui-se que os tridngulos AC'O e AOB' sio congruentes. Por conseguinte, AB' = AC' = x.

A X E’ y C

Figura 42: Circunferéncia inscrita no tridngulo ABC.
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Analogamente, obtemos BA' = BC' = ze CB' = CA’ = y.

Dai, temos -
AB" CA"” BC" x y z
BC AB CA y z x

Portanto, pelo Teorema de Ceva, concluimos que as cevianas AA’, BB e CC’ sido concor-

rentes. Na Figura 41, o ponto de Gergonne esta indicado pelo ponto G. [

Problema 2 (Ponto de Nagel) Dados um tridngulo ABC e os pontos A’, B' e C' de tangéncia
das circunferéncias ex-inscritas, situados respectivamente sobre os lados BC, CA e AB. As

cevianas AA’, BB' e CC' concorrem.

Demonstracao

Sejam C1, C; e C; circulos ex-escritos do tridngulo ABC. Considere A’ = C; NBC, B' = C3NAC,
C'=C1NAB,D=C3NBC, E = C3nAB, F = C\NAC, G=CiNBC, H=CnAB e 1 = C,NAC.
De modo semelhante ao problema anterior, temos AF =AC' =x, BG=B(C' = y, BH = BA' =z,
CI =CA’ =u,CD = CB' =ve AB' = AE = w. Como apoio, observe a figura a seguir.

Figura 43: Ponto de Nagel.

Note que AH = Al, BD = BE e CF = CG. Dali, respectivamente, temos

X+y+z=w+v-+tu, (3.8)

tut+v=y+x+u (3.9
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v+wHx=u+z+y. (3.10)
Fazendo (3.8) — (3.9), (3.8) — (3.10) e (3.9) — (3.10) obtemos, respectivamente, 7 = w,
X=uey=nm.
Segue, dai, que

AB' CA" BC' wuy zxy
BC AB CA v z x vy z x

Portanto, pelo Teorema de Ceva, as cevianas AA’, BB’ ¢ CC’ concorrem. Na Figura 43, o

ponto de Nagel estd indicado pelo ponto N. [
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4 EXPRESSOES DE ROUTH

Neste capitulo, apresentaremos as duas expressoes encontradas em [2]. Faremos uma
demonstracdo totalmente elementar dos dois resultados. Para mais detalhes, recomendamos a

referéncia [8].

4.1 1¢ expressao de Routh

Teorema 4.1.1 Seja ABC um tridngulo. Se A’ € % B € ;@ eC' e jﬁ sdo pontos distintos dos

vértices do tridngulo e se

BA’ CB AC’
X = —— = — e = —
ac YT BA ‘T OB
entdo
Sa'B'C! xyz+1

Sapc (1+x)(1+y)(1+2)

Figura 44: Triangulo ceviano A’'B’C’.

Demonstracao Inicialmente veremos que S4/p ¢ depende apenas de x e y.
Afirmagdo 1 Vale a seguinte relacao:

1 y
I+x 1+y

Sarprc = -SABC-

Prova da Afirmagédo I Os tridAngulos BB'C e BB'A’ possuem a mesma altura relativa a BC e BA/,
respectivamente. Logo, temos

SBB’C_B_C‘_W_FR_l 1 1—|—x

Sggar  BA BA’ X X
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Ou seja,
Sppc _ 1+x

Spp A’ x
De maneira andloga, nos triAngulos BB'C e ABC, temos
Sppc CB  CB 'y
Sapc  CA CB'+BA 1+y

Logo,

y
Sppc = ——— *SaBC-

I+y
Substituindo (4.2) em (4.1), temos
X y
Shpis = - —— - SuBC-
BBA = T4 Tty ABC
Usando as expressoes (4.2) e (4.3), segue que
Sapc = Sppc—Sppa
y X
11y ABC Tox 14 ABC
_ X Yy
= T4x) T+y ABC
o l4+x—x vy S
T+x 14y ABC
Portanto, |
S IRl = —_— .
AB'C = T T4y DABC
Afirmagdo 2 Valem as relagOes
1 z 1 X
Spop=— - ——-S € Siyp = —-
B'C'A 1y 112 ABC ACB= T T .

As demonstragdes das relacdes acima seguem por simetria.
Para finalizar, observamos que
Sargc = SaBc —Sapc —Spicia — Sac's-

Donde segue que

1 1 Z 1
Sapc = SABc—( A +

14+x 1+y 14y 14z 14z l+x

X

1 y 1 b4 1
= Sapc- (1

Cl4x 14y 14y 14z 1+z l+x

-SaBc-

) -SaBC

).

4.1)

4.2)

4.3)
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Consequentemente,
Sape _ (1+x)(A+y)(A1+2) —y(1+2) —z(1 +x) —x(1+y)
Sasc (I+x)(14+y)(1+2)

l+y+x+xy+z+yz+xz2+xy7—y—yz—72—XZ—X—Xy
(14+x)(1+y)(1+z)

xyz+1
(1+x)(1+y)(1+2z)

Exemplo 4.1.1 Sejam ABC um tridngulo qualquer e A’ € BC, B' € AC e C' € AB pontos tais
— 1l — 1 - — 1

que AC' = §AB, BA' = §BC eCB = §AC, calculemos a drea do tridngulo A'B'C' em funcéo

da drea do triangulo ABC.

Note que
BA" 1 CB 1 AC 1
')C:—:—7 = —= - c 1= ——= —.
AC 2 B'A 2 C'B 2
Aplicando o Teorema 4.1.1, temos
1 11 |
Sapc _ 222" _1
SaBC 1 1 1 3
I+ )1+ )1+
( * 2 + 2 + 2
1
Portanto, Sypcr = 3 -SABC. o

4.2 2¢ expressao de Routh

Teorema 4.2.1 (Teorema de Routh) Sejam ABC um triangulo e AA', BB' e CC' suas cevianas,
onde A’ € ﬁ, B € j@ eC e jﬁ sdo pontos distintos dos vértices do triangulo. Se

BA'  CB AC'

Tac YT Ba ‘T OB
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eA” =BB'NCC', B" =CC'NAA" e C" = AA'NBB', entdo

Sarprcr (1—xy2)> (4.4)

SaBC (I+x+xy)(1+y+yz)(1+z+xz)

B A’ C

Figura 46: Triangulo de Routh.

Demonstracao

Afirmagdo 1 Vale a seguinte relacio:
_ Scre
Sac’B

Prova da Afirmagdo 1 Os tridngulos BC”C e AC"B, representados na Figura 47, possuem a base
BC"” em comum. Dai, podemos concluir que a razio entre suas dreas equivale a razdo entre as

alturas relativas a essa base.

Figura 47: Triangulos BC"C ¢ AC"B.
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Simbolicamente, sejam AX e CY as alturas relativas a base BC dos tridngulos BC"C e
AC"B, respectivamente. Note que AXB' ~ CYB', e dai segue que

Sscc T _CH
Sacrg AX  BA

y.

Afirmagdo 2 Vale a seguinte relagao:
1 Sccra
X  Sacrs

Prova da Afirmacdo 2 Os tridngulos ACA’ e ABA’, ilustrados na Figura 48, possuem a mesma

altura relativa a base BC.

B A’ c

Figura 48: TriAngulos ACA’ e ABA'.

Dai, podemos concluir que a razio entre suas dreas equivale a razao relativa a estas bases.

Ou seja,

A'C  Saca
BA"  Sapar’

X
O mesmo ocorre com os tridngulos C”A’B e C"A'C que tém a mesma altura relativa ao

lado oposto a C”. Portanto, temos

ATC . SC”A’C

ﬁ SC”A’B ’

X

Por propriedades de proporcionalidade, temos:

I A'C _ Spca —Scrac _ Scera

x BA"  Sapy—Scias  Sacs

Isso termina a demonstragdo da Afirmagao 2.

Afirmacdo 3 Vale a seguinte relacdo:

X

T Same.
I +x+xy ABC

Sac =
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Prova da Afirmacdo 3 Observe que

SaBc = Sacs +Spcrc + Sccra-

B C

Figura 49: Tridngulos AC”B, BC"C e CC"A.

Dividindo essa igualdade por Ssc»g, obtemos

SaBc

1
=1+y+-.
Sac's x

Por uma manipulacao algébrica simples, concluimos a Afirmagao 3.

De maneira anloga, consideremos os tridngulos CA”B e CA” A, conforme a Figura 50, de
modo que AZ e BW sejam as alturas relativas a base A”C, respectivamente, e os tridngulos AB”C e

AB"B, esquematizados na Figura 51, com alturas CK e BL relativas a base AB”, respectivamente.

Figura 50: TriAngulos CA”"B e CA"A. Figura 51: TriAngulos AB"C e AB"B.

Isso demonstra a préxima afirmacao.
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Afirmacgdo 4 Valem as relacdes

Z
Sapc € Sapic= m'SABC-

Sonp = — 2.
CA"B 1+y+yz

Finalmente, observe que

Sargrcr = Sapc — Sacvp — Sparc — Scpa-

A//

B C

Figura 52: TriAngulos AC"B, BA"C e CB"A.

Substituindo pelas expressoes estabelecidas nas afirmacdes 3 e 4, temos

Sungren = Sapc — x-Sapc y-Sapc  z-Sapc
e I+x+xy 1+y+yz I+z+az

Dividindo membro a membro a equagdo acima por Spc, teremos

SA”B”C” —1_ X _ y _ Z
Sasc I+x+xy 1+y+yz 1+z+xz

Para chegar a expressao (4.4), basta simplificar o lado direito dessa ultima equacdo. m

Exemplo 4.2.1 Sejam ABC um tridngulo qualquer e os pontos A’ € BC, B' € AC e C' € AB.
— 1l 1 — 1
Sendo A" = BB'NCC', B" =CC'NAA’ e C" =AA'NBB' e AC' = gAB, BA' = §BC€ CB = §AC,

calculemos a drea do tridngulo A"B"C" em fungdo da drea do tridngulo ABC.

Figura 53: Triangulo com um sétimo de area.
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Note que
BA" 1 CB 1 AC’
XxX=—— = — = —= = = — =
ac- 2 YT BAT 2 ‘T OB
Aplicando o Teorema de Routh, temos
L1 2
SANBNC// . 2 2 2 l
Sapc 1 11 1 11 1 1 7
1+—4+=.= 14—+ —.=
<+2+2 2 +2+2 2 +2+2
1
&

Portanto, Sy»grer = 7 SaBC-
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5 UNIFICANDO OS TEOREMAS DE
MENELAUS E CEVA

No capitulo que segue, iremos examinar os dois teoremas de Routh apresentados ante-
riormente e estabelecer uma unificagdo dos teoremas de Menelaus e Ceva. Aqui seguiremos a

construcgdo feita em [9].

5.1 Preliminares

Seja ABC um tridngulo. Recordamos que para cada ponto A’ na reta R‘ distinto de B e

BA'
C definimos na pagina 23 o ndmero x = e Por simplicidade, indicaremos o ponto A’ por Ay.

/

Esta notacdo merece alguns comentérios. Examinando os valores de x = e temos a seguinte
descricdo:

1) Quando x > 0, A € um ponto que esta entre B e C;
11) Quando —1 < x < 0, Bestaentre A, e C;

i) Quando x < —1, C estdentre Be A,.

B Ay C
Ay B C
B C A«

Figura 54: Localiza¢des do ponto A,.

Esses sdo os valores que x pode assumir. Para completar, estabelecemos que: Ag = B; A =C. A
notacdo A_ indicard algum ponto que pertenca a reta que incide em A e € paralela a reta suporte
do lado BC.

De modo anédlogo, denotamos os pontos que definem cevianas que incidem em outros
vértices. Mais detalhadamente, para a reta suporte de AB, denotamos os pontos por C; e estabele-
cemos que Cp = A e C. = B. Para a reta suporte de CA, denotamos os pontos por By e Bo =C ¢
B, =A.
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Figura 55: Cevianas AA,, BBy e CC,.

A primeira expressao de Routh nos dé a relacao

SA.B,C

z
Z

xyz+1
Sapc (1+x)(1+y)(1+2)

B Ay c

Figura 56: Tridngulo A,B,C,.

Note que parax = —1, y = —1 ou z = —1, a relagdo acima ndo estd definida. Nesses
casos, o tridngulo A,B,C; ndo fica determinado, ja que teremos retas paralelas aos lados do

triangulo ABC. Observe na figura a seguir um caso em que x = —1.
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B Re

Figura 57: Reta paralela a BC.

Por outro lado, pelo Teorema de Menelaus, xyz+ 1 = 0 se, e somente se, 0s pontos Ay,

By e C; sdo colineares. Neste casos, o tridngulo AB,C; se torna degenerado e sua drea serd

SA.B,C.

igual zero, dai = 0. Entretanto, para alguns valores de x, y e z, a 14 expressao serd

negativa. Para esta?)li:clecer a igualdade devemos considerar sinais nas areas de tridngulos. Seja
XYZ um triangulo. Diz-se que o tridngulo esta positivamente orientado quando seus vértices
estdo ciclicamente ordenados no sentido anti-hordrio (em relag@o ao circulo determinado pelos
vértices). Nesse caso, sua drea serd positiva. Uma drea positiva de um tridngulo significa que
ele estd positivamente orientado. Areas negativas correspondem aos tridngulos negativamente

orientados.

area > () area < ()

Figura 58: Variagdo de sinal das dreas do tridngulo A,B,C:;.

A 2% expressdo de Routh estabelece que

SA//B//C// . 1— XYyZ

Sapc (T+x+xy)(1+y+yz)(1+z+2x)

onde os vértices do tridngulo A”B"”C" sdo os pontos obtidos pelas interse¢des de retas como

descritos a seguir,

{A"} = BB,nCC.. (B} =CCnAA, ¢ {C"}y=AA.nBB].
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Figura 59: TriAngulo A”B"C".

O tridngulo A,ByC; ndo fica determinado quando (1 +x+xy)(1+y+yz)(1+z+2zx) =0
€ nos casos em que os pares (x,y), (y,z) ou (z,x) sdo iguais a (o0, —1) ou (x,y) = (0,0). Por

exemplo, se (x,y) = (0, —1), teremos o paralelismo entre as cevianas BB_| e AAw.

N >
N AAL

Figura 60: Cevianas paralelas.

Observe, também, que os pontos A”, B” e C” sdo colineares se, € somente se, sdo
nc W, b5 00,
coincidentes. Pelo Teorema de Ceva, quando xyz = 1, as retas AA,, BBy e CC; sdo concorrentes
SA//B//C// 0
SABC

e dai

5.2 Unificando os teoremas de Ceva e Menelaus

Agora, considere as seis cevianas seguintes, duas de cada vértice: m, m, ﬁ:,
ﬁ;, E: e @ Com u,v,w,x,y,z € RU{e}. Considere que cada um dos pares de cevia-
nas (m,ﬁi), (ﬁ;,m) e (@,ATM) se intersetam em exatamente um ponto. O tridngulo
PQOR, conforme Figura 61, onde

(Py=AAnBB, {0} =BB,nCC, ¢ {R}=CCinAa,, 5.1)
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serd chamado de triangulo generalizado de Routh.

Figura 61: Triangulo generalizado de Routh.

Note que P, Q e R estdo bem definidos se, e somente se, x,y,z,u,v,w € RU{eo} satisfazem

(1+x+xv)(I+y+yw)(1 +z+zu) #0. (5.2)

Quando u =x, v =y e w = z o tridngulo POR definido em (5.1) torna-se um triangulo de Routh,
veja a Figura 63.

Por outro lado, quando u =v =w = 0 temos AAg = AB, BB) = BC e CCy = CA. De (5.1),
resulta que P = A,, Q = By ¢ R = (. Neste caso, o tridngulo POR coincide com o tridngulo

ceviano A By(;, veja a Figura 62.

A &, B Ae & B

Figura62: u - x,v >yew — 2. Figura63: u=v=w — 0.

Considerando as notagdes estabelecidas acima, enunciaremos o nosso préximo resultado.
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<—> S
Teorema 5.2.1 Sejam P, Q e R, pontos tais que {P} = AAy ﬂﬁ:, {0} = ﬁ; NCC,, e {R} =

£, eni
.MNAA,, entdo
Spor 1 —xyw —xvz —uyz+ xyz + xyzuvw

= 5.3
SABC (1+x—|—xv)(1+y+yw)(1+z+zu) (5-3)
Demonstracao
S
Note, inicialmente, que 2POR nao se altera sob transformacdes afins em R2. Ou seja, ao invés
ABC

de tomarmos um tridngulo qualquer, podemos considerar o tridngulo de vértices A = (0,0),
B=(1,0)e C=(0,1). A seguir, vamos determinar as coordenadas do ponto P. Considere as

notacdes da Figura 64.

A

c(0,1)

S
7

A(0,0) X, oa B(1,0)

Figura 64: Tridngulo de vértices A(0,0), B(1,0) e C(0,1).

Temos
a—0 AC A C A C N 1
= = = al = .
1-0 BC AC+BA, AC+x-AC ' 1+x
Analogamente,
a—0 A.B AB x-AC N X
= = = an = .
1-0 CB AC+BA, xACTAC 2 1+x
Portanto,
1
A, = ).
1+x 14x
Por outro lado, temos
bh—0 AB AB 1 1
2 . v v _ 2 — by =

1—b2_BvC:v-ABv v 1+v
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1
Portanto, B, = <O,—) .
I+v
—
Temos A A: y = “re m: y = —by(x—1). Dai, concluimos que
ai
ﬂx = —byx+bp &
ai
ap-by

X = — =

ar»+ay by

1 1
= 1+x 1+4v N
X 1 1
+ .
1+x 14x 1+v
B 1
C I4x4xv
Enta al rtant
ntio, segue que y = ————— ¢, portanto,
gue que y T +xtxv p

1 X
P= .
(1 +x+xv’ 1+x+xv)

De maneira andloga, encontramos

O I
L+y+yw 1+y+yw Itztzu’ 14+z4zu)

1

5

Em Geometria Analitica, a drea de um tridngulo LMN determinado pelos pontos cujas

Com a escolha feita para os vértices A, B e C, temos Sqpc =

coordenadas sao L(x;,y;), M (Xpm,Ym) € N(x,,yn), pode ser expressa por Spyny = 3" |D|, onde

X Xp Xn

D= Yi Ym Yn
1 1 1

Usando esse algoritmo para o célculo de areas e aplicando algumas propriedades dos determi-
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nantes, finalmente temos

1 yw z
1 I+x+xv I+y+yw 1+z+zu
. X 1 u
2 | T4x+x I+y+yw 1+z+zu
Spor 1 1 1
Sapc I
2
1 yw z
X 1 u

I+x+xv I+y+yw 1+z+zu
(I+x+xv)(14+y+yw)(1 +z+zu)

I yw z I yw z I yw z

x 1 zu|(+|x 1 zu|+| x 1 zu

1 1 1 Xy z XV yw zu
(I+x+xv)(1+y+yw) (1 +2+2u)

1
(I+x+xv)(1+y+yw)(1+z+zu) (1 +ywzu+2x — 2 —zu —xyw)+

+(z+ywzux + zxy — 2x — Zuy — 2xyw)+

+(zu 4 ywzuxv + zxyw — zxv — zuyw — zuxyw)]

1 —xyw — xvz — uyz + xyz + uvwxyz
(I+x+xv)(1+y+yw)(1+z+zu)

Como consequéncia imediata desse resultado, obtemos a seguinte unificacdo dos teore-

mas de Menelaus e Ceva, estudados nos capitulos anteriores.
Corolario 5.2.1 Os pontos

(Py=AA.nBB,,  {0}=BB,nCC, e  {R}=0CCnAa,
sdo colineares se, e somente se, 1 —xyw —xvz — uyz+ xyz + uvwxyz = 0.

Os teoremas de Menelaus e Ceva sdo apenas casos particulares desse coroldrio. No
triangulo generalizado de Routh, os pontos P, Q e R estardo sobre as retas suportes dos lados do

triangulo ABC, quando u = v = w = 0. Para esse caso, pelo Corolério 5.2.1, os pontos P, Q e R,
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distintos dos vértices A, B e C, sdo colineares se, € somente se,

I —xyw —xvz —uyz+xyz+uvwxyz = 0 &
I+xyz = O &

xyz = —1,

ou seja, a situacdo se reduz ao Teorema de Menelaus.

Figura65: u=v=w=0exyz=—1.

Por outro lado, quando x = u, y =v e z = w, os pontos P, Q e R estdo fora das retas

suportes dos lados. Nesse caso, pelo Corolario 5.2.1, os pontos P, Q e R sdo coincidentes se, e

somente se,
1 —xyw—xvz—uyz+xyz+uvwxyz = 0 <&
l-xyz = 0 &
xyz = 1,

isto €, essa situagcdo nos remete ao Teorema de Ceva.

Figura66: u =x,v=y,w=zexyz=1.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho exploramos os teoremas de Menelaus e Ceva. Presamos, na maioria
do trabalho, utilizar apenas conhecimentos elementares. Contamos que este texto sirva como
subsidio tedrico para os assuntos tratados aqui. Pelo tipo de abordagem, acreditamos que este
trabalho possa ser explorado por alunos de varios niveis, quer seja de ensino médio quer seja de

graduacdo.

Além disso, pudemos mostrar como o conhecimento matemadtico evolui no decorrer
das épocas. Comegamos o trabalho explorando os teoremas de Menelaus e Ceva de forma bem
parecida aquela utilizada pelos seus propulsores e verificamos como o avango da Matemaética
pode propiciar generalizacdes e, até mesmo, novas versoes, desses contetidos, que estao sendo

exploradas até os dias atuais.

Finalizo esse trabalho confiante de que disponibilizo um material para aqueles que

desejam conhecer e aprender um pouco mais sobre os dois teoremas tratados.
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