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Resumo

A Matematica é uma das disciplinas com maior defasagem de ensino, e sao muitos
os fatores envolvidos para tal fracasso. Entre eles estao a relacao entre a dificuldade
de aprendizagem e o insucesso escolar; a falta de interesse dos alunos; questoes sociais
(familia, situacdo financeira, etc); a falta de conhecimentos béasicos; falta de capacitagao
dos professores; da forma como é ensinada, dentre outras razoes. Diante disso, este
trabalho pretende apresentar uma possivel solucao para a diminuicao de tal fracasso,
com o uso da Modelagem Mateméatica no Ensino Béasico. A Modelagem Matematica
nada mais é do que a tradugao de problemas do cotidiano, nas suas diversas areas, em
linguagem Matematica. HA muito tempo ja se fazia o uso da modelagem para resolver
problemas. Neste trabalho serao apresentadas propostas de modelos matemaéticos para
serem aplicadas no Ensino Médio ou Fundamental que é o Modelo de Ornamentos e
Modelagem do Numero Aureo. As atividades propostas para o Modelo de Ornamentos
incluem: duas atividades envolvendo a construcao de um ornamento e uma terceira
atividade com uma ficha com figuras para ser realizada uma andlise das isometrias
envolvidas. Ja para o Modelo do Numero Aureo foi elaborada uma atividade para
que os proprios alunos coletassem e analisassem os dados sobre razoes aureas no corpo
humano. Atividades como essas serao aplicadas na unidade de ensino em que trabalho,
pois facilitarao uma maior e melhor compreensao sobre o assunto abordado.

Palavras-Chaves

Modelagem Matematica, Ensino Basico, Isometrias, Razao Aurea.



Abstract

Mathematics is one of the most lagging disciplines in teaching, and there are many
factors involved in such a failure. Among them is the relation between learning difficulty
and school failure; Lack of student interest; Social issues (family, financial situation,
etc.); The lack of basic knowledge; Lack of teacher training; The way it is taught,
among other reasons. Therefore, this work intends to present a possible solution for
the reduction of this failure, with the use of Mathematical Modeling in Basic Education.
Mathematical Modeling is nothing more than the translation of everyday problems, in
its various areas, in mathematical language. For a long time, modeling was used to
solve problems. In this work will be presented proposals of mathematical models to be
applied in high school or fundamental that is the Model of Ornaments and Modeling
of the Golden Number. The activities proposed for the Ornaments Model include: two
activities involving the construction of an ornament and a third activity with a token
with figures to perform an analysis of the isometries involved. Already for the Model
of the Golden Number an activity was elaborated so that the students themselves
collected and analyzed the data on golden reasons in the human body. Activities like
these will be applied in the unit of education in which I work, as they will facilitate a
greater and better understanding on the subject addressed.

Keywords

Mathematical Modeling, Basic Education, Isometries, Golden Ratio.
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1 Introducao

A Matematica esta em toda parte, as vezes de maneira elementar, as vezes de modo
mais complexo, podendo ser perceptivel ou nao. Muitos alunos indagam o porqué
de se estudar Matemética, a maioria se mostra reticente, afirmando que nao terao
aplicabilidade em suas vidas. A Matematica esta tao presente no seu dia-a-dia, tao
enraizada, que nem percebem a sua existéncia ou aplicacao. Temos os calculos, dos
mais simples até os mais complexos, fazendo parte de sua rotina diaria, relacionado com
o tempo, com questoes financeiras, nocoes de espaco, inferéncias e analises de dados,
etc. Ela nos contempla conhecimentos necessarios para a resolucao de problemas.

Enfim, a Matemaética exerce grande importancia na vida de todos. Através dela,
podemos desenvolver o raciocinio logico, propiciando a adaptacao e a superagao de
desafios. A Matemaética nos auxilia na interpretacao do mundo que nos envolve. Es-
tamos numa era de rédpida e constante evolucao tecnoldgica, e isso se da, em grande
parte a Matemaética, que com seus algoritmos nos permitem tal avanco. No campo das
mais variadas ciéncias, a Matemaética tem papel fundamental. Por exemplo, através da
Estatistica com o levantamento e a analise de dados, é possivel prever acontecimentos
relacionados com a meteorologia; com a medicina, na causa e prevencao de certas do-
encas, epidemias ; controle de trafego aéreo e terrestre, etc. No campo da computagao,
tudo é Matematica, utiliza-se um co6digo binario, 0 e 1, e através dessa combinacao sao
feitos calculos para a conversao da linguagem humana. Na area de Quimica e Fisica,
temos véarias aplicagoes Matematicas. Até mesmo no campo das artes, temos muitos
conceitos matematicos envolvidos, como serd mostrado nesse trabalho com o modelo
de ornamentos.

Contudo, é uma das disciplinas com maior defasagem de ensino. Sao muitos os
fatores envolvidos para tal fracasso. Entre eles estdao: a relagao entre a dificuldade
de aprendizagem e o insucesso escolar; a falta de interesse dos alunos; questoes sociais
(familia, situacao financeira, etc); a falta de conhecimentos basicos; falta de capacitagao
dos professores; da forma como é ensinada, dentre outras razoes. Ha também a crenca
popular que a Matematica ¢ um bicho de sete cabecas, que é muito dificil, fazendo com
que os alunos adquiram verdadeiro temor a essa disciplina.

Diante disso, este trabalho pretende apresentar uma possivel solugao para a dimi-
nuicao de tal fracasso, com o uso da Modelagem Mateméatica no Ensino Bésico. A
Modelagem Matemaética nada mais é do que a traducao de problemas do cotidiano, nas

suas diversas areas, em linguagem Matematica. H4 muito tempo ja se fazia o uso da
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modelagem para resolver problemas. Almeida [1]| descreve que a atividade Matemética
se desenvolve impulsionada por duas buscas: a busca de respostas e a busca da com-
preensao de fendmenos ou de respostas para problemas da realidade. Tales de Mileto
foi um grande matematico, filosofo e astronomo do século VI a.C. Sua sabedoria era
tao intensa, que o auxiliou até no Egito, quando lhe foi perguntado qual era a altura
das piramides, sendo que na época nao existia equipamentos para tal medicao. Entao
Tales, observou a incidéncia dos raios solares na piramide e as sombras produzidas, veja
a ilustragao abaixo, conseguindo assim resolver tal problema, usando o que conhecemos

atualmente por Teorema de Tales.

-~
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—_— .

Figura 1: Piramide do Egito [32]

O objetivo desse trabalho é esclarecer o que é e como se da a Modelagem Ma-
tematica, apresentando algumas atividades para serem trabalhadas em sala de aula.
Segundo Almeida [1], uma atividade de Modelagem Matematica pode ser descrita em
termos de uma situagao inicial (problematica), de uma situagao final desejada (solugao
para a situagao inicial) e de um conjunto de procedimentos para a concretiza¢ao das
duas situacoes anteriores. Para Biembengut [4], para se elaborar um modelo, além de
conhecimento matemético, o modelador precisa ter uma dose significativa de intuicao
e criatividade para interpretar uma situacao, saber discernir que contetido matematico
melhor se adequa.

O presente trabalho esta dividido em 5 capitulos. O primeiro capitulo traz a intro-
ducao do trabalho; o segundo capitulo fala sobre o conceito de Modelagem Matemaética,
assim como suas etapas e processos. O terceiro capitulo versa sobre a parte teorica
dos conhecimentos prévios que os alunos devem ter, que sao: o estudo das isometrias,

com suas defini¢oes e aplicacoes em diversas areas, principalmente na natureza. Nesse
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capitulo também é retratada a razao aurea, com seu vasto campo de aplicagoes. O
quarto capitulo é a aplicacao desse trabalho e esta dividido em duas se¢oes: Modelo de
Ornamentos e a Modelagem do Namero Aureo; onde sera propostas atividades para se-
rem empregadas em sala de aula com a aplicagao da Modelagem Matematica no Ensino
Basico. Essas atividades sao consideradas como modelos, pois contém as trés etapas
primordiais da modelagem: interacao, matematizagao e modelo. Na primeira se¢ao que
se trata sobre ornamentos, o professor pode trabalhar com a questao norteadora: como
compor ornamentos? A partir dai se d& o processo da Modelagem Matematica em sala
de aula com suas etapas implicitas. O mesmo se d4 na segunda secao deste capitulo,
onde se questiona sobre a beleza durea. O ultimo capitulo segue as consideragoes finais

que concluem esse trabalho.
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2 Modelagem Matematica

Neste capitulo descrevemos a importancia da modelagem Matemética no processo

ensino-aprendizagem e abordamos as etapas da modelagem.

2.1 Abordagem Geral

A Matematica surgiu da necessidade do homem interpretar e representar os acon-
tecimentos relacionados com a natureza. Assim, quem tem mais o seu dominio tem
maior capacidade de enxergar suas relagoes em diversas areas do conhecimento.

Com os constantes desafios que a educagao vem recebendo, o curriculo e os métodos
de ensino estao passando por reestruturacoes, de forma a potencializar a capacidade
do aluno obter um pensamento critico e independente. Para isto, os professores devem
despertar e desenvolver nos alunos a capacidade de ler e interpretar matematicamente.

Contudo, isso nao é uma tarefa facil, pois exige do professor uma participacao ativa
e efetiva, pois 0 mesmo deve ter um olhar dinamico, criativo, sensivel, sendo capaz de
despertar no aluno uma inquietagao no sentido de querer entender e resolver tal pro-
blema ou situacao apresentada, nao sendo necessariamente um problema matemaético.

A importancia da Modelagem Matematica no ensino de Matematica se deve ao
fato desta nao ser um procedimento rigido, fechado e sim por ser dinamico, onde o
aluno analisa dados, da sugestoes sobre temas, propiciando assim, debates, discussoes,
interpretacao de dados, tabelas, graficos, ou seja, abrange varios aspectos, onde ele se
torna sujeito ativo desse novo conhecimento.

Neste trabalho propomos algumas atividades em que o aluno seja capaz de traduzir
diversos problemas praticos do cotidiano para um modelo matemaético.

Para isso ¢ importante o uso da modelagem no processo de ensino-aprendizagem,
pois propicia ao aluno a oportunidade de desempenhar a criatividade nao somente
relativa as aplicacoes das habilidades Matematicas, mas, também na formulacao de
problemas, que ¢ uma etapa tao incentivadora quanto a resolucao.

O primeiro fato que o professor deve pensar ¢ o tema de estudo, sem necessaria-
mente ter ideia do conteido matemético a ser utilizado. Segundo Bassanezzi [3|, uma
dica que o professor pode dar ao aluno, quando este nao tem ideia de como lidar com
o tema a ser estudado, é que ele comece a medir ou contar como ponto de partida,
pois com essa estratégia, com certeza surge uma tabela de dados. Com essa estrutura-

cao de dados num sistema de coordenadas e com uma boa adaptacao dos seus valores
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viabiliza a visualizacao do evento estudado. Isso propicia a construcao de questoes,
as argumentacgoes de problemas e o desdobramento de pressupostos, podendo levar a
criacao de leis de formacao. Como dito anteriormente, a modelagem nao é um procedi-
mento rigido, ou seja, nao se restringe a assimilacao e uso de processos, procedimentos,
técnicas padronizadas que seguem uma convencgao.

Segundo Biembengut [4], o objetivo de um modelo matematico pode ser pedagogico,
explicativo, analitico, diretivo, etc. H& problemas que exigem fatos matematicos mais
simples e outros que exigem habilidades Matematicas mais complexas, mais elaboradas.
Seja qual for o nivel desses problemas, em geral, quando for quantitativo, requer uma
concepcao Matematica meticulosa, utilizando-se de simbolos, diagramas, graficos, ex-
pressoes numéricas, equacoes algébricas, tabelas, computador e relacoes Matematicas
que possam exprimir um fenémeno ou uma situacao-problema.

No geral, para ter real envolvimento dos alunos, é relevante o professor fazer um
diagnostico das principais falhas de contetidos que os alunos apresentam, quais suas
maiores angistias relacionadas com a Matematica e quais as situagoes ou fendémenos
que eles gostariam de trabalhar. Levando-se em consideragao a série do aluno, temos
que fazer uma adequacgao da modelagem trabalhada em relagdao ao programa curricular

que deve ser cumprido, podendo assim ser empregado por um determinado periodo.

2.2 Os Processos da Modelagem

Basicamente, a Modelagem Matematica abrange trés etapas: a escolha de temas, a
matematizagao e a validagdo. Segundo Biembengut 4] para se por em prética a Mode-
lagem Matematica, devemos seguir 5 passos: diagnostico, escolha do tema ou modelo
matematico, desenvolvimento do contetido programatico, orientagao de modelagem e

avaliagao do processo.

e Fase do Diagnoéstico

Para a implementacao da modelagem Matematica é necessario que o professor
primeiramente faca um levantamento sobre a realidade socioeconémica dos alu-
nos, quanto tempo é necessario para atividades extraclasse e o conhecimento
prévio matematico que possuem. Feito isso, juntamente com o niimero de alunos
e o horério da disciplina sao de suma importancia para que o professor faca um

bom planejamento das suas aulas.
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A realidade socioeconoémica dos alunos permite ao professor efetuar a escolha do
tema, ja que possui uma indicagao dos seus principais interesses, norteando assim
o desenvolvimento do projeto. Os conhecimentos prévios do aluno, facilitam ao
professor estabelecer que conteiidos matemaéticos tem que dar mais énfase, quais
sao obrigatoriamente necessarios e a quantidade de exercicios que sao propostos

para cada fase do processo.

O periodo em que a disciplina for realizada (periodo matutino, vespertino, no-

turno ou no fim do periodo) é importante para a dinamizagao das aulas.

A quantidade de alunos propicia uma melhor orientacao dos trabalhos de mo-
delagem, pois conduz a formacao de grupos de trabalho com maior ou menor

numero de alunos.

Outro fator relevante é a disponibilidade dos alunos para trabalho extraclasse,
pois implica a delimitacao dos objetivos quanto ao que esta trabalhando. Pode
haver assim, um antagonismo, alunos que trabalham tem mais desenvoltura com
temas aplicados na sua area de atuacao, porém, nao tem tempo suficiente para

estudar.

Escolha do Tema

Para se fazer modelagem ¢é preciso escolher temas, podendo ser inico ou nao, a
cada topico matematico do programa ou contetdo de um periodo escolar(bimestre,
semestre). Se o tema for tinico, o professor deve tomar cuidado para que este seja
abrangente e interessante para um bom desenvolvimento do contetido programa-
tico, nao deixando diminuir a motivacao dos alunos. O tema pode ser escolhido
pelo professor ou pelos alunos. Se for escolhido pelos alunos, uma vantagem é que
eles se sentem coadjuvantes no processo de aprendizagem. Em contrapartida, o
tema escolhido pode ser nao adequado ou muito complexo, podendo comprometer
o desenvolvimento do programa, exigindo do professor muito tempo, tanto para

aprender quanto para ensinar.

Desenvolvimento do Contetido Programatico

Nessa etapa o professor segue as mesmas etapas do processo modelagem, ou seja:
Interacao - reconhecimento e familiarizacao da situacao problema; Matematiza-

cao - formulacao e resolucao de problema, havendo nessa etapa o desenvolvimento
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do contetido matemaético; e Modelo Matemadtico- interpretacao e validagao. Para
uma melhor compreensao dessas etapas, o autor Biembengut [4] descreve bem o

procedimento.
— Interacao

Primeiramente, se faz uma breve explanagao sobre o tema, permitindo certa res-
tricao do aluno com algum requisito da area. O professor deve estar bem atento
nessa fase, pois se trata de um momento muito importante, a forma como ele
demonstra seu conhecimento e aptidao sobre o tema pode contribuir, substanci-
almente para a motivacao dos alunos. Nessa etapa, o professor deve conquistar o
querer aprender dos alunos. Logo em seguida, faz-se um levantamento de ques-
toes, de problemas relacionados ao tema, levando a uma real participacao dos

alunos com suas sugestoes.
— Matematizacao

Nessa etapa, seleciona-se uma das questoes levantadas a fim de instigar nos alu-
nos a resolucao ou a discussao sobre possiveis respostas. As respostas nortearao
caminhos para alcancar as metas propostas. O professor deve estimular a parti-
cipacao, a descontragao, a criatividade de cada um, deve manter um ambiente de
liberdade, reverberando assim em resultados convincentes em relacao ao apren-
dizado de Matematica. Se necessario, o professor pode propor aos alunos que
facam uma pesquisa sobre o assunto. Essas informagoes podem ser obtidas atra-
vés de palestras na escola, propiciando uma melhor visualizagao da relevancia da
Matematica estudada, como também o conhecimento e a valorizacao do traba-
lho de outro profissional. No momento da selecao ou formulagao das questoes
levantadas, quando se esta citando algum conteiido matematico relacionado com
o tema, o professor pode fazer uma interrupcao durante a exposicao e desenvol-
ver melhor a Matematica necessaria, retornando no momento oportuno. Nessa
ocasiao, o importante é nao perder a motivacao. Outro ponto a ser considerado é
que nesse processo, a maioria das vezes, o contetido programético mostra-se dimi-
nuto, apontando assim para um replanejamento ou reestruturacao do programa,
no destaque e na continuidade, em particular. Apos desenvolver o contetdo ne-
cessario e suficiente para o desenvolvimento do programa, propoem-se exemplos

analogos, onde dard uma melhor visualizacao do assunto, suprindo deficiéncias
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quanto a assimilacao do contetdo. Agora, o professor pode propor a resolucao de
exercicios, podendo ser convencionais, aplicados ou demonstragoes. Isso é uma
forma de aferir se os conceitos trabalhados foram compreendidos. Nesse estagio,
retorna-se a questdo que engendrou o processo, apresentando uma solucao. A
resolucao da questao em foco faz com o que o aluno volte ao problema e verifique

a Matemaética como um “instrumento” importante.
— Modelo

A questao formulada, que permite a resolucao desta e de outras similares, pode ser
considerada um modelo matemdtico. Esse instante deve se avaliar se o modelo
é valido e se é importante também. Assim, os alunos fazem uma anéalise do
resultado obtido, que é chamada de validacdo. Terminando essa etapa, pode-se
deixar um preambulo para uma possivel retomada e aprimoramento do modelo.
Se ainda houver interesse na continuidade do tema por parte dos alunos, passa-
se para uma segunda questdao, seguindo os passos anteriormente definidos. A

figura abaixo mostra o esquema para se fazer o desenvolvimento do conteido

programatico.
o Levantamento % Resolucio idacs
Exposigdo ° Formulagdo ) Modelo Validagdo
do tema I::> eselesao de |:> de questio |:> de uma |:> |:>
questdes guestio

H@ . 5

Contetdo 1 : Exemplos u

programatico analogos

Figura 2: Desenvolvimento do Conteido Programéatico
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e Orientacao de Modelagem

O principal objetivo com o trabalho de modelagem é o aprimoramento dos conhe-
cimentos dos alunos. Os alunos escolhem o tema e tem total autonomia por parte
do professor para direcionar seu proprio trabalho. Almeja-se por meio da modela-
gem o incentivo & pesquisa, a habilidade em formular e resolver problemas, lidar
com tema de interesse, aplicar o contetido mateméatico e o desenvolvimento da
criatividade. Para que o trabalho aconteca de forma efetiva, ¢ muito importante
que o professor, durante o planejamento, destine parte das aulas para a orientacao
do trabalho. Essas aulas devem ser ministradas no periodo letivo, propiciando
aos alunos adquirir conhecimentos matematicos, saber como aplicid-los e certa

destreza para fazer modelos.

Vejamos o seguinte exemplo: se a disciplina dispor de 60 horas-aula, destina-se
12 horas-aula, dividido em 5 etapas, para a orientagao da elaboragao do trabalho.
A primeira etapa sera realizada apds ser ministradas algumas aulas da disciplina,
assim o aluno tem alguma nocao sobre modelagem. Portanto, as etapas seguem
os seguintes procedimentos:

1. escolha do tema, estudo e levantamento de questoes;
formulacao;
elaboragao de um modelo matemaético;

resolugao parcial das questoes;

BAREEE B A

exposicao oral e escrita do trabalho.

As reunides para o acompanhamento e orientacao do trabalho servem como uma
forma de avaliar o processo de modelagem. Segue abaixo as etapas que podem

ser seguidas para a concretizacao do trabalho de modelagem Matematica:

— Escolha do Tema

O professor pode pedir aos alunos que se agrupem, de trés a cinco alunos
por grupo, incentivando-os assim a escolher o tema, de acordo com suas
preferéncias. Pode acontecer da escolha do tema nao agradar a todos os in-
tegrantes do grupo, o professor pode intervir nessa parte, evitando assim um
desgaste e uma desmotivacao nessa etapa, pode sugerir que cada membro
do grupo faca uma leitura cuidadosa sobre o tema escolhido, para posteri-

ormente reunirem-se para uma maior reflexdo sobre o tema que concebera
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o trabalho. A atuacao do professor nessa fase é de suma importancia, pois
pode utilizar de mecanismos que facilitem a escolha de um assunto interes-

sante, abrangente, que seja motivador para os alunos.

— Interagao com o Tema

Pode ocorrer do tema escolhido ser muito expansivo em relacao a realiza-
¢ao em tempo habil disponivel. O professor pode propor aos alunos que
facam: um levantamento de dados, a fim de se habituar com o tema ado-
tado; a elaboracao de pelo menos cinco questoes sobre o tema; a producao
de uma sintese do tema; e se for conveniente, fazer uma entrevista com um

especialista no assunto.

— Planejamento do Trabalho a ser Desenvolvido pelos Grupos

Através da sintese e das questoes elaboradas pelos grupos, o professor pode
se inteirar sobre o tema escolhido e também orientar quanto a ordem das
questoes a serem resolvidas, das mais simples as mais complexas. Em se-
guida, o grupo deve escolher uma questao para iniciar o trabalho. Tal ques-
tao deve ser a mais simples, pois os conhecimentos minimos necessarios
devem ser conhecidos pelos alunos. O grupo também deverd levantar os
dados reais da questao, descobrir o principio envolvido no problema, fazer
uma analise dos dados servindo de base para uma possivel generalizacio. E
importante também que o aluno analise a natureza e a proporcao do pro-
blema, formulando assim, hipoteses, para no futuro saber como resolver e
atacar o problema.Também é vital que apresentem um maior nimero possi-
vel de questionamentos sobre o problema, e por fim, que escolha e determine
a solucao mais viavel. Se o tema trabalhado estiver relacionado com alguma
area de facil acesso, poderé ser realizada uma entrevista com especialista ou

poderé ser feita uma visita in loco.

— Contetdo Matematico

Os modelos produzidos pelos grupos devem conter pelo menos uma pequena
parte do contetido programatico da disciplina. Se algum grupo necessitar
de algum contetido que nao estd no programa, o professor pode fazer uma
explanacgao individual, ou se for interesse da maioria, faz-se uma explicacao

para toda a classe.

— Validagao e Extensao dos Trabalhos Desenvolvidos
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No final do trabalho, é primordial que cada grupo faca: uma avaliacao da
solucao ou que a submeta & verificagao da adequacgao do modelo; divulgagao
do seu trabalho; relatorio, pois é a melhor forma de registrar ideias. Tal
relatério deve conter o motivo da escolha do tema, um historico sobre o
assunto escolhido e a apresentacao dos modelos. E tendencioso que os alunos
escolham temas que estejam relacionados com conteddos matematicos que
apresentam certa familiaridade, o professor pode nesse momento, instiga-los
com a resolucao de questoes com contetido que desconhecem, propiciando
um aprofundamento, para depois retornarem ao problema, sempre levando

em consideracao a duracao do curso e sua disponibilidade.
e Avaliacao do Processo
O autor Biembengut [4] ainda frisa que o ensino de Matemaética deve fornecer ao
aluno:
— Solida formacao Matematica;
— Capacidade para solucionar problemas;

— Saber realizar uma pesquisa;

Capacidade em usar tecnologias;

Capacidade de trabalhar em grupo.

Para isso a avaliacao ¢ um instrumento muito relevante nesse processo, pois serve
para redirecionar o trabalho do professor e serve para verificar o grau de apren-
dizado do aluno, podendo ser s6 pela observacao do professor ou por meio de
provas, exercicios e trabalhos realizados. E importante que os alunos saibam
de antemao os indicadores avaliativos adotados. Dentre os aspectos objetivos é
substancial que sejam avaliados a producao e conhecimento matemético, ou seja,
se 0 aluno consolidou a teoria Matematica, se operacionalizou bem os problemas
numéricos, se apresenta raciocinio logico, se tem interpretacao grafica. Outro
ponto que se deve avaliar ¢ sobre a producao do trabalho de modelagem em
grupo, aferindo se houve qualidade dos questionamentos na pesquisa realizada,
na obtencao de dados, na interpretacao e producao dos modelos matemaéticos,
na discussao e decisao sobre a natureza do problema levantado, na conveniéncia
da solucao apresentada, na validade das solucoes e na exposicao oral e escrita do
trabalho.
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3 Nocgoes Preliminares

Neste capitulo estao abordados alguns conceitos necessarios para a compreensao dos
modelos matemaéticos que trabalhamos no proximo capitulo. No modelo de ornamentos,
é necessario que os alunos tenham nocoes sobre isometrias, das quais destacamos a
translacao, a reflexao e a rotagao. Ja na modelagem da beleza usamos o conceito da
razao aurea. Neste sentido, é primordial que o professor faca uma apresentacao simples,

porém concisa desses conceitos.

3.1 Isometrias

Como trabalhamos com a analise de ornamentos, ¢ de suma importancia explicar aos
alunos o conceito de isometrias. Desde os tempos remotos o homem utiliza isometrias
em suas obras.

Com o avango da civilizacao, ha o uso de figuras com repeticao nas obras arquiteto-
nicas, nas obras de arte, etc.

De acordo com Wagner [8], as Transformagoes Geométricas sdo fungoes que pre-
servam a distancia entre os pontos e a amplitude dos angulos, isto ¢, transforma uma
figura em outra idéntica, podendo variar a direcao ou o sentido. Segue a definigao

formal de isometria abaixo:

Defini¢ao 1. T ¢é uma isometria quando a distancia d[T(A),T(B)] = d(A, B) para

quaisquer pontos A e B do plano.
Toda isometria possui as seguintes propriedades:
e a imagem de uma reta por uma isometria é uma reta;
e uma isometria preserva paralelismo;
e uma isometria preserva angulos.

Em decorréncia da definicao, temos que a imagem de uma figura ) por uma iso-
metria é uma figura Q)" congruente a ). As isometrias que abordamos neste trabalho
sao a translacao, reflexao e rotagao. Vejamos abaixo alguns exemplos de isometrias na

natureza.
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Figura 3: Reflexdo: Borboletas [10]

a5e5e5e

Figura 4: Translagao: Favos de Mel [10]

>

<
“

Figura 5: Simetria 28]

Figura 6: Reflexao: Folha [10]
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Figura 7: Translagdo: Cacto [10]

3.1.1 Translacoes

Vejamos agora o conceito de translagdo segundo Wagner [8].

Definicao 2. A translacao determinada pelo vetor v € a transformagao T, : 11 — 11

que leva cada ponto A do plano 11 no ponto A’ = A+ v desse plano.

AI
A=A+

Figura 8: Translagao Determinada pelo Vetor v.

A translacao transforma toda reta em outra paralela e por ser uma isometria, trans-
forma qualquer figura em outra congruente.

Podemos dizer que essa transformacao preserva, direcao, sentido e distancia, ela
apenas muda o objeto de lugar, mantendo-o inalterado. Vejamos abaixo alguns exem-

plos de translagoes:

27



Figura 9: Trabalho do Artista Grafico Holandés Maurits Cornelis Escher [26]

L _

Figura 10: Translacao de Figura [11]

3.1.2 Reflexao

Considere uma reta r e os pontos P e P’ .

Definicao 3. Dizemos que o ponto P’ é simétrico do ponto P em relagio a r quando
r € mediatriz de PP'. Se P pertence a r, dizemos que o seu simétrico em relacao a r

€ o proprio ponto P.

A reflexao em torno da reta r ¢ a transformacao S,.(P) que faz corresponder a cada

ponto P do plano, o ponto P’ = S,(P), simétrico de P em relagdo a r.
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Figura 11: P' = S,(P)

Observamos que a reflexao é uma isometria que transforma uma figura em outra
congruente, porém, com a orientacao do plano invertida, observamos conforme as figu-

ras abaixo.

Figura 12: Imagem Refletida [29]
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Figura 13: Imagem Refletida [30]

3.1.3 Rotacao

Considere um ponto Q fixo no plano II, orientado no sentido positivo (por conven-
¢ao, é o anti-horario).

Definicao 4. Dado um dngulo «, a rotacdo de centro () e amplitude o € a trasnfor-
magao que a cada ponto P do plano 11 associa o ponto P' = R.(P) de tal forma que
|QP'| = |QP|, a« = LPQP' e o sentido de P para P’ se mantém positivo.

Figura 14: Rotacao de Centro Q e Angulo a.

Portanto a rotacao de um objeto em relagdo a um ponto (eixo de rotacao), trans-

forma em uma outra figura ou objeto, congruente ao original, mantendo as mesmas
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distancias em relacao a esse ponto de rotagao. Esse “giro” pode ocorrer tanto no sentido

positivo quanto no sentido negativo. Vejamos abaixo alguns exemplos de rotagao.

Um quarto de volta Trés quartos de volta Uma volta intaira

Figura 16: Rotacoes de Acordo com Alguns Angulos [33].

3.2 Razao Aurea

Nesta secao definimos uma razao entre as medidas de um segmento denominado
razao aurea. Apresentamos algumas propriedades desse ntimero e suas aplicacoes rela-
cionadas com a natureza.

O texto abaixo foi retirado do Capitulo 3 do livro Sequéncia de Fibonacci e o
Nimero de QOuro [9)].
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3.2.1 Razio Aurea e o Numero de Ouro

Definigao 5. Dizemos que um ponto C divide um segmento AB na razio durea, isto
|AB|  |BC]
|BC| |AC]

€, em média e ertrema razao, se

De acordo com esta defini¢do, chamando |AB| = a e |BC| = z, temos que |AC| =

a — x e obtemos o niimero que corresponde & propor¢ao

AB|  a
|AC|  a—=x
A B
@ & @
a—=T xr
a
— -

De acordo com as informacoes acima, temos

xXr
:I:@—:—@I2+CL(L’—G2:O

| AC T @ a-a
=a — |

Como z é a medida de um segmento, este deve ser positivo. Portanto, o tinico valor

(1445
=a|l—F5— |

) 14++5

_\/5_1_ 5

possivel para x é

Que resulta em

a
T
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A este nimero obtido, que produz a razao aurea, da-se o nome de nimero de ouro.

1++5 .
O ndmero de ouro —\/_ é representado pela letra grega ¢ em homenagem a Fidias

(490 - 431 a.C.), que foi o escultor grego da estatua da deusa Atena e de Zeus, e também
arquiteto do Partenon, o templo da capital Atenas, pois ele utilizava este nimero em
suas obras. Esse nimero irracional, por se tratar da razao entre duas grandezas que
sempre produz o mesmo resultado ¢, também é chamado de razao aurea, definida

acima. Com i8so, escrevemos

o= % ~ 1,6180339887498948482045868343656...

Os pitagoéricos utilizaram a razao aurea, embora nao conhecessem o ntmero de
ouro ¢, na construcao e na idealizagao de sua estrela pitagorica. De fato, esse niimero
¢ a razao entre os segmentos da estrela, por isso, ela tem uma aparencia singular e
simétrica. Um dos primeiros registros que se tem conhecimento sobre a razao aurea
data de aproximadamente 1650 a.C.; é no papiro de Rhind, um documento no qual
constam 85 problemas copiados por um escriba chamado Ahmes, de um trabalho mais
antigo ainda. Neste texto, cita-se uma razao sagrada que acredita tratar-se da razao

aurea.

Figura 17: Uma Parte do Papiro de Rhind. Depositado no Museu Britanico, Londres
[27] .

Os antigos babilonios sabiam como criar o retangulo dureo (seré definido na secao
seguinte). Numa escavagao feita em Sippar, no sul do Iraque, o arqueotlogo assirio

Hormuzd Rassam (1826-1910) encontrou uma tabua, com comprimento de 29,21 c¢m e
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largura de 17,78 c¢m, conhecida por Tdbua de Shamash. Note que as dimensoes dessa
tabua estdo muito proximas da razao aurea (até um digito apds a virgula, o que naquele
tempo ja era muito bom):

29,21

773~ 1,6428571428571428571428571428571... =~ .

A razao aurea foi e é usada para dar harmonia e perfeicao as obras, e isso fez com
que muitos projetos de obras grandiosas usassem tal recurso. Exemplos disso sao a
Monalisa de Leonardo da Vinci, as Piramides de Gizé (no Egito), o prédio das Nagoes
Unidas em Nova lorque (EUA) e até mesmo objetos comuns, tais como, cartoes de
crédito e formatos de livros.

O mais interessante, que vemos também adiante, é que a propria natureza utiliza-se
de tal razao para suas obras. Apenas para exemplificar esta tltima observacao, existem
medidas do corpo humano cuja razao é aurea. Leonardo da Vinci, cientista, pintor,
escultor e arquiteto renascentista percebeu isto e desenhou o homem vitruviano, que

mostra as proporcoes aureas do corpo humano.

-]
WOM S Wy
O
wO g By N

f
omE W F

Figura 18: O Homem Vitruviano [34].

Para obter geometricamente o ponto C' que divide um segmento AB na razio au-
rea, basta proceder da seguinte forma: dado um segmento AB de comprimento a, a
partir de uma das extremidades, por exemplo B, tracamos uma perpendicular BD, de
comprimento g. Ligando A a D, determinamos um triangulo retangulo ABD, reto em

B. Pelo Teorema de Pitagoras, temos que a hipotenusa mede

[AD| = aTﬁ
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. a —= . . .
Subtraindo 3 de |AD| a partir de D, podemos fazer isso com um transferidor,

levando a medida de BD para a hipotenusa com a ponta seca do transferidor em D,

determinamos o ponto 7" e com isso, a medida do segmento AT é

[AT| = [AD| — (BD| = ° 5—%:a<\/5_1).

2 2

Agora, com a ponta seca do compasso em A, transferimos a medida de AT para o

segmento AB. Obtemos com isto um ponto C, onde

\E\_ a _1+\/3_

s

Logo, realmente C' é o ponto procurado, que divide o segmento AB na razao aurea.
Para visualizar, é bom fazer o desenho conforme explicado acima e verificar os céalculos

apresentados.

3.2.2 Poténcias de ¢

Vamos mostrar a ligacao entre as poténcias de ¢ e a sequéncia de Fibonacci. Para isto,
V5

vamos calcular algumas poténcias de ¢ como segue. Sabendo que ¢ = 7 temos
2
, [1+V5 1+2v56+5 34+v5 2 145
& Y= 9 = 1 = 5 = 5 + 5 =1+

e P =plo=(1+plp=p+e’=p+1+p=1+2p
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o =P p=(14+20)p=0+20 =0 +2(14+p)=p+2+2p =2+ 3p;
o P =plo=(2+3p)p=20+3p>=20+3(1+p) =3+ 5y;
o 0= o= (3+5p)p=3p+5p>=3p+5(1+¢)=5+8y;
o "=l p=(5+8p)p =>5p+8p>=5bp+8(1+p) =28+ 13yp;

o O¥=¢"p=(8+13p)p =8p+13p* =8p+ 13(1+ ¢) = 13+ 21y;

Analisando os resultados obtidos acima, montamos a tabela abaixo:

n 1 2 3 4 5 6 7

P10+ |14+ | 14+20 2430 | 34+5p | d5+8p | 8+ 13¢p

Consideremos a sequéncia de Fibonacci (f,,). Observe que, definindo fy = 0, temos
que os termos constantes e os coeficientes de ¢, na ordem em que aparecem, formam

na ordem, os termos da sequéncia de Fibonacci. Isto nos motiva a conjecturar
Conjectura 1. p"=f, 1 + f,.0, Vn > 1.
Provemos essa conjectura usando a inducao Matematica sobre n:
(i) n=1:¢"= fo+ fip =0+ 1o = p. Logo, vale a base da indugao.

(ii) Suponhamos que a igualdade seja verdadeira para n = k, ou seja, que vale

©F = fi_1 + fr.¢. Devemos mostrar que vale para n = k + 1, ou seja, que
O = fo 4 frerr-e

Note que

P =r o = (fior + fep)p = firp + frp? =

= fi1p + fi(L+ @) = fimr.0+ fo + frp =

= (fim1 + fo) o+ fo = fo + frrr-e.

Portanto, vale o**! = fi + fii1.0.

Assim, por (i) e (i7), mostramos que a conjectura acima é verdadeira, ou seja,

provamos a proposicao que segue.
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Proposicao 1. Para qualquer nimero natural n > 1, vale a igualdade

San = fn—l + fn-@a

onde f; , 7 =1,2,3,... sao os nimeros de Fibonacci e fo = 0.

3.2.3 O Retangulo Aureo e a Espiral

Definicao 6. Chama-se retdngulo dureo o retangulo no qual a razao de suas medidas

obedece a razao durea.

Observacao: as proximas figuras desta segao foram feitas no GeoGebra pelo autora.

Seja ABC'D um retangulo dureo. Destacando o quadrado ADEF do retangulo

aureo acima, temos, de acordo com a definicao,

‘
ﬁ

FS
S
Bl
=

Como |EF| = |AD| =z, AB = a, temos |FB| = a — x e disso,
a T
= s 2?4 ar—a®=0.
a—x
omo x é positivo, obtemos

1+5

8l Q8|
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F N . . o
Portanto, ‘ﬁ: = @ e, entao, o novo retangulo BC'E'F', interior ao primeiro, tam-
bém é dureo. Novamente, construindo um quadrado no novo retangulo aureo interior

ao primeiro, obtemos outro retangulo interior a este segundo, também nas proporgoes

aureas, e este processo ¢ infinito, sempre guardando essa proporgao de ouro.

Uma vez tendo desenhado essa sucessao de retangulos dureos, podemos desenhar
uma espiral como na figura abaixo. Dizemos que esta espiral construida preserva a

razao aurea. Tal espiral é conhecida como espiral de ouro.

4

Vamos deduzir a equagao em coordenadas polares da espiral de ouro. Considere a
sequéncia de retangulos de ouro desenhados a seguir, onde o maior deles ABC'D, tem
as medidas AB = p e AD = 1. Destacamos também algumas diagonais, onde todas se

encontram em um ponto O, que é a origem do sistema polar. Por construcao, temos

que ADEF é um quadrado de lado unitario.
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Fixamos um sistema cartesiano ortogonal em A. Assim temos os seguintes pontos:

A(0,0), B(p,0), C(, 1), D(0,1), E(1,1) e F(1,0).

t s

Entdo, a equagao da reta r, que passa por B(p,0) e D(0,1), é obtida pela condigao
de alinhamento

z y 1
01 1]|=0&z2z+py—p=0.

¢ 0 1

-1
Portanto, (r) : y = —az + 1. De forma analoga, obtemos a equacao da reta s que

passa por C' e F'

1 1
(s):y = T —
p—1 p—1
- . . —1 .
Repare que r e s sao perpendiculares, pois sendo m, = — e ms; = 1 seus coefici-
¥ Y=
-1 1 —1

—1.

entes angulares, temos que m,.m; = —. = =
, . o -1 -9 .
Resolvendo o sistema linear formado por estas duas equacoes de retas, obtemos o

ponto O, interseccao entre as retas. Assim resolvendo o sistema, obtemos o ponto

2 -1
o2 7 .
20—1 2¢p—1

Destacando o triangulo DOFE, vamos mostrar que o angulo agudo 0 = DOE ¢ igual

a 45°. Note que o coeficiente angular m, da reta ¢, que passa por E e O, é

¥

my = —m.
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Assim, o angulo # procurado é

my — My

tgh =

1+ my-. 1y B

Assim, tgd = 1, ou seja, § = 45°. Portanto, como DOC = 90° e DOE = 45°,
concluimos também que EOC = 45°. Note que cada retangulo de ouro da sequéncia
é obtido do anterior por uma rotagao de 90° em relacao ao ponto O e uma contracao
igual a ~!. Mostramos agora a questao da contragao.

De fato, com a ajuda da Geometria Analitica, se OD tem comprimento [, e ao
transformar o retangulo ABCD no retangulo BCEF, OD passou a ser OC, com
ocC =1.

De acordo com as informagoes acima e os calculos anteriormente realizados, temos
2

D(0,1), C(p,1) e O ( L4 o1 > Calculando |OD|, temos:

20—1"2p—1
2 2 2 4 2
@ p—1 © ©
oD \/(290—1 ) () \/(290—1)2+(290—1)2
¥ 3
= 1.
25— 1VP T

Analogamente, calculamos |OC/:
2 2 2
4 p—1 2 :
oC| = - ~1) = Vo — 2012, :
|0C| \/(2@_1 <p> +(2§0—1 ) - ® o+ 2, ou seja
Y 2012
20— 1 ) P+ 2.

Iremos comparar as medidas OC e OD calculadas. Como ¢* = p+1 e dai, p*+1 = ©+2

oC =

e P2 =1+ 2p, temos

1 1
' =20 +2=—(p* 20+ 2)¢" = (" +1-2p+ 1)p? =
¢ @

1 1 1
= E(w +2-20+1)p* = =3 — )’ = E(i’w? — %) =

@
1 1 1
:E(3¢2—(1+2<ﬂ)):E(3(90+1)—1—290):E(3<P+3—1—2<P)=
1 1
= —p+2) == +1)

1
Logo, ¢ —2p+2 = E(QDQ + 1), e com isso,

LA/ R -2 ey et o lop
Ve T2 = @2(90+) p TVY L :

¥

0C] =

2¢
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ou seja, |OC| = lOD, mostrando que realmente |OC| é uma contragao (pois o fator
multiplicador ¢! < 1) de |OD| de ¢~ !.

Assim considerando O a origem de um sitema de coordenadas polares com o eixo
real Ol e imaginario OF, que sao perperndiculares provado anteriormente, pois sao
obtidos de um giro de 45° dos eixos OD e OC', que mostramos serem perpendiculares,
temos entao, nesse sitema em coordenadas polares: I(1,0) e E(¢p, g) (da mesma forma
que anteriormente, o comprimento OC' era | e OD era [,). Logo o ponto G tem as
coordenadas G(o7, —g)

De fato, todos os pontos que obedecem a relacao estabelecida acima tem a forma
(@”,n%), n € N.
Isso nos permite, entao, mapear os pontos GG, I, E e A. A curva que passa por esses
pontos é a espiral de ouro procurada.
Finalmente, deduzimos a equacao da espiral de ouro usando equacoes diferenciais.
A curva procurada, em coordenadas polares, é tal que a variacao do raio p em relacao
a variacao do argumento # é proporcional ao mesmo raio p, ou seja, queremos achar a
solucao da equacao diferencial
dp
a9~ 7
com os pontos (¢, g) e (1,0) satisfazendo a equacao procurada. Resolvendo a EDO

acima pelo método da separacao de varidveis, temos

d d
—p:ap:>/—p:a/d«9:>lnp:a9+c,
do P

ou seja, p = ke®?,

Pelos pares de pontos determinados acima, obtemos os valores das constantes « e
k. Para (p,0) = (1,0), obtemos k = 1. Logo, p = e*.

Agora, com (p,0) = (yp, g), obtemos

g0:e§:>1n<p:ozg:>a:%1ng0.

20
= (p ™
Ou seja, a equagao da espiral de ouro para o retangulo de ouro de lados 1 e ¢

. 2 2
Assim, p = e®? = exflny = e~

unidades de comprimento ¢ p(f) = @™ .
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3.2.4 Aplicagoes

Exibimos algumas aplica¢oes da espiral na natureza e também algumas aplicagoes do
retangulo dureo. Comecemos observando que as sementes do girassol e a disposi¢ao

dos pinhos de um pinhao ficam na forma de uma espiral.

Figura 19: Espirais Encontradas na Natureza [22]

Observe que a concha do nautilus também obedece a esta lei de formacao, conforme

os esquemas abaixo:

Figura 20: Espiral Encontrada na Natureza [21]

As folhas da bromélia também possuem esta mesma regra de formacao:
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Figura 21: Espiral Encontrada na Natureza [21]

Abaixo temos uma foto de uma galaxia, que também apresenta o formato da espiral

de ouro:

Figura 22: Espiral Encontrado no Espaco [21]

O retangulo dureo também tem varias aplicacoes, como nas artes e na arquitetura.

Vejamos agora algumas dessas aplicacoes.

Figura 23: O Sacramento da Ultima Ceia-Salvador Dali [21]
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O famoso quadro A Monalisa de Leonardo da Vinci, tem a proporgao aurea presente

na relagao tronco e cabega e também nos elementos do rosto.

Figura 24: Beleza Aurea da Monalisa [21]

Uma curiosidade sobre esse nimero de ouro é que o médico Steven Marquardt
(cirurgiao plastico) criou uma maéscara para determinar se um rosto é realmente bonito,
chamada Maéascara Phi. Estruturada através de sequéncias Matematicas relacionadas
abaixo: A altura da testa = altura do nariz ;

Altura do nariz = 1/3 inferior rosto;

Largura do nariz = largura dos olhos;

Distancia interocular = largura do nariz;

Distancia entre os olhos = largura dos olhos;

Largura da boca = 1,5 x largura do nariz (Maquardt considera 1,618 - proporgao
Phi);

Largura da face = 4 x largura do nariz.

Abaixo segue a imagem da tal mascara Phi criada pelo médico.
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Figura 25: Mascara Phi [21]

4 A Modelagem em Sala de Aula

Neste capitulo sao apresentadas propostas de modelos matematicos para serem apli-
cadas no Ensino Médio ou Fundamental que ¢ o Modelo de Ornamentos e Modelagem

do Numero Aureo.

4.1 Modelo de Ornamentos

Segundo Biembengut [4] desde os tempos mais remotos os ornamentos, simbolos de
beleza e harmonia, tem desempenhado um papel especial nas nossas vidas. Uma con-
firmacao disso sao as obras de arquitetura, a arte indigena, o artesanato dos diversos
tipos de povos, os adornos, a composicao de tecidos, vitrais de igrejas, dentre intime-
ros exemplos. Nesta secao apresentamos como criar e analisar ornamentos utilizando

alguns principios matematicos.

4.1.1 A Gramatica dos Ornamentos

Na natureza encontramos diversos exemplos de isometrias: as flores, folhas, frutas,
animais, etc. A isometria é um movimento inflexivel no plano que aplica um ornamento

sobre si mesmo. Isso significa que ao efetuarmos um deslocamento em uma figura ou
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em algum elemento gerador, sua forma e tamanho nao modificam. A isometria pode
ser direta (translagdo e rotacao) ou inversa (reflexdo e translacao refletida).

De maneira mais informal dizemos que translacao é o deslizamento da figura sobre
uma reta r. Os pontos da figura percorrem segmentos paralelos, ou seja, dados dois
pontos genéricos de uma figura A e B, translacao é o movimento T que leva A em A’

e B em B’ de tal forma que o quadrilatero ABB’A’ seja um paralelogramo.

Figura 26: Movimento de Translacdo [11]

A rotacao é um giro da figura em torno de um ponto fixo, sendo esse ponto perten-
cente ou ndo a figura. Dessa forma, para todo ponto P do plano, R(P) é obtido sobre

uma circunferéncia de centro O e raio |OP|, movimentado de um angulo « qualquer.

)

T

Figura 27: Movimento de Rotagao [18|

A reflexao é a transformacao que conserva a distancia de um ponto a um eixo r

fixo. Esse eixo pode ou nao interceptar a figura, sendo a mediatriz de cada segmento
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determinado por um ponto da figura inicial e seu correspondente da figura obtida no
final. Assim, S(A) = A’ esta sobre a perpendicular de uma reta fixa r (eixo de simetria)

e que dista de r o mesmo que A dista de r.

I

-f"‘\‘

=

Figura 28: Reflexao [24]

Glissoreflexao ou translacao refletida é o movimento que combina dois movimentos:

reflexao R, com eixo r, e trasnlacao T paralela ao eixo r.

= =

Figura 29: Glissoreflexao [19]
De acordo com Biembengut [4], a gramatica dos ornamentos estabelece uma classifi-

cacao dos grupos de simetria, dando énfase as propriedades Matematicas de translagao,

rotacao, reflexao e translagao refletida ou glissoreflexao. Dada uma figura, ou elemento
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gerador, aplicando uma ou mais propriedades de isometria, obtemos um motivo ou

ornamento.

Na Matemaética consideramos trés tipos de ornamentos: faixeta, roseta e mosaico
(exemplificado nas figuras abaixo).

A faixeta é um ornamento infindavel, composto entre duas retas paralelas. A si-

metria essencial para sua composicao é a translacao. A combinacao com as demais

simetrias permite criar sete tipos de faixas.

Gl G1: translacGes;
G2 G2: rotagtes de 180°;

G3: reflexdes horizontais,
Pex) G4: reflexdes verticais,

G5: rotagdes de 180° e reflexdes
G4 horizontais;

G6: rotagoes de 180° e translacdes
Gs refletidas horizontais; e
G6 G7: translaces refletidas horizontais.
G7

Figura 30: Tipos de Faixetas [19]

Figura 31: Faixetas: Bordado em Toalha [20]

48



Figura 32: Faixetas em Cesta [23]

A roseta é um ornamento limitado, composto de forma circular. A simetria estrutu-
ral para sua composicao ¢ a rotacao. Também é possivel fazer um outro tipo de roseta

combinando a reflexao e a rotacao.

Figura 33: Vitral de Igreja [12]
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Figura 34: Estrela do Mar [25]

O mosaico é um ornamento ilimitado no plano e a simetria imprescindivel para a sua
composicao ¢ a translacao em duas diregoes. Para compor um mosaico ¢ necessario uma
rede. Existem cinco tipos essenciais de redes: quadrados, retangulos, paralelogramos,
losangos e triangulos equilateros. Combinando uma ou mais isometrias é possivel obter

17 tipos de mosaicos, que estao exibidos em Biembengut [4].

Figura 35: Exemplos de Mosaicos na Natureza [15]
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Figura 36: Exemplos de Mosaicos: Figuras de Escher [16]

4.1.2 Aplicacao do Modelo de Ornamentos

Abaixo seguem sugestoes de atividades de composi¢ao de ornamentos utilizando os

conceitos de isometrias, extraido de Biembengut [4].

e Atividade 1

Facamos um molde de cartolina de uma figura ou elemento gerador, contornando-
o posteriormente sobre uma folha de papel. Se contornarmos o molde entre dois
segmentos paralelos, de forma que cada figura mantenha-se & mesma distancia,
efetuando uma translacao, obtemos uma faixa, que ¢ um ornamento ilimitado

entre duas retas paralelas.

Enquanto os alunos vao elaborando uma faixa, o professor pode desenvolver con-
ceitos intuitivos de geometria plana, paralelismo e perperndicularismo entre retas
e alguns axiomas da Geometria. O importante é que cada aluno tenha sua pro-
pria figura e possa observar a veracidade dos conceitos matematicos, a partir do

que ele mesmo ira construir.

Analogamente, o professor pode propor outras atividades como: fazer faixas
usando uma tira de papel, recortando-a na forma retangular, dobrando-a como
uma sanfoninha e recortando-a na forma que julgar pertinente; observar ao redor

e verificar a existéncia de faixas decorativas.

51



e Atividade 2

Usando um molde, pode ser o mesmo utilizado na atividade anterior, contorne-o
novamente sobre uma folha de papel. Fixando o molde em um ponto O vamos
gird-lo em um sentido (horario ou anti-horario), contornando-o novamente. Este

giro é uma rotagao.

Como um giro completo tem 360°, podemos dividir a circunferéncia em n partes.
Por exemplo, dividindo em 4, cada angulo central é 90°. Contornando o molde
de tal maneira que a medida entre um molde e outro seja a mesma, completamos

a figura, obtendo assim uma roseta.

Figura 38: Roseta Criada com o Uso do Aplicativo Geogebra
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Nesta roseta podemos observar que a figura sofreu um movimento de rotacao.
Com essa atividade podem ser desenvolvidos os conceitos de angulos, circunfe-
réncia, arcos, relacao entre reta e circunferéncia, angulo central e angulo inscrito,

dentre outros.

Atividade 3

Essa atividade permite que o aluno faca uma andlise de ornamentos, obras de
artes e/ou figuras em geral, identificando qual o tipo de simetria empregada. Par-
ticularmente, na ficha abaixo, estao algumas obras de M. C. Escher (1898-1972),
um artista grafico holandés, conhecido por apresentar um trabalho artistico for-
temente associado com a Matemaética, utilizando simetrias em suas obras. Todas

as imagens utilizadas nessa tabela foram retiradas de [26].
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Figura 1

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nio

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacdo () Reflex@o () Rotagdo () Glissoreflexdo

Figura 2

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nio

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacdo () Reflex@o () Rotagdo () Glissoreflexdo

Figura 3

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nio

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacao () Reflexao () Rotagao () Glissoreflexao
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Figura 4

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nao

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacao () Reflexao () Rotagao () Glissoreflexao

Figura 5

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nao

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacao () Reflexao () Rotagao () Glissoreflexao

Figura 6

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nio

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacao () Reflexao () Rotagdo () Glissoreflexao
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Figura 7

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Nio

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacao () Reflexao () Rotagao () Glissoreflexao

Figura 8

Qual a figura padrao utilizada?

Existe simetria?

() Sim () Ndo

Identifique o tipo de simetria utilizada na fi-

gura

() Translacdo () Reflexdo () Rotagdo () Glissoreflexdo

4.1.3 Analise de um Ornamento

Como analisar matematicamente um ornamento ou uma arte decorativa? Uma

possibilidade de andlise para um ornamento é identificar primeiramente o elemento

gerador e logo apds verificar quais isometrias utilizadas em tal ornamento.

Vamos observar dois mosaicos construidos por Escher:

56




Figura 39: Escher [13]

Essa arte de Escher foi obtida com a repeti¢ao do motivo (réptil) que compoe cada
quadrado da rede, efetuando um movimento de rotacao de 90°. O quadrado construido
depende do ponto O, arbitrariamente fixado. Observamos que para passar do réptil
escuro (elemento gerador) para o réptil mais claro, foi preciso um giro de 180°, conforme

Biembengut [4].

Figura 40: Escher [14]

Esse segundo mosaico é composto de duas figuras que se repetem. Observamos que
hé a translacdo dos cavalos claros (elemento gerador), logo apos, fez-se uma reflexao
desse objeto com translacao, obtendo assim os cavalos mais escuros, onde também
foram repetitivamente transladados.

Biembengut [4] fala que a graméatica dos ornamentos ¢ um estimulo & observagao,

a contemplacao da natureza e a analise dos objetos encontrados & nossa volta.
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Baseando-se nos conceitos de ornamentos limitados, que sao as rosetas, e nos ili-
mitados, que sao as faixas e os mosaicos, e nas observagoes feitas, os alunos podem

desenvolver sua criatividade ao elaborar e analisar ornamentos.
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4.2 Modelagem do Numero Aureo

A preocupacao com a beleza, tanto fisica como a do ambiente nao é de agora, ja
vem dos nossos ancestrais. Acreditamos que desde os tempos primitivos o ser humano
tem permanecido em estado de indagacao sobre a harmonia e a beleza do universo.
O homem estabeleceu uma ordem de comparagao entre os objetos que o rodeiam na
tentativa de fundamentar o que é belo. Nesta secao, mostramos algumas propriedades
do nimero de ouro e secgoes aureas com sugestoes para serem trabalhadas em sala de

aula. O texto abaixo ¢ retirado de Biembengut [4].

4.2.1 Padrao aureo de beleza

E possivel avaliar a beleza fisica de uma pessoa por meio de uma formula Matemd-
tica?

A beleza é abstrata! O que para uma pessoa pode ser belo, para outra nao é.
Porém, é possivel mostrar a harmonia de proporcoes, realizando comparacoes. Para
tal comparagao é necesséaria um critério especial, denominado medida. As medidas sao
padroes especificos que relacionam cada objeto com outros de natureza semelhantes.

Podemos utilizar o corpo humano para despertar a curiosidade dos alunos, fazendo-
os medirem varias partes do corpo e analisarem os resultados. Por exemplo, se tomar-
mos a altura de uma pessoa e dividirmos pela medida que vai da linha do umbigo até
o chao, vemos que a razao ¢ a mesma que da medida do queixo até a testa em relacao
aos olhos até o mesmo ponto. O mesmo ocorre em outras partes do corpo.

Qual € esta razao?

Facamos um teste: tomando as respectivas medidas, a altura do corpo e a altura
do umbigo em relagdo ao chao, e em seguida fazer as seguintes divisdes: altura (x) pela
medida do umbigo ao chdo (a) e vice-versa. Esse teste pode se tornar uma atividade
interessante aos alunos, fazendo com que facam essas medicoes uns com os outros,

percebendo que o resultado se aproxima do ntmero de ouro.

4.2.2 Aplicagcao do Modelo da Beleza

e Atividade 1: Modelagem da Beleza

O professor pode convidar os alunos a verificarem “se possuem a beleza aurea” |

efetuando varias medidas pelo corpo e depois fazendo a divisao entre as mesmas. Feito
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isso, peca a eles que anotem todas as medi¢oes numa tabela, para depois fazerem uma
analise dos resultados aferidos.

Um exemplo de esquema (tabela) que o professor pode sugerir é:

Parte do corpo(a)

Parte do corpo(b)

Resultado : a/b

Resultado: b/a

altura da pessoa

medida do umbigo até

o chao

medida do ombro a

ponta do dedo

medida do cotovelo a

ponta do dedo

tamanho dos dedos

medida da dobra cen-

tral até as pontas

medida do cotovelo ao

inicio da mao

medida do inicio da
mao até o fim do dedo

médio

medida do quadril ao

chao

medida do joelho ao

chao

medida da cintura até

a cabeca

tamanho do térax

medida do rosto

medida da bochecha

Embora as medidas variem de uma pessoa para outra, a experiéncia tem nos mos-
trado que a razao ou coeficiente de proporcionalidade que domina a beleza é a mesma
para a maioria das pessoas, adultos principalmente, podendo haver alteracoes nos ado-
lescentes em fase de crescimento.

Se os alunos forem das séries iniciais, nao é necessario apresentar os nimeros e nem
a demonstracao da razao aurea. Apenas comentar sobre essa relacao, que representa

beleza e harmonia do corpo humano. Caso a intencao for trabalhar com a divisao de
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numeros decimais, esta atividade permite efetuar uma grande quantidade de calculos.
Ou se o objetivo for introduzir os nimeros irracionais e a equacao do 2°, o nimero de
ouro e a sec¢ao aurea permitem fazer isso.

Seja qual for o grau de escolaridade, o interessante é medir varias pessoas, usando

o bordao: vocé quer verificar se possui a beleza aurea?

4.2.3 Analise do Modelo da Beleza

A atividade anterior propicia a participacao dos alunos em trabalhos em grupo,
fazendo com que sejam sujeitos corresponsiveis pela coleta, elaboracao e anélise dos
dados aferidos. Apos a atividade desenvolvida o professor pode pedir a analise dos

dados, levando os alunos a conjecturarem a respeito das propriedades aureas.
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5 Consideracoes Finais

No desenvolvimento deste trabalho aprendemos sobre os conceitos e as etapas da
Modelagem, e que este nao é apenas uma mera aplicagao de algum conteiido mate-
matico: exige planejamento, estudo, uma grande participagao dos sujeitos envolvidos,
podendo envolver a todos na comunidade escolar.

Através deste trabalho vimos que a Modelagem Matematica pode ser uma ferra-
menta de ensino muito importante no ensino basico e como pode desenvolver nos alunos
a se tornarem sujeitos atuantes na construcao do seu proprio conhecimento.

Um fator muito relevante sobre o uso da modelagem no ensino bésico é que essa
metodologia é dindmica, flexivel, necessita do envolvimento de todos os alunos, propicia
uma maior interacao professor-aluno, aluno-aluno, aluno-conhecimento.

No decorrer do trabalho, através das atividades propostas, podemos perceber que a
Matematica esta tao presente no nosso cotidiano, que na maioria das vezes nem paramos
para apreciar e analisar sua presenca e suas varias aplicabilidades no mundo que nos
rodeia. O terceiro capitulo deixa bem evidente essas aplicacoes, quando tratamos das
isometrias e da razao aurea com varios exemplos presentes na natureza e no campo das
artes.

Foram apresentadas algumas atividades que podem e devem ser aplicadas em sala
de aula no Ensino Fundamental ou até mesmo no Ensino Médio. Estas atividades
propostas abordaram sobre ornamentos, inicialmente identificando qual o tipo de iso-
metria verificada, para depois concretizarem o que lhes foi pedido relacionado com
sua composicao e analise. Também propusemos atividades sobre a modelagem do nu-
mero de ouro, fazendo que os alunos trabalhem em grupo com diversas medicoes do
seu proprio corpo, para depois fazerem uma coleta de dados e sua respectiva anélise.
Este tema é interessante, pois propicia ao professor um constante aprimoramento da
sua pratica docente, instigando no professor o desejo de sempre rever seus métodos
pedagogicos, sua forma de avaliar o processo ensino-aprendizagem, suas expectativas
de aprendizagem.

Os tipos de atividades propostas envolvendo Modelagem Matemética propiciam
um maior entendimento pelos alunos em determinado contetido, pois eles mesmos sao
corresponsaveis por todo o processo, desde a inteiracao sobre o tema proposto por eles
ou pelo professor, até a execu¢ao do modelo. Como o tema de Modelagem Matematica
é muito abrangente, escolhemos dois assuntos especificos (isometrias e niimero de ouro)

para apresentarmos atividades a serem trabalhadas no Ensino Basico.
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Temos conviccao que estratégias de ensino como esta, podem amenizar significan-
temente o fracasso escolar em que sdo acometidos os alunos do Ensino Bésico, porém
ainda precisam ser melhoradas e aperfeicoadas para que tenhamos um resultado mais
significativo.

O presente trabalho permite fazer uma auto-reflexao enquanto profissional e aponta

novos caminhos para se ensinar Matematica.
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