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“Um matemdtico que nao € também um
pouco poeta nunca serd um matemdtico

completo.” (K. Weierstrass)



RESUMO

O presente trabalho visa resgatar o estudo de divisao de niimeros inteiros positivos através
da aplicacao e analise da prova do “noves fora”. Este método utilizado pela escola antiga,
para verificar se uma certa operacao, adi¢ao ou multiplicacao por exemplo, esté correta
ou nao e que hoje ficou relegado ao esquecimento traz ferramentas poderosas de divisibi-
lidade, sistema de numeracao e congruéncia. Mostraremos o método pratico da prova dos
noves para as operagoes de adigao, subtracao, divisao e multiplicacao bem como as de-
monstragoes necessarias. Assim é abordado nessa obra o sistema de numeracao decimal e
mudanca de base, algoritmo da divisao, critérios de divisibilidade e congruéncia. Por fim,
conclui-se que a regra nao consiste apenas de uma pratica social e sim de um instrumento

aritmético capaz de desenvolver aprendizagem significativa em matematica.

Palavras-chave: Noves fora. Divisibilidade. Congruéncia.



ABSTRACT

The present work aims to recover the study of division of positive integers through the
application and analysis of the “ noves out ” test. This method used by the old school to
verify if a certain operation, addition or multiplication for example, is correct or not and
that today was relegated to oblivion brings powerful tools of divisibility, numbering system
and congruence. We will show the practical method of the nines test for addition, sub-
traction, division and multiplication operations as well as the necessary demonstrations.
Thus, the system of decimal numbering and base change, division algorithm, divisibility
criteria and congruence are discussed in this work. Finally, we conclude that the rule con-
sists not only of a social practice but of an arithmetic instrument capable of developing

meaningful learning in mathematics.

Keywords: Nine-out. Divisibility. Congruence.
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1 INTRODUCAO

A Aritmética sempre foi uma &rea importante no ensino de Matematica. E no-
torio o conhecimento, de nossos parentes que vivenciaram a escola antiga, das operagoes
bésicas. A prova dos noves fora que remota a séculos, foi uma pratica muito utilizada
para verificar se uma certa operagao fundamental estava ou nao correta. O processo era
repassado também de forma empirica entre as geragoes sendo muito comum a prética pe-
los comerciantes. Por exemplo, para se verificar se a adicao 321 + 25 = 346 estava correta
era feito o seguinte procedimento: Somava-se os digitos das parcelas (3+2+1+2+5=13)
e se verificava o resto da divisao por 9 do nimero formado, no caso 4. Da mesma forma,
procedia-se com o resultado (3 +4 + 6 = 13) que também tem resto 4 na divisao por 9.
Sendo os restos da soma das parcelas e do resultado iguais, dizia-se esta correta a adigao.

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre a prova dos noves, a temética par-
tiu de um incomodo sobre observacoes da possivel infabilidade do método para garantir
exatidao das operagoes bésicas. Na abordagem foi alavancado os aspectos historicos e a
importancia matemaética nos conceitos de divisibilidade e congruéncia. A principio, focou-
se numa breve reflexao da relevancia da prova dos noves como uma pratica social, regra,
técnica ou método. Mostra-se também como se da o emprego da regra nas operagoes de
adicao, subtracao, multiplicacao e divisao. Ressalta-se as controvérsias do emprego da
técnica evidenciando que nem sempre a mesma ¢ eficaz. Expoe-se aplicagoes da prova dos
noves, dos setes e dos onzes fora utilizando classe de residuos nos ntmeros inteiros.

Em suma, o trabalho mostra a importancia da prova dos noves nao apenas como
pratica social, mas como uma poderosa aplicacao de conceitos mateméaticos de valiosa

importancia em Aritmética.



2 DIVISIBILIDADE

Neste capitulo estudaremos os axiomas de Peano, o Principio da Boa Ordenacao,
as propriedades da divisao, o algoritmo da divisao de Euclides e os critérios de divisibili-

dade.

2.1 Axiomas de Peano

A construgao de nimeros naturais tem como ponto de partida o Sistema Axio-
mético de Peano constituido por trés termos indefinidos e quatro axiomas. No enunciado
é assumido a Teoria de conjuntos e o termo nimero natural deve ser “entendido” como

elemento de um conjunto denotado por N.

SISTEMA AXIOMATICO DE PEANO
1. Termos indefinidos: Conjunto; nimero natural; sucessor.
2. Todo ntmero natural tem um tnico sucessor.
3. Nuimeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.

4. Existe um tunico natural, chamado um e representado pelo simbolo 1, que nao é

sucesso de nenhum outro.

5. Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto ¢ X c N ). Se 1 € X e se, além disso,

o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entao X = N.

O ultimo dos axiomas de Peano é conhecido como Azioma da indugao. Ele é
a base de um eficaz método de demonstragao de proposi¢oes, método este denominado
Principio de Indugao Matemética. O axioma da inducao pode ser reescrito, usando-se a

liguagem de propriedades. Nesta forma chamamos de Principio de Indugao Matematica.

Teorema 2.1.1 Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Se
(i) P(1) € vdlida e

(1i) para todon € N, a validez de P(n) implica na validez de S(n), onde S(n) é o sucessor

de n.

entao P(n) € vdlida para todo n € N.
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Demonstragao Seja X o subconjunto de nimeros naturais n para os quais P(n) é valida.
Em virtude do axioma (i) temos que 1 € X e que n € X implica S(n) € X, em virtude do

axioma (7i). Portanto, pelo axioma da indugao, X = N. [

Utilizando o termo sucessor, ou seja, S(n) = n+ 1 é definido as operagdes de
adicao e multiplicacao de naturais. Também é definido uma ordem total, indicada por <.

Para detalhes destas construcoes ver ([4], pp. 27-31).

Definicao 2.1.1 Seja X c N um conjunto nao vazio. Diz-se que ny € X € o menor

elemento de X sen >ny para todone X.
Teorema 2.1.2 Todo subconjunto nao vazio X c N possui um menor elemento.

Demonstracao Suponhamos, por absurdo, que X nao possua um menor elemento. Seja
X" o conjunto complementar de X em N. Considere os conjunto I,, = {n e N, I, c X'}, e
a sentenca aberta

P(n):I,c X'

Como 1 < n para todo n, segue-se que 1 € X', pois caso contrario, 1 seria um
menor elemento de X, logo P(1) verdade. Supondo que P(n) seja verdade. Se n+1 € X
como nenhum elemento de I,, pertence a X terfamos que n + 1 é um menor elemento de

X, o que contraria a hipotese tomada. Logo, n+1 € X', seguindo que
Ina=1,u{n+1}cX’,

segue que P(n + 1) é valido. Pelo principio de indugao matematica X’ = N. Logo, X é
vazio, uma contradigao.

[ ]

Para a segao seguinte vale ressaltar a importancia dos ntmeros inteiros que

caracterizam-se por nao possuir parte decimal. O conjunto dos nimeros inteiros é consti-

tuido por todos nimeros naturais e nimeros negativos (niimeros menores que zero). Além

disso, o conjunto dos inteiros nos permite trabalhar com a ideia de quantidades negativas.

2.2 Definicao e Propriedades de Divisibilidade

Nesta secao relacionaremos algumas propriedades bésicas sobre divisibilidade de

inteiros as quais serao a base das demonstragoes sobre critérios de divisibilidade.

Definicao 2.2.2 Sejam a e b dois numeros inteiros, com a # 0. Dizemos que a divide b

se, e somente se, existe um inteiro k tal que b = ak.

Para simplificar a escrita, a notac¢do a | b indicard que a # 0 e que a divide b.
Observamos que zero ¢é dividido por qualquer inteiro nao nulo e nao definimos a divisao

de um numero natural por 0.
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Proposigao 2.2.1 Sejam a e b nimeros inteiros. Se a |b, entdo
—a | b, al|-b, -a|-b e lal | |0].

Demonstragao Se a | b, entdo existe um inteiro k£ tal que b = ka. Além disso, pela

Defini¢ao 3.1.4 temos a # 0. Assim, segue que

(i) Do fato de a # 0, conclui-se que —a # 0. Logo, b = (-k)(-a). Portanto, —a | b.
(it1) Como b = ka, temos —b = (-k)a. Dai, a | -b.
(i71) Como —a # 0, entdo —b = k(-a). Logo, —a | -b.

(iv) Sendo a #0 e —a # 0, temos |a| # 0. Assim, |b| = |k||a|. Portanto, |a| | |b|.

Proposicao 2.2.2 Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros.
(i) Sealbeb|c,entdaoalc

(it) Sea|beb|a, entdo a=0>ou a=-b;

(iti) Seal|bealc, entdao a|pb+qc;

(iv) Sea|bea|b+c, entdo alc.

Demonstragao (i) Se a | b e b| ¢, entdo existem p e ¢ inteiros tais que b = pa e ¢ = gb,

dai segue que ¢ = (pq)a. Portanto, a | c.

(ii) Se a | b e b|a, entdo existem inteiros 1 e 75 tais que b = r1a e a = rob. Dali,

seque a = ry - ria implicando em rq - 79 = 1. Assim, temos
ri=ro=1 ou ry =79 =-1.

Portanto, a = b ou a = -b.
(iti) Se a | b e a | ¢, entdo existem inteiros u e v tais que b = au e ¢ = av,

multiplicando as equacoes, respectivamente, por p e ¢ temos
pb = pua e qc = qua,

somando-se as equagdes membro a membro obtemos pb + gc¢ = (pu + qv)a. Portanto,
a | (pb+qc).
(iv) Se a|be a|b+c, entdao existem p e ¢ inteiros tais que b=ap e b+ ¢ = aq dai

segue que ¢ = (q - p)a, portanto, a | c. [
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Proposicao 2.2.3 Se a e b sao inteiros, entao:
(i) a=bla™-b", quando a # b;
(it) a+b|a® -b>, quando a # -b.

Demonstragao (i) Utilizaremos na demonstragao o Principio da Indugdo Matematica.

A afirmacao é verdade para n = 1. De fato,
a-bla'-b'=a-b.

Suponhamos ser verdadeiro que a — b | a® — b para n inteiro positivo. Fagamos:

oyt = g a4+ (b-a"-b-a™) - b"-b

= (a-b)-a"+b-(a™-0b").

a

Dai, como a—b|a-b e por hipotese de induc¢ao a—b| a™—b", decore que a—b| a™* - b+

Portanto, a — b | a® - b para todo n inteiro positivo.

(i1) Novamente utilizaremos o Principio de Indu¢do Matematica. A afirmagao é

verdade para n = 1. De fato,
a+b|a*-b*=(a+b) - (a-0).
Suponhamos que a + b | a®" — b®" seja verdade para n inteiro positivo. Fagamos:

a2(n+1) _ b2(n+1) — a2n . CL2 + (bQCLQn _ b2a2n) _ b2b2n

(a2 _b2) _a2n +b2 . (a2n _an).

Logo, como a + b | a®> - b? e por hipotese de indugdo a + b | a?” - b?" implica em a + b |

a?(n+1) — p2(n+1)  Portanto, a + b | a®" - b" para todo n inteiro positivo. n

O proéximo resultado é devido ao matematico, astronomo e filésofo grego Eudoxus
(408-355 a.C.) nascido em Cnidos.

Eudoxus estudou com Arcquitas de Tarento, o mais conhecido e ilustre pitagorico.
O problema de duplicar o cubo interessava a Arcquitas e é razodvel supor que o interesse
de Eudoxus por esse problema foi estimulado por seu professor. Outros tépicos provaveis
que ele tenha aprendido, incluem a teoria dos ntimeros e a teoria da musica. Eudoxus fez
uma colaboracao fundamental para a teoria da proporcao, onde estabeleceu uma defini-
¢ao que permite os comprimentos possivelmente irracionais sejam comparados de forma
semelhante ao método de multiplicacao cruzada usado hoje. Uma grande dificuldade ha-
via surgido na Matemaética, o fato de que certos comprimentos nao eram comparaveis.

O método de comparagao de dois comprimentos = e y encontrando um comprimento ¢
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de modo que x = m -t e y = n-t para nimeros inteiros m e n falhavam para linhas de

comprimentos 1 e \/5

A teoria desenvolvida por Eudoxus esta estabelecida no Livro V dos Elementos
de Euclides, a Definicao 4 nesse livro é chamada de axioma de Eudoxus e foi atribuida a

ele por Arquimedes sendo assim anunciada:

Considera-se que as magnitudes tém uma propor¢ao entre si que € capaz, quando

um maltiplo de qualquer um pode exceder o outro.

Para Eudoxus significava que um comprimento e uma area nao podiam ser com-
paradas. Mas uma linha de comprimento /2 e uma de comprimento 1 tém uma relacao
capaz desde que 1-v/2>1 e 2-1>+/2. Por isso, o problema dos comprimentos irracionais
foi resolvido no sentido de que se poderia comparar linhas de qualquer comprimento, seja

racional ou irracional.

Teorema 2.2.3 (Eudoxus) Se a e b inteiros com b+ 0, entao a é um maltiplo de b ou

se encontra entre dois multiplos consecutivos de b, isto €, existe um inteiro q tal

(i) b>0=>gb<a<(qg+1)b;

(i1) b<0=>qgb<a<(q-1)b.
Demonstragao Sejam a >0 e b> 0 (os casos em que a < 0 ou b < 0 podem ser demons-
trados de forma anéloga).

(i) Se a = gb, para algum ¢ € Z nada a provar e o resultado segue.

(i1) Se a # gb para todo ¢ € Z existe um menor inteiro k que satisfaz a condigao
a < kb. Podemos afirmar que
(k-1)b<a.

Se a < (k—1)b contradiria o fato de a < kb e k ser o menor inteiro para o qual isto ocorre.
Assim devemos ter (k- 1)b < a e dai (k- 1)b < a < kb. Tomando ¢ = k — 1 obtemos
gb<a<(qg+1)b. u

2.3 Algoritmo da Divisao de Fuclides

Em Alexandria, Egito, surgiu por volta de 300 a.C. um tratado que se tornaria
um dos marcos da Matematica, Elementos de Euclides. Neste tratado composto por treze
livros (capitulos), encontram-se sistematizada a maior parte do conhecimento béasico da

Matematica da época.

Muitos resultados nao sao creditados a Euclides, mas ele teve o mérito de esta-

belecer um padrao de apresentagao e rigor matematico jamais alcancado anteriormente,
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tido como um exemplo a ser seguindo nos milénios que se sucederam. Dos treze livros de
Elementos, dez versam sobre Geometria e trés sobre Aritmética. Nos trés livros de Arit-
mética, Livros VII, VIII e IX, Euclides desenvolve a teoria dos niimeros naturais, sempre
com uma visao geométrica. No Livro VII, sao definidos os conceitos de divisibilidade, de
ntmero primo, de niimeros perfeitos, de maximo divisor comum e de minimo miltiplo co-
mum, entre outros. No mesmo livro, encontra-se enunciada (sem demonstragao) a divisdo
com resto de um namero natural por outro, chamada divisao euclidiana. Apés Euclides,
a Aritmética estagnou por cerca de 500 anos, ressurgindo com os trabalhos de Diofanto

de Alexandria que viveu por volta de 250 d.C.

Teorema 2.3.4 (Divisao Euclidiana) Se a e b sao inteiros positivos, com b+ 0, entdo
existe um unico par de inteiros q e r tais que a =qb+r, com 0 <r <b. Mais ainda, ocorre

r =0 se, e somente se, b|a.

Demonstracgao FEuxisténcia: Pelo teorema de Eudoxus, como b > 0 existe ¢ € Z tal que

gb<a<(q+1)b,logo, 0<a-qgb<b. Tomando r = a - gb, garante-se a existéncia de q e 7.

Unicidade: Suponhamos a existéncia de um outro par ¢; e r; de forma que:
a=bq +ry com0<r;<b

Assim, temos (bg+1) - (bgy +71) = 0 implica que b(q—¢q1) = r1 —r decorrendo que b | r{ -7,
logo, pela Proposi¢ao 2.2.1, p.12 implica em b | |r; —7|. Como 0 <7y <be0<r<b, temos
|ri = 7| < b, e assim como b | |r; — 7| teremos 1y —r = 0, logo, r1 = r e assim temos bgq; = by,

portanto, ¢; = q ja que b # 0. [ ]

A proxima definicado desempenha um papel fundamental na Aritmética.

Definicao 2.3.3 (Ntamero Primo) Um nidmero inteiro (n > 1) possuindo somente dois

divisores positivos n e 1 € chamado primo.

Teorema 2.3.5 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero inteiro maior
do que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico , a menos da ordem, como um produto

de nimeros primos.

“A demonstragao do teorema pode ser encontrada em [3, Teorema 1.9].”

Usaremos o Teorema Fundamental da Aritmética para provar que existe uma

quantidade infinita de nimeros primos.
Teorema 2.3.6 A sequéncia dos nimeros primos € infinita.

Demonstragao Provaremos o resultado pelo método de reducao ao absurdo.
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Consideremos finita a quantidade de ntimeros primos. Assim, podemos listar
todos os nimeros primos como pi,ps,...,P,. Seja R um ntmero inteiro da forma R =
pip2-..pn + 1. Como R > p;,i = 1,2...n, necessariamente R nao é primo, logo possui
algum fator primo p; da nossa lista de nimeros primos. Dessa forma, como p; | R e
pi | p1,p2, - -, D implica que p; | R—p1,p2, ..., Dn, Ou seja, p; | 1 0 que é absurdo. Portanto

a hipotese inicial é falsa. Logo, a quantidade de ntimeros primos é infinita. [ ]

2.4 Sistema de Numeracao Decimal

O sistema de numeragao decimal ¢ construido utilizando dois conjuntos. Um
alfabeto (conjunto) « constituido por dez letras (elementos) denominados digitos ou al-
garismos, e outro conjunto J chamado base e constituido pelos nimeros naturais que sao

poténcias de dez cujo registro é 10:
1. «={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0};
2. p=A1,10, 102, 103,...}.

Na construgao das operagoes com naturais fica estabelecido a notogao: 10° = 1; 10! = 10.

Um numero natural é registrado por uma palavra (numeral) escrita com as letras
(algarismos) de «. Por exemplo, o numeral 1 representa o nimero natural que nao é
sucessor de nenhum outro, 2 é sucessor de 1, 3 é o sucessor de 2, etc. e 10 é o sucessor de
9. Aqui, definimos as operagoes n+0 =n e n-0 = 0, para todo naumero natural n. Definido
o valor dos numerais com um algarismo, podemos definir o valor dos numerais com mais
de um algarismo, observando a posi¢ao do algarismo no numeral, por isso o sistema ¢é

chamado de posicional. O numeral z,x,_1---x12 representa o numero natural
10" + 2,1 10" + oo + 2110 + 2.

Como exemplo, observemos que o 13 018 é o registro de
1-10*+3-10°+0-10? +1-10 + 8.

Para facilitar a comunicacao, é estabelecido uma regra de leitura para um nume-
ral. Cada algarismo possui uma ordem contada da direita para esquerda, de forma que,
no exemplo acima, o primeiro um (1) que aparece é de segunda ordem enquanto que o

trés (3) é de quarta ordem. A cada terna de ordem forma-se uma classe.

(1) Classe das Unidades Compreendendo unidades, dezenas e centenas representando

respectivamente a primeira, segunda e terceira ordens.



CapiTuLO 2. DIVISIBILIDADE 17

(2) Classe do Milhar Compreendendo unidades de milhar, dezenas de milhar e centenas

de milhar representando respectivamente a quarta, quinta e sexta ordens.

(3) Classe do Milhdo Compreendendo unidades de milhdo, dezenas de milhao e centenas

de milhao representando respectivamente a sétima, oitava e nona ordens.

Como aplicagao do Algoritmo da Divisao de Euclides, Teorema 2.3.4, mostrare-

mos o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.4 Todo nimero inteiro positivo k pode ser escrito de forma tnica no

sistema de numeracao decimal.

Demonstragao (i) Vamos provar que k pode ser escrito na base decimal.

Pelo Algoritmo da Divisao de Euclides temos k = 910 + zg, com 0 < zy < 10
em que gy = £,10" 1 + x,_110"2 + --- + x; e repetindo o processo indefinidamente vamos
obter quocientes cada vez menores. Como o quociente nao pode ser negativo ocorrerd um
momento em que ele é nulo.

Supondo que quando tivermos o quociente nulo o resto sera x,,, teremos:

k = q010+$0, 0<xg< 10,
qo = Q110+ZL'1, 0S$1<10,
@1 = 210+ m, 0 <y < 10;
In-2 = G110+ 1, 0<z, 1 <10;
Gn-1 = 0-10+z,, 0<z, <10.

Substituindo gy na primeira expressao, ¢; na segunda expressao e assim por diante obte-

remos:

k = qO10+I0
= 10(q1 10+ x1) +
= ¢110% + 2,10 +

= 102(QQ10 +ZE2) +[L’110 + Zo

= 2,10" + 2,1 10"t + 2, 510" 2 + - + 2110 + .

Dessa forma mostramos que k pode ser escrito no sistema decimal.
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(i1) Vamos provar que k se escreve de forma tunica.

Suponhamos que existem duas expressoes para o ntmero k, na mesma base 10 com n <m

e z, # 0. Logo terfamos
k=2,10"+2,110" 1 + - + 2110 + 29 = ¥, 10™ + 4,1 1071 + -+« + 1,10 + o,

com n, m naturais.
Tem-se que g e yo sao os restos da divisao de k por 10 e x,10"! + 2,1 1072 + --- + 24
e Yml0m 1 + g4 110m72 + .- + y; seus respectivos quocientes. Assim pela unicidade do

quociente e do resto temos,
To =Y € 10" + 2, 11072 + oo + 29 = 4, 107 + 47, 11072 + o 4y

De forma anéloga repetindo o processo obteriamos: x1 = 41,29 = Y2, Tp = Y € =M.

Portanto k se escreve de forma tnica. ]

2.5 Critérios de Divisibilidade

A seguir enunciaremos e demonstraremos os critérios de divisibilidade que sao de
boa comodidade para analisarmos quando um ndimero é divisivel ou nao por outro. Isto

facilita decompor um ntimero natural em produto de poténcias de primos.

(1) Critério de divisibilidade por 2 Um nudmero € divisivel por 2 se, e somente se,

o algarismo das unidades € divisivel por 2.

(2) Critério de divisibilidade por 5 Um numero € divisivel por 5 se, e somente se,

o algarismo das unidades € divisivel por 5.

Demonstracgao Seja k € Z. Escrevendo k na forma decimal

E o= 2,10" +2,110" + 2, 510" 2 + - + 2510% + 2110 + ¢
= 10[2,10" " + 2, 110" % + 1, 510" 3 + - + 2510 + 1] + 7

2-5[2, 10" + 2, 110" + 2, 510" + -+ + 2510 + 21 | + 0.

Tomando ¢ = 5[, 10! + 2,,_110"2 + x,, 510"3 + - + 2,10 + x| temos

k=2q+ xo.

Portanto 2 | k se, e somente se, 2 | zo.
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De forma analoga para o critério por 5 basta fazermos
q =2[1,10" + 2, 110" + 1, 510" 3 + - + 2510 + 2
e teremos
k=5q" + .
Portanto 5 | k se, e somente se, 5 | zo. u

(3) Critério de divisibilidade por 3. Um ndmero € divisivel por 3, se somente se, a

soma de seus digitos € divisivel por 3.

Demonstragao Primeiro mostremos que (10" — 1) é um multiplo de 9.

Como (107 -1) = 10" — 17, pelo item (i) da Proposigao 2.2.3, p.13 temos (a - b) |
(a™ = b"). Logo (10-1)| (10" —1) o que implica que (10" - 1) = 9p. Seja

k=2,10"+ 2, 110" + 2, 510" 2 + - + 2510% + 2,10 + .

Escrevendo k da seguinte forma:

o
Il

T, (10" =1+ 1) + 2, (10" =1+ 1) + -+ 2 (10 -1+ 1) + 2

Ty (10" = 1) + 2,1 (10" = 1)+ 4 21 (10 = 1) + (2 + Loy + - + 21 + 3.

Utilizando o fato de (10" — 1) ser um multiplo de 9 temos:

w
Il

()T + (WPp-1)Tpg + -+ 921 + (X + Ty + -+ T1 + 20)

= 3-[3(pn)Tn +3(Pn1)Tp 1+ + 301 + (Tp + Tpoy + -+ 21 +20).
Tomando m = [3(pn) @y + 3(Pn1)Tn1 + -+ 3x1] € ¢= (2 + Tpq + - + 21 + Tg) temos,
k=3m+q.

Portanto 3 | k se, somente se, 3| q. n

(4) Critério de divisibilidade por 9. Um nimero € divisivel por 9, se somente se, a

soma de seus digitos € divisivel por 9.

Demonstragao Utilizando a construgao feita na demonstragao anterior e tomando
k=9[(pn)Tn+ (Prn-1)Tna+-+x1]+ (Tp + Tpy + - + 21 + 20).
Fazendo m = [(pn)Tn + (Pp-1)Tna + -+ 21] € ¢= (T + Tpoy + -+ + 21 + o) temos

k=9m+q.



CapiTuLO 2. DIVISIBILIDADE 20

Portanto 9 | k se, e somente se, 9 | g. [ |

(5) Critério de divisibilidade por 4 Um nimero serd divisivel por 4 se, e somente

se, o numero formado pelos dois ultimos digitos forem divisiveis por 4.
Demonstracao Seja k = 2,10" +x,_1 10" + 2, 51072 + ... + £510% + 2110 + z¢. Escrevendo
k=100 [2,10"2% + 2, 110" 3 + ... + 29] + 2110 + z0.

Tomando 10z, + x¢ = m teremos:

o
Il

100 - [2,10" 2 + 2, 110" 3 + ... + 23] + m

4-25[2,10" 2 + 2, 110" + . + 0] + .

Fazendo ¢ = 25[2,10"2 + x,,_110"73 + ... + 5] temos
k=4qg+m.

Portnto 4 | k se, e somente se, 4 | m com 0 <m < 100 o resultado segue. |

(6) Critério de divisibilidade por 7 Um nimero k = x,x,_1 ... 1120 € divisivel por
7 se, e somente se, o numero formado pela diferenca entre o nimero obtido de k
retirendo-se o algarismo das unidades e o dobro do algarismo das unidades € divisivel

por 7.

O exemplo que segue servira para entendimento do critério e auxilio do processo

demonstrativo.

Exemplo 2.5.1 Considere o nimero k& = 69720. Inicialmente separamos o digito 0 da

unidade e do niimero restante 6972 subtraimos o dobro deste digito, ou seja
6972 -0 =6972.

A seguir repetimos o processo até obtemos um niimero suficientemente pequeno de forma

que possamos, reconhecer, rapidamente se é ou nao divisivel por 7.

697 - 4 = 693.
69 -6 = 63.

Como 63 ¢ divisivel por 7 o que iremos demonstrar é que tal fato implica ser o namero

original também divisivel por 7.
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Demonstragao Seja k um ntmero da forma k =10 [z,10" ! + ... + 25102 + 21| + x0.

Simplificando a notagao temos
q=10-[2,10" "+ ... + 2210 + 1], tem-se k = 10q + xo.
Seja o namero r = g — 2xy. . Vamos mostrar que

T keT]|r

(i) Se 7|k implica que 7| 10g + z¢, entao existe um inteiro p tal que 10q + zo = 7p, dai

xo =Tp—10q.
Logo,

q-2x9 = q-2(7p-10q)
= q-14p+20q

= 7(3q-2p).
Assim g - 2x¢ = Tu, com u € Z. Portanto, 7 | r.

(ii) Se 7 | r implica que 7 | ¢ — 2z, entao existe um inteiro n tal que g — 2z = Tn, dai

q="Tn+2x,.

Logo,

10q + xo 10(7n + 2x0) + 29 = 7T0n + 202 + 0.

70n + 21xy = 7(10n + 3xy).

Assim 10q + xo = Tv, com v € Z. Portanto, 7 | k.

(7) Critério de divisibilidade por 11. Um nimero natural k = x,x,1... 21T €
divisivel por 11 se, e somente se, a soma alternada dos seus algarismos xog— x1 +

xo — -+ (=1)"x,, for um nimero divisivel por 11.
Lema 2.5.1 Para todo n natural com n > 1, tem-se que 10" = 11q + (-1)™.

Demonstracgao Usando o Principio da Inducao Matemética sobre n a afirmacao é verdade
para n = 1. De fato, 10 =11 - 1.

Suponhamos ser verdadeiro que 10" = 11¢g + (-1)" para algum n natural e fagamos

107+ =107 - 10.
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Sendo assim, 10" = [11g + (-1)"] - 10 por hipotese de indugao. Logo

10" = 11-10g+10-(-1)"
= 11-10g+ (11 -1) - (-1)"
= 11-10g+11-(-1)"+ (=1) - (-1)"
= 11-[10q + (=1)"] + (-1)"*1.

Tomando ¢’ = [10g + (-1)"] temos
107+1 = 11q/ + (_1)n+1'
Logo é verdade que 10" = 11¢q + (-1)" para todo n natural. ]

Provemos agora o critério de divisibilidade por 11 acima citado.

Seja k = 2,10™ + x,,110" 1 + ... + 25102 + 2,10 + 29 com 0 < x; < 9.

Usando o Lema 2.5.1 podemos escrever:

ko= xp[11g, + (=1)"] + -+ 2[11ge + (=1)*] + 21 [11qy + (=1)] + 2
= 11 (zpgn+ -+ T2qe +x1q1) + (To — 21 + T2 — -+ + (=1)"x,).
Tomando m = (2,q, + -+ T2q2 + 1q1) € p= (g — o1 + T2 — - + (=1)"x,,) temos
k=11m+p.

Portanto 11 | k se, e somente se, 11 | p.
(8) Construgao de um critério.

Seja p = abecd um natural. Iniciemos com uma observagao: p —d é divisivel por 10.
Definindo o natural 4
p p—
=—-2d.
10
Explicitando o valor de p temos

p=10q + 21d.

Portanto, p é divisivel por 7, se, e somente se, ¢ for divisivel por 7.

O critério de divisibilidade por 7 apresentado acima pode ser generalizado . Seja
p = abed um natural. Como vimos, g = p—d é divisivel por 10. Seja A um natural qualquer.

Considere o natural p
p —_—
=—— - )d.
=0
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Explicitando o valor de p temos
p=10q+ (10A + 1)d.

Com essa constru¢ao podemos determinar varios critérios de divisibilidade. Por exemplo,

para A = 1 temos o critério por 11.

Observacgao 2.5.1 Ha dois fatos interessantes sobre divisibilidade por 11.

(i) Todo nimero na forma 999...9 onde o nimero do digito ¢ par ¢ divisivel por 11.
Basta verificar que 9999 = 9900 + 99 , 999999 = 999900 + 99 ou aplicar o critério de
divisibilidade 9-9+9-9=0.

(ii) Todo nimero da forma 100...01, onde o digito 0" entre dois "uns’ é par é multiplo
de 11.
Basta verificar que 1001 = 990 + 11 , 100001 = 99990 + 11 ou aplicar o critério de
divisibilidade 1 -0+ 0 - 1.

2.6 Owutros Sistemas de Numeracao

A construgao de um sistema de numeragao diferente do sistema decimal segue
os mesmos procedimentos. Escolhido um natural b, o sistema de numeragao na base b
¢ construido utilizando dois conjuntos. Um alfabeto (conjunto) a constituido por dez
letras (elementos) denominados digitos ou algarismos, e outro conjunto  chamado base

e constituido pelos naturais que sao poténcias de b:
1. a={x, 29,23, .., 251, T };
2. B=41,b,0%0%...}.

Usualmente z;, = 0, e as operagoes de adi¢ao e multiplicacao por 0 segue a regra
habitual. Um namero natural é registrado por uma palavra (numeral) escrita com as
letras (algarismos) de a. O numeral x; representa o nimero natural que nao ¢ sucessor
de nenhum outro, x5 é o sucessor de x1, x3 € o sucessor de xy, etc. Definido o valor
dos numerais com um algarismo, podemos definir o valor dos numerais com mais de um
algarismo, observando a posi¢ao do algarismo no numeral, por isso o sistema é chamado

de posicional. O numeral z;, ...x;, z;, representa o numero natural

Iznbn + .. +inlb+$i0.
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No caso em que a base é maior que 10 como a representacao dos algarismo vai
de 0,1,3,---,9 devemos acrescentar novos simbolos a cole¢ao. Por exemplo, sendo b = 13,
temos D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,\,¢,w} com \, ¢ e w, respectivamente, os representantes

do 10, 11 e 12. Logo, [36A7Tw];3 tem como registro

3-1344+6-132+10-132+7-13+ 12,

cuja representacao decimal é o niimero 100 658.
A seguir mostraremos como passar o namero inteiro positivo k£ da base decimal

para uma base b. Escrevendo k na base decimal temos
ko= 2,10" + 2, 110" + o + 2510% + 2110 + 20, (2.1)
com 0 < z; < 10. Devemos determinar os inteiros y,, ¥n_1, - - - , Yo N& €XPressao
k= ynb™ + Y1 0"+ o+ yob® + y1b + 10,

com 0 < y; < b. Divindo a equagao (2.1) por b obtemos

K/b 2,10" b+ 2, 110" b+ - + 29102 /b + 2110/b + 2 /b

K’+£L’O/b.

Assim o resto zy dessa divisao é o ultimo algarismo y, da representacao desejada.

Dividindo-se K’ por b obtemos
Kb = 2,10"/0* + 2, 110" [b? + -+ + 2510% /6% + 2,10/b?

e o resto dessa divisao é o peniltimo algarismo y; da representacao desejada. Continu-

ando o procedimento obteremos todos os digitos v, Yn-1,-- -, Yo-

Exemplo 2.6.2 Escrevamos 783 na base 6.

783 = 130-6+3

130 = 21-6+4
21 = 3-6+3
3 = 0-6+3

Logo 783 =3-63+3-62+4-6+ 3 e portanto 783 = [3343]¢
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Exemplo 2.6.3 Escrevamos 5483 na base 13.

0483 = 421-13+10
421 = 32-13+5
32 = 2-13+6
2 = 0-13+2

Dai 5483 =2-132+6-132+5-13 + 10.

Assim devemos acrescentar um novo simbolo para representar o 10. Denotemos
este simbolo por A. Portanto 5483 = [265)];3.

Usando tabuas correspondentes construidas para uma base b podemos igualmente
efetuar adi¢oes e multiplicacoes no novo sistema sem, em momento nenhum, ter que fazer
a transformacao para o sistema decimal.

Vamos ilustrar esse fato com a base 6 e construiremos as tabuas de adi¢ao e

multiplicagao correpondentes.

Adicao Multiplicacao

o 11|23 0(1] 2] 3
o(oj 1,213 0[0[0] 01O
171213 /4] 51|10 110(1 2] 3
212131451011 210124 (10]12]| 14
3134 |5 [10]11 |12 310310 13|20 |23
4145 101112113 4101411220124 |32
5151011 12|13 |14 5101514233241

Exemplo 2.6.4 Multipliquemos [204]¢ por [25].

[\]

+
Ul =~ =
G| = =] X
I Wi O

DO

As operagoes foram realizadas com o auxilio das tabuadas acima. o



3 CONGRUENCIAS

Carl Friederich Gauss(1777-1855) foi um dos maiores mateméaticos de todos os
tempos

Gaus nasceu em Brunswick, Alemanha, filho de uma modesta familia e manifestou
0 seu génio na mais tenra idade, aprendendo a ler sozinho e demonstrando uma habilidade
impar em realizar complicados calculos mentais. Em 1798, aos 21 anos, Gaus produz uma
das obras primas da matematica, o livro Disquisitiones Arithmeticae, que seria publicado
somente 1801. No livro, Gaus introduz a noc¢ao de congruéncia, desenvolve a teoria dos
residuos quadraticos, demonstrando a profunda Le: da Reciprocidade Quadrdtica.

Em Matemaética Pura deu contribuigoes a teoria das probabilidades e foi um dos
criadores das geometrias nao-euclidianas, da geometria diferencial, das fungoes de variavel
complexa e da Teoria Algébrica dos Numeros. Gaus teve o poder de mudar os rumos da
Matematica a partir dos seus trabalhos revolucionarios, apresentados com rigor, concisao

e elegancia

3.1 Propriedades de Congruéncia
Citamos [1] como referéncia para esta segao.

Definicao 3.1.4 Sejam a, b e m inteiros com m > 0. Diz-se que a € congruente a b

mddulo m se m | a—b.

Denotaremos a condigao “a é congruente a b moédulo m” pelo simbolo a = b mod m.
Caso m nao divida a — b, fato indicado por m + a — b, diremos que a é incongruente a b

modulo m e denotaremos por a # b mod m.
Exemplo 3.1.5 12=5mod 7, 7|12-5. JA 13# 6 mod 5, 5 + 13 -5 . o

Vejamos uma proposi¢ao que sera utilizada posteriormente.

Proposicao 3.1.5 Seja a e b inteiros, tem-se a = b mod m se, somente se, existir um

inteiro p tal que a = b+ pm.
Demonstragao (=) Se a = b mod m, por definigdo m | a — b, dai existe p inteiro tal que
a—b=pm, ou seja, a =0b+pm.

(<) Do fato da existéncia de um inteiro p e que a —b = pm decorre que m | a - b.

Logo a = b mod m. [ ]
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Algumas observacoes sobre a relacao entre restos de divisoes e congruéncia serao

centrais para o desenvolvimento do texto.

Proposicao 3.1.6 Sejam a, b e m > 0 inteiros. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

(i) a=bmodm se, e somente se, o resto da divisao de a por m e o resto da divisio de

b por m sao iguais.

(i) Se r é o resto da divisao de a por m, entio a = rmodm. Reciprocamente, se

a=rmodm e 0 <r<m, entao r € o resto da divisao de a por m.

Demonstragao Escrevamos a = pm+7 e b = qgm + 1" com 0 < r,r’ < m. Sem perda
de generalidade, podemos assumir que r’ < r. Sendo assim, 0 < r — 7’ < m, portanto

r—r'=0m+ (r—r’").

(i) Temos, a = bmodm se, e somente se m|a — b, ou equivalentemente,
m|(p—q)m+r—r'. Como m|(p—q)m, a pentltima divisdo ocorre se, e somente se, m/|r—r’'

com 0 <r—r"<m. Ou seja, a =bmodm se, e somente se, r =1’.

(i1) Se a = pm +7r com 0 < r < m. Logo, a—r = pm, ou equivalentemente
a = rmodm. Reciprocamente, se a = rmodm com 0 <r < m, pela Proposicao 3.1.5 desta

se¢ao, a = pm +7r. Como o resto da divisao de a por m é tnico, segue que r é o resto. =
A congruéncia é uma relacao de equivaléncia, ou seja, é: refleviva; simétrica;

transitiva. Mostremos estas propriedades.

Proposigao 3.1.7 Sejam a, b, ¢ e d inteiros e m wum inteiro positivo. As sequintes

afirmacoes sao verdadeiras.

(i) a=amodm. Reflexiva
(i1) Se a =bmodm, entdo b= a modm. Simétrica
(iti) Se a=bmodm e b=cmodm, entdo a = c mod m. Transitiva

Demonstracao (i) Como m |0, segue que m | a — a implicando assim que a = a mod m.
(it) Se a = b mod m, entdao existe um inteiro p de modo que a = b+ pm. Dai
b=a-pm e logo b=amodm.

(i7i) Se a = b mod m e se b = ¢ mod m, entao existem p; e py inteiros tais
que a —b = pym e b—c = pam, somando-se as equagoes membro a membro obtemos

a—c=(p1+p2)m, ou seja, m | a—c. Portanto a = ¢ mod m. [
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Tendo em vista a proposi¢ao anterior, podemos particionar o conjunto dos inteiros
Z em m conjuntos disjuntos, chamados classes residuais. Como o resto da divisao de um
inteiro por m ¢ um tnico inteiro 7, com 0 <7 < m — 1, definimos os conjuntos, denotado

por 7 constituido pelos inteiros cujos restos da divisao por m é r

0 = {0,+m,+2m,+3m,...}
1 = {1,1+m,1+2m,1+3m,...}
¥ o= {r,rxm,r+£2m,r+3m,...}
m-1 = {(m-1),(m-1)xm,(m-1)£2m,(m-1)£3m,...}

Uma outro modo de definir estes conjuntos pode ser 7 = {a € Z; a =r mod m}. Claro,
m~1
Z=JT.
r=1

O simbolo v sinaliza que os conjunto sao disjuntos.

Denotaremos por Z,, o conjunto das classes residuais, mais precisamente,
Zm={0,1,...,7,...,m—1}.

O noves fora tem como justificativa as propriedades do conjunto Zg, que, por

definicao, é o conjunto constituido pelas classes de residuos de 9:

Z,={0,1,2 314,56, 7, 8}

Uma notagao tutil para redagao € utilizar outras indica¢oes para uma mesma classe
de residuo. Um elemento 7 € Z,, serd representado também por @ para qualquer elemento
de a €T, ou seja, esta notacao nos permite escrever a =7 pois o resto da divisao de a por
mér.

Exemplo 3.1.6 Em Zg podemos escrever 4 = 13 = 31 pois 13 e 31 tém como restos da

divisao por 9 o mesmo valor 4. o

Em resumo, para um inteiro m > 0, tirar o m’s fora de um inteiro a é calcular a
classe de residuo de Z,, a qual a pertence, ou seja, calcular o resto da divisao de a por m,

classe de residuo este indicado por a € Z,,.

Para continuar precisamos construir uma “aritmética” no conjunto Z,,, ou seja,
definir duas operacoes, uma adi¢cao e uma multiplicacao entre os elementos de Z,,. Este

¢ o assunto da proxima secao.
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3.2 Aritmética de 7,

Para definir uma soma em 7Z,, precisamos de um lema.

Lema 3.2.2 Sejam 7,5 €Z,,. Sea,beT ec,d €S, entio a+c=b+dmodm. Em particular,

a+c eb+d pertencem a mesma classe de residuo de m, qual seja r+s.

Demonstracgao Pelas hipoteses podemos escrever:

a = pim+r b Do + 71
c = gm+s d = gm+s

Por adi¢ao obtemos:
a+c=(pr+q@)m+r+s; b+d=(p2+q)m+r+s.

Portanto, o resto da divisao de a + ¢ por m e o resto da divisao b+ d por m é o resto da
divisao de r + s por m. Como os retos sdo iguais, pela item (i) da Proposicao 3.1.6, p.
27, segue que a+c=b+dmodm. Em particular, a +c e b+ d pertence a classe de residuo

de r +s. ]

Definicao 3.2.5 Sejam @,b € Z,,. Definimos @+b=:a +Db.

Nesta defini¢ao, o sinal + a esquerda diz respeito & operacao com elementos de
Z., enquanto o sinal + & direita envolve elementos de Z. O lema acima garante que a
soma estd bem definida, nao depende do representante escolhido para representar a classe

de residuo. Vejamos. Se @=b e ¢ = d, entdo

a+c=a+c=b+d=>b+d.

Exemplo 3.2.7 Consideremos 2,4 € Zs. Como sabemos
2={2,2+5,2+10,2+15,...} e 4={4,4+54+10,4+15,...}.

Pela definicdo, 2 +4 = 2+4 = 1. Esta operacao poderia ser feita com qualquer represen-
tante. Por exemplo, seja 2+ 15 €2 e 4+ 10 € 4. Avaliemos: (2 +15) + (4 +10) = 6 + 25.

Calculando o resto da divisdo por 5, temos 6 + 25 = 1. o

A adicao em Z,, possui as propriedades usuais da adi¢ao. Recordamos que m = 0.
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Proposicao 3.2.8 Sejam @, b e ¢ elementos de Z,,. A adicdo possui as sequintes propri-

edades.

(comutativa)
(elemento neutro aditivo)
(elemento inverso aditivo)

(associatividade)

(iv) (@+b)+c=a+b+c=(a+b)+c=a+(b+c)=a+b+c=a+(b+7).

O inverso aditivo acompanha a notacao usual, =a = —a.

Apresentemos a tabuada de soma de Zgy. Pelo visto, podemos considerar repre-

sentante especiais das classes de residuos: {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}.

wl
(=]

Wl Nl N
|| wl

Il oI I

Wl DI —I| DI col| ool

[ WI| NI 1| DI col| ~JI| I

wl| NI =] DI col| NI ol o o
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WI| NI HI| DI ool NI Ol S| i=I| I

ol | NI| Sl U =]| WI| Dol| —I| DI +
ool| | oI O =] wI| DI = Sl &I

Ol| ool| | S| G| ]
=l DI ool| NI| S| O W~
DOl =] DI col| NI oI o

N}
(&

ol o

|| S| S| W~

Para ilustrar a tabuada de adicio em Zg é como segue. Por exemplo, 7+ 8 é o

resto da divisdo de 7+ 8 = 15 por 9, portanto, 7 + 8 = 6.

Para definir a multiplicagao em 7Z,, necessitamos também de um lema auxiliar.
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Lema 3.2.3 Sejam 7,5 € Z,,. Se a,beT e c,de€s, entio ac = bdmodm. Em particular,

ac e bd pertencem a mesma classe de residuo de m, qual seja Ts.

Demonstragao Pelas hipoteses podemos escrever:

a = pim+r b = pom+r
c = gm+s d = gm+s
Por multiplicagao obtemos:
ac=(prgym +71+s)m+rs; bd = (pagem + 1+ S)m +1s.

Portanto, o resto da divisao de ac por m e o resto da divisao bd por m é o resto da divisao
de rs por m. Como os retos sdo iguais, pela item (i) da Proposigao 3.1.6, p. 27, segue

que ac = bdmodm. Em particular, ac e bd pertence a classe de residuo 7s. [ ]

Definicao 3.2.6 Sejam a,c € Z,,. Definimos a-¢ =:ac.

O lema garante que a multiplicacao esta bem definida, nao depende do elemento

escolhido para representar a classe de residuo. Vejamos. Se a =b e ¢ = d, entao

a-c=ac=bd=:b-d.

Apresentemos a seguir a tabuada de multiplicagao em Zg.

0[T|2|3[4[5|6|7|8
0({0j0|0|0O|0|0O]|0|0O]O
1/0[1/2|3|4(5|6/|7]8
2/10(2/4|6|8[1|3|5]|7
3/0/3[6/0[3/6[0|3]6
410[4|/8|3|7(2|6|1]5
5(0/5[1|6|2|7|3|8/|4
6(0/6[3/0/6/3]0/6/3
710|753 |1|8[6|4]|2
810|8|7|6|5/4(3|2]|1

Para ilustrar, a tabuada de multiplicagao em Zgy observemos a regra. Por exemplo,
3.4 é o resto da divisdo de 3-4 = 12 por 9, portanto, 3-4 = 3.

Um fato a ressaltar na tabela acima é que algumas classes de residuo nao possuem
o inverso multiplicativo enquanto outros possuem. E o caso de 3 que ndo tem inverso

multiplicativo, mas 5 tem como inverso multiplicativo 2.

A operacgao de multiplicagao em Z,, possui as seguintes propriedades.
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Proposicao 3.2.9 Sejam @, b e ¢ elementos de Z,,. A multiplicacio possui as sequintes

propriedades.
(i) a-b=b-a. (comutativa)
(ii) 1-a=a=a-1. (elemento neutro multiplicativo)
(iii) (a-b)-¢=a-(b-¢). (associatividade)

Demonstragao Pela Definigao 3.2.6, temos

(iii) (@-b)-c=axb-c=(axb)xc=ax(bxc)=a-bxc=a-(b-7).

[ |
A relacao entre o produto e a soma é a usual da Aritmética dos inteiros, vale a
distributividade.

Proposicao 3.2.10 Se @, b e ¢ sio elementos de Z,, entio a-(b+¢)=a-b+a-c.

Demonstragao Usando as Definig¢oes 3.2.5 e 3.2.6, temos

a-(b+¢)=a-b+c=ax(b+c)=ab+ac=ab+ac=a-b+a-c.

]
O conjunto Z,, equipado com as duas operacoes + e - é denominado anel dos

inteiros modulo m.

Proposicao 3.2.11 Se a, b, n e m sao inteiros com n >0 e a =bmod m entio
a™ = b" mod m
Demonstragao A demonstracao segue por indugao sobre n.
Para n = 1 a afirmacao é verdade pois a' = b! mod m implica a = b mod m.
Suponhamos ser verdade que a”™ = b® mod m para n inteiro, com n > 0. Sendo
assim, temos

a™t =t = qra - a™b+ a"b - b"b = a™(a - b) + b(a™ - b").

Como m | a—b e por hipotese de indugao m | (a™ — b") implica que m | a™* - b1 e logo

a™ = b mod m. Portanto a” = b™ mod m para todo n inteiro, com n > 0. [ |
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3.3 Aritmética de Z,, p primo

Definicao 3.3.7 Um elemento @ € Z,, € dito invertivel, se existir b € Z,,, tal que @-b=1.

Caso isto ocorra, chamamos b de inverso multiplicativo de @.

Como vimos na tabela de multiplicacao de Zg, ver p. 31, a classe de residuo 3
tem um comportamento diferenciado. A multiplicacao desta classe de residuo por algumas

outras classes pode ser igual a 0 sem que elas sejam iguais & classe de residuo zero,
0=3-0=3-3=3-6.

Essencialmente isto decorre da decomposi¢ao de 9 em fatores primos, qual seja 9 = 3- 3.
Logo, 0 =9 = 3-3. Mais ainda, a classe de residuo 3 ndo possui inverso multiplicativo, ou

seja, 3 nao é invertivel. Este fato é consequéncia do méximo divisor comum de 3 e 9.

Defini¢ao 3.3.8 O mdzimo divisor comum de dois inteiros a e b, denotado por mdc(a,b),

€ 0 maior inteiro positivo que divide a e b.

Teorema 3.3.7 Se d é mdzrimo divisor comum de a e b, entao existem inteiros xo e ¥y

tais que d = axy + byp.

Demonstragao Seja S o conjunto assim definido: S = {ax + by; z,y € Z}.

Tomemos ¢ = azq + byy, com xy e yy inteiros e ¢ o menor elemento de S. Provaremos que
d=c.

Mostremos inicialmente que ¢ | a e ¢|b. Devido serem analogas as demonstragoes iremos

nos limitar a provar que c | a.

Suponhamos que ¢ 4 a. Pelo Algoritmo da divisao de Euclides, existem ¢ e r tais que
a=qc+r com O<r<e.
Assim, temos

r = a-qc
= a-q(azo+byoy)
= a(1-qxo) +b(~qyo),
consequentemente r € S. Logo, temos uma contadi¢ao, pois 0 < r < ¢ e ¢ é 0 menor
elemento de S. Portanto, c¢|a e ¢|b.

Como por hipotese d | a e d | b, existem m e n tais que

a=md e b=nd,
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Dali, segue que

o
I

axg + by

zo(md) + yo(nd)

d(zom +yon).

Logo, d | ¢ implicando em d < ¢. Como ¢ é o menor elemneto de S, temos necessariamente

d = c. Portanto, d = axq + by, [ ]
Defini¢ao 3.3.9 Dois inteiros a e b sao primos entre si, quando mdc(a,b) =1.

Proposicao 3.3.12 Dois numeros a e b sao primos entre si, se, e somente se, existem

numeros inteiros m e n tais que ma +nb=1.

Demonstragao (=) Se a e b sdo primos entre si, temos mdc(a,b) = 1. Dai, seque pelo

Teorema 3.3.7 que existem m e n ntmeros inteiros tais que

ma+nb=1.

(<) Se existem ntmeros inteiros m e n tais que ma+nb=1. Se d = mdc(a,b), segue que

d | ma + nb implicando em d | 1. Portanto, d = 1. n
Proposigao 3.3.13 Um elemento a € Z,, € invertivel se, e somente se, mdc(a,m) = 1.

Demonstragao (=) Se @ ¢ invertivel, entdo pela Definicao 3.3.7, existe b € Z,, tal que

1=a-b=ab.
Assim, como ab = 1 implica que ab = 1 mod m. Segue da Definicdo 3.1.4 que
m|ab-1.

Logo, existe t € Z tal que ab +tm = 1. Portanto, mdec(a,m) = 1.

(<) Se mdc(a,m) = 1, entao pelo Teorema 3.3.7, existem ntumeros inteiros b e ¢
tais que

ab+qgm=1.

Consequentemente, temos

I=ab+qm=ab+gm=a-b+0=a-b.

Portanto, a é invertivel. [ ]
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Proposicao 3.3.14 Seja m um numero nao primo comm=pq comp>1eq>1. Se Zy,

€ o anel de inteiros modulo m, entao:

(i) existem duas classes de residuo, T e '3, nao iguais a 0 tais que 7-5 = 0;
(i1) menhuma destas classes de residuos, T e's, tém inversos multiplicativos.
Demonstragao (i) Se m = pq, entdo 1 <p<m e 1 <g<m. Sejam 7,5 € Z,,, tais que
r=p e s=q.
Como consequéncia da escolha de r e s, obtemos

rs=pg=m=rs=m=7-5=0.

Portanto, existem de fato 7 e 5, nao iguais a 0 tais que 7 -5 = 0.

(i) Suponhamos que 7 tenha inverso multiplicativo e seja r’. Como por (7)

7-5 =0, temos

0=r"-0=1r"-(7-5)=(r"-T)-5=1-5=5.

Logo, temos uma contradigdo uma vez que por (i) s # 0. Portanto, 7 e 3 ndo possuem

inversos multiplicativos. ]

Passemos ao estudo de Z, com p > 1 primo. Recordamos que
p-1
Z,=J7,
i=1

com 0 < 7 < p. Portanto, mdc(r,p) = 1, para todo 7 # 0. Pela Proposicao 3.3.13 acima,
7 tem um inverso multiplicativo. Mais ainda, se 7 e 5 nao sao a classe de residuo zero,
entdao 75 # 0. com efeito, suponha por absurdo que 75 = 0, por multiplicagdo em ambos os

membros da igualdade pela inverso de 7 , obtemos 5 = 0, uma contradicao.

3.4 Pequeno Teorema de Fermat

Seja 1 < p el <i<p dois inteiros. Denotaremos por (’;) a combinacao de p

()= o

elementos 7 a 7. Como sabemos
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Lema 3.4.4 Seja p uma numero primo. Os niumeros (7;), onde 0 < i < p, sao todos

divisiveis por p.

Demonstragao Para ¢ = 1 o resultado é vélido, pois

(p): pt _plp-D!_
1) plp-1! pp-1!

Podemos, entao, supor 1 < i < p. Neste caso, i! | p(p-1)-(p—i+1). Como (i!,p) =1,
tem-se que

il (p=1)-(p-(p-i+1), elogo o resultado segue, pois

()=

Teorema 3.4.8 (Pequeno Teorema de Fermat) Se p ¢ um numero primo e a € N,

entao aP = a mod p.
Demonstragao Vamos provar usando Indugao Matemaética sobre a. Para a =1 a afirma-
¢ao é verdade. De fato,

»-1=0 e p]lO.

Suponhamos que a? = a mod p seja verdade para a € N. Vamos provar para a + 1.

Pelo binémio de Newton, temos

p-1

Pelo Lema 3.4.4 e pela hipotese de indugao, temos

P|6Lp—a+(p)ap‘1+---+( b )
1 p-1

pl(a+1)?-(a+1)=(a+1)?=a+1modm.
Portanto a” = a mod p para todo a € N. [ |
Corolario 3.4.1 Se p é primo, a € um nimero natural € p + a entao a?~! =1 mod p.
Demonstragao Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos p | a? —a = a(a?~! = 1) o que

implica p | a(a?~! = 1) e como (a,p) =1, segue-se que p | a?P~! — 1. Portanto

a* ' =1 mod p.



4 A PROVA DOS NOVES FORA

Neste capitulo mostraremos uma breve contextualizacao histérica da prova dos
noves, bem como a utilizacao do algoritmo nas operagoes fundamentais de adig¢ao, sub-

tragao, multiplicacao e divisao e um critério para os onzes fora e setes fora.

4.1 Contexto Historico

E bem verdade que a prova dos noves fez parte dos ensinos da escola antiga
integrando os contetudos dos livros didaticos. Historiadores como Bezerra afirmava ser uma
prova muito utilizada antigamente para se verificar a validade dos célculos em operagoes

bésicas.

“Lembro que na época que iniciei a universidade e
comecei a ministrar aulas, ensindvamos os alunos a
decorar a tabuada e assim, na resolugao de operagoes
com numeros naturais ensinavamos além da prova
real, também a "prova dos noves fora", que se encon-
tra presente ainda nos livretos de tabuada, os quais
sao vendidos em papelarias do Estado, sendo que esta
prova ainda é aplicada por alguns comerciantes locais
(BEZERRA, 2013, p.9).”

Verdade que com o passar do tempo as escolas deixaram de utilizar a prova dos
noves. Hoje raramente os discentes conhecem tal método. Isso se deve ao fato da escola
atual nao ver ou nao entender a importancia dos topicos tedricos que tal processo traz
consigo. A discussao que mais permeia é sobre a interpretacao que se da a prova dos
noves que pode ser entendida como préatica social, regra ou método. Como prética social,
vé-se nitidamente o carater cultural que ao longo do tempo foi sendo conferido entre
comunidade e escola no que tange a verificacao da exatidao ou nao de um calculo. Para
Miguel, 2010 a prova se caracteriza nao como um conteiido auténomo e sim como uma

pratica social criada pela escola e para a escola.

“[...] melhor seria conceber a prova dos noves como
uma pratica sociocultural de verificagao da corregao
de um calculo escrito, e ndo como um contetudo esco-
lar auténomo e interno que, tal como se postula na
perspectiva de Chervel (1990), teria sido criado "na
escola, pela escola e para a escola", ou entdo, como
um suposto saber a ensinar que, tal como se postula
na perspectiva de Chevallard (1991), teria sido trans-
posto didaticamente da esfera sabia para o contexto
escolar (MIGUEL,2010. p. 5).”
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Nesta perspectiva incorre o fato de se ver a prova dos noves desvinculada de um
conteudo cientifico. Assim seria a escola a responsavel pela producao dos seus saberes
de forma que tal aprendizagem ficaria restrita ao ambiente escolar. Vista como regra,
tem-se um conjunto de passos para verificagao do correto desenvolvimento ou nao de uma
operagao de adi¢ao, subtragao, multiplicagao e divisao. O pensamento em questao ressalta
apenas a analise de acertos das operacoes e nao menciona a observancia de possiveis erros
nos calculos.

Vislumbrando sobre a ¢tica de método, tem-se uma apreciagao, nao sobre verifica-
¢ao de acertos das operacoes, e sim sobre a percepcao de erros cometidos. Parece ser essa
analise mais salutar, uma vez que veremos adiante ser a prova dos noves passivel de falha.
Assim, caracterizava-se por um método para identificar erros em operacoes com nimeros
naturais, além de se particularizar como aplicacao das propriedades de congruéncia. Dessa
forma, podemos perceber que apesar de nao ser mais um recurso utilizado pela escola,
a prova dos noves caracteriza-se por um método ainda muito utilizado por comerciantes
para verificar possiveis erros cometidos nas operagoes bésicas. Seja qual for a forma de
entendermos vale o desprendimento na busca de sabermos quando e quais os indicios que
relatam o seu surgimento que parece remotar & séculos.

Escritores arabes usavam a prova dos noves em seus tratados, pode-se citar o ma-
tematico al-Khowérizmi que viveu no século IX. Era comum o uso de calculos modelados
nos algoritmos hindus na aritmética arabe. Segundo Eves (2004), em seu livro Introdug¢do
a Historia da Matemdtica, a prova dos noves era um dos processos presentes na aritmética
de al-Khowarizmi . No entanto, para Cajori em Uma Historia da Matemdtica, o tedlogo
Hipolito, século III, teria sido mencionado por ter dado método da prova de um calculo
denominado nove e setes fora. Dessa forma nao se pode atribui diretamente aos hindus o
processo da prova dos noves, uma vez que o método ja era conhecido por Hipolito. Por
outro lado nos cabe relatar que no Tratado da Pratica d‘Arismetyca Ordenada por Gaspar
Nycolas e impresso em 1519, em Lisboa, ja se fazia mencao a prova dos noves através de
um exemplo numérico no qual explicava a forma de procedimento do método, sendo a

primeira referéncia escrita em lingua portuguesa.

4.2 O Noves Fora de um Numero

O noves fora de um nimero natural n é subtrair o maior miltiplo de 9 menor que
n. Existe um algoritmo eficiente para realizar tal subtragao e determinar qual o resto da
operagcao.

Uma boa ilustracao do processo é o noves fora de 68,

68=9-T+5=63+DH,
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como 63 é o maior multiplo de 9 contido em 68 temos que o noves fora de 68 é 5 pois
68 - 63 = 5. No entanto uma maneira pratica de se obter o noves fora de um dado niimero
natural consiste em somar os algarismos deste nimero até obter-se outro valor. A partir
do novo valor, soma-se novamente os algarismos e assim consequentemente até restar um
nimero de um tnico algarismo. Dessa forma para extrairmos o noves fora do niimero 683

aplicando o algoritmo pratico procedemos da seguinte maneira:

683 = 6+8+3=1T,
17 = 1+7=8.

Logo, o noves fora de 683 ¢é igual a 8. Justifiquemos tais procedimentos.

Proposigao 4.2.15 Seja k = x,x, 1---x120 a representacao decimal do natural k. O resto
da divisao de k por 9 é o mesmo resto obtido pela divisiao de k' = x,, + T+ +To+T1+ X

por 9.

Demonstragao Mostremos inicialmente que 9 | 10" - 1.

Com efeito, como provado no item (i) da Proposigao 2.2.3, p.13, sabemos que
a-b|a™-b" Logo 10-1]10" -1, ou seja, 9| 10" - 1.

Passemos & demonstracao da proposicao. Sejam
kE=10"x, + 10" 'z, + -+ 1021 + ¢ e k' =x, + Tp_1 + -+ 21 + 0,

nimeros naturais, em que x; ¢ algarismo do sistema de numeracao decimal com i € N |
0 <7 < n. Pelo algoritmo da divisao, podemos determinar ntimeros naturais ¢, ¢, r e 1/,

com 0 <r, r' <9, tais que
k=9q+r e k' '=9q¢ +1r'.

Agora,

o
I

10"x, + 10" txpy_q + - + 1021 + 20
(10" =1+ 1)x, + (10" =1+ D)y g + -+ (10— 1+ 1)y + 20 ]

[(10" = 1)z, + (10" = D)y g + -+ (10 = D)@y ] + (2 + Ty + o + 21 + T0).

Se y=[(10" - 1)z, + (10"t = 1)z, +---+ (10 = 1)1 ], pelo visto inicialmente temos 9 | ,

pois y é uma soma de multiplos de 9. Escrevendo y = 9y” temos

k= 9+ (x,+x,1+ +x1+20)

y+ K.
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Substituindo k, y e k' obtemos:

9q +r 9¢" +9q¢" + 1’

9q +r 9 +q")+r".

Como 0<r<9e0<r <9, tem-se que r = r’. Portanto k£ e £’ deixam o mesmo resto

quando divididos por 9. |

O noves fora é uma aplicacao sucessiva do processo acima apoiado no seguinte

corolario, cuja demonstragao é imediata.

Corolario 4.2.2 Seja k = x,x,_1---x129 a representacao decimal do natural k. O natural

k € divisivel por 9 se, e somente se, k' = x, + T, 1 + -+ 1 + 19 € divisivel por 9.

O corolario também nos da informagoes sobre congruéncia moédulo 9, pois como

mostrado na proposicao 9 | k- k’, ou seja,
TpnTp-1""T1Tog =Ty +Tp-1+ - +T1+2Xp.

Além disto nos da informagoes sobre o resto da divisao de k por 9, pois

TpTp-1""T1Xyg =Ty + Tp-1 + - +2T1 + X,

em Zg.

Exemplo 4.2.8 Calculemos o noves fora de 3 475 aplicando sucessivamente a Proposicao
4.2.15, acima. Isto nos da um algoritmo simples para calcular qual a classe de residuo em

Zg o nimero pertence,

3475 =

sl gl

e

A resposta obtida, congruéncia com 1, significa que o resto da divisao de 3 475 por 9 tem

resto 1, ou seja 3 475 € 1, portante ele se escreve como 3 475 = 9m + 1. o
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4.3 A Prova dos Noves para Adicao

Proposicao 4.3.16 O noves fora de uma soma € igual a soma dos noves fora de cada

parcela.

Demonstragao Sejam x, y e z nimeros inteiros tais que = +y = z, segue imediato da
Definigao 3.2.5, p. 29 que

Z=T+Y=T+7.

Exemplo 4.3.9 Vamos determinar o noves fora da soma 578 + 49 = 627.

578 +49=627T=6+2+7=6+9=6+9=6+0=06.

Portanto, o noves fora de 578 + 49 ¢ igual a 6.

4.4 A Prova dos Nowves para Subtracao

Proposicao 4.4.17 O noves fora da soma dos noves fora do subtraendo e do resultado

€ igual noves fora do minuendo.

Demonstracao Sejam z, y e z niimeros inteiros tais que x —y = z. Pela Definicao 3.2.5,

p. 29 e como foi provado nos itens (i),(ii) e (iii) da Proposigao 3.2.8, p. 30, temos

T—Yy = Z;
T+-y = Z;
T+-y+y = Z+7;
T+y+-y = Z+7;
7+0 = Z+7;

T = Z+y

Exemplo 4.4.10 Vamos determinar o noves fora da subtracao 872 — 321 = 551

872-321=551=5+5+1=11=1+1=2.

Portanto, o noves fora de 872 — 321, é igual 2.
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4.5 A Prova dos Noves para a Multiplicacao

Proposicao 4.5.18 O noves fora do produto dos noves fora dos fatores é igual ao noves

fora do resultado.

Demonstracao Sejam x, y e z nimeros inteiros tais que x -y = z. Pela Defini¢ao 3.2.6,
p. 31, temos

Z=T-Y=T-y

Exemplo 4.5.11 Vamos determinar o noves fora do produto 672-21 = 14112.

672-21=14112=1+4+1+1+2=9=0.

Portanto, o noves fora de 672-21 ¢é igual a 0.

4.6 A Prova dos Noves para a Divisao

Proposicao 4.6.19 O nowves fora, do produto do noves fora do quociente e do divisor

somado com o noves fora do resto, € igual ao noves fora do dividendo.

Demonstracao Sejam x y, g e r nimeros inteiros tais que y = gr+r, com 0 < r < x. Pelas
Definigoes 3.2.5 e 3.2.6, pp. 29 e 31, temos

Y=qr+r=qr+r=q-T+T.

Exemplo 4.6.12 Vamos determinar o noves fora da divisao 832 : 21.
Como 832 =39 -21 + 13, temos

832 = 39-21+13

Portanto, o noves fora de 832: 21 é igual a 4.
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4.7 Um Critério para Onzes Fora e Setes Fora

Inicialmente iremos generalizar a Proposi¢ao 4.2.15, p. 39 para uma base b qual-

quer.

Sejam
k=b"%,+b" e, 4+ +bxy +xg e k'= @y +Tpy ++ 21 + T,

ntmeros naturais, em que x; ¢ algarismo do sistema de numeracao decimal com i € N |
0 <7 <n. Pelo algoritmo da divisao, podemos determinar niimeros naturais ¢, ¢’, r e r’,

com 0<r, < (b-1), tais que
k=({b-1)qg+r e E'=(b-1)¢ +r"
Agora,
E o= bx,+b" ta, 1+ +bry + 0.

[(0" =1+ D)z, + (0" =1+ D)z g+ + (b=1+ 1)z +30].

[(6" =D, + (0" = Doy + -+ (b= Dy ] + (2 + - + 71+ 20).

Sey=[(b"-1)x,+ (0"t =1)x,1+-+(b=1)x1], pelo visto inicialmente temos (b—1) |y,

pois y é uma soma de multiplos de (b—1). Escrevendo y = (b-1)y"” temos

w
Il

(b=1)y" + (xp + Tpo1 + -+ 21 + 30).

y+ k'
Substituindo k, y e k' obtemos:

(b-1)g+r = (b-1)¢"+(b-1)¢ +1".
(b-1)g+r (b-1)(q" +¢")+7".

Como0<r<(b-1)e0<r <(b—1), temos r =7'. Portanto k e k' deixam o mesmo resto

quando divididos por (b-1).

Recordermos que [z, ...,z0lp = 0"z, + 0" a1 + -+ b1 + 2
n s L0 ]b n n 05

Analisando o que foi exposto acima, concluimos que se k = [z, ..., Zo]p, entao

k=zx,+x1+ - +x, modb-1.
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Portanto, temos em Z_1y que k=T, +x1+ -+, Assimo (b—1)’s fora de k é igual ao
(b-1)’s fora do nimero formado pela soma dos digitos de sua representagao na base b.
Para construimos os critérios dos onzes fora e dos setes fora basta que b assuma,

respectivamente, os valores 12 e 8. Dessa forma, temos
(1) Se k =[ay,...,a1,a0]12, entdo k = ag + ar-—+, a,.
(2) Se k= [bn,...,b1,byls, entdo k = by + b+, by,

Exemplo 4.7.13 Determinar o onzes fora de 1 257.

Inicialmente iremos representar 1 257 na base 12:

1257 = 104-12+9;
104 = 8-12+8;
8 = 0-12+8.

Logo, 1257 = [889]12. Assim, temos

1257=8+8+9=25=22+3=3.

Portanto, o onzes fora de 1257 é igual a 3.

Exemplo 4.7.14 Determinar o setes foras de 3 726.

Vamos representar 3 726 na base 8:

3726 = 465-8+6;
465 = 58-8+1;
58 = T7-8+2;

7 = 0-8+7T.

Logo, 3 726 = [7216]s. Dai, temos

3726=T+2+1+6=14+2=2

Portanto, o setes fora de 3 726 ¢ igual a 2.

Exemplo 4.7.15 Determinar o dozes foras de 376.

Vamos representar 376 na base 13:

376 = 28-13+12;
28 = 2-13+2;
2 = 0-13+2.
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Logo 376 = [22A]13, em que A\ = 12. Dai, temos

376=2+2+\A=2+2+12=4+12=4

Portanto, o dozes fora de 376 ¢é igual a 4.



5 CONTROVERSIAS E APLICACOES

5.1 A Falha da Prova dos Noves

Um dos questionamentos que podemos fazer sobre a prova dos noves ¢é se existe
a possibilidade de aplicagao da regra com outro nimero além do nove. Quanto a esta
questao se pode afirmar que nao ha nenhuma restricao tedrica. Na verdade poderiamos
esta realizando a prova dos setes fora, dos onzes fora ou de qualquer outro ntimero. No
entanto o motivo pelo qual utilizamos a prova dos noves fora se da por duas razoes. A
primeira de ordem pratica, pois ¢ muito mais simples encontramos o resto de uma divisao
por nove que o resto de uma divisao, por exemplo, por onze. A segunda pelo fato do
nosso sitema de numeragao ser decimal. Caso nosso sistema tivesse base 13 estariamos
certamente falando em prova dos dozes fora e nao dos noves fora.

Um outro contraponto é sobre a infabilidade da prova dos noves. E muito comum
ouvirmos relatos de que estando certa a prova a operacao também estara. Essa convicgao é
apreciada ainda hoje pelos que fizeram parte dos ensinamentos da escola antiga, refiro-me
a0s NOssos pais, tios e avos. Geralmente a prova era apresentada, pelos mais velhos, apenas
para a operacao de adicao e tida como um método irrefutavel para verificagao da correta
realizacao da conta. Nao se admitia a possibilidade de falha na prova. Mostraremos
que esse pensamento de infabilidade é erréoneo. Quanto a essa reflexao se pode afirmar
que quando a prova dos noves esta correta ela nada garante sobre a exata realizacao da
operacao podendo a mesma ter sido realizada ou nao de forma certa. Quando ha inversao
na ordem dos algarismos do resultado a prova nao detecta o erro cometido na conta ja
que a ordem das parcelas nao altera a soma e assim ambos os valores obtidos deixarao o

mesmo resto na divisao por nove.

Proposicao 5.1.20 Se k e k' sao dois numeros inteiros, com k' obtido a partir da per-
mutacao dos algarismos de k entdo ambos deixam o mesmo resto quando divididos por
9.

Demonstracgao
Seja k = 2, 10" + 2,1 1071+ 4+ 2,100+ +2,107 + - + 29102 + 2110+ , comi e j = 1,2,...,n,

7 e 7 nimeros naturais.

Escrevendo k da seguinte forma:

k=x,(10" =1+1)+ 2,1 (10" =1+ 1)+ +2;(10° =1+ 1)+ +2;(107 =1+ 1) +--- +
ro(102 =1+ 1) + 21 (10 -1+ 1) + xo.
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k=2,(10" -1) + 2,1 (10" = 1) + - + 2,(10° = 1) + - + 2,(107 = 1) + --- + 22(102 - 1) +

2110 = 1) + (T + Tpoy + -+ T+ + T+ + T+ T1 +T0).
Utilizando o fato de (10" - 1) ser um miultiplo de 9 temos

k= (9pn)Tn + (IPn-1)Tn-1 + -+ 9pi; + -+ 9p;x; + -+ + 9929 + 91 + (T + Typoy + - + 75 +

+$] + e+ X9+ +.§L’0).
Seja k’ o nimero obtido pela inversao de um x; por um z;.

k' = (9pn)Tn + (Opn-1)Tpo1 + -+ Ipixj + -+ Opjx; + -+ + 9920 + 91 + (X + Tppoy + - + 15 +

e Tj A+ T+ Ty + ).

Tomando r = (L, + Ty_q + -+ T; + -+ T + -+ + To + T1 + Tg) podemos escrever k e k' da

seguinte forma,
k=9p+rek' =9p +r.
Portanto k e k' deixam o mesmo resto na divisao por 9. [ ]

Observacgao 5.1.2 Da demonstra¢ao podemos concluir que k — k' é sempre um maltiplo

de nove.

Como exemplo tomemos o produto 235-123 = 28 905, caso o resultado obtido fosse 29 805
a prova dos noves nao acusaria a falha cometida pois 29 805 — 28 905 = 900 que é um

miultiplo inteiro de 9.

5.2 Aplicacoes

Problema 1 Efetue a adicao e multiplicacao dos niimeros 576 e 984 e tire a prova dos

noves para as duas operagoes.

Resolucgao
(i) Adigao
Como 576 + 984 =1 560 :

(1) 576 +984=5+7+6+9+8+4=18+21=0+3=3;

(2) 1560=1+5+6+0=12=3.
Portanto, 576 + 984 = 1 560 = 3.
i1) Multiplicagao
Como 576 -984 = 566 784, temos:

(1) 576-984=5+7+6-9+8+4=18-21 =

ol
wl
Il

k=]
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(2) 566 784 =5+6+6+7+8+4=36=9=0.
Portanto, 576 - 984 = 566 784 = 0. o

Problema 2 Chamamos de excesso de um niimero o resto obtido ao se dividir esse nu-
mero por 9.

Prove as afirmagdes a seguir:

(1) O excesso de uma soma ¢ igual ao excesso da soma dos excessos das parcelas.

(2) O excesso do produto de dois nimeros ¢ igual ao excesso do produto dos excessos

dos dois nameros.

Resolucao A definicao dada para o termo excesso de um numero, equivale a classe de
residuo de Zg a qual esse niimero pertence. Usaremos as defini¢coes para soma e multipli-
cagao entre elementos de Zg para resolucao dos itens (1) e (2).

Sejam z, y e z nimeros inteiros, temos

~
)
N—
8
<
I
N
Y|
I
8
<
I
S|
<

Lo

Problema 3 Mostre que permutando-se de qualquer maneira a ordem dos algarismos de
um namero natural, entao a diferenca entre o ntimero original e o que se obteve é divisivel

por 9.

Resolucao Seja P um ntumero natural e () o niumero obtido por qualquer permutagao
dos algarismos de P. Como P e Q possuem mesmos algarismos pelo que foi provado na
Proposicao 5.1.20, p. 46 ambos deixam o mesmo resto na divisao por 9.

Dessa forma, podemos escrever

P = 9m+re@Q=9m+r;
P-@Q = 9m+r-9n-r;
P-Q = 9(m-n)=9|P-Q.
Portanto, P — () é divisivel por 9. o

Problema 4 Explique o seguinte truque: Pede-se a alguém que pense num numero;
forme um novo numero invertendo a ordem dos algarismos; subtrai o menor do maior;
multiplique a diferenca por um ntmero qualquer; tire fora um digito qualquer do produto;
e anuncie o que restou. Encontra-se-a o digito que foi tirado fora fazendo-se a diferenca

entre 9 e o excesso do resultado anunciado.
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Resolugao Como a diferenca entre dois numeros naturais, em que um é obtido a partir
da inversao dos algarismos do outro, é sempre um multiplo de nove o resultado do produto
tem excesso zero. Pelo fato do excesso da soma dos algarismos de um niimero ser igual
ao excesso do proprio nimero, tem-se que o excesso da soma dos algarismos do ntmero
obtido no produto deve ser zero. Assim o excesso do nimero anunciado mais o digito que
foi retirado é igual a nove. Portanto o digito retirado é a diferenca entre nove e o excesso

do ntimero anunciado. o

Problema 5 Teste a adicao 104 + 454 +1 096 + 2 195 + 3 566 + 4 090 = 11 505 tirando os

onzes fora.

Temos

104 + 454+ 1096 + 2195+ 3566 +4 090 = 104 + 454+ 1096 +2 195 + 3 566 + 4 090
= 99+5+451+3+1089+7+2189+6+3564+2+
+4081+9
= 543+7+6+2+9
= 5+3+7+6+2+9=22+10=10

Da mesma forma,

11505 =11 495 + 10 = 10.

Portanto, 104 + 454 + 1 096 + 2 195 + 3 566 + 4 090 = 11 505 = 10.
Problema 6 Mostre que o noves fora de 10™ + 3-4"*2 + 5 ¢ igual a zero para todo n € N.

Resolucgao Sabemos que o noves fora de um nimero narual &k é igual a zero se, somente
se, 9| k. Vamos mostrar que 9 | 10" + 3-47*2 + 5 para todo n € N. Faremos indugao sobre
n.

A afirmacao é verdade para n = 1. De fato,

10 +3- 42 + 5 = 207.

Como 9 | 207, logo o noves fora de 207 é igual a zero. Suponhamos que 9| 10" +3-47*2 +5.

para todo n € N. Escrevendo

107 #3402 L5 = 10".10+3-4™2.4+5
4-(10"+3-4™2 4+5)+6-10"-3-5
4-(10"+3-4"2+5)+6-10"-6-9
4-(10"+3-4™2 +5) +6- (10" -1) - 9.
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Pelo fato de 919, 9| (10" — 1) e por hipdtese de indugao 9 | 10" + 3-47+2 + 5 segue que
9 | 10n+1 +3. 4(n+1)+2 + 57

ou seja, o noves fora de 1071 + 3 - 4(n+1)+2 1 5 ¢ jgual a zero.

Portanto, o noves fora de 10 + 3-4"*2 + 5 & igual a zero para todo n € N. o

Problema 7 Determine o setes fora de 374.

Resolugao Usando o Teorema 3.4.8, p. 36 e a Proposicao 3.2.11, p. 32, temos:
37"=37=2mod 7= (377) =2% =1 mod T;

3742.37=1-37 mod 7= 37 =50 653 = mod 7.

Logo, segue em Z; que

3745 =50 653 = 50 652 + 1 = 1.

Portanto, o setes fora de 374 é igual a 1. o
Problema 8 Mostre que o noves fora de 7 202° possui inverso multiplicativo em Zg.

Resolugao Pela Proposicao 4.2.15, p. 39, temos 7 202 = 7+ 2+ 0+ 2 = 2. Segue pela
Proposicao 3.2.11, p. 32 que
7202°=2°=32=5.

Dai, 72025 =5. Como 2 € Zg e 5-2 =1, concluimos que 5 possui inverso multiplicativo. o



6 CONSIDERACOES FINAIS

Entender a prova dos noves fora apenas como uma pratica cultural ou método
para verificar as opercoes basicas é minimizar a importancia de conceitos aritméticos que
a prova consigo traz. Critérios de divisibilidade, sistema de numeragao e congruéncia sao
indispensaveis para uma fundamentacao teérica da prova.

Apesar do método ser uma condi¢ao necessaria e nao suficiente para determinar
se uma operacao foi realizada corretamente, sua abordgem nos apresenta proposicoes
matemaéticas relevantes. O proprio entendimento do porqué pode ocorrer falha na prova
dos noves requer uma boa analise matematica.

Por outro lado temos a convicgao que tal prova remota a séculos e que no Brasil
era abordado nos ensinos da escola antiga e cobrado nos exames de admissao nos anos de
50 e 60, mostrando-se dessa forma a importancia dada ao noves fora. Atualmente ja nao
mais faz parte dos topicos ministrados em matematica pela a escola e sua discussao vem
sendo relegada ao esquecimento. E possivel que esse descaso tenha sido um alerta para a
desvalorizacao do ensino de aritmética que hoje se percebe.

Assim o presente trabalho visa contribuir com uma analise mais sélida sobre o
noves fora. Alertar para a significincia teérica da prova e de suas possiveis generalizagoes,
refutar o pensamento que a mesma é uma mera averiguacao das operagoes fundamentais.
Por fim, advertir para a necessidade de uma melhor atencao nos ensinos de aritmética nas

escolas de educacao basica.
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