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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar a divisibilidade em dominios de integridade
para tanto, ele foi estruturado da seguinte forma: inicialmente faz-se uma abordagem
bésica que servira como pré-requisito para o seu desenvolvimento, em seguida, faremos
um estudo sobre os dominios euclidianos e o dominio dos inteiros de Gauss, culminando
com a aplicagao dos resultados obtidos na caracterizagao dos ideais primos do anel dos
inteiros de Gauss.

Palavras Chaves: Anéis, Subanéis, Ideais, Dominio euclidiano, Inteiros de Gauss.
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Abstract

This paper is aimed to study the divisibility in integrality domain. So, it was structured
that way: at first it is done a basic approach which will be a pre domain for its develop-
ment, right after it will be done a study about FEuclidean domain and Gaussian integer
domains culminating in the enforcement of the results gotten in the characterization of
prime ideals Gaussian’s integers ring.

Key Words: Rings, Subrings, Ideals, Euclidean domain, Gaussian integers.
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Introducao

O termo algebra moderna significa a area da matematica que se ocupa em estudar as es-
truturas algébricas. A grosso modo, as estruturas algébricas mais simples sao constituidas
por um conjunto nao vazio e operacoes bindrias, nele definidos, sujeitas a certos axiomas.

Entre as diversas estruturas algébrica figura a de anel. Ela é definida por um conjunto
nao vazio A e operagoes +: Ax A — A, - : Ax A — A satisfazendo as condicoes listadas
na Definicao 1.1. Esta estrutura é de fundamental importancia para a matematica con-
temporanea. Uma das razoes é que ela é abstragao de sistemas classicos como: Matrizes,
Inteiros e Polinomios (objetos estes que fazem parte do discurso de todas as édreas da
matemadtica).

Nosso interesse nesse trabalho é estudar uma aspecto particular dos anéis, a saber: a
divisibilidade. Para fazé-lo dividiremos o texto em quatro capitulos.

No primeiro capitulo desenvolvemos as nocoes e resultados preliminares.

No capitulo 2 estudamos a divisibilidade no contexto dos dominios euclidianos. Como
veremos, esses sao anéis que generalizam a nocgao de divisao euclidiana existente no anel
de inteiros tal como conhecemos desde o ensino basico. Entre os resultados provados nessa
parte, aparece a caracterizacao dos ideais em um dominio euclidiano.

No capitulo 3 fazemos uma abordagem sobre o dominio dos inteiro de Gauss, en-
fatizando sobretudo o fato de que este é um dominio euclidiano, e consequentemente
Noetheriano e de fatoragao unica.

Finalmente no ultimo capitulo aplicamos os resultados obtidos nos capitulos anteriores

para caracterizar os ideais primos do anel dos inteiros de Gauss.



Capitulo 1

Dominio de integridade

1.1 Anel e Subanel

Definigao 1.1 Seja A um conjunto nao vazio onde estejam definidas duas operacgoes, as
quais chamaremos de adicao e multiplicacao em A e denotaremos por + e - .

Assim,

+ :AxA —- A -t AxA - A
(a,b) +— a+b (a,b) +— a-b

Chamamos (A, +,:) um anel se as seguintes propriedades sao verificadas quaisquer

que sejam a,b,c € A .

Al. Para todo a,b,c € A, (a+b) +c¢=a+ (b+ ¢) (associatividade da adigao);

A2. Existe 0 € A tal que a4+ 0 = 0+ a = a (existéncia do elemento neutro com respeito

a adigao);

A3. Para todo x € A existe um unico y € A, denotado por y = —x, tal que z +y =

y + o = 0 (existéncia do inverso aditivo);
A4. Para todo a,b € A, a+ b= b+ a (comutatividade da adi¢do);
A5. Para todo a,b,c € A, (a-b)-c=a- (b-c) (associatividade da multiplicagao);

A6. Paratodo a,b,c € A,a-(b+c)=a-b+a-c; (a+b)-c=a-c+b-c (distributividade

a esquerda e a direita).

Um anel (4, +,-) que satisfaz a propriedade:

A7. Existe 1 € A — {0}, tal que -1 =12 = x, qualquer que seja x € A.



é chamado um anel com unidade.

Se um anel (A, +, ) satisfaz a propriedade:
A8. Paratodoz,y € A, z-y=1y-x;

dizemos que (A, +.) é um anel comutativo.

Se um anel (A, +,-) satisfaz a propriedade:
A9. Dados x,y € A, x-y=0=2=0ouy = 0;
dizemos que (A, +,+) é um anel sem divisores de zero.

Observagao 1.1 Para efeito de simplificacao da notacao seguiremos o habito comum de

omitir o simbolo da multiplicacdo. Assim, em vez de x - y escreveremos simplesmente xy.
Finalmente temos a nocao principal desse trabalho

Defini¢ao 1.2 Se (D, +, ) é um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero,

dizemos que (D, +,-) é um dominio de integridade.
Exemplo 1.1 Os seguintes anéis sao exemplos de dominios de integridade: Z, Q, R, C.

Se um anel comutativo com elemento unidade (A, +, ) e satisfaz a propriedade:
A10. Para cada z € A — {0} existe y € A tal que xy = yx = 1;
dizemos que (A, +,+) é um corpo.
Exemplo 1.2 Dos dominios listados no Exemplo 1.1 temos que Q, R, C sao corpos.

Todo corpo A é um dominio de integridade. De fato, dados z,y € A suponhamos que

xy = 0. Se y # 0, pela propriedade (A10), existe ' € A tal que

Logo, x = zyy’ = 0y’ = 0 e portanto A é um dominio de integridade.
Obviamente, a reciproca dessa afirmacao nao é verdadeira. O exemplo mais basico é
o dos inteiros Z. Contudo, se adicionarmos a hipétese de finitude sobre o dominio temos

a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 Seja D um dominio finito. Entao D é corpo.



Prova. Seja x € D — {0}. A funcao

¢ :D—-{0} — D—-{0}
a > ax

Esta ¢ ¢ injetora. De fato,

a-x=d-z=(a—d)r=0=a=d.

Logo, ¢ é também sobrejetora, ja que D — {0} é finito. Portanto, existe y € D — {0}
tal que ¢(y) = 1, ou seja, yr = 1. d

Defini¢ao 1.3 Sejam (A, +,-) um anel e B um subconjunto de A. Dizemos que B é um

subanel de A se as seguintes condic¢oes sao satisfeitas:
(i) 0 € B;
(ii) Se z,y € B entao r — y € B;

(iii) Se x,y € B entao xy € B.

Como B é um subconjunto nao vazio de A, segue que B herda as propriedades asso-

ciativa, comutativa e distributiva, logo B é um anel.
Exemplo 1.3 Se A é um anel, entdo {0} e A s@o subanéis de A.

Exemplo 1.4 Z[,/p| := {a +b\/p; a,b € Z} é um subanel de R para qualquer primo p.
Obviamente, Z[,/p] C R. Por outro lado, também temos:

(i) 0 =0+ 0y/p € Z[\/p].
(ii) Dados © = a + by/p e y = ¢+ d\/p temos:

r—y=a+by/p—(c+dyp)=(a—c)+ (b—d)\/p € Z[\/p].

(iii) Dados = a + b\/p e y = ¢ + d\/p temos:

z-y=(a+byp) (c+dyp)=ac+ ad\/p+ bey/p+ bdp = (ac+ bdp) + (ad + bc)\/p € Z[\/p].

Portanto, Z[,/p] é um subanel de R.



1.2 Ideais

A definicao de ideal foi introduzida no final do século XIX por Kummer e Dedekind a
fim de estudar certas questoes em teoria dos niimeros. Essa nocao tornou-se um objetivo

central na teoria dos anéis.

Definigao 1.4 Um subanel I de um anel A serd chamado de ideal de A se possuir a

seguinte propriedade: sea € Aebe l,entaoa-beleb-a € I.

Claramente, {0} e A sao ideais de A (ditos ideais triviais de A). Os ideais nao triviais

de A sdo também chamados ideais préprios de A.

Observagao 1.2 Se A é um anel com unidade e 1 € I, onde I é um ideal de A, entao

I = A. Isso acontece pois: [ C AeV a€ A, a-1€1,jaquel € I;logo, ACI.

Exemplo 1.5 Se [ e J sao ideais de A, entao [ +J :={i+j; i €1 e j€ J} éum
ideal.

Exemplo 1.6 Seja S um subconjunto de um anel comutativo A. Definamos
(S)={ar-s1+...+a, s, | a; € A;s; € S;n € N}
Este é um ideal de A chamado ideal gerado por S.

Quando S = {a} entdo escrevemos (a) em vez de (S). Nesse caso dizemos que (a) é

um ideal principal.

Definicao 1.5 Anéis onde todo ideal é principal chama-se anel de ideais principais

ou anel principal.

Exemplo 1.7 Obviamente todo corpo é um anel de ideais principais pois, seus unicos

ideais sao os triviais (gerados por 0 e 1).

Exemplo 1.8 O dominio Z dos inteiros é um dominio de ideais principais. Para verificar
essa afirmagao seja [ um ideal qualquer de Z. Se I = {0}, entao I = (0). Suponhamos
entao que I # {0}. Considere n = min{z € I;x > 0}. Claramente I DO (n). Reciproca-

mente, seja h € I. Pelo algoritmo de Euclides, temos
h=gn+r

com 0 < r <n. Como hen € I, ointeiro r = h — gn € I. Pela minimalidade de n

devemos ter 7 = 0 e portanto h = gn, ou seja, h € (n). Logo, I = (n).

Observacao 1.3 No capitulo 2 daremos outros exemplos de dominios de ideais principais,

entre eles, o anel de polinomios K[z], onde K é corpo.



1.3 Divisibilidade em dominios de integridade

Definicao 1.6 Seja D um dominio de integridade. Seja a € D, dizemos que um elemento
b € D é um divisor (ou fator) de a (em D) se existe ¢ € D tal que a = bc; dizemos

também que b divide a, ou que a é miltiplo de b, denotamos por b | a.

Definicao 1.7 Um elemento a € D é invertivel em D se existe b € D tal que ab = 1.

Denotaremos por U(D) o conjunto dos elementos invertiveis de D.

E facil mostrar que:
1) 1 e U(D);
2) Se a,b € U(D), entao ab € U(D);
3) Como U(D) C D, entao a multiplicacao em U(D) é associativa.;
4) a€eU(D)=ate€U(D).

Definicao 1.8 Dois elementos a,b € D sao associados em D se existe um u € D, u

invertivel em D, tal que a = ub.

Definicao 1.9 Um elemento a € D \ {0} ¢ irredutivel em D se as duas condigoes

seguintes sao satisfeitas:
(i) a nao é invertivel em D;

(ii) a nao possui fatoragdo nao-trivial em D, isto é, se a = bc, com b, ¢ € D entao b ou

¢ é invertivel em D.

Note que os unicos divisores de um elemento irredutivel a sao os elementos associados

de a em D e os elementos invertiveis de D.

Definicao 1.10 Um elemento a € D \ {0} nao invertivel ¢ dito primo se a | be, entdo

a|boualc comb,céeD.

Exemplo 1.9 O ntmero 2 é irredutivel em Z, pois os seus unicos divisores sao +1 e £2,

istoé,2=1-20u2=—1-(—2) onde 1, —1 sdo invertiveis em Z.

Exemplo 1.10 O niimero 4 nao é irredutivel em Z pois 2 | 4 e 2 ndo ¢ invertivel nem

associado de 4 em Z.

A relagao entre elementos primos e irredutiveis é dada nas trés proposicoes a seguir:



Proposicao 1.2 Num dominio de integridade todo elemento primo € irredutivel.

Prova. Seja p um elemento primo de um dominio D e suponha que para algum a € D
tenhamos a | p. Queremos provar que a é invertivel ou que a é um associado de p. Com
efeito, se a | p, entdo p = a - b, para algum b € D. Logo p | a-b e como p é primo, temos
que p | a ou p | b. Suponhamos inicialmente que p | a. Como por hipétese a | p entao a
é um associado de p. Em seguida suponhamos que p | b. Da igualdade p = a - b, e como

p | b entdo, b = pt para algum t € D = p = apt = at = 1 = a é invertivel. U

Corolario 1 Sejam p,py, ..., p, elementos primos de um dominio de integridade. Se p |

P1..-Pn, €Ntao p € associado de p; para algum v =1,...,n.

Prova. Se p | pi...pn, entao pela definicao de elemento primo, juntamente com um
argumento simples de indugao, segue-se que p | p; para algum i = 1,...,n. Agora, como
p; € primo, pela proposicao acima ele é irredutivel e como p | p; e p nao é invertivel (por

ser primo), segue-se que p é associado de p;. U

Observacgao 1.4 Nem sempre a reciproca da Proposicao 1.2 é verdadeira. Os primeiros
exemplos em que esse fenomeo ocorre sao anéis da forma Z[(] = {f(() | f € Z[X]} onde
¢ é uma raiz n-ésima de -1, com valores de n adequados. Entretanto, o resultado é valido

com hipédteses adicionais como podemos ver na proposicao abaixo.

Proposicao 1.3 Num dominio principal um elemento € irredutivel se, e somente se, €

primo.

Prova. Seja p um elemento nao nulo e nao invertivel de um dominio principal D. Se p é
primo, entao p ¢ irredutivel pela Proposicao 1.1.

Agora, suponhamos a irredutivel tal que a|be. Considere o ideal I = (a) + (b).

Como D é um dominio principal, entdo I = (d) para algum d € D. Mas a € I = (d),
o que nos fornece a = dr para algum r € D.

Da hipétese de a ser irredutivel segue que d ou r é invertivel.

Se d é invertivel, entdao I = (d) = D. Dai, 1 € (a) + (b), ou seja, 1 = axg + byy. Logo,

¢ = aczxgy + beyo, (1.1)

ou seja, alc ja que as duas parcelas do segundo membro de (1.1) sdo divisiveis por a.
Por outro lado, se r ¢ invertivel, entdo da relacdo a = dr vem d = r~!a. Como
bel=(d),existe { €D tal que b=~¢d="{-r"'a. Logo, alb. O

Lema 1.1 Num dominio de ideais principais D, toda cadeia ascendente de ideais

LcLc..cl,cC..

€ estaciondria; isto €, existe um indice m tal que



Prova. Verifica-se facilmente que U I; ¢ um ideal de D, pois I; C I, C ... . Como D
Jj>1
¢ um dominio principal, existe a € D tal que U I; = (a). Segue dai que a € U I; e,
Jj=1 j=1
portanto, a € I, para algum m . Logo, a € [, para todo n > m e, consequentemente,

(a) C I,, para todo n > m. Como para todo n, temos que I,, C U I; = (a), segue-se que
j=1
I, = (a) para todo n > m. O

A propriedade sobre cadeias de ideais que aparece no enunciado do lema acima é
chamada condigao de cadeia ascendente. Costumamos abreviar esta terminologia
por c.c.a.

Dominios onde se verifica a c.c.a chamam-se Noetherianos. Pelo lema acima e o
Exemplo 1.8 segue que Z é um dominio Noetheriano. Além disso, em Z um elemento é

primo se, e somente, ele é irredutivel. Isso é o que nos ensina a seguinte proposicao.

Proposicao 1.4 Todo elemento nao nulo e nao invertivel de um dominio principal possui

pelo menos um divisor irredutivel.

Prova. Sejam D um dominio principal e a um elemento de D nao nulo e nao invertivel.
Se a é irredutivel, nada temos a provar. Suponha agora que a seja redutivel, isto é a = a1b;

onde a; e by nao sao invertiveis e nao associados. Portanto,
(a) € (a1) € D,

onde (a) # (a1) pois a e a; nao sao associados e (a;) # D pois a; é nao invertivel.
Se a; ¢é irredutivel, o resultado fica estabelecido. Se a; é redutivel, entao a; = asby

onde as, by nao sao invertiveis nem associados. Portanto

(@) & (a1) G (a2) & D.

E assim sucessivamente, obtendo uma cadeia estritamente crescente de ideais

(@) & (a1) & (a2) & o & (an) & ooy

= —=

Como D é um DIP, tal cadeia é estacionéria, isto é, Ir tal que (a) € (a1) € ... € (a,) = a,

=

é irredutivel. O

Definicao 1.11 Um dominio de integridade D é chamado dominio de fatoragao tnica
(DFU), se todo elemento a € D nao nulo e nao invertivel se fatora como produto de um
numero finito de elementos irredutiveis. Além disso, tal fatoracdo é tnica a menos da
ordem dos fatores e de elementos associados, isto é, se p1,...,Pn, @1, -.-Gm SA0 elementos

irredutiveis de A e se

Pi1-"Pn=4q1"" " Qdm;



entao n = m e apods o reordenacgao de qi,...,q,, se necessario, temos que p; € ¢; Sao

associados para todo 7 =1, ...,n.
Teorema 1 Todo dominio de ideais principais € um dominio de fatoracdo unica.

Prova. Seja D um dominio principal e ¢ um elemento nao nulo e nao invertivel de D.
Pela proposigao 1.3, o elemento a tem pelo menos um divisor irredutivel p;, logo existe
a; # 0 tal que

a = aipr
Se a; nao ¢ invertivel, entao ele possui um divisor irredutivel py, logo
a = G2Pap1

Assim, sucessivamente, determinando uma sequéncia de pares de elementos (a;, p;) com
os p; irredutiveis e tais que a; = a;.1p;r1. Mostraremos que este procedimento tem que
parar ap6s um numero finito de passos, isto é, para algum n temos que a, é invertivel.
Com efeito, se nenhum dos elementos aq, ..., a,, ... fosse invertivel, teriamos para todo 4

que a;41 | a; e a; ndo é associado de a1, logo terfamos a seguinte cadeia infinita

(@) & (a1) & (a2) & o & (an) & vy

Tal sequéncia é estaciondria, pois D é um DIP, ou seja, (a) C (a1) C ... C (a,) para algum

n. Portanto, para algum n temos que a,, ¢ invertivel. Fazendo a, = u, temos que
a = pl---pn—l(upn)

com Py, ..., Pn—1, up, irredutiveis (portanto, pela proposi¢ao 1.2, também primos).

Unicidade: Suponhamos que a # 0 e nao invertivel tal que a = p;...p,. € a = ¢y...qs onde
0s p;S e 08 q;»s sao irredutiveis. Assim, p;...p, = q1...qs. Se r # s, entdo r > s ou r < S.
Suponhamos r < s. Ora, p; | ¢i...¢s portanto, p; | ¢; para algum j, que podemos , sem
perda de generalidade, supor que p; | ¢1, ou seja, ¢; = pyu; onde wu; é invertivel, pois ¢; é

irredutivel. Dai p; = ul_lql. De p1...p, = q1...q5, vem

urtqupa-pr = Q1Ga--qs

ou seja,

uy ‘o Dy = Qoo

8



Repetindo o processo e observando que r < s temos:

-1,-1 -1
Uy Uy Uy = Gry1---Qs

-1

1 = é invertivel. Logo, ¢r11.--q¢s = U = (Gpy1.--qs)u"t =1 = g1 é invertivel

uytuy
o que é um absurdo. Logo, r = s. Assim, a = p;...p, = q1...q, e resta apenas verificar que

os fatores irredutiveis sao associados. O

Observagao 1.5 A reciproca desse teorema nao é verdadeira. Por exemplo, podemos

mostrar que Z[X] é um domnio fatorial mas ndo é um dominio de ideais principais.
Corolario 2 Os anéis Z e K[X]|, com K corpo, sio dominios de fatora¢ao unica.

Demonstracao: Z ¢ um DIP, portanto Z é um DFU. K[X] é um DIP, portanto K[X] é
um DFU.
Todo corpo, por ter todos os seus elementos nao nulos invertiveis, é um DFU.

Veé-se facilmente que se a é primo, entao todo associado de a é primo.

Exemplo 1.11 O ndmero 2 é primo em Z. De fato, se 2 | b- ¢, entdo b ou ¢ tem que ser

par (pois o produto de dois ntiimeros impares é impar).

Exemplo 1.12 O ntdmero 3 é primo em Z. De fato, suponha que 3 | b-c. e que 3 1 b.
Assim, mdc(3,b) = 1 = 1 = 3r + bs para algum r, s € Z. Multiplicando os dois membros

da igualdade acima por ¢ temos:

c=3cr+bes=3|c

Exemplo 1.13 O ntmero 4 nao é primo em Z pois 4 | 2 -6 e no entanto, temos 4 1 2 e
416.

Corolario 3 Em 7Z um elemento € primo se, e somente se, ele € irredutivel.

Demonstragao: Isso decorre do fato de que num dominio de integridade, todo elemento
primo ¢ irredutivel e de que num dominio principal, todo elemento primo ¢é irredutivel e

Z ser um dominio principal.



Capitulo 2
Dominios euclidianos

Essencialmente o algoritmo de Euclides diz que em Z podemos fazer a divisao de um
elemento a por um elemento b # 0 obtendo um resto “pequeno”, ou mais precisamente,
um resto cujo valor absoluto é menor do que o valor absoluto de b. E essa idéia que vamos
generalizar. Para isso, precisamos entao de um conjunto com duas operagoes (+, -) e uma
maneira de “medir” se um elemento do conjunto é menor do que um outro. Um dominio

euclidiano serd um dominio no qual existe um algoritmo similar ao algoritmo de Euclides.

Defini¢ao 2.1 Um dominio euclidiano (D, +, -, ¢) é um dominio de integridade (D, +,-)

com uma funcao
¢:D—-{0} > N={0,1,2,...}.
que satisfaz as seguintes propriedades:

i) Va,b € D,b+# 0, existem ¢,r € D tais que

a=0b-t+r, com {

ii) ¢(a) < p(ab), Va,b € D — {0}

Observagao 2.1  a) Dados dois elementos a # 0 e § # 0 de um dominio euclidiano
(D,+,-,¢), nés os comparamos via a fungao ¢ , em N com a ordem usual. E claro
que poderiamos fazer isso com uma fungao ¢ : D\{0} — S, onde S seria um conjunto
totalmente ordenado qualquer no lugar de N; dessa forma, também teriamos uma
nocao de divisao com resto nesses dominios. Além disso, se supusermos a condi¢ao
mais forte que S seja bem ordenado, isto é, que todo subconjunto nao vazio de
S tem um menor elemento (N com a ordem usual é bem ordenado), entdao todas
as propriedades que vamos provar para os dominios euclidianos seriam também

satisfeitas.
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Por isso, varios autores dao uma definicao de anel euclidiano usando uma funcao
@ : D\ {0} = S com S subconjunto bem ordenado qualquer no lugar de N com a

ordem usual.

b) Na defini¢do de dominio euclidiano exigimos que a funcao ¢ satisfizesse a condicao
pouco natural p(a) < p(ab)V a,b € D\ {0}. Essa exigéncia é puramente técnica;

ela vai permitir simplificar as provas dos teoremas a seguir.

Exemplo 2.1 Z é um dominio euclidiano
Demonstracao: Seja ¢ : Z\ {0} — N = {0, 1,2, ...} definida por ¢(z) = |z|.

1) Sabemos que a,b € Z \ {0} do algoritmo da divisao, temos que existe um ¢ € Z e
um unico r € Z tais que a = bg+r, onde 0 < r < |b|, ou seja, a = bqg+r onde r =0

ou p(r)=|rl =r <|b|.

2)V a, b €Z\{0}, ¢(a)=la] >0e pd)=1b >0, ou seja, p(a) >1e ¢b) > 1.
Mas, de 1 < [b] vem |a] < |a||b], ou seja p(a) < ¢(ab)

Proposicao 2.1 Se K é um corpo entao K|x] é um dominio euclidiano.

Prova. Seja ¢ : K[z|\ {0} — N, definida por ¢(f(z)) = grau de f(z).

1) Dados f(z), g(z) € Klz]\ {0} sabemos que existe um tnico ¢(z) € K[z] e um
tunico r(z) € K|[z] tais que f(z) = g(x)q(x)+r(z), onde r(z) = 0 ou grau de r(z) <
grau de g(z), ou seja, r(z) = 0 ou ¢(r(z)) < p(g(z))

2) vV f(z).g(x) € K[z]\ {0}, sabemos que ¢(f(x)g(x)) = grau de (f(z)g(x)) =
grau de f(z) + grau de g(z), pois K[x] é um dominio de integridade. Assim,

p(f(2)g(x)) = o(f(2)) + (9(x)) = @(f () < o(f(x)g(x)).

Teorema 2 Todo dominio euclidiano é um dominio de ideais principais.

Prova. Sejam (D, +,-,¢) um dominio euclidiano e I um ideal em D. Se I = (0) entao
I é principal. Se I # (0), entao existe = € I —{0}. Seja S = {p(z) | z € I —{0}}. Se
0 € S, entao 0 é o elemento minimo de S, pois ¢(x) > 0, V z € D\ {0}. Se0 & S,
entdo S é um subconjunto ndo vazio de N\ {0} e pelo principio da boa ordem S tem
um elemento minimo. Seja portanto ¢(a) o elemento minimo de S, e considere J = (a).

Temos J C I, pois a € I.
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Mostraremos que I é principal. De fato, se b € I, entao do fato de D ser um dominio

euclidiano, resulta b = ag + r onde r = 0 ou p(r) < p(a). Mas, r = b—aq € I e da

minimalidade de ¢(a), resulta r = 0. Assim, b = aq o que implica [ C J.

Do exposto, I = J = (a).

Observagao 2.2 A reciproca desse teorema nao ¢ verdadeira. O dominio

Do fabintSD

1= —+ z9

5 5 | 21, 29 € Z, de mesma paridade}

¢ um dominio de ideais principais mas nao ¢é euclidiano.

Corolario 4 Z e K|z| sao dominios principais. Em particular, eles sio Noetherianos.

0

Demonstragao: Z e K|[z]| sdo dominios euclidianos = Z e K|x] sdo dominios principais

= Z e K]|z] sdo Noetherianos.
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Capitulo 3
O dominio Z|i]

Definigao 3.1 O conjunto Z[i]| = {a+bi | a,b € Z e i* = —1} é chamado conjunto dos

inteiros de Gauss

Seja Z[i]| munido das operagoes + e - induzidas de C. E de facil verificacdo que Z[i] é
um subdominio de C.
Seja N : Z[i] — N definida por N(a + bi) = (a + bi)(a — bi) = a®> + b*>. N chama-se

funcao norma e tem a seguinte propriedade

N(af) = N(a)N(5),V a,B € Z[i].

De fato, N(af) = (aB)(aB) = (a@)(BB) = N(a)N(B), onde @ e 3 sdo conjugados de o
e f em ZJ[i].

Teorema 3 Seja o € Z[i]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) a € invertivel em Z]i.
(ii) N(a) =1.
(iii) « € {-1,1,—i,i}.

Demonstracao: i) = ii). « invertivel = 35 € Z[i] tal que o =1 = N(af) = N(1) =
N(a)N(B) =1 com N(a), N(f) e N= N(a) = N(B) = 1.
ii) = iil). Sejaa=x+vyi € Z[i]e N(o) =2* +y* =1



o= =Ei
ou
a ==+l
Logo a € {—1,1,4,—i}.

iii) = i) 6 trivial.
Teorema 4 Z[i| é um dominio euclidiano

Prova. Sejam «,f € Z[i], com 8 # 0. Mostremos que existem v, p € Z[i] tais que
a=py+pcomp=0oulN(p) <N().
Devemos encontrar v € Z[i] tal que N(a — ) < N(B). Mas,

N(a—ﬁv)ZN(ﬁ- (%—7)) =N(5)N(%— )<N(5)

a a
Portanto, devemos encontrar v € Z[i] tal que N (— — ’y) < 1. Como — € C entao

B B

%:x—i-yi onde x,y € R.

Afirmacgao: z,y € Q.

Sejam o« =a+bi e f=c+di com a,b,c,d € Z.

2 -a l—(a%—bi)ﬁ—(a%—bi)c_di _ac+bd+bc—adi_x+ i
BB~ 88~ 2+d@ 2+ aya Y
ac + bd bc — ad
onde r = B dQGQ y:m€Q

Para concluir, considere o seguinte lema:
Lema 3.1 Dado ¢ € Q, existe um inteiro no intervalo |c,c + 1].

~ . a , N
Demonstragao: Sejam a,b € Z comb>0e c= 7 € Q. Do algoritmo da divisao temos

a=bqg+r
com 0 <7 < b. Assim,
a +7"
b T
De 0 < r < b resulta,
0< <1 Lo gts
- e c=—- = —.
b b 1T
Desse modo,
¢ _ +r< +1:>a 1<
b_q b q b q,
ou seja, ¢ < g+ 1. Observando quec:q—l—gegzo, temos:
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g<c=c<q+l1<c+1l=qg+1€c,c+1] e q+1€Z.

concluindo assim a prova do lema.
Voltando a demonstracao do teorema, temos pelo lema que existem r, s € Z tais que
1 1
|z —r| < 5¢© ly — 5] < 5 (fazendo ¢+ 1 = 5» ou seja, ¢ = —5 no lema anterior).

Agora, escolhendo v =r + si e p = a — 7 temos:

N(p) = N(a=p)
= N(G-N)
= N(z+yi— (r+si))N(B)
= N(z—r)+(y—s)i)N(p)
= (Jo—r]*+ly = s )N(B)
< (GHPNG)
logo, .
N(p) < SN (3) < N ()
Também, N(B) € Ne N(f) > 1 = N(a) < N(a)N(B) pois N(a) € N ou seja
N(a) < N(ap). m

Corolario 5 Zl[i] é um dominio de ideais principais. Em particular, ele é Noetheriano e

DFU.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo estudaremos e determinaremos os primos em Z][i]

1) Todo elemento primo em Z[i] divide algum primo de Z
Demonstracao: Seja 7 € Z[i|, m — primo, N(m) € N\ {0}. Z é um DFU,
entdo N(m) = pi'...p}* onde os p;* sdo primos em Z. Como N(7) = 77, entdo 77 =
pitpt = | pit..pit e m é primo em Z[i| = 7 | p;’ para algum i = 1,...,k = 7 | p;

para algum ¢ =1, ..., r.

2) Seja m € Z[i]. Se N(7) é primo em Z, entdo 7 é primo em Z[i].
Demonstracao: Suponha que 7 ndo é primo em Z[i], isto é, 7 = mmy onde m e
To NA0 sao invertiveis. Assim, N(m;) > 1, i = 1,2 conforme teorema 3.
Mas, N(m) | N(m)N(me) = N(w) | N(m) ou N(w) | N(m3) pois N(m) é primo em
ZeN(m)>1 i=1,2.
Se N(m) | N(m), entdo N(m) = N(m)q, paraalgum g € Z = N(7) = N(m)gN(m) =
N(my)g =1= N(ms) =q =1 o que é absurdo.

Exemplo 4.1 1+ é primo em Zli], pois (1 +1)(1 — i) = 2 que € inteiro primo.
3) Sep € Z € primo. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) p € redutivel em Zli]

it) p=a-a com a primo em Zli]
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iit) p € soma de dois quadrados.

Demonstragao: i)= ii). p = af com «a e 3 ndo invertiveis p € Z, N(p) = p* =
N(a)N(B) = N(a) = N(B) = p pois N(a), N(B) € N = N(«a) = p € primo em
Z = « é primo em Z[i]

Depza,@resultaﬁzgzﬁz b :E@:a:w:aoz

i) = i) € trivial !

iii) = i)

Seja p = a> +0* = (a+ bi)(a —bi) = N(p) = N(a + bi)N(a — bi) = p* =
N(a+bi)N(a —bi), N(a+bi), N(a—0bi)eN= N(a+bi)=

= N(a—bi) =p=a+bi ea—bi nao sao invertiveis, logo p é redutivel em Z][i].
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