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Resumo

O sistema de coordenadas polares e suas principais curvas nao faz parte do atual curriculo
do ensino médio. Esse trabalho vem mostrar que é possivel o ensino de tal contetudo
no ensino médio, através do software Geogebra. Para isso, iniciaremos um estudo de
coordenadas cartesianas e alguns conceitos da Geometria Analitica. Estudaremos também
conceitos de trigonometria e caracteristicas e graficos de algumas fung¢oes trigonométricas,
ambos pré-requisitos para o ensino de coordenadas polares e curvas polares. A seguir,
estudaremos o sistema de coordenadas polares e o esboco dos graficos das principais
curvas polares através do software Geogebra, mostrando a importancia de se trabalhar
com a tecnologia no ensino de alguns contetidos. Por fim, relataremos o desenvolvimento
didatico de sugestoes de atividades que podem ser dadas aos alunos do ensino médio para

a aprendizagem de coordenadas polares.

Palavras-chave: coordenadas polares. curvas polares. Geogebra.



Abstract

The polar coordinate system and its main curves are not explored in the current high
school curriculum. This work shows that it is possible to teach such content in high school
through Geogebra software. For this, we will start a study of Cartesian coordinates and
some concepts of Analytical Geometry. We will also study concepts of trigonometry and
features and graphs of some trigonometric functions, both prerequisites for teaching polar
coordinates and polar curves. Next, we will study the polar coordinate system and the
sketching of the graphs of the main polar curves through Geogebra software, showing the
importance of working with technology in teaching some contents. Finally, we will report
the didactic development of suggestions of activities that can be given to high school

students to learn polar coordinates.

Keywords: polar coordinates. polar curves. Geogebra.
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Introducao

O principal objetivo desse trabalho é mostrar que o estudo de Coordenadas
Polares pode ser desenvolvido no ensino médio. Coordenadas Polares é um contetido
necessario para alguns cursos superiores da area de exatas, mas sao pouco conhecidas no
ensino médio, e menos ainda suas aplicagoes. Esse trabalho destaca o estudo de graficos
de curvas em coordenadas polares, mas como os tracados de tais curvas tornam-se muito
trabalhosos se feitos manualmente, entao vamos utilizar o software Geogebra para tais
tracados, um software gratuito e dinamico que possui ferramentas interessantes para o

ensino de coordenadas polares.

Os professores do ensino fundamental e ensino médio se deparam com alunos
cercados por tecnologias, entre essas o computador. A internet invade as casas e as
escolas com uma velocidade assustadora de informagoes. As aulas ditas “tradicionais”,
ou seja, aulas expositivas nas quais sao utilizados apenas a lousa e o giz ficam cada
vez mais desinteressantes aos alunos e professores frustram-se com tamanho desinteresse.
Trabalhando durante anos em uma escola ptublica onde professores tinham a sua disposicao
lousas digitais e notebooks, mas quase nunca utilizavam (os equipamentos eram apenas
usados por professores da drea de humanas para passarem filmes e documentarios),pode-se
perceber que a maioria dos professores da area de matematica tinham “medo” de utilizar
as lousas digitais em suas aulas, ou nao sabiam como utilizar tal recurso interligado com o
contetido matemaético, as vezes por nao conhecer e/ou nao trabalhar com nenhum software

matematico.

“FEsse itmpacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o
computador, exigird do ensino de Matemdtica um redirecionamento sob uma
perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades e procedi-
mentos com 0s quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse mundo

do conhecimento em constante movimento”. (PCNEM — Parte 1II — Pdgina

4 1) 77.

Como podemos ler, o PCNEM — Parametros Curriculares Nacional do Ensino
Médio, disponivel no site do Ministério da Educagdo (MEC) (<http://portal.mec.gov.br/
seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf>), deixa bem claro sobre a necessidade de utilizacao de
tecnologias no ensino da matematica, exigindo assim o estudo de contetidos que levem a

tal pratica metodoldgica.

Pensando nisso, que essa dissertagao tem por finalidade motivar o ensino de

Coordenadas Polares através do software Geogebra. E quem sabe a partir desse trabalho


http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf
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levar o professor a conhecer uma nova tecnologia e utiliza-la no ensino de outros contetdos.

O capitulo 1 dessa dissertacao traz o estudo de coordenadas cartesianas, dis-
tancia entre dois pontos e a equagao do circulo. Os capitulo 2 e 3 trazem um estudo sobre
trigonometria no triangulo retangulo e em um triangulo qualquer, ciclo trigonométrico, com
algumas leis trigonométricas que serao indispensaveis para o entendimento de coordenadas
polares e apresentard um estudo dos graficos de algumas das fungdes trigonométricas:
caracterizacao da funcdo seno, cosseno e tangente para que o aluno os relacione com os
graficos de curvas polares. No capitulo 3 comecaremos o desenvolvimento do ensino de
Coordenadas Polares, com a apresentacao do sistema polar, localizacado de pontos em
Coordenadas Polares, relacao entre pontos representados em Coordenadas Polares com a
sua representacao em coordenadas cartesianas, distancia entre pontos em Coordenadas
Polares e algumas curvas polares e um estudo de como tragar seus graficos com exemplos.
No capitulo 4 é desenvolvido um estudo sobre algumas curvas polares com exemplos e
tracadas com o auxilio do software Geogebra. No capitulo 5 sdo apresentadas sugestoes de

atividades que poderao ser aplicadas a uma turma do terceiro ano do ensino médio.
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1 Coordenadas no Plano

Esse capitulo é destinado a introduzir e definir coordenadas cartesianas e
algumas relacoes e definicbes geométricas nesse sistema como o objetivo de auxiliar o

estudo de coordenadas polares e suas aplicagoes.

1.1 Um pouco de histoéria

O fundo historico descrito aqui, foi embasado no livro Historia da Matematica
do autor Carl B. Boyer (1974).

Aproximadamente no primeiro século da Idade Helenistica trés matematicos se
destacaram em relacdo aos outros matematicos da época, entre eles Apolonio, por causa
de suas obras a época entre 300 a 200 a.C. Apolonio nasceu em Perga (sul da Asia menor),
segundo autor talvez morou e estudou em Alexandria, nao sao definidas suas datas de
nascimento e morte exatas, apenas dizem que era mais ou menos trinta anos mais novo que
Arquimedes. Muitas de suas obras foram perdidas, mas muito grande foi sua contribuicao
para a Geometria Analitica, tanto que recebeu dos antigos o nome de “o Grande Gedmetra”.
Os métodos de Apoldnio, em “As cOnicas”, sdo tao parecidos aos modernos que as vezes
se considera seu trabalho como uma geometria analitica, até mesmo antes de Descartes
por 1800 anos. Apolonio usou uma circunferéncia onde o seu didmetro e a tangente de
sua extremidade davam a primeira no¢ao do uso de coordenadas retangulares. As relagoes
entre as abscissas e ordenadas dependiam das formas das equagoes das curvas. Nesse tempo
a algebra geométrica grega nao trazia em seus estudos as grandezas negativas. Primeiro
se estudava a curva e depois o sistema de coordenadas era relacionado a curva, apenas
para o estudo das caracteristicas da mesma e nao vice-versa como ¢ feito hoje. Durante o
segundo ter¢o do século dezessete a Franca é que veio a ser o centro da matematica, o
francés René Descartes (1596-1650), filésofo e matemaético, foi o responsével por escrever
da maneira que conhecemos hoje o inicio da Geometria Analitica, mas ainda nao utilizava
as coordenadas cartesianas como temos hoje. Nao estabelecia um sistema de coordenadas
e nem pontos pensados em abscissas e ordenadas, mas o nome Sistema Cartesiano leva
esse nome em sua homenagem. (BOYER, Carl B., 1974)

Foi em 1692 que Leibniz (1646-1716) matemaético e fildsofo alemao utilizou as

palavras, abscissa e ordenada, da maneira como vemos hoje.
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1.2 Coordenadas no plano cartesiano

Os nimeros sdao ordenados em uma reta real e podem ser identificados como
pontos dessa reta, da mesma forma no plano os pontos podem ser identificados como um
par ordenado de ntimeros reais. A notacao (z,y) é usada para indicar o par ordenado de
numero reais x e y, no qual o nimero x ¢é a primeira coordenada e o niimero y é a segunda
coordenada. Os pares ordenados (x,y) e (y,x) sdo iguais se e somente se x = y, pois a

ordem das coordenadas importa.

1.3 Sistema de eixos ortogonais

Um sistema de eixos ortogonais é constituido por dois eixos perpendiculares,
O, e Oy, que se cruzam na origem O. Os eixos ortogonais O, (eixo horizontal) e O, (eixo
vertical) dividem o plano cartesiano em quatro regioes chamadas quadrantes (Figura 1):
1? quadrante, 2° quadrante, 3° quadrante e 4° quadrante em sentido anti-horario.Usamos o
sistema de eixo cartesiano (Figura 3) para localizar pontos no plano. Denotamos um ponto
P com coordenadas (a,b) por P(a,b), em que a é coordenada x (coordenada da abscissa) e
b é a coordenada y (ou ordenada). Tracamos pelo ponto P as retas perpendiculares ao eixo
Z e ao eixo ¥, e essas retas interceptam os eixos x e y nos nimeros a e b respectivamente
(Figura 2). A abscissa e ordenada de um ponto sdo denominadas coordenadas cartesianas
retangulares e estdo situadas no plano geométrico R?. As relactes entre os valores da

abcissa x e da ordenada y com os quadrantes sao as seguintes:

e P(z,y) estard localizado no 1° quadrante, se e somente se, x > 0 e y > 0;
e P(x,y) estard localizado no 2° quadrante, se e somente se, x < 0 e y > 0;
e P(x,y) estard localizado no 3% quadrante, se e somente se, t < 0 e y < 0.

e P(z,y) estard localizado no 1° quadrante, se e somente se, x > 0 e y < 0.
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2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante R 4° Quadrante

Figura 1 — Divisao do plano cartesiano em quadrantes.

Proposicao 1.3.1. Existe uma relagao biunivoca entre os pontos do plano wesuasrespectivascoordena
Demonstracao: Dado um ponto P € 7, onde 7 ¢ munido dos eixos cartesianos O, e O,,

tomamos as retas r e s (Figura 2), tais que:

e 1 ¢ paralela ao eixo Oy e P e r;

e s ¢ paralela ao eixo O, e P € s.

Se o ponto X de interseccao da reta r com o eixo O, tem coordenada x e se o
ponto Y de intersecgao da reta s com o eixo O, tem coordenada y no eixo O,, associa-se
ao ponto P o par ordenado (z,y) € R?. Reciprocamente:

e X é o ponto do eixo O, de coordenada ;
e Y ¢ o ponto do eixo O, de coordenada y;

e 1 ¢ a reta paralela ao eixo O, que passa por X;

e s é a reta paralela ao eixo O, que passa por Y, entdao r n s = {P}.
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Figura 2 — Perpendiculares aos eixos cartesianos passando pelo ponto P.

Figura 3 — Representagao do ponto P no plano cartesiano.

1.4 Distancia entre pontos do plano

A distancia entre os pontos P(a,b) e Q(a’,b) onde os pontos tém a mesma
ordenada e abscissas diferentes é dada por d(P,Q) = |a — d/|, ou seja, é a distancia
entre as projecoes P e () sobre o eixo O,. De forma analoga a distancia entre os pontos
R(c,d) e S(c,d") onde os pontos tem a mesma abscissa e ordenadas diferentes é dada por

d(R,S) = |d — d'|, ou seja, é a distdncia entre suas projegoes sobre o eixo O,.
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Teorema 1.4.1. A distincia entre dois pontos P(a,b) e Q(c,d) (Figura 4) quaisquer do

plano sendo ordenadas e abscissas diferentes é dada por:

d(P.Q) = /(c—a)* + (d —b)?

¢ — il

Figura 4 — Representagao gréafica da distancia entre dois pontos.

Demonstracao: Dados os pontos P(a,b), Q(c,d) e R(c,b) (Figura 4) entdo notemos
pela Figura 4 que temos um triangulo PQ R retangulo com hipotenusa P@Q. Como P e R
tem a mesma ordenada entdo d(P, R) = |c —a| e como @) e R tem a mesma abscissa entao
d(R,Q) = |d — b|. Usando o Teorema de Pitdgoras ' temos:

d(P,Q)* = d(P,R)* + d(R,Q)* <
d(P,Q)? =|c—af’ +|d—b]* =
d(P,Q) =+/lc—al2+|d—b? —
d(P,Q) = +/(c—a)?+ (d—b)2.

Usaremos |PQ| para denotar a distancia dos pontos P e Q.

Exemplo 1.4.1. Mostre que o triangulo (Figura 5) com vértices em A(—2,4), B(—5,1)
e C(—6,5) € isosceles.

1

A demonstracao do Teorema de Pitagoras estd em anexo no fim deste trabalho.
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c(—6,5)

A(-2,4)

B(—5,1)

-1

Figura 5 — Representagao gréafica do tridngulo ABC.

Resolucgao: Temos que

|BC| = d(B,0) = /(=6 +5)2+ (5 —1)2=+/1+16 = V17
JAC| = d(A,C) = /(=6 +2)2 + (5 —4)2 = V16 + 1 = /17
Como |BC| = |AC|, portanto o tridAngulo ABC' ¢é isésceles. .

Exemplo 1.4.2. Dados os pontos A(8,11), B(—4,—5) e C(—6,9), obter o circuncentro
O(z,y) do triangulo ABC' e o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo (Figura 6).
Lembremos que circuncentro é um ponto P equidistante dos trés vértices de um Triangulo

inscrito na circunferéncia.

Figura 6 — Circunferéncia circunscrita no tridngulo ABC.
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Resolugao: Temos que:

De (I) temos:

(=8 + (y—11)* = (x+4)* + (y +5)? —
22 =162 + 64 + y> — 22y + 121 = 22 + 8z + 16 + ¢ + 10y + 25 <
24y — 32y = — 144
3z + 4y = 18. (I11)

De (II) temos:

(z+4)>2+(y+5)2=(r+6)72+(y—9)? —
22 +8r4+16+1y? + 10y + 25 = 2° + 122 4+ 36 + 3° — 18y — 81 «—
—4xr+ 28y = 716 —

x—"Ty= —19. (IV)
De (III) e (IV) temos o sistema
3r+4y =18
x— Ty =—19.

Resolvendo o sistema acima temos que x = 2 e y = 3, entdao O(2,3) é o circuncentro do

triangulo ABC'. O raio da circunferéncia circunscrita ao tridngulo é

d(0,A) =d(0,B) = d(0,C) = /(2 —8)2 + (3 —11)3 = /36 + 64 = 10

1.5 Caracterizacao algébrica do circulo no plano

O célculo de distdncias nos permite obter uma caracterizagdo algébrica do

circulo no plano.

Definicao 1.5.1. O circulo C de centro no ponto O € w e raio r > 0 € o conjunto

que consise de todos os pontos situados em m a wma distancia r do ponto O, ou seja:

C:{Pemd(PO)=r}. (Figura7)
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o

d

w

Figura 7 — Circulo C de centro no Ponto O.

Seja o circulo C' de centro no ponto O e raio r esbocado em um sistema de eixos
ortogonais XpY no plano 7 e sendo o ponto P(x,y) € C. Tomemos o tridngulo retangulo

OPQ (Figura 7) com angulo reto em (). Entao, podemos utilizar o teorema de Pitagoras:

r? =d(P,0) = [0QF + [PQ" = 1* = (z —a)* + (y — b)*.
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2 Trigonometria

Nesse capitulo serao abordadas nogoes basicas de trigonometria como trigo-
nometria no tridngulo retangulo, ciclo trigonométrico, trigonometria em um triangulo
quaisquer e as principais func¢oes trigonométricas: seno, cosseno e tangente conteidos
importantes para a compressao de coordenadas polares. Os contetidos para a escrita deste
capitulo sao baseados no livro “Fundamentos da matematica elementar” — Volume 3, do
autor Gelson lezzi (1977), no livro do autor Roberto Dante — Matematica (2007) e na
colecao de livros “A matematica para o ensino médio” dos autores Elon Lages Lima, Paulo

Cesar Carvalho, Eduardo Wagner e Augusto César Morgado.

2.1 Trigonometria no triangulo retangulo

Dado o tridngulo retangulo ABC' com hipotenusa AC, retangulo em B (figura
8). O angulo BAC é um dos angulos agudos do triangulo ABC.

Figura 8 — Tridngulos retangulos.

Observando a figura vemos que por semelhanga de tridngulo (pois possuem os

trés angulos iguais), temos:

[BC| _[DE| _ |[FG| _ [TH] _
Ac| " [AE| T [AG| AT

k, kel

Essa relagao depende apenas do angulo BAC e é chamada de seno de BAC.

Entao:
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medida do cateto oposto ao dngulo BAC T

) 0<B/A\C<2

sen(BAC) =

medida da hipotenusa

De modo analogo, temos:

AB| [AD| |AF| |AH]

[AC|  |AE| JAG| [AI
€

[BC| _ [DE| _ |FG| _ |1H]

[AB| |AD| [AF| |AH]

Que também dependem apenas do angulo BAC , e definimos, respectivamente,

como cosseno do angulo BAC e tangente do angulo BAC.

medida do cateto adjacente ao angulo BAC

— — T
BAC) = 0 < BAC < —
cos( ) medida da hipotenusa ’ = =3

e —_—
tg(B/A\C') _ medida do cateto oposto ao angulo BéC; o< BAC < ™
medida do cateto adjacente ao dngulo BAC 2

As razoes acima sao chamadas de razoes trigonométricas do tridngulo retangulo

em relagao a uma angulo agudo do triangulo retangulo.

2.2 Trigonometria aplicada em tridngulos quaisquer

2.2.1 Lei dos senos

Definicao 2.2.1. Em qualquer triangulo ABC', as medidas dos lados sao proporcionais

aos senos dos angulos opostos a eles, ou seja:

a b c

sen A sen B sen C

Demonstragao:

Consideremos o triangulo ABC' (Figura 9) acutangulo e duas de suas alturas
|AH,| e |BH,|.
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Figura 9 — Tridngulo acutangulo ABC.

e No triangulo AC'Hy, retangulo em H;, temos

h
senCZ?lahl:b-senC.

e No triangulo ABH,, retangulo em Hi, temos
h
senB=—1—>h1=c-senC.
c

Comparando, temos:

b o
sen B sen C

b-sen C =c-sen B —

e No triangulo BC'H,, retangulo em H,, temos:

sen0=@—>h2=a'sena
a

e No triangulo ABH,, retdngulo em Hs, temos:

senA=@—>h2=c-senA.
c

Comparando, temos:

a C

(11)

a-sen C =c-sen A — =
sen A sen C

De (I) e (II) concluimos que

a b o
sen A sen B sen C’

Obs.: a demonstragao é andloga para o triangulo obtusangulo e retangulo.
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2.2.2 Lei dos cossenos

Definicao 2.2.2. Em qualquer triangulo ABC', o quadrado da medida de um lado € a
soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos duas vezes o produto das

medidas desses outros dois lados pelo cosseno do angulo que eles formam, ou seja:

e’ =0"4+c*—2-b-c-cos A;
e b’ =0a*4+c*—2-a-c-cos B;

e ?=a’+bv—2-a-b-cos C.

Demonstragao:

Prova da 1 das relagoes citadas acima. Considerando o angulo A agudo, o
angulo agudo A pode estar em um triangulo acutangulo, retangulo ou obtusangulo. Faremos
a demonstracao da lei dos cossenos usando o triangulo acutangulo: Tragando a altura BH,

obtemos os tridngulos retdngulos ABH e CBH (Figura 10).

Figura 10 — Triangulo ABC' de altura BH.

e No triangulo ABH, temos:
AH S
cos A = u—> |AH| = ¢ cos A
C (D

A=h+|AHP? > h* = — |[AH|? > h* = — (c-cos A)* = — - cos® A.

e No triangulo CBH, temos:

a>=h*+|CH? - a*>=h*+ (b—|AH|)*> > h* =a®> — (b—c-cos A)* —
h*>=a*>—b*+2-b-c-cos A—c*-cos® A. (IT1)
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e De (I) e (II) temos:

2. 08 A —

a?—b?+2-b-c-cos A—c*-cos> A= —c¢
=0 +2-b-c-cos A=c? —

=0V +P*—-2-b-c-cos A.

As demonstragoes das outras relagoes sao analogas.

2.3 Arcos e angulos

A unidade de medida mais utilizada para medir dngulos é graus (°). Esta
medida ¢ definida pela divisdo da circunferéncia em 360 partes iguais, e cada parte equivale
a 1° (um grau). Esta unidade possui subdivisoes chamadas minutos (") e segundos ("), tal
que: 1° = 60" e 1’ = 60", isto é, um grau corresponde a sessenta minutos e um minuto

corresponde a sessenta segundos.

Na Figura 11 temos os angulos a e 3, sendo 3 o dngulo convexo (interno) definido
pelas semirretas AO e OB e « o angulo concavo (externo) definido pelas semirretas AO e

OB.

Figura 11 — Representacao de angulos.

Definig¢ao 2.3.1. Dados dois pontos distintos A e B sobre uma circunferéncia (Figura
12), esta fica dividida em duas partes. Cada uma dessas partes, que incluem A e B, é

denominada arco de circunferéncia AB.

Em particular, se os pontos A e B coincidem, eles determinam dois arcos: um
deles é um ponto (denominado arco nulo) e o outro é a circunferéncia (denominada arco

de uma volta).
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OO

Figura 12 — Arcos de uma circunferéncia.

Consideremos um arco AB , contido numa circunferéncia de raio r, tal que o

comprimento do arco AB seja igual a r. Neste caso, dizemos que a medida de um arco
AB é 1 radiano (1 rad).

Definicao 2.3.2. Um radiano é o comprimento de um arco que equivale ao raio da

circunferéncia que o contém (Figura 13).

r(1rad)

Figura 13 — Representacao grafica de 1 rad.

O radiano “cabe” seis vezes na circunferéncia e mais a soma dessas “sobras”

b

Mais precisamente demonstra-se que a circunferéncia mede 6, 283584...rad, niimero batizado
) )

como 27 rad.

Entao estabelecemos a seguinte correspondéncia:

180° « m rad
360° <« 27 rad.
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Logo usamos essa correspondéncia para transformacgao de unidades, de grau

para radiano e de radiano para grau.

Definicao 2.3.3. Angulo central é o angulo cujo o vértice € o centro da circunferéncia.

Quando queremos medir em radianos um angulo AOB , devemos construir uma
circunferéncia de centro O e raio r e verificar quantos radianos mede o arco AB, isto
é, calcular o quociente entre o comprimento [ do arco AB pelo raio r da circunferéncia
(Figura 14):

a = — (a em radianos)
r

Figura 14 — Comprimento de um arco de uma circunferéncia.

Exemplo 2.3.1. Calcular em graus, a medida do angulo AOB da Figura 15.

0 3cm

‘0
(&)
"
b

Figura 15 — Apoio gréfico do exemplo 2.3.1.- Fonte: Livro Fundamentos da Matemaética
Elementar, Vol 3, Autor: Gelson lezzi.
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Resolugao:

Convertendo em graus, temos

T — 180°
3

— > I
10

3
= 1807 — —
mw-X 10

3.180° 540
= = = 1 1 o —>
ST v R
z = 17°11'19".

Exemplo 2.3.2. Calcular o comprimento | do arco AB definido numa circunferéncia de

raio v = 10 em, por um angulo central de 60°.

Resolucgao: Converter graus em radianos:

T — 180° 60r 7w
- L 60° T 10 3

Entao:

Portanto r = 10,472 cm. "
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2.4 Ciclo trigonométrico

As razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente de um angulo agudo do
triangulo retangulo dependem da medida desse angulo. Consideramos triangulos retangulos

(Figura 16) que tenham a mesma medida da hipotenusa, mas variando o &ngulo agudo.

Observamos que os vértices B, C', D e E pertencem a mesma circunferéncia
cuja a hipotenusa é o raio da circunferéncia a qual esses pontos pertencem. Tomando a
hipotenusa e os angulos agudos de vértice O desses tridngulos retangulos teremos a medida

do cateto oposto e adjacente desses triangulos.

Essas concepgoes levaram os matematicos a definir razoes trigonométricas em

uma circunferéncia, chamada assim de ciclo trigonométrico.

Figura 16 — Representacao dos tridngulos retangulos contidos em uma circunferéncia e os
eixos de coordenadas.

Definicao 2.4.1. Uma circunferéncia se diz orientada quando fixamos um sentido posi-
tivo ou negativo de percurso. Todo arco de uma circunferéncia orientada chama-se arco
orientado. Na trigonometria, convencionou-se estabelecer como sentido positivo o sentido

anti-horario e como negativo o sentido horario.

Definicao 2.4.2. O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia orientada de raio 1 e centro
na origem de um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujo o sentido positivo é

anti-hordrio.

Os eixos z e y do sistema de coordenadas cartesianas dividem a circunferéncia

em quatro partes iguais, que sdo chamadas de quadrantes (Figura 17).
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O ponto A(1,0) é a origem de todos os arcos que forem medidos na circunferéncia.
Se o arco for medido no sentido anti-horario, entao o sinal dele sera positivo, se o arco for

medido no sentido horario da circunferéncia o sinal dele serd negativo.

Se o ponto P estd associado ao nimero x dizemos que P ¢é a imagem de x no
ciclo. Se percorrermos do ponto A até os pontos descritos abaixo no sentido anti-horario

do ciclo, temos:
7
A imagem de 5 é o ponto B , a imagem do ponto de 7 é o ponto C, a imagem

3T

de — é o onto D. Se percorrermos do ponto A até os pontos descritos abaixo no sentido

horario do ciclo, temos:
T
A imagem de —5 é o ponto D , a imagem do ponto de —7 é o ponto C, a

3
imagem de —g é o ponto A.

2°Quadrante 1°Quadrante

A — Pontodepartida

3 Quadrante 4°Quadrante

Figura 17 — Divisao dos quadrantes de um ciclo trigonométrico.

Se P ¢é a imagem do ntiimero xg, entao P também ¢é a imagem dos ntimeros:

Zo, 1’0—1-27'(', .ZEO—27T, 1'0—1-47'(, $0—4’/T, .Z'0+67T, [IZ’Q—67I',...

Em resumo, P é a imagem dos elementos do conjunto:

{r e R|lz = xo + 2km, k € Z}
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2.5 Seno e cosseno no ciclo trigonométrico
Defini¢ao 2.5.1. Dado o arco trigonométrico AP de medida o (Figura 18), chama-se
cosseno de v a abscissa do ponto P (Figura 18).

Definicao 2.5.2. Dado o arco trigonométrico AP de medida o, chama-se seno de a a

ordenada do ponto P (Figura 18).

D

Figura 18 — Medidas seno e cosseno do ciclo trigonométrico.

As defini¢Oes acima sao justificaveis pelas relagoes trigonométricas no triangulo

retdngulo, observando o triangulo retangulo M OP, temos:

MP M
senaszMP e cosalezMO

Entao pelo Teorema de Pitagoras, temos uma relagao fundamental da trigono-

metria:

OP° = MP +MO°

2

sen® a + cos® a =1
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2.6 Principais angulos do ciclo trigonométrico

Existem angulos que sao mais conhecidos do ciclo trigonométrico e mais usados,

principalmente nos exercicios dos livros didaticos.

Abaixo (Figura 19), temos o ciclo e seus principais dngulos em graus e radianos.

ar
N

=

5
]
=

Figura 19 — Principais angulos no ciclo trigonométrico. Fonte: Livro de Céalculo de Howard
Anton — Volume 1.

Observando a figura acima, sabendo que o ciclo trigonométrico é uma circunfe-
réncia de centro na origem do plano cartesiano e raio 1 e pelas relagoes trigonométricas do

triangulo retangulo, temos:

Tabela 1 — Medidas de seno e cosseno de alguns angulos.

Angulos Seno | Cosseno

0° = 0rm 0 1

30° = 7/6 1/2 | /3/2

45° = /4 | V2/2 ] V2/2

60°=7/3 | V32| 1/2
1

90° = 7/2 0
180° = 7 0 1
270° = 37/2 | —1 0
360° = 2 0 1

2.7 Eixos fundamentais do ciclo trigonométricos
Na Figura 20 temos principais eixos do ciclo trigonométricos, sendo:
e 0 eixo x é o eixo dos cossenos, sentido positivo de O para A.

e 0 eixo y € o eixo dos senos, sentido positivo de O para B.

e 0 eixo v € o eixo da tangente, sentido positivo é o mesmo que do eixo dos senos.
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m

)

Figura 20 — Principais eixos do ciclo trigonométrico.

Os eixos x e y dividem o ciclo trigonométrico em quatro arcos: AB, BC, C'D
e DA. Dado um ponto P localizado na circunferéncia do ciclo trigonométrico, entao ele

forma um dngulo o com a origem do ciclo (ponto O), logo POA = a, logo teremos as

seguintes relagoes:

i) P esta situado no primeiro quadrante, se e somente se, P € AB, entao

0+2k~7r<a<g+2lm

ii) P esta situado no segundo quadrante, se e somente se, P € BC, entao

g+2k‘7r<a7r+2k7r

iii) P estd situado no terceiro quadrante, se e somente se, P € C'D, entao
3T
7r—|—2/€7r<0z<7+2k7r

iv) P estd situado no quarto quadrante, se e somente se, P € DA, entao

3
l+2k7r<04<27r+2k7r

2
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2.8 Reducao ao primeiro quadrante

Seja o arco AP, situado no 1° quadrante e formado pelo dngulo «a, entao o arco
AM formado pelo dngulo (7 — «) estard situado no 2° quadrante (Figura 21) e os valores

de seno de (m — ) e cosseno de (1 — «v) serdo iguais a sen « e —cos «, respectivamente.

seno

A cossenc  x
by

D

Figura 21 — Redugao de arcos do primeiro para o segundo quadrante.

Seja o arco AP, situado no 1° quadrante e formado pelo angulo «, entdo o arco
AM formado pelo dngulo (a + 7) estard situado no 3° quadrante (Figura 22) e os valores

de seno de (o + 7) e cosseno de (o + 7) serdo iguais a —sen « e —cos «, respectivamente.

seno

#
SN
SN
‘ ’ I
‘ - ' \
. !
, | \
-~ i
. i
. | 1
p |
u ‘ A
: | A
\ . ! o cosseno  x

Figura 22 — Reducao de arcos do terceiro para o primeiro quadrante.

Seja o arco AP, situado no 1° quadrante e formado pelo angulo «, entdo o arco
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AM formado pelo angulo (27 — «) estara situado no 4° quadrante (Figura 23) e os valores

de seno de (2 — ) e cosseno de (27 — a) serdo iguais a —sen « e cos «, respectivamente.

B seno

.
.
#
s
’ L
. I \
- \
-
# I
< l
. I
/\ | "
G \ | & GOSSEno X
i
I

Figura 23 — Reducao de arcos do quarto para o primeiro quadrante.

2.9 Principais funcbes trigonométricas

Nesta secao iremos estudar fungdes importantes para a compreensao de equagoes
polares, pouco exploradas no ensino médio. As caracteristicas das func¢oes trigonométricas
sao interessantes por conter algumas particularidades como a periodicidade e o estudo do

dominio e da imagem.

2.9.1 A funcdo seno e a funcdo cosseno

Definicao 2.9.1. Dado uma medida de angulo t em radianos, as fungoes cos : R — R e
sen : R — R, chamadas respectivamente de funcdo cosseno e funcoes seno, sao definidas

pondo-se, para cada t € R, temos:

f(t) = cos(t)

e

f(t) = sen(t)

Os valores de cosseno de t e seno de t sao respectivamente a abscissa e ordenada

de um ponto P que percorre o ciclo trigonométrico.
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Definicao 2.9.2. Uma funcgdio f : A — B ¢ dita periodica se existir um numero T > 0

tal que:

ft)=fx+T), VreA

O periodo da funcdo é o menor valor de T que satisfaz a condi¢do acima. As

funcoes seno e cosseno sao fungoes periodicas de periodo 2.

Definigao 2.9.3. A funcio f : R — R € par quando f(z) = f(—z) Yx € R, e se

f(=z) = —f(z)Vx € R, entdo a fungio é chamada de fung¢io impar.

Pela Secao 2.6 vemos que cosseno € uma fungdo par e seno € uma funcao impar,

e para todo t € R | valem as sequintes relacoes:

cos(t +m) = —cos(t), sen(t+ m) = —sen(t)

cos (t+ g) — — sen(t), sen(t—i— ;T) — sen(t)

cos (;T - t) — sen(t), Sen<72r - t) — cos(t)

cos(m —t) = —cos(t), sen(m—t) = sen(t).

2.10 Grafico da funcao seno

Usando os valores que foram dados anteriormente tracamos o sequinte grdfico

da fungao seno de x, f(x) = sen(x) (Figura 24).
Temos que:
i) O dominio da fungdo seno € todos os reais, D = R.
it) A imagem da fung¢ao seno € o intervalo [—1,1], entdo:

Im={yeR/ —1<y=sen(z) <1, VreR}

iii) Se x estd no primeiro ou no sequndo quadrante, entio a f(x) = sen(x) é positiva.

iv) Se x percorrer o primeiro quadrante ou o quarto quadrante, entio f(x) = sen(x) é

crescente.
v) Se x percorre o sequndo ou o terceiro quadrante, entao f(x) = sen(z) € decrescente.
vi) A fungao seno € periddica de periodo 2.

vii) A fungiao seno é uma fungao impar, pois f(—x) = —f(x).
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f(z) = sen(a)

I '
(142 ] iz (an)f2 (sm)i2
' '

Figura 24 — Grafico da funcao seno.

Exemplo 2.10.1. Trace o grifico da fungio f(x) =4 - sen(z).

Resolugao: O dominio da fungao seno sao todos os reais, D = R. Como a imagem da

fungao seno é o intervalo [—1, 1], nesse caso a imagem é o intervalo [—4,4].

f(xz) = 4sen(x)

Figura 25 — Resolucao do exemplo 3.2.1.1.
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2.11 Grafico da funcdo cosseno

Usando os valores que foram dados anteriormente tracamos o seguinte grafico

da funcao cosseno de z, f(z) = cos(z) (Figura 26).

Temos que:

i) O dominio da fungdo cosseno é todos os reais, D = R.

ii) A imagem da fungao cosseno é o intervalo [—1, 1], entdo:

Im={yeR/ —1<y=-cos(r) <1, VreR}

iii) Se x estd no primeiro ou no quarto quadrante, entao a f(z) = cos(z) é positiva.
iv) Se x estd no segundo ou no terceiro quadrante, entdao a f(z) = cos(x) é negativa.

v) ) Se x percorrer o segundo quadrante ou o terceiro quadrante, entdo f(z) = cos(z) é

crescente.

vi) Se z percorre o primeiro quadrante ou o segundo quadrante, entdo f(x) = cos(x) é

decrescente.
vii) A fungao cosseno é periédica de periodo 2.

viii) A fungdo cosseno é uma fungao par, pois f(—x) = f(x).

fle) = cos(a)

Figura 26 — Grafico da funcao cosseno.

Exemplo 2.11.1. Trace do grifico da fungao f(x) = 2 - cos(x).

Resolucao: O dominio da fungao cosseno é todos os reais, D = R. Como a imagem da

fungao cosseno é o intervalo [—1, 1], nesse caso a imagem é o intervalo [—2, 2].
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Figura 27 — Resolucao do exemplo 2.11.1.

2.12  Asfamiliasy = A-sen(Bx +C) ey = A-cos(Bx + C)

Definicao 2.12.1. Para qualquer fungdo periodica, a amplitude é a metade da distancia

entre os valores de mdzximo e minimo (se ezistirem,).

Entao a amplitude da funcao seno e da funcao cosseno é um. O periodo da

funcao seno e da func¢ao cosseno é 27.

Fungoes cujos os graficos tem a forma de uma curva seno ou cosseno sao

chamadas de fungoes senoidais.

Entre estas, temos as fungdes da forma y = A - sen(Bx +C) + D e y =

A - cos(Bx + C) + D, onde |A| é a amplitude, Toeo periodo, C' é o deslocamento do

| B

grafico no eixo das abscissas x e D é o deslocamento do grafico no eixo da ordenada y.
Exemplo 2.12.1. Observando o grifico (Figura 28) da fungdo a seguir, vemos que a
amplitude de f(x) =1+ 2-sen(x) é 2, o periodo igual a 2w e D =1 desloca o grifico do

seno uma unidade para cima no eixo da ordenada .
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f(z) =14 2sen(x)

Figura 28 — Grafico de apoio ao exemplo 2.12.1.

Exemplo 2.12.2. Em 10 de fevereiro de 1990, a maré alta em Boston era a meia-noite.
O nivel de dgua na maré Belta era de 9,9 pés (em torno de 3 m); mais tarde, na maré
baiza, era de 0,1 pé (em torno de 3 ¢m). Supondo que a proxima maré baiza € exatamente
ao meio-dia e que a altura da dgua € dada por uma curva seno ou cosseno, encontre uma

formula para o nivel e dgua em Boston em funcao do tempo.

Resolucgao: Seja y o nivel da dgua em pés e seja t o tempo medido em horas a partir da

meia-noite. As oscilagoes tem amplitude 4,9 pés (= (9,9 — 0,1)/2) e periodo 12, de modo
T

que 12B =2me B = % Como a agua esta no seu nivel mais alto durante a noite, Quando

t = 0, as oscilagdes sao representadas melhor por um cosseno.

Podemos dizer que altura em cima da média é

T
=49 —t
Y , cos(G)

Como o nivel médio de altura da agua era de 5 pés, deslocamos para cima o

cosseno somando 5.

y=5+4,9~005<gt>

No entanto se isso fosse verdade, a maré alta seria sempre ao meio dia ou a
meia-noite, em vez de mudar vagarosamente durante o dia, como realmente acontece. O
intervalo entre as marés altas sucessivas é em torno de 12 horas e 24 minutos, entao a

formula precisa para a altura da agua em funcao do tempo, é:

27
= 4.9. i
y=5+4,9 005(12’4)
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ylalturaempés)

f(t) =5 + 4.9cos((27/12.4)t)

=
t(horas)

Figura 29 — Resolucao do Exemplo 2.12.2.

2.13 A funcao tangente

Definig¢ao 2.13.1. Dado um arco AP (Figura 30) de medida x no ciclo trigonométrico,
definimos tangente de x como o valor obtido fazendo:

sen x
tg x =

Agora, cos x # 0, se x # E-i-kﬂ', keZ
cos T 2

v 1

AN RN D
NI/ N O/ N

Figura 30 — Representacao dos arcos tangentes.

Em todos os casos da figura 30, o tridngulos ORP e OAT sao semelhantes
(AAA). Dessa semelhanga, temos:

|PR| _ |AT)|
[OR| |04
senz  |AT)|
cosz 1
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sen x AT
Como =tgxe AT = |AT|, entao temos:
cos T 1

tg x = |AT| = d(A,T)

Tabela 2 — Medidas da tangente de alguns angulos.

T tg x
0 0
7/6 V3/3
/4 1

/3 V3
7/2 | ndo definida

T 0
37/2 | ndo definida
2T 0

2.14  Grafico da funcao tangente

Denominamos fun¢ao tangente a funcao f : D — R que associa a cada nimero

e -
real x, v # 5} + km, ke Z,oreal AT = tg x, isto é, f(x) = tg x.
Temos que:
T
i) O dominio da funcdo tangente D = x # 5 +kn, keZ.
ii) A imagem da fungao tangente é o conjunto dos nimeros reais.
iii) Se x estd no primeiro ou no terceiro quadrante, entdo a f(z) = tg(x) é positiva.

iv) Se x percorrer o segundo quadrante ou o quarto quadrante, entdo f(x) = tg(x) é

negativa.
v) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entdao f(x) = tg(z) é crescente.

vi) A fungao tangente é periddica de periodo 7.
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Figura 31 — Grafico da funcao Tangente.
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3 Coordenadas Polares

Vimos no Capitulo 2 as coordenadas cartesianas no plano. No entanto, nao
existe apenas esse tipo de coordenada, veremos neste capitulo um sistema muito util e
importante de coordenadas chamado sistemas de coordenadas polares no plano e curvas de
equagoes polares. Serd trabalhado os graficos das principais curvas polares e a observacao

de suas caracteristicas através de exemplos de plotagem diretamente no software.

3.1 Coordenadas polares no plano do sistema polar

Um sistema de coordenadas polares no plano consiste em escolhermos um
ponto no plano conhecido como pélo ou origem e o denominamos O. Entao, desenhamos
um raio (semirreta) comegando em O, chamado eixo polar. Esse é geralmente desenhado

horizontalmente para a direita e corresponde ao eixo x positivo nas coordenadas cartesianas.

Se P for qualquer outro ponto no plano, a distancia r de O até P é denominada
raio polar ou raio vetor, e o angulo 6 (geralmente medido em radianos) obtido da rotagao

do eixo polar até o segmento de reta OP ¢é denominado de angulo polar ou angulo vetorial
de P.

O ponto P é representado pelo par ordenado (r,0) e r, 6 sdo chamadas coorde-

nadas polares de P.

P(r,6)

Figura 32 — Representacao do ponto P no sistema de coordenadas polares.

Como vimos # é o angulo formado pela semirreta OP e o eixo polar . Como
frequentemente é medido em radianos, entdo o angulo sera positivo se medido no sentido
anti-horario e serd negativo se medido no sentido horario. Se P = 0 entao r = 0 e

convencionamos que (0, ) representa o pélo para qualquer valor de 6.
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Quanto aos valores de r, sabemos que nao existe distancia negativa, porém nesse
trabalho vamos adotar qualquer valor real para r, assim como muitos autores como James
Stewart,George F. Simmons, Elon Lages Lima adotaram em suas obras. Mas, quando
usarmos o par ordenado (—r,#), para fins de representar graficamente, isto significard que
o ponto serd tragado na posigao (r,0 + 7). Podemos associar essa representagao como a
representacao grafica de vetores, quando temos v e —v, o vetor —v é um vetor de mesmo
comprimento, mesma direcao, mas no entanto sentido oposto a v, isto é, quando temos o
valor negativo antes de r temos que o par ordenado (—r,0) e (r,0) estdo na mesma reta
que passa pela origem do eixo polar e terdo a mesma distancia |r| em relagdo ao pdlo,
mas tragados em lados opostos. Graficamente tragamos uma reta s passando pelo pélo e
formando o angulo 6 com o eixo polar. Teremos entdao dois pontos P e P’ pertencentes a

reta s de distancia |r| do pdlo, as coordenadas polares desses pontos serao P = (r,0) e

P'=(r,0 +m) = (—r,0) (Figura 33).

eixo polar

AP = (—r,0)

Figura 33 — Representacao grafica dos pontos P e P'.

Vimos na Definicao 2.2.1 que um ponto P determina apenas um par ordenado
(x,y) no plano cartesiano. Em coordenadas polares um par de coordenadas (r, 6) determina
apenas um ponto P no plano de sistema de coordenadas polares, mas o inverso nao é
verdade, pois o ponto P é determinado pelas coordenadas (r,f) e também por todas
representadas pelo par ordenado (r,0 + 2n7); n € Z,como vamos considerar nesse trabalho
os pares (—r,#) entdao esse ponto P pode ser representado por qualquer par ordenado

(—=7,0 + (2n + 1)7); n € Z. De forma resumida, temos:

(r,0) = (=" -r,0 +km), keZ

Para a maioria de nossas finalidades, basta tomar um par de coordenadas
polares, entdao vamos adotar r > 0 e 0 < # < 27 e para essa restricao s6 existe uma

correspondéncia biunivoca entre um ponto no plano e suas respectivas coordenadas polares.
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Exemplo 3.1.1. Marque os pontos cujas as coordenadas polares sao dadas por:

a) (3, g)
) (57)
¢) (4, g)
d) (—4, g)

Resolugao:

a)

A=(3, n/3)

w3

L

eixo polar

Figura 34 — Resolugao do Exemplo 3.1.1 a).
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b)

B=(3, 7z 13)

Tm. /3

L1

eixo polar

Figura 35 — Resolugdo do exemplo 3.1.1 b).

c) e d) (serdo colocados no mesmo sistema de coordenadas polares para a

comparagao)

C=(4, = /6)

Trib

eixo polar

D=(-4, = &)

Figura 36 — Resolugao do exemplo 3.1.1 ¢) e d).
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3.2 A relacdo entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares

no plano

Para estabelecer a relagao entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas
sobrepomos ao sistema de coordenadas polares um sistema de coordenadas cartesianas
roy de tal forma que o eixo x positivo coincida como eixo polar e o p6lo com a origem,

como na Figura 37:

(r,0) = (z,9)

Yy
) "'-,I 2] P x
Pélo - eixo polar
(origem) z (eixo x)

Figura 37 — Relagao entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares.

Muitas vezes temos que relacionar as coordenadas cartesianas de um ponto P

com as coordenadas polares do mesmo ponto, para isso utilizamos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.1. (Mudang¢a de coordenadas) Se o pdlo e o eixo polar coincidirem, respecti-
vamente, com a origem e o eixo positivo das abscissas x, entao o ponto P em coordenadas
polares (r,0) estd relacionado com as coordenadas cartesianas (x,y) do mesmo ponto P,

como a Sequir:

i)
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Demonstracao:
Para a demonstragdo vamos nos basear na Figura 37.

Dado o ponto P, tracamos uma perpendicular ao eixo O,, passando pelo ponto
P, onde o encontro da perpendicular com o eixo O, é o ponto P’. Entdo temos o tridngulo
retangulo POP’, retangulo em P’ e de hipotenusa OP. Para demonstrar as férmulas i e
ii vamos utilizar os conceitos de trigonometria no tridngulo retangulo (Capitulo 2.1) e o

Teorema de Pitagoras.

i) Seja o tridngulo retdngulo POP’, onde temos o dngulo agudo POP = 0, |OP| =r,
|OP'| = z e |PP'| = y entdo pelas relagdes trigonométricas do tridngulo retdngulo,

temos:

X

cos(0) = ~ e sen(f) = =

Entao

x=r-cos(f) e y=r-sen(d)

T
A utilizacdo da demonstragao acima é valida parar > 0e 0 < 0 < 5 pois sao
medidas de um triangulo retangulo, no entanto de modo analogo podemos demonstrar

que sao validas para quaisquer valores de r e 6.

ii) Novamente considerando o tridngulo POP’ e as relagoes trigonométricas no tridngulo

retangulo, temos:
Yy
tg(0) = =
9(0) -

E pelo Teorema de Pitagoras, temos a relacao:

r? = 2% + 4

Para demonstrar as equagoes (ii) podemos também utilizar as seguintes relagoes trigono-

métricas, ja vistas anteriormente, cos® 0 + sen®> § = 1 e tg 6 = %, ou seja,
x=r-cos(d) e y=r-sen(d) (relacdo i)
°
tg(0) = iZZ((Z; — multiplicando por ; — tg(h) = :m = %
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cos*(0) + sen*(f) = 1 — multiplicando 7* em ambos os lados —

2

r? - (cos*(0) + sen®(0)) = r* — r? = 2% + 3

Exemplo 3.2.1. Encontre as coordenadas polares do ponto P cujas as coordenadas
cartesianas sio (—2,2V/3).

Resolugao: Vamos encontrar as coordenadas polares (r,6) de P que satisfazem as

condi¢oes r > 0 e 0 < 6 < 27w. Temos
2yt = > (-2 + (2V3)?2 =1 54+ 12=1r" > 16 =1 -
r=4

Também

2v/3 5 2
tgﬁzaj—%gﬁz\g:—\/gﬁgzarctg(—\/g)ﬁﬁzgrou&:;
y —

Como o ponto P = (-2, 2\/§) se localiza no segundo quadrante, tem-se que se o angulo

2
for 0 = 27/3, as coordenadas polares do ponto P sao (4, §>

Todas das demais coordenadas polares do ponto P podem ser expressas como:

2
(4,§+2/m) . comkeZ
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Exemplo 3.2.2. Encontre as coordenadas polares do ponto P cujas as coordenadas

cartesianas sio (vV/3,—/3).

Resolugao: Vamos encontrar as coordenadas polares (r,0) de P que satisfazem as

condi¢bes r > 0e 0 < 6 < 2m.

Temos:

Pyt =1t o (V3 (VB =t 33 =t 6 =0
7’=\f6 ou 7‘=—\/6

Também,

tg@=I—>7§g€=—\/§=—1—>9=a'r’czfg(—1)—>0=37T0u9=ZT

V3 4

Como o ponto P = (\/g, —\/§) se localiza no quarto quadrante, tem-se que se
7
que r > 0, as coordenadas polares do ponto P sao (\f()’, ZW)

Todas das demais coordenadas polares do ponto P podem ser expressas como:

(—\/6,324—214,%) ou (\/6,72+2k:7r), com keZ

Exemplo 3.2.3. Encontre as coordenadas cartesianas no plano do ponto P cujas as

2
coordenadas polares sdio (6, %)

Resolugao:
2m
Vamos encontrar as coordenadas cartesianas (z,y) de P, onde r =6 e 0 = 5

2T 1
= . 6 —_—> = 6 . _ — . _ = —3
T =T"cos T cos< 3 ) ( 2)

2 3
y—r-sen9—>y=6-sen(§) =6-\2f=3\/§

Portanto, as coordenadas cartesianas no plano do ponto P sao (—3, 3\/3) u
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3.3 Distancia entre dois pontos em coordenadas polares

Dados dois pontos P = (11, ) e @ = (19, 5) do plano em coordenadas polares.

A distancia entre eles é consequéncia imediata da lei dos cossenos (Figura 38).

Q(r2,8)

eixo polar

Figura 38 — Distancia de dois pontos em coordenadas polares.

|PQ|2 = Tf + r% — 2rirycos(f — a) < d(P,Q) = \/r% + 13— 2r1ry - cos(fB — «)

3.4 Representacao grafica de curvas em coordenadas polares

Expressoes algébricas envolvendo as coordenadas r e #, mesmo que nao se possa
explicitar uma dessas coordenadas em funcao da outra, sdo chamadas de equacoes de

curvas em coordenadas polares.

Dada a equagao em r e 6, definimos o grafico em coordenadas polares dessa
equagao como todos os pontos nos quais pelo menos um par de coordenadas (r, ) satisfaz

a equagcao.

No entanto o tragado de curvas em coordenadas polares requer certos cuidados,
pois um ponto no plano polar tem infinitas representacoes de pares coordenados. Um grafico
de uma curva pode ser representado por mais de uma equagao, como a circunferéncia de

centro no polo e raio a que pode ser representada pelas equagdes r = a e r = —a.

Como alguns pares de coordenadas polares com 7 negativo nao satisfaz algumas
equagoes polares o tragado dessas curvas s6 sao possiveis no Geogebra pois o software faz

a utilizacdo de parametrizacao de curvas, isto é, utiliza o par de funcgoes:
z=r-cos(f) ex=r-sen(f) com 0 <60 < 2m, sendo r = f(0)

Algumas vezes é conveniente transformar a equacao de coordenadas polares

para coordenadas cartesianas, pois facilitam o tracado do gréfico.
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Exemplo 3.4.1. Trace a curva representada pela equacao polar r = 3.

Resolugao:

Temos que x = 3 - cosl e y = 3 - senf. Entao:

2% + y* = (3cosh)? + (3send)® = 9cos?0 + 9sen’d = 9(cos* + sen®d) = 9 —

P4y =9->"+y =3 >2"+y =17

A equagao polar r = 3 representa o circulo de centro (0,0) e raio 3, isto é, sao

todos os pontos que distam 3 unidades do pédlo.

eixo polar

3mw/2

Figura 39 — Grafico da equagao polar r = 3.
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Figura 40 — Gréfico da equacio cartesiana z® + y? = 9.

De modo geral, a equagao r = a representa o circulo com centro no poélo e raio

’CL|. | |

Exemplo 3.4.2. Trace a curva representada pela equacao polar 6 = g

Resolucgao:
70
Entao a equagao polar 6 = 3 representa todos os pontos da reta que passa pelo

, A ™ . ™
polo e forma um angulo de — com o eixo polar. Observamos que os pontos (r, §) na reta
com r > () estdo no primeiro quadrante e os pontos com r < 0 estdo no terceiro quadrante.
Podemos confirmar, convertendo em coordenadas cartesianas, obtendo a equacao de uma

reta.

Temos que:

<7r> T \3 24/3
T =7-cos R y

—>:z:=7’-§—>7’=2a: e y=rsen > y=r-

Entao:

2v/3

20 = —vy

6
e = — e = 3
3 N R Vaz
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C(-1,7/3)

D(—2,x/3)

A(2,7/3)

B(1,7/3)

#ixo polar 0

{3m/2

Figura 41 — Grafico da equagao polar 6 = g

De modo geral, toda equagao polar da forma 6 = 6, onde 6y é uma constante,

representa uma reta que passa pelo polo e forma um angulo de 6y com o eixo polar. Além

disso, 0 = 0y + 2k, k € Z, representa a mesma reta no plano.

3.5 Equacao da reta em coordenadas polares

3.5.1 Reta que nao passa pelo pdlo

Considerando a reta s, tomemos o tridngulo OPQ (Figura 42), retangulo em

P. Entao, pelas relagoes trigonométricas no triangulo retangulo, temos:

cos(

1
0—a)=— —>r =ry cos
T2

Aplicando a lei do cosseno da diferenca, temos:

cos(0 — ) = cos(0) - cos(a) + sen(0) - sen(a) =

(0 —a)
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Dividindo ambos os lados da equagao por rq, teremos:

1 _ cos(e) -cos(f) + sen(a) -sen() = A-cos(0)+ B-sen(f) — . A-cos(0)+ B-sen(0)

T2 1 (& T2

Entao a equacao da reta que nao passa pelo pélo tem a forma

L A - cos(0) + B - sen(6)

,
, onde

CoSs X Sen o

1 (&1

eixo polar

Figura 42 — Reta que nao passa pelo pélo.

Vamos analisar alguns casos particulares dessas retas:

e Quando o = 0 a equagdo r; = ry - cos( — «) resulta em r; = ry - cos(f), que é uma

reta vertical, isto é, uma reta perpendicular ao eixo polar.
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e Quando o = 7 a equagdo r; = 7o cos(f — «) resulta em 11 = —ry-cos(6). Pois temos

que cos(f — a) = cos(f) - cos(a) + sen(f) - sen(a), entao:

r1 =179 caos(f — a) =1y - (cos(0) - cos(m) + sen(0) - sen(w)) = —ry - cos(0)
Logo 11 = —ry - cos(f) também é uma reta vertical.
Portanto toda equagao da forma a = r - cos(d) e a = —r - cos(), a € R é uma

reta perpendicular ao eixo polar.

7r
e Quando oo = — a equacao r; = ry - cos(f — «) resulta em r; = 1y - sen(f). Pois temos

que cos(d — a) = cos(0) - cos(a) + sen(f) - sen(a), entao:
r =1y caos(f — a) =1y - (cos(h) - cos(g) + sen(0) - sen(g)) =1y - sen(6)

Logo 11 = 15 - sen(f) é uma reta horizontal, paralela ao eixo polar.

3T

e Quando a = - 8 equagao 11 = 1y - cos(f — ) resulta em r; = —ry - sen(f). Pois

temos que cos(d — a) = cos(0) - cos(a) + sen(f) - sen(a), entao:

r1 =719 caos(d — a) = rqy - (cos(h) - 008(3;) + sen(#) - sen(?);)) = —ry - sen(0)

Logo 11 = —ry - sen(f) também é uma reta horizontal, paralela ao eixo polar.

Portanto toda equagao da forma a = r - sen(f) e a = —r - sen(f), a € R é uma reta
paralela ao eixo polar.
Exemplo 3.5.1. Esboce a reta de equagao

1 1
S:f=7-0059+£-sen0
r 3 6

Resolucgao:

1
Como — = A-cosf + B - senf) é a equacao de reta em coordenadas polares, com

T
A:cosoz:l o stena_ﬁ
T1 T1 6
B =% sen « V3 V3 T
—- = = =tga = — — lgo = — —ma=arctg| — | = = —
A Lsa cos « 3 3 6
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Portanto:

cos o cos(g)

T =
1
A 3

Entdo a reta S é a reta perpendicular ao segmento OP,onde o ponto P =

P((3v/3)/2,m/6)

O
eixo polar

Figura 43 — Grafico da equacao da reta S : — = 50039 + —send.
r

Exemplo 3.5.2. FEsboce a reta da equagdo

S:r=sech
Resolugao: Como
1 1
sec o0 T ooeg T €08

Entao, podemos reescrever a equagao da reta

S:r-cosf =1

Logo a reta S é uma reta perpendicular ao eixo polar e passa pelo ponto (1,0) quando

a = 0. Passando a equagao para coordenadas cartesianas do plano:

Pelo Teorema 3.2.1, teremos:

r=r-cos —-x=1
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P(1,0) &

0 ]
eixo polar

Figura 44 — Grafico da equagao da reta S : r = sec 6.

Exemplo 3.5.3. Esboce a reta da equacao

S :r = cossec 0

Resolucgao: Como,

1
cossec O = —7r = —r-senf =1
sen 0 sen

Entao, podemos reescrever a equacgao da reta S:

S:r-senf =1.

T
Logo a reta S é uma reta paralela ao eixo polar e passa pelo ponto (1, 5

Passando a equagao para coordenadas cartesianas do plano: Pelo Teorema 3.2.1, teremos:

y=r-sen - y=1
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(P(L.7/2) = (0.1) 8

*_I L

0
eixo polar

Figura 45 — Grafico da equagao da reta S : r = cossec(f).

3.5.2 Reta que passa pelo pdlo

Como visto no Exemplo 3.4.2, a equacao de uma reta que passa pelo pélo

depende apenas do angulo, ou seja,
S:0=0y Vr
Exemplo 3.5.4. Trace a reta da equacdo

m

T
Todos os pontos da forma ( +c, 4) pertencem a reta s que passa pelo pélo e

A ™ . .
forma um angulo de 1 com o eixo polar. Passando para coordenadas cartesianas do plano,

temos:
2
x=r-cos<z> —>x=7"\2f—>r=\/§x

2
y=r-sen<2)—>y=r\2f—>r=\/§y.
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Entao

V2y =2z — y = z é a equacio cartesiana de |[.

Ple,m/4)

eixo polar

Figura 46 — Grafico da equagao [ : 0 =

e

3.6 Circunferéncia em coordenadas polares

Definigao 3.6.1. Dada a circunferéncia de centro P' = (r1,61) e raio R > 0, tomando

um ponto P = (r,0) sobre a circunferéncia, a sua equagao polar serd dada por

R*=7r* 472 —2r.r;-cos( — 0y).

Demonstracao:

Consideremos o sistema de coordenadas cartesianas xoy, tal que o eixo O,
positivo coincida com o eixo polar. Sejam os pontos P’ = (2, %) o centro da circunferéncia
C e P = (x,y) um ponto sobre a circunferéncia C' de raio R. Como ja vimos anteriormente,

odemos escrever P e P’ passando para coordenadas polares, entao:
)

P = (r-cosf,r senf) e P = (ry-cosb,r - senb).

Sabemos que a circunferéncia C' é o conjunto de todos os pontos do plano que
distam R de P. Entao:
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d(P',P)=R <= +/(z -2+ (y—y)2 =R

— \/(7“ - cosl — ry - cosb)? + (r - senf —ry - senbh)? = R

<« (r-cost) —ry - cosh)? + (r- sen — 1, - senf;)* = R?

= 1% c0s*0 —2 -1 -1y - coslcosb; + r% - c0s%0, + 1% - sen®0
— 2r -r1senf - senfy + risen*t, = R?

= 1% (cos*0 + sen®d) + 17 - (cos®0 + 1 + sen?d;)

— 27 -1y (cosfcost, + senflsent;) = R

— 4+ 72 =21 -cos(f —0,) = R

Da demonstragao da definicdo acima, calculamos a expressao da distancia de

dois pontos em coordenadas polares. Ou seja:

Corolario 3.6.1. Dado P = (z,y) e P' = (2/,y'), entao:

d(P', P) = \/7"2 +7rf—2r-ry - cos(f — 6y).

Exemplo 3.6.1. Determine a equacao da circunferéncia a sequir em coordenadas cartesi-
anas e esboce a curva

r=—10- senb.

Resolucgao:

Sabemos que y = r - senfl, entao:
r=—10-sen0<—>r=—1O-y<—>r2=—1Oy<—>m2+y2=—10y<—>x2+y2+10y=0
r

s+ + 10y +25 =25 22 + (y+5)2 =25

Logo vemos que é uma circunferéncia de centro (0, —5) e raio 5. n
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2*+(y+5)° =25

Figura 47 — Gréfico da equacio cartesiana z° + (y + 5) = 25

3.7 Tracado de graficos de curvas polares manualmente

O grafico de uma curva polar consiste em todos os pontos P que tem pelo
menos uma representacao (r,#), cuja as coordenadas satisfagam a equacao r = f(f). Para

tragarmos manualmente os grafico de curvas em coordenadas polares devemos seguir

algumas instrucoes, listadas a seguir.

3.7.1 Simetrias
Para tragar curvas em coordenadas polares é importante considerar e verificar
suas simetrias quando existirem, veja as regras de simetrias abaixo:

Regra 1 — Se em uma equagdo polar r = f(#) termos f(#) = f(—0), a curva

= —f(#) ou

serd simétrica em relacao ao eixo polar.

Regra 2 — Se em uma equacao polar r

f(6) termos f(0)
f(0) = f(0 + m), entao a curva serd simétrica ao pdlo, isto é, teremos a mesma curva se

girarmos 180° em torno da origem.
Regra 3 — Se em uma equacgao polar r (0) = f(m — 0), entao

a curva sera simétrica em relacao a reta vertical 6

3.7.2 Pontos que passam pelo pdlo
Para determinar se existem valores de 6 onde o grafico passa pelo pdlo, é

necessario que tenhamos pontos onde r = 0. Se tais pontos existirem, entao a curva da

equagao polar passa pelo pélo em (0, 6).
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3.7.3 Intersecoes sobre o eixo polar e sobre o eixo perpendicular em relacao

ao eixo polar passando pelo pélo

Quando verificado as simetrias se existirem, analisamos quais intercessoes sao
importantes. As intersecgoes sobre o eixo polar sdo dadas quando 6 = 0, 7, —m, +27w, —2m,

ou seja, onde 0 = nmw, n € Z.

As intersegoes sobre o eixo perpendicular ao eixo polar passando pelo pélo sdao

T m3m 37 (2n+ )

=— —, —, — j =" Z.
dadas quando 6 5 T30 5 g Ousea, onde 6 5 , M E

3.7.4 Tabulacdo de outros pontos auxiliares

Montar uma tabela atribuindo valores para 6 e entao quando aplicamos a
equagao r = f(f) encontraremos os valores de r, formando assim os pares ordenados de
pontos (r, ). Marcamos os pontos no sistema de coordenadas polares como feito no inicio

do Capitulo 3. Ligando tais pontos teremos o grafico de equagoes em coordenadas polares.

3.7.5 Transformacao da equacao polar para a sua forma cartesiana

Quando possivel podemos transformar a equagao de coordenadas polares em

coordenadas cartesianas para confirmarmos nosso grafico, como feito no Exemplo 3.6.1.

3.7.6  Tracando a curva polar r = f(0) em coordenadas cartesianas

Quando possivel podemos tragar a curva polar r = f(f) em coordenadas

cartesianas para marcamos os pontos em coordenadas polares.

3.7.7 Exemplos de plotagem de graficos em coordenadas polares.

Exemplo 3.7.1. Encontre uma equacdo polar para a curva representada pela equacao

cartesiana y = 2x — 1 e trace o grdfico em coordenadas polares.

Resolugao:

Observamos que o grafico em coordenadas cartesianas é uma reta, em coorde-

nadas polares também teremos uma reta.
Transformando a equagao cartesiana em equagao polar:

Vimos que:

xr=r-cosd e y=r-send.
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Fazendo as substituicoes, teremos:

y=2rx+1—->r-senf =2-1-cosd+1—r-senl —2r-cos =1 — r-(senf —2cosf) = 1.

1

e senfl — 2cos6

Logo a equagdo em coordenadas cartesianas y = 2x + 1 é dada em coordenadas

polares, por:

1
senf — 2cosh’

FO) =7 =

Tracando o gréfico:

i) Primeiramente precisaremos testar as simetrias: Sabemos que cosf = cos(—0) e

sen(—0) = —send, pelo Capitulo 2, entao:

1 1

f<_0) - Sen(—H) — 2@05(—0) B —senf — 2cosf’

Como f(0) # f(—0) e f(—0) # —f(0), entdo, o grafico da equacdo nado é simétrico
em relacao ao eixo polar e nao é simétrico ao pélo. Sabemos que cos(m — ) = —cosf

e sen(m — 0) = send, pelo Capitulo 2, entao:

1 1

— ) = _ .
f(x =0) sen(m —0) — 2cos(m —60)  senf + 2cosb

T
Logo f(0) # f(m — 0), entdo o grifico também nao é simétrico a reta vertical = 5

ii) Analisando se existe valores para 6, tal que o grafico da equagao polar passe pelo
polo, isto é, se existe valores para 6, onde r = 0.

1

= 0 _— =
" senfl — 2cos6

Nao existe 0 que satisfaga a equacdo acima, logo a curva nao passa pelo polo.

iii) Vamos analisar as intersegdes sobre o eixo polar e sobre o eixo perpendicular em

relacao ao eixo polar passando pelo polo.

iv) Vamos encontrar os valores de r onde = nr, n € Z. Para encontrar em quais pontos

o grafico da equacao polar cruza o eixo polar.

1
r= , Nneod.
sen(nm) — 2cos(nm)
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1
Se n for par, entdo temos r = ——, se n for impar termos r = 3 Pelo Capitulo 3.1

temos que essas coordenadas polares representam o mesmo ponto que intercepta o

1
eixo polar. Vamos utilizar o ponto P = ( — 3 0) para representa-las.

2n+ 1)m
2
. , . s
quais pontos o grafico da equagao polar cruza a reta 6 = 5

Vamos encontrar os valores de r onde 0 = , n € Z. Para encontrar em

1

(2n+1)7 (2n+1)w
sen(2> — 2cos (2>

2n +1 2n+1
Como COS(MQ)W) =0, sen<(n2)7T> = sen(ngZmr) ou sen<72r+2n7r>,

T T
sen<2 +2n7r> =1le sen(— 5 —i—2n7r> = —1, com n € Z.

r= ,NEL

Entao, teremos os pontos de coordenadas (1,7; + 2n7r) e ( — 1, —g + 2n7r), n € 7.

o T
Essas coordenadas representam um tnico ponto, logo tomemos o ponto R = | 1, = | como

T
representante dessas coordenadas polares que cruza a reta # = —.

2
Como pela equacao cartesiana vimos que essa é uma equacao de uma reta,

basta apenas dois pontos para tracar o grafico da mesma.

Agora vamos marcar os pontos P e R no sistema de coordenadas polares e

tracar a reta que passa por eles.

Segi

- ‘ R:f(i/, 7r/2}

A R RS R s S S [ €iX0 polar
i 1 I \ | \ X 2 ! ! !

1
(senf — 2cos)’

Figura 48 — Grafico da equagao polar r =
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Exemplo 3.7.2. Esboce a curva com equacao polar r = 3 - cosf e encontre a equagdo

cartesiana dessa curva.

Resolugao:

i)

ii)

i)

iv)

Tracando o grafico:

Primeiramente precisaremos testar as simetrias: Sabemos que cosf = cos(—6) e

sen(—0) = —send, pelo Capitulo 2, entao:

f(=0) =3-cos(—0) =3 -cosh) = f(0)
Como f(8) = f(—0) e f(—0) # —f(0), entdo, o grifico da equagao ¢ simétrico ao
eixo polar e nao é simétrico ao pélo. (Figura 55)

Sabemos que cos(m — 6) = —cosf e sen(m — ) = senf, pelo Capitulo 2, entao:

f(mr—0)=3-cos(mr—0) =—3-cos(0)

Logo f(6) # f(m — ), entdao o grafico nao é simétrico a reta vertical 6 = g

Analisando se existe valores para 6, tal que o grafico da equacao polar passe pelo

polo, isto é, se existe valores para 6, onde r = 0.
r=0-—3:cosf — cosh =0
s . . .
Os valores # = — + nm, n € Z satisfazem a equacao acima, logo a curva passa pelo

) s
polo nos pontos de coordenadas polares | 0, 5 +nm |, n € Z, como todos esses pontos
representam o mesmo lugar geométrico no sistema de coordenadas polares, podemos

70
representa-los apenas pelo ponto P = (O, 2).

Vamos encontrar os valores de r onde 6 = nm, n € Z. Para encontrar em quais pontos

o grafico da equacao polar cruza o eixo polar.

r=3-cos(nm), nez

Se n for par entao temos r = 3, se n for impar temos r = —3. Pelo Capitulo 2.1
temos que essas coordenadas polares representam o mesmo ponto que intercepta o

eixo polar. Vamos utilizar o ponto @) = (3, 27) para representa-las.

(2n+ 1)m

Vamos encontrar os valores de r onde 0 = , n € Z. Para encontrar em

: . N T
quais pontos o grafico da equagao polar cruza a reta 6 = 5

2 1
r=3~cos((n42_)7r), n ez
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2n+ 1)w 5
Como cos (2) = 0, com n € Z. Entao: Teremos os pontos de coordenadas
2n+ 1)m L
0, — " € Z , essas coordenadas representam um tnico ponto, o mesmo

T
que passa pelo pélo, logo tomemos o ponto P = (O, 2) como representante dessas

7
coordenadas polares que cruzam a reta 6 = 5"

v) Tabulagdo de pontos auxiliares.

Vamos encontrar valores de r com alguns 6 convenientes. Como o grafico da curva

polar é simétrico ao eixo polar, entao vamos encontrar alguns pontos em que 0 <

o<
2

Tabela 3 — Pontos auxiliares para tracar o grafico de r = 3 - cosf.

Ponto 0 r
A=Q | 0 3
B 7/6 | 3v/3/2
C T/4 | 37/2/2
D /3| 3/2
P /2 0

Marcando os pontos no sistema de coordenadas polares:

'
'
I

35 ¢ 45 5
'

Figura 49 — Pontos do Exemplo 3.7.2.
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Tracar a curva ligando os pontos

siro polar

4.5

Ligando os pontos A e B.

Figura 50 —

eixo polar

45

— Ligando os pontos B e C.

Figura 51
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Capitulo 3.

sixo polar

45

Figura 52 — Ligando os pontos C' e D.

sixo polar

45

Figura 53 — Ligando os pontos D e E.

temos:

Y

ixo polar

a0 a0 e

trico em relaca

7

7

€ sime

Como o grafico
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f .““‘“ E E A ei:u;I polar
"""""" : i T
- - \'\ e \ < // ,J i \\ \\ N i / w1: - _JI r‘
. Y R ;
?‘\1 s o a A
Figura 54 — Simetria em relagdo o eixo polar.
Tragando o grafico da curva polar r = 3 - cosf.
eixo polar
4

Figura 55 — Gréfico da equagao polar r = 3 - cosf.

Equacao cartesiana da equacao polar r = 3 - cos0:

x ~
Sabemos que x = r - cos) — — = cosfl. Logo a equacao r = 3 - cosf, torna-se

5 r
T
r=— —r? =3z Como

r

=+ >3 =2+ -2 +9y*-32=0

Completando o quadrado, obtemos:
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. 3 .
que ¢ uma equagao do circulo com centro (2, 0 ) eraio —.

Exemplo 3.7.3. Esboce o grdfico da curva r = 2+ 2 - cosf.

Resolugao:

i)

ii)

i)

Tracando o gréfico:
Primeiramente precisaremos testar as simetrias. Sabemos que cosf = cos(—0) , pelo
Capitulo 2, entao:
f(=0) =242 cos(—0) =2+ 2-cos = f(0).

Como f(0) = f(—0), entdo, o grifico da equagao é simétrico ao eixo polar. Sabemos

que cos(m — 0) = —cosb., pelo Capitulo 2, entao

fm—0) =242 cos(m—0) =2—2-cosb.
Logo f(6) # f(m — ), entdao o grafico nao é simétrico a reta vertical 6 = g

Analisando se existe valores para 6, tal que o grafico da equacao polar passe pelo

polo, isto é, se existe valores para 6, onde r = 0.

r=0—>2+2-c0s0=0—2 cosld =—2— cosd = —1

Os valores 6 = 7 + 2nm, n € Z satisfazem a equagao acima, logo a curva passa pelo
pdlo nos pontos de coordenadas polares (0, 7+ 2n7), n € Z. Como todos esses pontos
representam o mesmo lugar geométrico no sistema de coordenadas polares, podemos

representa-los apenas pelo ponto P = (0, ).

Vamos analisar as intersecoes sobre o eixo polar e sobre o eixo perpendicular em
relacdo ao eixo polar passando pelo podlo.

Vamos encontrar os valores de r onde # = nm, n € Z. Para encontrar em quais pontos

o grafico da equacao polar cruza o eixo polar

r=2+2-cos(nw), neZ

Se n for par entdao temos r = 4 e se n for impar temos r = 0. Entao as coordenadas
polares dos pontos que interceptam o eixo polar sao P = (4,n7) e Q(0,nw), n € Z.

Vamos utilizar os pontos Q = (4,27) e P = (0, 7) para representa-las.
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iv)

(2n+ 1)m

Vamos encontrar os valores de r onde 6 = , n € 7Z. Para encontrar em

: , N T
quais pontos o grafico da equagao polar cruza a reta 6 = 5 fazemos

2 1
r=2+2-c05<(n;)w>, n e 7.

2n+ 1)m

Como cos = 0, com n € Z, entao teremos os pontos de coordenadas

2n+ 1)mw
(2, (2)>, n € Z. Essas coordenadas representam um tunico ponto, logo to-

T
memos os pontos R = (2, 5 ) como representante dessas coordenadas polares que

T
cruzam a reta 0 = 5

Tabulagao de pontos auxiliares.

Vamos encontrar valores de r com alguns 6 convenientes. Como o grafico da curva

polar é simétrico ao eixo polar, entao vamos encontrar alguns pontos em que 0 <

T
0<

Tabela 4 — Pontos auxiliares para tracar o grafico r = 2 + 2 - cosf.

Ponto 0 r
A=0Q 0 4
/6 | 3,73
/4 | 3,41
3
1
0,27
0
2

/3
27/3
57/6
7r7;2

TV TAW
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Marcando os pontos no sistema de coordenadas polares:

Figura 56 — Pontos do Exemplo 4.7.7.3.

Tracar a curva ligando os pontos:

Figura 57 — Ligando os pontos A e B.
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Capitulo 3.

Ligando os pontos B e C.

Figura 58 —

igura 59 — Ligando os pontos C' e D.

F
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Coordenadas Polares

Capitulo 3.

Ligando os pontos D e R.

Figura 60 —

Ligando os pontos R e E.

Figura 61 —
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Figura 62 — Ligando os pontos F e F'.

5 5
eixo polar

7

Figura 63 — Ligando os pontos F' e P.

Como o grafico é simétrico em relacao ao eixo polar, temos:
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eixo polar

Figura 64 — Simetria em relagdo ao eixo polar.

2+ 2 cosb.

Tracando o grafico da curva polar r

eixo polar

Figura 65 — Gréfico da equagao polar r = 2 4 2 - cos6.
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4 Familia de curvas polares especiais

4.1 Familia dos Caracdis de Pascal
Sao curvas fechadas em coordenadas polares dada pelas seguintes equacoes:

r=atb-cos e r=axtb-senf, a>0eb>0.

Essas curvas sdo obtidas com 0 < 6 < 27. As variagoes do Caracol de Pascal
dependem dos valores de a e b e sua posicao em relagao aos eixos coordenados depende se

a a ~
E > (0 ou g < 0 e se teremos cosseno ou seno em sua equacao.

4.1.1 Cardidide

E a familia de curvas caracéis quando a = b. Essa curva polar recebe esse nome
derivado do grego, pois seu grafico lembra um coragao. Vamos estudar a curva Cardidide
através de exemplos de plotagem de graficos de algumas curvas polares no Geogebra,

usando controle deslizante.

Exemplo 4.1.1. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a(1 + cos 0) com

1 < a < 5. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao:

Passo 1:

e Vamos configurar o sistema de coordenadas polares. Abra o Geogebra e clique no

canto direito como mostra a Figura 66.

_ ol

Entrar..

Figura 66 — Imagem do Geogebra.

e Clique em janela de visualizagdo e abrira a tela da Figura 67.
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o Preferéncias | |
TRBEES ; =
Basico | Epx) | EixaY | Malha

Dimensties ~

¥ Min: -4.38 % Max:| 20,92
y hiin: -6.242 v MK |B.782
Eixox : EixoY

1 1 o

Eixos

[¥] Exibir Eixos [ Wegrito
Cor| H Estilo; — v
Estilo do Rétula ] Senf [] Megrito [ talica

Barra de Navegagio para Passos da Construgin
[ Exibir
| Botdo para reproduzic a construg o
| Boto para abrir o protocolo de construgdo

Qutros
Cor de Fundo:

Diar: baa,

Figura 67 — Imagem do Geogebra.

e Clique na aba EixoX e marque os seguintes icones Exibir FixoX, Exibir Ntumeros,
Direcao Positiva Apenas. Esse eixo ird representar o eixo polar do sistema de

coordenadas polares.

¥ Preferéncias El

"HBIEHS ; g
Basico | EXOX | EpaY | Malha
xihir EixoX

[ | fhistancia:

Graduagdes: | | | v

Ritula: v Unidade: v

Origerm em:| 0.0 [[] justar 4 Borda da Janela de visualizagdo

Fermitir Selegdo

Figura 68 — Imagem do Geogebra.

e Clique na aba EixoY e desmarque o icone Exibir EixoY.

e Clique na aba Basico e selecione o icone negrito em eixos e negrito em Estilo de
Rétulo.
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[
TR EE Y 2
Basico Eixn}(lEixoY Walha

Dimensdes

Preferéncias

"~
K Min: -4.38 |xe Mz | 20.92 |

i Min: -6.242 |y mae 5752 |

Eixoix : Eix0Y

L |+ o |

Eixns

[ ] Exihir Eixns

Cur.|I| Estilo:

Ectilo do Rétula [ Seri

egrita [ Italico

Barra de Mavenagdo para Passos da Construgdo
[] Exibir

| Botdo para reproduzir a construgio

| Botdo para abrir o protocolo de construgdo

Outrog

Corde Fundo: l:l

i - Bero Dadoee S aa

Figura 69 — Imagem do Geogebra.

e Clique na aba Malha, selecione o icone Exibir Malha, Tipo de malha: Polar, clique
T
no icone distdncia e mude o r = 1 e # = —, estilo: tracejado, negrito.

o Freferéncias “
THIEE Y a

[ Basico | Enox | Evov| Malna

xihirMtha

Tipo da ks

Disténcia:

Estila

CDr'l:I Negrita

Figura 70 — Imagem do Geogebra.
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e Teremos a seguinte tela:

o GeoGebra - a

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

REN N rERENER L2

) v
» Janela de Algebra P Janela de Visualizagdo

A
.
|

a=2
)

Entrada: @

Figura 71 — Imagem do Geogebra.

Passo 2 (Tragar o grafico):

e Para delimitar o valor de a dentro do intervalo dado no exercicio, precisamos criar
um controle deslizante. Clique no décimo icone do canto superior esquerdo como
mostra a Figura 72. Para um segundo controle deslizante basta clicar novamente no

mesmo icone.

Arguivo Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda

R A P OO 4 N ¢

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio

Figura 72 — Imagem do Geogebra.

e Abrira a janela para delimitar o nimero a, como na figura, coloque o intervalo pedido

no exercicio:
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a Maome
(@ Nimera

O Angulo
O Inteiro [[] Aleatdrio (F3)

a

Intervalo | Gontrole Deslizante Anima§é0|

Figura 73 — Imagem do Geogebra.

e Clique em “OKk”.

e Vamos escrever a funcdo r(0) = a - (1 + cos 0) no campo de entrada (barra situada

no campo inferior da tela). Quando der Enter aparecerd a fungao r(f) na tela do

Geogebra, clique no ponto azul na janela de algebra a esquerda da tela para “esconder”

IEmrada 1(8)=a*(1+cos(0))| I

Figura 74 — Imagem do Geogebra.

a funcao no gréfico.

Arquivo Edlitar Exibir Opglies Feramentas Janela Ajuda Entrar.

2 )AL elo] <IN+

) v
» Janela e Algsbra » Janela de

ngéio
Qv(e) =1 (1+cos(@))
fimero

@ as=1

A
°
L

< >

Entrada: 3 @

Figura 75 — Imagem do Geogebra.

e No campo de entrada (barra inferior da tela) vamos escrever a curva da equacao
polar digitando: curva(r(0) - cos 0,r(0) - sen 0,0,0,2pi), Dé Enter. Observem que

temos: curva (z,y, variavel, valor inicial de 6, valor final de @).
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Observe que vocé tera a curva polar de um cardiéide para a=1, como na Figura 76.

o sistema polar.ggb - olEN

Arquivo Editar Exibir Opgfies Feramentas Janela Ajuda Entrar.

DREEEEERENEE

» Jarela de Algebra < [ » Janela de Visualizagio ]
Curva Paramétrica a

°b: x=1 (1+cos (1)) cos(6) }DSDSME

y =1 (1+cos (8)) sen(8)
Fungdo
0) = 1 (1+ecos(0))
Mirmero
® a=1

Entrada: i

Figura 76 — Tela do Geogebra do grafico da equagao da cardiéide r = a(1 + cos ), a = 1.

e Clique em cima do controle deslizante com o botao direito do mouse e clique em
animar. Veja que o valor numérico de a varia dentro do intervalo dado, observe o

que ocorre com o grafico da curva polar.

Através do Geogebra observamos que a cardidide é simétrica e seu eixo de
simetria é o eixo polar. Observamos também que a cardidide passa pelo pdlo quando 6 = 7.

T
Intercepta o eixo polar em 2a. Intercepta a reta 6 = 5 em a. .

Exemplo 4.1.2. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a(l + sen 0) com

1 <a <5. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao: Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacao polar r =
a(l+ sen 6).
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Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

B [ERY 1= o)l PN T Y
» Jansla de Algebra X |~ _Janela de =
Gurva Paramétrica A C~
 x=2 (L+sen(8)) cos (6) a=2
& b ) (14 sen(8)) sen(0) } 0=0<628 a=m/2 —

Fungén
W(0) = 2 (1+sen(0))
Mlmern
® a-2
Ponto

@ textol = “0 = 1 /2"

< >

Entrada:| | ®

Figura 77 — Tela do Geogebra do grafico da equagao da cardidide r = a(1 + sen 0), a = 2.

Através do Geogebra observamos que a cardidide é simétrica e seu eixo de

. .y, ™ N ™ p
simetria é a reta 6 = 5 e aponta em direcao de 5 Observamos também que a cardidide

, 3T, . . ™
passa pelo polo quando 0 = 3 intercepta o eixo polar em a e intercepta a reta 6 = 5 em

2a. n

Exemplo 4.1.3. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a(1 — sen 0) com

1 < a < 5. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = a(1 —

sen 6).
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Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

[2] A AP @ O] 4[N )
» Janela de Algebra | | = Janelade
Gurva Paramétrica W~~~ ]
x=2 (1—sen(8)) cos(0) =2
& b (1—sen(®) E..(s)}“sgsﬁ'" O=mr/2 _g._
Fungéo
W(8) = 2 (1—sen(0))
nimers
® a-2

Ponto

@ textol = “0 = 1 /2"

:

< >

Entrada:| | ®

Figura 78 — Tela do Geogebra do grafico da equagao da cardidide r = a(1 — sen 0), a = 2.

Através do Geogebra observamos que a cardidide é simétrica e seu eixo de

. . T . s i
simetria é a reta 0 = 5 @ curva aponta na direcao de 5 Observamos também que a

T
cardidide passa pelo pélo quando 0 = 5 Intercepta o eixo polar em a. Intercepta a reta
0 = g em 2a. .

Exemplo 4.1.4. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a(1 — cos 0) com

1 < a < 5. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = a(1 —

cos 0).
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Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
o (=4
[&] & 71 (B @1 O] <l N ee) ) e
v 9 | L 9| v
» Janela de Algebra %] |+ Janelade i
Gurva Paramétrica ACY
b, *T2 (s (@) s (0) |
O (1 cos(®) sen(e) [ =0
Fungéo
W(0) = 2 (1 cos (8))
4
L LY e 1 3 3 5 3
Tedo
® textol = "8 = /2"
< >
Entrada:| ]

Figura 79 — Tela do Geogebra do grafico da equagao da cardidide r = a(1 — cos 0), a = 2.

Através do Geogebra observamos que a cardidide é simétrica e seu eixo de
simetria é a reta § = m oposta ao eixo polar e aponta em direcao de . Observamos também
que a cardidide passa pelo polo quando 6 = 0 e 6 = 27. Intercepta a reta 6 = 7 em 2a.

s
Intercepta a reta § = — em a. "
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4.1.2 Limacon

E a familia de curvas caracéis quando a # b. A palavra Limagon significa
caracol em francés. Existem dois tipos de Limagon: com lago interno, quando a < b, e sem
laco interno, quando a > b. Vamos estuda-las através de exemplos usando o Geogebra os

casos onde a < b.

Exemplo 4.1.5. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a + b - sen 6§ com

1<a<3ed<b< 7. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao: Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r =
a+ b.sen 6.

x

Arquivo Editar Exibir Opgfies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
= =

& AL ele]<lN=] ] ;

» Janela de Algebra > | » Janela de A %
Curva Paramétrica a=1
x=(1+4 sen(#)) cos(d)
y=(1+4 sen(0)) sen ()
Fungéo
(0) = 144 sen(0) L —
Numero

® a=1
® b=4

® bi: }ngugn.zn

< >

Entrada:[r=

Figura 80 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a +b.sen 8, a =1¢e b = 4.

Através do Geogebra observamos que a Limacon é simétrica e seu eixo de

™ T
simetria ¢ a reta 0 = 5 € aponta em diregao de 5 A Limacon passa pelo polo quando

a i m , .
0 = arcsen <— 3 e intercepta a reta 6 = 5 em 3 pontos: no pélo e outros dois pontos

dependente dos valores de a e b.

Observando os controles deslizantes a e b, temos a = 1 e b = 4, conforme
animamos o valor de a para variar de maneira crescente entre 1 e 3 e fixamos o valor de b,
o laco interior da Limacon diminui e a curvatura externa da Limagon aumenta. Observe

as Figuras 81-84.
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X
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Auda Entrar...
AL HNE e
[3] & A B @ O] 4N =2 o .
» Janela de Algebra ¥ | ¥ Janela de lizags
Curva Paramétrica a=15
x= (1544 sen () cos () —.—
O b (1548 sen(@) sen(n) | "SOS028 )
Fungéo 2
L H(0) = 1544 sen () L
Nimero
® a-15
® b-4
4
) i 3 [ 0 12
< >
Entraia:]r=

Figura 81 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a + b.sen 6, a = 1.5 e b = 4.

x
Arquive Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda Entrar.
A/}(b@@éxxﬁz% \;“;1
hd o V| V] e el ol * +\I d @ =
» Janela de Algebra X [ > Janela de
Curva Parameétrica a=2
x= (244 sen(6)) cos () D
by: 0<6<6.28
O @t asen(@) sen(n) [ O =05 -
Fungdo 2
W0) = 2+4 sen(0) >
Himero
® a=2
® b=4
|
Q) i 3 ] i iz
< >
Entrada:|r=

Figura 82 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r = a + b.sen 8, a =2 e b = 4.
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x
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Auda Enrar...
AL, Lf[l==2 5] =
[3] & A B @ O] 4N =2 o
» Janela de Algebra ¥ | ¥ Janela de lizags
Curva Paramétrica a=25
5 sen (@) con (1) ——
by: 0<0<6.28
O b 0514 sen(@) sen(o) [P
bh=4
Fungdo
L H(0) = 2544 sen () L
Nimero
® a-25
® -2
4
0 T T T o = N
< >
Entraia:]r= ] ®

Figura 83 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r = a + b.sen 0, a = 2.5 e b = 4.

x
Arquive Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda Entrar.
BRI SCIFIPANEIE o -
hd o V| V] e el ol * +\P d @ =
» Janela de Algebra X [ > Janela de
Curva Parameétrica a=3
x= (344 sen(0)) cos (0) —.
by: 0<6<6.28
O Bidsen(@)sen(e) [ =0T o
Fungdo 2
1(8) = 3+4 sen(9) >
Mirmero
® a=3
® b4
|
G G ) ) i
< >
Entrada: 1= ] ®

Figura 84 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a + b.sen 8, a =3 e b = 4.

Observando os controles deslizantes a e b, temos a = 1 e b = 4, conforme

animamos o valor de b para variar de maneira crescente entre 4 e 7 e fixamos o valor de a, o

laco interior da Limagon e a curvatura externa da Limagon aumentam proporcionalmente.

Observe as Figuras 85-90.
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x
frquivo Editar Exbir Opgles Femamentas Janela Ajuda Enrar...
[&] AL @O £l =]« e

hd v v | | | v A +\7 v @ =
janel figebra ¥ | ¥ Janela de i
u trica a=1
(L4145 sen (6)) cos () e
O b (1445 sen(0) sn(e) | 0 =0 =028
. bh=45
Fungdo
W{0) = 1445 sen (0) -
Nimero
®a-1
® b=45
4
] T T 3 ¥ %
< >
Entradla:| | ®

Figura 85 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r = a + b.sen 6, a =1 e b = 4.5.

x

Arquivo Editar Exibir Opgfies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
=

Gl AR [eloldN]=]+] o e

» Janela e Algsbra X | » Janela de

Curva Parametrica a=
. x=(1+5 sen(#)) cos(0) ® -

@ b (145 sen()) sen () [ 0 =7 E07
Fungéio

1(8) = 1+5 sen(9) —
Nimero
® a-1
® b=5

a=2
)

A
°
)

<

Entrada:|

Figura 86 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a + b.sen 8, a =1e b = 5.
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X

Entrar...

<

*

@ ,
—

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Al elo] <l

» Janela de Algebra ¥ | ¥ Janela de

Curva Parametrica
— (11455 ) ) e
<= (L1t se--())m()}n_gsﬁ”
b=55

O b (11455 sen (0)) sen(®)
Fungio

L () = L1455 sen(9) e e
Mimero
® a=11
® b-55

a=2
)

A
®
v

<

Entradla:|

Figura 87 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r = a + b.sen #, a =1e b = 5.5.

x
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
[8] ) B @0 )Nl % R
Rl [l | e ) €’ IS o N[ ® %
» Janela de Algebra X [ > Janela de a
Curva Parameétrica a=11
x=(1.1+6 sen (9)) cos(6) e
by 0<0<6.28
O (146 sen(@) =n(®) [0 -
Fungdo =
1(0) = 1.1+ 6 sen (9) —_—
Mirmero
® a-11
® b-6
&
3 T i T T o
< >
Entrada:|

Figura 88 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a + b.sen 8, a =1e b = 6.
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x

Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda Entrar..
pdEelol4lN] =]+ .
] A ool <] =][# > ®

» Janela de Algebra ¥ | ¥ Janela de lizags

Curva Parametrica
x= (1.1 + 6.5 sen (8)) cos (6) }

® i (11465 sen (8)) sen(8)

Fungio
(8) = 1.146.5 sen (8)
Nimero
® a=11
® b=65

<

0<0<6.

Entradla:|

Figura 89 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r = a + b.sen #, a =1 e b = 6.5.

x
Arquive Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda Entrar.
A B o £ \; a2 e
o e P O O] AN > e
» Janela de Algebra X [ > Janela de

Curva Parametrica
o by, 1= (LT sen(0) cos(0)
Ly = (1147 sen (8)) sen(9)

Fungéo
W(0) = 1.1+ 7 sen (0)
Mirmero

® a=11

® =7

<

}ngugn.zﬂ

I

Entrada:|

Figura 90 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r =a+b.sen 8, a=1eb=7.

Quando colocamos os valores de a e b para oscilar no intervalo dado de modo

crescente através da opgao animar no Geogebra, vimos que o lago interno da limacon

diminui proporcionalmente ao aumento da curvatura externa da mesma.
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Exemplo 4.1.6. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a — b - sen 6 com

1<a<3ed<b< 7. Observe o que ocorre e descreva.

Resolucgao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = a—b.sen 6.

. . . ™ .
Teremos a curva polar com eixo de simetria a reta ¢ = —. No entanto a Limacon aponta

3
em direcao de ; A Limagon passa pelo polo quando 6 = arcsen (%)

x
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Figura 91 — Tela do Geogebra da equacao da Limagon r = a — b.sen 0, a = 2.25 e b = 5.8.

As observagoes desta curva sao as mesmas observadas no exemplo 4.1.6 em

relagao aos valores de a e b. .

Exemplo 4.1.7. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a + b - cos 8 com

1<a<3ed<b< 7. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacgao polar r = a+b-cos 0,

teremos a curva polar com eixo de simetria o eixo polar. A Limagon passa pelo pdlo quando

a
H = N
arccos( b)
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Figura 92 — Tela do Geogebra da equagao da Limagon r = a+b-cos 0, a = 2.25 e b = 5.8.

As observagoes desta curva sao as mesmas observadas no exemplo 4.1.6 em
relagao aos valores de a e b. .

Exemplo 4.1.8. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a —b - cos 8 com

1<a<3ed<b< 7. Observe o que ocorre e descreva.

Resolugao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = a—b-cos 6,

teremos a curva polar com eixo de simetria a reta § = 7w a curva aponta em dire¢ao de 7.

A Limagon passa pelo polo quando 0 = arccos <%>
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Figura 93 — Tela do Geogebra da equagao da Limagon r = a—b-cos 0, a = 2.25 e b = 5.8.

As observagoes desta curva sao as mesmas observadas no Exemplo 4.1.6 em

relagao aos valores de a e b. .

a a
Vamos estudar agora os casos onde a >be 1 < |_b| <2ou %

Exemplo 4.1.9. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a + b - sen 8 com

a a
6<a<8el<b<b. Observe o que ocorre quando 1 < u <2 ou u > 2 e descreva.

b b

= 2.

Resolucgao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = a+b-sen 6.
T

. . . L m
Teremos a curva polar com eixo de simetria a reta 0 = 5 a curva aponta em direcao de 5

. ‘ a

A Limagon passa pelo pélo quando 6 = arcsen| — — |. Veremos o que ocorre conforme
b
variamos o grafico utilizando os controles deslizantes.

Notemos que a curva da Limacon sem lagco r = a + b- sen 0, a > b, é simétrica

T ‘ ‘ ... T
a reta 0 = 5> © nesse caso o seu grafico estd em direcao a 3 Quando fixamos o valor

. . . - m
de a e variamos o valor de b, observamos que a Limagon sobe em direcao de 5 expande
horizontalmente e forma o dente em direcao ao pélo, quanto maior o valor de b, teremos o

dente da Limagon mais definido. Observe as figuras.
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Figura 94 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a+b-sen 0, a =6 e b = 3.
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Figura 95 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r =a+b-sen 6, a =6e b = 4.
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Figura 96 — Tela do Geogebra da equacao da Limacon r =a+b-sen 6, a =6e b = 5.

M22,@

b
la|

a
chamamos as Limacgons das Figuras 94 e 96 de Limagon com um dente, onde 1 < 7<2. n

Chamamos as limacgons da Figura 95 de Limacon Convexa, onde

Exemplo 4.1.10. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a + b - cos 6 com
|a]

la| a

a
6<a<8el<b<5b. Observe o que ocorre quando 1 < 7 <2 ou 7 > 2 e descreva.

Resolugao:
Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacao polar r = a+b-cos 6.
Teremos a curva polar com eixo de simetria o eixo polar a curva aponta na dire¢ao positiva
a
do eixo polar. A Limacon passa pelo polo quando 6 = arccos| — — |. Todas as observagoes

b
em relagao a variacao de a e b correspondem ao Exemplo 4.1.6.

Na Figura 97 temos uma das variagoes, quando a =7 e b = 5.
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Figura 97 — Tela do Geogebra da equacao da Limagcon r =a+b-cos 0, a =T e b=>5.

Exemplo 4.1.11. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a — b - cos 6 com
6<a<8el<b<s Observe o que ocorre quando 1 < @ <2 ou @ > 2 e descreva.

Resolucgao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacgao polar r = a—b-cos 0,
teremos a curva polar com eixo de simetria ao eixo oposto ao eixo polar a curva aponta em
L . ; a -
direcdo de m . A Limacgon passa pelo pélo quando 6 = arccos 7 ) Todas as observagoes

em relagao a variacao de a e b correspondem ao Exemplo 4.1.6.

Na Figura 98 temos uma das variagoes, quando a = 7 e b = 5.



Capitulo 4. Familia de curvas polares especiais 105

@

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

AT Nl =2 <)

> Janela de Algehra > Janela de Visualizagdo
Curva Paramétrica a=T7
x= (7 =5 cos(0)) cos(6) | G

y= (7T =5 cos (8)) sen () | 0505628

sistema polar.ggh

- S IEN

Entrar...

X

® b

Fungéo . o .
L H#) = T—5 cos(6) - - -
Nimero
@ a=7
i@ b=5
: c=7i5

< >
Entrada:

Figura 98 — Tela do Geogebra da equagdao da Limacon r =a—0b-cos 8, a=7Teb=5.

Exemplo 4.1.12. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = a —b- sen 6 com

M < 2 ou M > 2 e descreva.

6<a<8el<b<b. Observe o que ocorre quando 1 < 2 2

Resolugao:

Realizando todos os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacao polar r = a—b-sen 0,

. . . ™ . ~
teremos a curva polar com eixo de simetria a reta § = — e a curva aponta em direcao

[\
Q

b
relacao a variacao de a e b correspondem ao Exemplo 4.1.6. Na Figura 99 temos uma das

variacoes, quando a =7 e b = 5.

3
de g A Limagon passa pelo pélo quando 6 = arcsen ( . Todas as observagoes em
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Figura 99 — Tela do Geogebra da equagao da Limacon r = a — b -

senf,a="T7eb=>5.
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4.2 A familia das Rosaceas

Roséceas sdao as curvas fechadas em coordenadas polares que se obtém através

das equagoes

r=a-cos (nh) e r=a-sen(nh), a>0 e nelZ" —{-1,1}
O numero de pétalas depende do valor de n:

e Se n é par, entao o nimero de pétalas é 2n.
e Se n é impar, entdo o numero de pétalas é n.

Proposicao 4.2.1. Essas curvas podem ser obtidas com 0 < 0 < 27 se n for par e com

0 <0 <7 sen for impar.

Demonstragao: Dada a curva r = a - cos(nf), a > 0en e Ne P = (r,0) um ponto
sobre a curva r, vamos verificar em quais intervalos que teremos o tracado da curva sobre o
mesmo ponto P novamente. Sabemos que P = (r,0) = P(r,0 + ) = P(—r,0 + 7), vamos
analisar primeiramente se quando tomarmos o angulo 6 + 7, se teremos r para a curva.

r=a-cos(n(f+2m)) =a-cos(nf + 2nm) = a- cos(nf) =r,a>0eneN.

Entao partindo de 8 = 0 sobre a curva r, estaremos novamente o ponto P apods
27, isto é, passamos novamente sobre o ponto P ao longo do tragado da curva apés 2.

Agora vamos analisar o mesmo para 6 + 7, temos:

a - cos(nf) = r, para n par
a-cosn(f +m) =a-cos(nf + nm) = (n) P /p
-a-cos(nf) = —r, se n impar
Entao quando temos 6 + 7, estaremos novamente no ponto P se n for impar,
pois P = (r,0) = P(—r,0 + ) e para n par nao estaremos no ponto P novamente apds

6 + 7 ao longo do tragado da curva.

Portanto, o tragado da curva passa pelo mesmo ponto novamente apos 27 se n

for par, e passa pelo mesmo ponto novamente apds 7 se n for impar.
A demonstragao para r = a - sen(nf) é analoga. n

Duas pétalas consecutivas sao simétricas e o espacamento entre seus eixos de

. . ™ , ,
simetria é dado por —, sendo p o niimero de pétalas.
p

O eixo de simetria das curvas r = a - cos(nfl), a > 0 e n € N é o eixo polar, pois

a fungao cosseno é uma fungao par, isto é, cos(f) = cos(—¥0).

. . . 7’ 7-[_
O eixo de simetria das curvas r = a - sen(nfl), a >0 ene N éaretar = 5

pois a fungdo seno é uma func¢ao impar, isto é, sen(—0) = —sen(f).
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Vamos estudar algumas rosaceas através de exemplos com a construcao de

graficos no Geogebra.

Para realizarmos os graficos a seguir nao utilizaremos a malha do eixo polar.

Entao, podemos desmarcar a opcao exibir malha. Utilizaremos os seguintes procedimentos:

e Escreva no campo de entrada: Sequéncia/Circulo[(0,0),i,1,30]. Ao escrever isso o
Geogebra fard varios circulos com centro (0,0) e raio i, com raio variando entre

numeros naturais apenas entre 1 e 30.

e Escreva no campo de entrada: Sequéncia[Reta/(0,0),(cos(i),sen(i))],i,0,m,m/2n]. Ao
escrever isso o Geogebra fard varias retas passando pelo pélo. No entanto o que
definirda a quantidade de retas serd o valor de n, que dividirda 7 em 2n partes iguais.
Assim, obteremos a malha mais adequada para fazermos as observacoes das rosaceas

e nao somente as ja pré-estabelecidas pelo Geogebra.

2

e Escreva no campo de entrada a equacio da circunferéncia 22 + y* = a2, e observe

qual a relagao entre as rosaceas e essa circunferéncia.

Exemplo 4.2.1. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = 2 - sen(40). Faca

observagoes através do tracado da curva no grifico.

Resolugao:

Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = 2 - sen(46),
com adaptagoes dos procedimentos dados anteriormente nesse mesmo capitulo, temos uma
Roséacea de 8 pétalas com o espacamento entre os eixos de simetria entre duas pétalas
consecutivas de % A rosécea r = 2 - sen(40) possui a reta 0 = g como eixo de simetria,
sendo 4 pétalas em cada lado em relagdo ao eixo de simetria, sendo que a primeira pétala

, . . m
esté situada sobre o eixo 6 = 3
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Figura 100 — Tela do Geogebra da equacao da Rosacea r = 2 - sen(46).

Exemplo 4.2.2. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = 3 - cos(66). Faga

observacoes através do tracado da curva no grdfico.

Resolucgao:

Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = 4 - cos(66)

com adaptagoes dos procedimentos dados anteriormente nesse mesmo capitulo, temos uma

Roséacea de 12 pétalas com o espacamento entre os eixos de simetria entre duas pétalas

consecutivas de —. O eixo de simetria da rosdcea r = 3 - cos(66) é o eixo polar, sendo 6

pétalas em cada lado em relacao ao eixo de simetria. Observamos que a primeira pétala

situada sobre o eixo polar.
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Figura 101 — Tela do Geogebra da equacao da Roséacea r = 3 - cos(60).

Exemplo 4.2.3. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = 4 - cos(30). Faga

observacoes através do tragado da curva no grdafico

Resolucgao:

Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = 4 - cos(36),
no entanto use os procedimentos dados anteriormente nesse mesmo capitulo, temos uma
Roséacea de 3 pétalas com o espacamento entre os eixos de simetria entre duas pétalas
consecutivas de 2—7T O eixo de simetria da rosicea r = 4 - cos(36) é o eixo polar, sendo que

a primeira pétala estd situada exatamente sobre o eixo polar.
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Figura 102 — Tela do Geogebra da equacao da Rosacea r = 4 - cos(30).

Exemplo 4.2.4. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = 3 - sen(50). Faga
observagoes através do tracado da curva no grifico.

Resolucgao:

Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = 3 - sen(56),
com adaptagoes dos procedimentos dados anteriormente nesse mesmo capitulo, temos uma
Roséacea de 5 pétalas com o espacamento entre os eixos de simetria entre duas pétalas
consecutivas de 257T A Rosacea r = 3 - sen(50) possui a reta 0 = g como eixo de simetria,

e

10°

observamos que a primeira pétala que estd situada exatamente sobre o eixo # =
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Figura 103 — Tela do Geogebra da equacao da Roséacea r = 3 - sen(56).

Observamos através dos exemplos que o tracado de uma Rosédcea depende de

sua extensao que serd determinada por a (Proposi¢ao 4.2.1). Tracamos uma circunferéncia

de raio 7 e centro (0,0), 2> + y* = a® em coordeadas cartesianas ou r = a em coordeanadas

polares, em cada exemplo como descrevia o terceiro procedimento. Observamos assim

que a Rosacea é uma curva interna a essa circunferéncia e tangencia a circunferéncia nos

pontos (a,#) (Corolario 4.2.1). O tracado depende também da quantidade de pétalas e o

espagamento entre elas. A primeira pétala esta sempre situada sobre o eixo polar se temos

, m
r = a - cos(nf) ou sobre o eixo 0 = o 5 temos r = a - sen(nd).

n

Proposicao 4.2.2. Dada a Rosdcea dada por qualquer uma das equagoes r = a - cos(nf)

our =a-sen(nb), a>0eneZ" —{-1,1}, entao a extensao da Rosdcea é dada por a.

Demonstracao: Dado qualquer angulo «, temos:

—1<sena<l1

. Tomemos a = n# e a > 0, entao:

[§]

—1<cosa<l

—1<cosnl <l —a<a-cosnl<a<— —a<r<a<|r|<a

ou

—1<sen(nf) <1< —a<a-sen(nf) <a— —a<r<a<|r[<a
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. Assim, o valor maximo de |r| é a. Portanto, a extensao da Rosécea é a. Tomemos o = nf

e a > 0, entao:
—1<cos(mf) <1<= —a<a-cos(nf) <a+<—= —a<r<a<=|r|<a
Assim, o valor méximo de |r| é a. .

Corolario 4.2.1. Toda Rosdcea é uma curva interna a circunferéncia r = a e tangencia

essa circunferéncia nos pontos (a, ).

Demonstragao:

Seja C : r = a a equacao polar da circunferecia com centro no poélo e raio igual
a. Através da Proposigao 4.2.1 obtemos que em uma Rosédcea |r| < a. Logo, a Rosédcea é

limitada pela circunferéncia C, ou seja, é uma curva interna a C.

Vamos determinar os pontos de tangéncia entre C e a Rosacea dada pela equacao
polar r = a - cos(nf), a > 0 e n € Z* — {—1,1}. Os pontos de tangencia serdo da forma

(a,0). Vamos encontrar os valores de 6, onde isso ocorre. Temos:

r=a-cos(nf) < +a-cos(nh) < cos(nh) = +£1 < cos(nb) = cos(kn), k € Z <

k
nf = ki — 0 = -~
n

Logo a Rosicea r = a - cos(nf) tangéncia a equagdo r = a nos pontos

(a,k?r),k:eZ.
n

Agora vamos determinar os pontos de tangéncia entre C e a Rosacea dada pela
equacao polar r = a - sen(nfl), a > 0 e ne Z* — {—1,1}. Os pontos de tangencia serao da

forma (a, ). Vamos encontrar os valores de 6, onde isso ocorre. Temos:

r = a-sen(nf) <= ta = a-sen(nf) < sen(nh) = +1 < sen(nfd) = sen<72r+k7r), keZ

Entao teremos:

Logo a Rosécea r = a - sen(nf) tangéncia a equa¢do r = a nos pontos

(CL,W-F]{W),]{?EZ. ]
2n n
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4.3 Familia das Lemniscata de Bernoulli

As Lemniscatas sao as curvas fechadas em coordenadas polares que se obtém

através das equacoes

r? = +a-cos(20) e r*=+ta-sen(20), a>0

O nome Lemniscata origina-se do latim lemniscos (fita com lago) e refere-se a
forma de lago que essa curva apresenta. Quando temos +a, entao tanto sen(26) quanto
cos(20) serao positivos, e quando temos —a, entdo tanto sen(20) quanto cos(20) serao

negativos, pois 72 > 0.

Quando isolamos r, obtemos duas equagoes r = v/ ta - cos(20) er = —/*a - cos(26).

Isso é analogo para equacoes do tipo r* = +a-sen(26). Para tracar o grafico da Lemniscata
basta escrever uma das equagoes isoladas, pois ambas dardao a mesma curva se tomarmos
0<6<2m.

Utilizando o Geogebra estudaremos os graficos de algumas equagoes através de

exemplos.

Exemplo 4.3.1. Plote usando o software Geogebra a curva polar r? = 4 - cos(20). Faga

observagoes através do tracado da curva no grifico.

Resolugao:

Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = /4 - cos(20)
e escrevendo no campo de entrada a equacio da circunferéncia z* + y* = 4, e observe qual

a relacao entre a Lemniscata e essa circunferéncia.

@ sistema polar.ggh - B

Arquivo Editar Exibir Opgfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

NEENNCERNEE

> Janela de Algebra X | > Janela de visualizagio X
Curva Paramérica
= 20) ) |
x= /5 sen(20) cos () Hgagﬁ.za
y= 5 sen(20) sen () |

® cxry=5
Fungéo
W0) = 5 sen (20)

Entrada:

Figura 104 — Tela do Geogebra da equacdo da Lemniscata r* = 5 - sen(26).
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Observando o grafico vemos que a curva é simétrica ao pélo. A Lemniscata é

uma curva interna & circunferéncia de curva polar r = v/5 e tangencia a mesma em dois

5
pontos (\/5, Z) e (\/5, I) em coordenadas polares. n

Observamos através dos exemplos que o tracado de uma Lemniscata depende de
sua extensao que serd determinada por y/a (Proposigao 4.2.1). Tragamos uma circunferéncia
de raio r e centro (0,0), z*>+y* = a em coordenadas cartesianas ou r = y/a em coordenadas
polares em cada exemplo e observamos assim que a Lemniscata é uma curva interna a

essa circunferéncia e tangencia a circunferéncia nos pontos (v/a, ) (Coroldrio 4.2.1).

Proposicdo 4.3.1. Dada a Lemniscata dada por qualquer wma das equagdes r> =

+acos(20) ou r* = tasen(20), a > 0, entdo a extensio da Leminiscata é dada por

Ja.

Demonstragao:

Dado qualquer angulo «, temos:

—
—
0 < —acos —

0 < v/—acos(20) < v/a ou 0 < y/acos(20) < vJa —

0 < y/tacos(20) < Va <= 0<Vr2 <a<=0<|r| <va

ou

—1<sen(20) <1< —a < a-sen(20) <

ﬂM

—a < a-sen(20) <0 ou 0 < asen(20) <
0 < —asen(20) < a ou 0 < asen(26) <

0 < v/—asen(20) < 4/a ou 0 < «/asen(%) < \f —
0 < A/tasen(20) < va < 0 < Vr2 <\a <= 0<|r| < a.

C

S

Assim, o valor maximo de |r| é v/a. Portanto a extensao da Lemniscata é 1/a. m



Capitulo 4. Familia de curvas polares especiais 116

Corolario 4.3.1. Toda lemniscata é uma curva interna a circunferéncia r = +/a e

tangencia essa circunferéncia nos pontos (v/a, ).

Demonstracao:
Seja C : r = y/a a equagdo polar da circunferecia com centro no pélo e raio
igual v/a.

Através da Proposigio 4.3.1 obtemos que em uma a lemniscata |r| < 4/a. Logo,

a Lemniscata é limitada pela circunferéncia C, ou seja, é uma curva interna a C.

Vamos determinar os pontos de tangéncia entre C e a Lemniscata dada pela
equacdo polar 7* = +a - cos(26), a > 0. Os pontos de tangéncia serdo da forma (1/a, ).

Vamos encontrar os valores de #, onde isso ocorre. Temos que:

r? = a-cos(20) — (va)? = a-cos(20) — cos(20) = 1 — cos(20) = cos(2kn), ke Z
— 20 = 2km — 0 = km.
Logo, a Lemniscata r* = a - cos(20) tangéncia a equacdo r = /a nos pontos (y/a, k7),
ke Z.

Agora vamos determinar os pontos de tangéncia entre C e a lemniscata dada
pela equacdo polar r* = a - sen(26), a > 0, Os pontos de tangéncia serdo da forma (1/a, 0).

Vamos encontrar os valores de #, onde isso ocorre, seja:

r? =a-sen(20) — (va)? = a - sen(20) — sen(20) = 1 — sen(20) = sen(g + 2km), ke Z

—»29=g+2k7r—>9=2+k57r

Logo a lemniscata r?=a- sen(20) tangencia a equaciao r = 1/a nos pontos <\/5, % + ]{771'),
keZ. .
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4.4 A Familia das espirais de Arquimedes

Espirais de Arquimedes sao curvas abertas cuja a equacgao é dada por

r=+al, a>0

Se tomarmos os valores de f nao negativos a espiral girard no sentido anti-

horario, mas se tomarmos os valores de € negativos a espiral girara no sentido horario.

Para construirmos a Espiral de Arquimedes basta montar uma tabela atribuindo
valores para 6 e obtermos o valor de r correspondente, assim teremos os pontos em

coordenadas polares da curva. Marcamos esses pontos e tracamos a espiral.

Exemplo 4.4.1. Plote usando o software Geogebra a curva polar r =6, —127 < 0 < 0.

Resolucgao:

Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = @, e o limite

de minimo e maximo do intervalo da curva, temos:

< sistema polar.ggh - B

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

NREN N EERNEE]

» Janela de Algebra 3< [ » Janela de Visualizagio X

Gurva Parameétrica

b —3r7<6<0

Fungéo
Wo) =0

xl
0 o 20 a0 a0 50 0

Entrada:

Figura 105 — Tela do Geogebra da equagao da Espiral r = 0, —127 < 0 < 0.

Observe que como 6 varia negativamente entao o sentido da espiral é horario. m

Exemplo 4.4.2. Plote usando o software Geogebra a curva polarr =60, 0 <6 < 127.

Resolucgao:

Realizando os passos do exemplo 4.1.1 com a equacgao polar r = €, e mude o

limite de minimo e maximo do intervalo da curva, temos:



Capitulo 4. Familia de curvas polares especiais

118

x
Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda Entrar..
olle= e
Al ol el <lN]=) +] o e
» Janela de Algebra » Janela de
Curva Paramérica
o by 0@ } 0<0<377
y=0sen(0) ==
Fungéo
W) =0

Entradia:|

Figura 106 — Tela do Geogebra da equagao da Espiral r =6, 0 < 6 < 127.

Observe que como # varia positivamente entao o sentido da espiral é anti-horario.

Exemplo 4.4.3. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = af, 1 < a < 10.

Resolucgao: Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacao polar r = af, e

mudando o limite maximo do intervalo da curva para 1007, marque alguns pontos sobre a

curva. Teremos a Figura 107.

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

NREEEEEPEN

A
)
v

a=2
|

==
= E

b Janela de Algehra » Janela de Visualzagdo

Curva Paramétrica a=1
x=18 cos (8)

by:
O b 1 0sen(0)

} 0<0<04.25
Fungéo
o) =10

himero

®a-1

Ponto

® i-i658;17.07)
® B- (73360149
® c-§ 5%
® D= .17 165,199

J={13.89;75.82°)
{14.66; 120,09

K=
L - (15.18; 149.5%

M= (15.97; 195.01%)
N = {16.74; 239.12°)
0=(17.26; 27035
p-
Q-
T=

(18.07;315.3°)
(18.59; 345.28°)
19.64; 45.56°)

Entrada:| ] ®

Figura 107 — Tela do Geogebra da equacao da Espiral r = af, a = 1.
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Para deixar os pontos em coordenadas polares clique em um deles com o botao
direito e clique em propriedades. Selecione todos os pontos e clique em algebra e selecione
coordenadas polares. Coloque na janela velocidade: 0.01 e deixe em posi¢ao crescente na
janela, dé enter e feche a janela. Clique sobre um dos pontos da curva e clique em animar,

observe o que ocorre.

o Preferéncias - sistema polar.ggb “
"He EE® =
:“';apa'a'“"‘ Bésico | Cor| Estilo| Aluekra | avangado,
1
5 cnmmdas
'
Nimero \ wo: [
n incremento;
Panta I ve\ucmadnem ~ Crescente v
B

0000000000000000
“pUDoZErxze—ToTmmoo

Figura 108 — Imagem do Geogebra.

Observe que os pontos estao percorrendo a curva com 6 crescente, logo os
pontos percorrem a curva em sentido anti-horario. Se colocarmos decrescente na janela
de oscilagdo os pontos irdo percorrer a curva para o lado negativo de 6 entao teremos o
sentido horario. Se variarmos o valor de a com o controle deslizante observamos que a

espiral suas voltas variam a largura entre elas. n

4.5 A Familia das Espirais Hiperbdlicas

As Espirais Hiperbdlicas sao curvas abertas cuja a equacao é dada por

a
r=+—, a>0.
0

Observamos que a curva nao esta definida para 6 = 0, entdao analisaremos dois casos

distintos de espiral:

e Quando 6 > 0, teremos uma espiral que girarda no sentido anti-horario.
e Quando 6 < 0, teremos uma espiral que girard no sentido horario.

3, —10m <6 <0.

Exemplo 4.5.1. Plote usando o software Geogebra a curva polar r = ]

3
Resolucao: Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equacao polar r = 0’ e

mudando o limite de minimo e méaximo do intervalo da curva, temos:
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Texto
@ texto1="eixo polar"

T 2
€ixo polar

Entradia:|

Enrar...
b=} [=4
Al AN
[3] AL B OO £l N e ) e
b Janela de Algebra ~ Janela de izags
Curva Paramétrica A Cv
x:% cos (60)
® by: —3142<0<0
v=" zen(0)
0 J
Fungdo
W) = %

] ®

Figura 109 — Tela do Geogebra da equacao da Espiral r = 3/0, —107m < 6 < 0.

Observe que como 6 varia negativamente entao o sentido da espiral é horério. m

3
Exemplo 4.5.2. Plote usando o software Geogebra a curva polar r =

-, 0<60<107.

0
Resolugao:
3
Realizando os passos do Exemplo 4.1.1 com a equagao polar r = 0 e mudando
o limite de minimo e maximo do intervalo da curva, temos:

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

Teuo
® texto1 = "eixo polar”

Entraca:|

Entrar.
p=] [=4
A )( A"v Yq ABC [=1]
[a] A~ QIO 4N e 2, .
¥ Janela de Algebra ¢ |+ Janela de i =
Curva Paramétrica ACY
x= 1 cea (0)
® bi: 5 0<0< 3142
y=2 sen(0)
g J
Fungdo
3
(o) =

4eixo polar * ® T

| ®

Figura 110 — Tela do Geogebra da equacao da Espiral r = 3/6, 0 < 6 < 10m.

Observe que como 6 varia positivamente entao o sentido da espiral é anti-horario.
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5 Sugestoes de aulas praticas de ensino de

curvas polares atravées do Geogebra

Esse capitulo descreve sugestoes dos contetidos a serem trabalhados e as ativida-
des que podem ser aplicadas ao ensino médio para que ocorra a aprendizagem significativa

de coordenadas polares e algumas de suas principais curvas.

5.1 Desenvolvimento dos contelidos ditos como pré-requisitos para

o estudo de coordenadas polares

E necessario que se revise o plano cartesiano, podendo ser feito através de cons-
trucao no quadro negro e localizacao de alguns alunos em sala de aula como representacao
do ponto (z,y), sendo as carteiras em cada linha os valores naturais do eixo x e na ordem

das colunas os valores naturais do eixo .

Pode ser trabalhado também trigonometria no triangulo retangulo, construindo
um teodolito caseiro e medindo a alturas inalcangaveis da escola onde se encontra. Como
sugestao de atividade a resolucao de uma lista de exercicios sobre a aplicacdo do conteido
(Anexo I) procurando assim explorar a importancia pratica do conceito de trigonometria no
triangulo retangulo. Dessa forma, provavelmente ocorrera um aprendizado que envolvera a

juncao de conceitos algébricos e geométricos com a pratica.

Quando for desenvolvido o ensino de ciclo trigométrico no inicio do ensino da
trigonometria, na representacao da medida de angulos, provavelmente a maioria dos alunos
citarao os angulos marcados sobre o ciclo trigonométrico em graus, pois estao acostumados
com essa representagdo desde o ensino fundamental, como sugestdao podera ser dada uma
atividade para converter as medidas de angulos de graus para radianos. O objetivo é
oferecer uma aprendizagem mais solidificada da conversao da representagao de medidas
angulares e a representacao de alguns pontos no ciclo trigonométrico e os valores de seno

e cosseno de determinado angulo.

E interessante que quando for estudado as funcoes trigonométricas que os
alunos facam no quadro negro e também no Geogrebra para termos de comparacao e
que através do grafico observem e consigam transcrever e explicar as caracteristicas de
cada fungao como na Se¢ao 2.10 e na Secao 2.11. Assim o professor servird apenas como

mediador da construgao do conhecimento.

Pode ocorrer dificuldade em entender o dominio da funcéo tangente, em especial,

o motivo de ela nao estar definida para alguns angulos. Para melhor entendimento sugerimos
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que utilize o ciclo trigonométrico e o conceito de retas paralelas.

Apresentem o software Geogebra e alguns comandos basicos para a realizagao
de graficos de funcdes. A partir dessa explicacao os alunos realizarao a construgao dos
graficos no Geogebra e poderao marcar alguns pontos e observar as caracteristicas de

algumas funcgoes.

Realizem o Exercicio 4.4.2 em conjunto, pois é um exemplo interessante da

utilizacao pratica das fungoes e seus graficos, onde despertara o interesse dos alunos.

5.2 O estudo de coordenadas polares em sala de aula

Apés a introdugao do estudo de trigonometria (trigonometria no tridngulo
retdngulo e ciclo trigonométrico) e localizacdo de alguns pontos no plano cartesiano,
sugerimos que seja apresentado o sistema de coordenadas polares, a representacao e a

localizagao de pontos nesse “novo” sistema introduzido.

Levantem junto aos alunos aplicabilidades desse sistema como por exemplo
no sistema de radares e na pilotagem de um avido,localizacio de um navio (Figura 111)
relacionando principalmente o sistema de coordenadas polares com o globo terrestre ficando
assim bem claro a interdisciplinariedade do tema. Podera ser conduzida uma brincadeira
em sala de aula, onde um aluno dird um valor de um angulo (#), um nimero de passos (r)
e uma diregao (direita ou esquerda) enquanto outro aluno realizara o movimento de acordo
com as coordenadas dadas pelo colega. A partir dessa brincadeira podera ser feito desenhos
na planta baixa de uma sala de aula para mostrar que esses “comandos” formavam figuras,
da mesma maneira que muitos programas computacionais de robdtica cortam e constroem

pecas nas industrias.

{

Mavio 2 detectado!
Objetn Distincia
I |
I .
I .
I .
i === il
I .

|§

E-mail

E-mall do Professor

a|
i‘I

P g —
o Distincis s Eduvucin

Figura 111 — Exemplo de mapa de localizacao de um navio.

Figura retirada de uma atividade do site http://principo.org/guia-do-professor-sistemas-de-coordenadas-
introduco.html



Capitulo 5. Sugestoes de aulas prdticas de ensino de curvas polares através do Geogebra 123

Introduzam o conceito de conversao da representacao de pontos no plano
cartesiano para a representacao desses pontos em coordenadas polares e vice-e-versa como
descrito nas Segoes 4.1 e 4.2 desse trabalho. Os alunos realizarao a Atividade 1 (Anexo II),
incentivam-os sempre a usarem a representacao da medida de angulos em radianos e nao

em graus.

Apbs apresentarem novos comandos do software Geogebra na sala de informatica
ou multi show de sua escola, demonstre como deixar a janela grafica em sistema polar
(Exemplo 4.1.1) e como colocar os pontos em coordenadas polares. Os alunos se interessarao
pelo programa, alguns ja dominarao além do que o professor estard ensinando ap6s mexerem
no programa por algum tempo. Entao deixem que ele explore todas as janelas de comandos
do programa, temos que lembrar que quando conseguimos utilizar tecnologias educacionais
em nossas aulas os alunos interagem com mais motivagao e facilidade. Representem alguns
pontos em coordenadas polares e ao mesmo tempo em uma janela ao lado em coordenadas

cartesianas.

5.3 Desenvolvimento das principais atividades do ensino de coor-

denadas polares

E importante que os alunos relacionem o ciclo trigonométrico com os pontos
localizados sob a circunferéncia de centro no pélo e raio 1 do sistema polar. Dessa maneira,
o ciclo trigonométrico passa a ter um significado mais sélido dentro das coordenadas

polares.

Para trabalhar as regides do sistema polar e distancia entre dois pontos segue

como sugestao a Atividade 2 (Anexo III).

Talvez nessa atividade podera ser observado pelo professor a dificuldade dos
alunos em esbocar certa regiao no plano de coordenadas polares, como no Item II da
Atividade 2, por se tratar de subdivisdes dos quadrantes no qual o aluno nao esta
acostumado. Alguns ndo observarao que a regiao 0 < # < 7 esta dividida em doze partes

. . T ., - ~ .. . .
iguais e na hora de representar 6 = 3 ja utilizarao a primeira divisao representando assim

™ . ~ -
0 = IEY pois os alunos estao acostumados com a representagao de um valor exato (ponto,
reta, curva) e ndo de uma desigualdade no plano (regidao). O motivo disso ocorrer é que as

inequacgoes sao menos trabalhadas que equagoes no ensino fundamental e médio.

Antes de apresentarem algumas curvas polares (cardidide e rosicea) no Geo-
gebra, discuta com eles a importancia de saber construir um grafico manualmente para
depois aprender a plota-lo em um software grafico, mas lembrando de sempre citar que
existem graficos de curvas polares que se tornam impossiveis de traca-los manualmente

tornando assim o conhecimento de um software matemaéatico importante.
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A Atividade 3 (Anexo IV) explica passo-a-passo a constru¢ao manual de graficos
de curvas polares. Facam em conjunto com os alunos o primeiro exemplo sugerido na
atividade, tracando o grafico no quadro negro. Se os alunos nao dominarem a resolugao de
equagoes trigonométricas poderao ter dificuldade em obter os pontos de intersecgcao entre
a curva polar e os principais eixos. Intervenham dizendo que os mesmos nao precisavam

2n+1
encontrar os valores de n onde 8 = nm e § = u

para n € Z, pois sao termos
muito algébricos que podem os confundir, entdo mostre que podem utilizar os valores
0=0,0=m,0=2m 0= Tep= g Pecam que os alunos facam os Exemplos 2 e 3
da Atividade 3 (Anexo IV) manualmente e no Geogebra. Os alunos compreenderao os
passos da construgao do grafico da curva polar e como realizar o grafico no Geogebra. Uma
observacao interessante é mostrar o grafico em coordenadas cartesianas e em coordenadas
polares (Anexo V) para que os alunos relacionem a interligacao da construgao de ambos.
Apresentem no Geogebra as demais curvas do Capitulo 4, realizando alguns exemplos
deste capitulo e pecga para que descrevam em grupo as observagoes dos graficos. Por fim,
sugerimos que o professor apresente aos alunos a Atividade 4 (Anexo VI), avaliando assim
a compreensao do alunos em construcao de graficos de curvas polares e a habilidade de

plotar o grafico em um software matematico.
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6 Consideracoes Finais

Durante o desenvolvimento dessa dissertacao refleti bastante sobre o que era
necessario para que um professor do ensino médio desenvolvesse o estudo de coordenadas
polares com os alunos, tanto na parte tedrica como na parte tecnolégica (a importancia
da tecnologia como metodologia em sala de aula foi descrita na introdugao). Mas percebi
que apenas isso nao era o suficiente, pois me indagava: E se estiver escrevendo algo que

nao ¢ aplicavel?

Através dessa indagacao explorei algumas possibilidades de introduzir o ensino
de coordenadas polares e algumas de suas curvas no ensino médio. Porém, tal contetdo
devera ser explorado apds o ensino de plano cartesiano, o ensino de fungoes e o ensino

introdutoério de trigonometria.

O estudo de coordenadas é usualmente estudado em apenas alguns cursos do
ensino superior, nem consta no plano curricular do ensino médio e nem ¢ encontrado tal

tema nos livros didaticos.

Em um momento que o governo do pais vem pensando em uma reformulacao
do ensino médio, onde o aluno podera escolher em qual area do conhecimento podera
se dedicar mais, se faz extremamente necessaria a discussao de quais os contetidos sao
importantes para que o aluno que opte pela area da matematica possa dar continuidade
na mesma area no ensino superior. Vemos que o ensino de coordenadas polares é um dos
conteiidos que podera ser estudado dentro dessa area especifica que sera de escolha do
aluno. Pois, serda um instrumento para o ensino de niimeros complexos e lembrando também
que se o aluno optar pela area da matematica provavelmente sua intencao sera concorrer a
um vaga em um curso superior da area de exatas, onde alguns desses alunos precisarao de

uma boa base de coordenadas polares para obter sucesso em algumas disciplinas.

O PCNEM — Parametros Curriculares Nacional do Ensino Médio, disponivel
no site do Ministério da Educacao (MEC) (<http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/
ciencian.pdf>), descreve a importancia de trabalhar de forma interdisciplinar em sala de
aula, coordenadas polares sao utilizadas na Fisica (2% lei de Newton, éptica) e na Geografia
(mapas). Desta forma os professores poderao trabalhar de forma interligada, despertando

um maior interesse dos alunos pelo tema.

Concluindo, ressalto a contribuicao deste trabalho para a area de pesquisa ao
indicar possibilidades de trabalhar coordenadas polares no ensino médio. Destaco ainda
que o Geogebra é um excelente instrumento tecnolégico para o ensino da matematica,
levando o aluno ao interesse maior do conteiido estudado em sala de aula. O professor

observara que quando se coloca a disposicao do aluno um software, ele vai além das


http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf
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expectativas em que o professor os direciona, explorando outras ferramentas matematicas.
Além disso, finalizo esse trabalho com a satisfacdo das minhas expectativas em relagao ao
ensino de um contetiddo nao encontrado em livros didaticos convencionais voltados para
o ensino médio. O professor vera que o aluno é capaz de ir além do que imaginamos e
planejamos, além do que esta descrito nas paginas dos parametros curriculares nacionais.
Por fim, reforco a necessidade de uma discussao mais aprofundada sobre os contetidos que
serao estudados em sala de aula na nova reforma curricular nacional. Analisando o que
realmente é necessario para o aluno que optar pela area de matematica. E que através de
exemplos dados nessa dissertacao os professores entendam a necessidade da exploragao de

novas tecnologias e o quanto elas contribuem para as nossas aulas.
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Projeto: Coordenadas Polares no Ensino Médio — Prof2 Fabiana Tesine.

12 Lista - Trigonometria no Triangulo Retangulo

1) Qual é o comprimento da sombra de uma arvore de 5 m de altura
guando o sol esta 30° acima do horizonte?

Dado +/3=1,73

2) Determine a altura do prédio da figura seguinte:

< 60m >

3) Para determinar a altura de um edificio, um observador coloca-se
30m de distancia e assim o observa segundo um angulo de 30°,
conforme mostra a figura. Calcule a altura do edificio medida a
partir do solo horizontal.

200
Dado +/3=1,73 : I

3m

-— 30m -
4) Observe a figura e determine: o
a) Qual é o comprimento da rampa? ‘ D H

‘o o.
X
b) Qual é a distancia do inicio da rampa ao barranco? K 1,5m Barranco
DILaib) S

5) A uma distancia de 40m, uma torre € vista sob um angulo «
como mostra a figura. Determine a altura h da torre se « = 30°.

6) Atividade pratica: Medir um ponto alto do IF. Material: canudo, transferidor, barbante e trena.

Fonte: site https://wiki.ifsc.edu.br/mediawiki/images/1/1d/Listatrigretangulomat2.pdf



Anexo Il
Projeto de pesquisa de mestrado.
Prof2 Fabiana Tesine Baptista.

Tema: O Ensino de Coordenadas Polares através do Software Geogebra no Ensino
Médio.
Atividade 1 — Relacdo entre coordenadas cartesianas e polares e localizacao de pontos no

sistema de coordenadas polares e no sistema de coordenadas cartesianas.

I) Determine as coordenadas cartesianas dos pontos cujas as coordenadas polares sdo
dadas. A seguir esboce os pontos no sistema de coordenadas cartesianas.

)a=(1)

T
b) 5= (2,-5)
c) C=(2,E)
6
5
d) p = (-3,%)
4
SN R S SO AN S S A S U SO SR S I - S S SN U N NG S .
B O H S IS S S S O N SO B
S S R N N SO U SN O R VU U S SO S SO SN SO SO SO SRR SN SO §
2 A s S ] R e e e B e e T R s T
SN N S S JUN SN SN SRS S B S S SN S S U S U U SO SO SN S

Figura 1- Sistema de Coordenadas Cartesianas



II) Determine uma das coordenadas polares dos pontos cujas as coordenadas cartesianas
sdo dadas. A seguir, esboce o ponto no sistema de coordenadas polares.

a) A= (11
b) B = (—1,—V3)
c) €=(03)

d) D = (-2,2V3)

. i 1 i ’ ’
~ x =TT T T T ’ #

~ \ ’ ’

1 -
S % T N | - 7 e
a A A ' A - -
~ A * # -
\ - ' ] [ e ’ -
- » 7 3 v . ! i ~ L -
[N - - = .
e \ »7 b - 1 ~- ! N - ‘,’
~o . A - 1 1 ! - ¢ s -
- v, p ' 1 [ e o -
~ PN - ' ' e £ -
Rl r 5 EAY i PR . . -
- -~ - 1 1 ' ~ Fa LY -
.. # A - kN ¢ ~ / % -
~ ¢ ’ \ T . -

- ~ . A== r - i \ -

[} 7

L3

Figura 2 - Sistema de Coordenadas Polares



Anexo lll
Projeto de pesquisa de mestrado.
Prof2 Fabiana Tesine Baptista.

Tema: O Ensino de Coordenadas Polares através do Software Geogebra no Ensino
Médio.
Atividade 2 — Determinacao das coordenadas polares através de Geometria Plana, regido do
plano através de coordenadas polares e distancia entre pontos. .

) Um pentdgono regular esta inscrito em uma circunferéncia com centro na origem
e raio 4. Determine as coordenadas polares de seus vértices, sabendo que um
destes localiza-se sobre o semieixo positivo das abcissas.

) Esboce a regido no plano que consiste em pontos cujas as coordenadas polares
satisfazem as condi¢Ges dadas:
<6<

a) 0<r<i4 byr=1 n<6<2m

ENE
NP



Figura 1 - Resolugdo do Item a
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) Encontre a distancia entre os pontos de coordenadas polares 2,5 e (4,



Anexo IV
Projeto de pesquisa de mestrado.
Prof2 Fabiana Tesine Baptista.

Tema: O Ensino de Coordenadas Polares através do Software Geogebra no Ensino
Médio.

Atividade 3.

5.6 — Tracado de graficos de curvas polares manualmente.

O gréfico de uma curva polar consiste em todos o0s pontos P que tem pelo menos uma

representacgao (r, ), cuja as coordenadas satisfacam a lei r = f(0).

Para tragcarmos os grafico de curvas em coordenadas polares devemos seguir algumas

instrucoes, listadas a seguir.
5.6.1 — Simetrias:

Para tracar curvas em coordenadas polares é importante considerar e verificar suas

simetrias quando existirem, veja as regras de simetrias abaixo.

Regra 1 — Se em uma equacao polar r = f(8) termos f(0) = f(—0), a curva sera

simétrica em relacdo ao eixo polar.

Regra 2 — Se em uma equagéo polar r = f(6) termos f(8) = —f(0) ou f(0) = f(6 + m),
entdo a curva sera simétrica ao polo, isto €, teremos a mesma curva se girarmos 180°

em torno da origem.

Regra 3 — Se em uma equacao polar r = f(0) termos f(0) = f(m — 0), entdo a curva

7 . P . ~ . T
sera simeétrica em rela(;ao a reta vertical 8 = >

5.6.2 — Determinar se existem valores de 8 onde o gréfico passa pelo polo.

Estes pontos serdo dados quando r = 0. Se tais pontos existirem, entdo a curva da

equacdo polar passa pelo polo (0, 6).

5.6.3 — Determinacdo das interse¢cbes sobre o eixo polar e sobre o eixo

perpendicular em relacdo ao eixo polar passando pelo polo.

Quando verificado as simetrias se existirem, analisamos quais intercessdes sao

importantes.

As interseccdes sobre o eixo polar sdo dadas quando 6 = 0,m, —m, +2m, —2m, OU Seja,

onde 8 = nm, n € Z.



As intersecdes sobre o eixo perpendicular ao eixo polar passando pelo polo sdo dadas

w

3n
;?;

1
2

. 2 1
..., 0u seja, onde 6 = Qn € 7.

quando§ =2, -2
2 2
5.6.4 — Tabulagdo de outros pontos auxiliares.

Montar uma tabela atribuindo valores para 6, entdo quando aplicamos a equacéo r =
f(6) encontramos os valores de r, formando assim os pares ordenados de pontos
(r,8). Marcamos os pontos no sistema de coordenadas polares como feito no inicio do
capitulo 4. Ligando tais pontos teremos o gréfico de equac¢des em coordenadas polares.

5.6.5 - Transformacé&o da equacéao polar para a sua forma cartesiana.

Quando possivel podemos transformar a equacdo de coordenadas polares em
coordenadas cartesianas para confirmarmos nosso gréafico, como feito no exemplo
5.5.1.

Exemplo 1 — Encontre uma equacdo polar para a curva representada pela

equacdo cartesiana y = 2x — 1 e trace o grafico em coordenadas polares.

Exemplo 2 — Esboce a curva com equacdo polar r = 3.cosf e encontre a

equacao cartesiana dessa curva.

Exemplo 3 — Esboce o grafico da curvar = 2 + 2. cosf.



Anexo V

Graficos realizados no Geogebra da comparacao da curva r = sen(480) feitas no sistema de
coordenadas cartesianas (Figural) e sistema de coordenadas polares (Figura ll).

r = sen(46)

ANEYA YA A
IAVARVERVERV/

Figura 1 - Curva r no sistema de coordenadas cartesianas.

Cr= se\ﬁ({lﬂ)t'-& o

Figura 2 - Curva r no sistema de coordenadas polares.

Nesse anexo podemos fazer a comparacdo entre os dois graficos com os alunos, para que entendam a tabulagdo dos
pontos.



Anexo VI
Projeto de pesquisa de mestrado.
Prof2 Fabiana Tesine Baptista.

Tema: O Ensino de Coordenadas Polares através do Software Geogebra no Ensino
Médio.
Atividade 4

1) Trace o grafico dacurvar = a + bcos(6), no intervalo 0 < 6 < 2, para os valores
de:

a) a=3eb=3

b) a=3eb=1.

2) Utilizando o software Geogebra trace as seguintes curvas e descreva suas observagoes:
a) r=2cos(20)

b) r=6sen(ad),2<a<20
c) r=al, 1<a<5

d r=2% 1<a<s
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Anexo VII - Teorema de Pitagoras.

Dado um triangulo ABC' retangulo em A, temos que:

'O quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos."(Teorema

de Pitagoras)

Demonstragao: Dado o tridngulo ABC retangulo em A (Figura 1).

A

Figura 1 — Triangulo ABC' retangulo em A.

Se tracarmos a altura do tridngulo em relagao a hipotenusa dividiremos o
triangulo ABC' em dois outros tridngulos retangulos (Figura 2) ABH e AHC' de medidas

de lados ¢, h,m e b, h,n respectivamente. Temos que a = m + n.

A

Figura 2 — Divisao do tridngulo ABC' em dois tridngulos.
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Como os angulos o + 3 = 90°, entdo os angulos HAB = 3 e HAC = «. (Figura

3). Entao os tridngulos ABC , ABH e ACH sao semelhantes pelo caso (AAA). Logo
segue as seguintes proporcgoes:

|AB| |BH| c m
— = > —=— — " =am
|BC|  |AB| a

AC| [@AC| b _n

= -~ 5=
BC|  [AC| a b a

B

m

W

n (04

Figura 3 — Angulos internos dos tridngulos ABH e ACH.

Somando ¢ + b%, temos:
2 2 _ _ — — 2
cc+b"=am+an=alm+n)=aa=a".

Entao, temos o Teorema de Pitagoras:

a’> = b = 2

(O quadrado da hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados dos catetos.)
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Outra maneira de demonstrar o Teorema de Pitdgoras:

Demonstracao: Vamos dividir um quadrado de lados a + b de duas maneiras diferentes,

como na Figura 4.

Divisédo 1 Diviséo 2
b c c
[ a c? c
b a
b b? a b
c
b c

Figura 4 — Divisoes dos quadrados de lados a + b.

Podemos entdo observar que na Divisao 1 temos dois quadrados de rea b* e ¢?
e quatro triangulos retangulos de hipotenusa a e catetos b e c. Na Divisao 2 temos um
quadrado de 4rea a® e os mesmos quatro tridangulos retangulos de hipotenusa a e catetos b

e c¢. Comparando as areas temos:

@)

b+
Divisdo 1: (a +b)? = b* + ¢ + 4+ ——

bxc
2

Como ambos os quadrados tem a mesma area, entao:

Divisdo 2: (a + b)* = a® + 4 =

c
— b+ =d2

b b
b2+02+4*%0=a2+4* -

Portanto o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos. m



