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Resumo

Este trabalho tem como propoésito estudar os principais calendarios solares desen-
volvidos ao longo da civilizacdo humana, incluindo seus mecanismos de construcao
baseados inicialmente em observagoes astronémicas até chegar ao calendério atual, em
que os movimentos de translacao e de rotacao do planeta Terra em relacdo ao Sol,
passam a ser substituidos por relogios atémicos. A tematica relativa a calendérios é
altamente interdisciplinar, pois envolve intiimeros aspectos de natureza cultural, histo-
rica, religiosa, filosofica, astronomica e faz uso de conceitos sobre orbitas planetérias,
abrangendo ainda a disciplina de fisica. Por outro lado, conceitos mateméticos, como,
divisibilidade, sistemas de numeracao e congruéncias permitem construir o calendé-
rio de um ano arbitrario no passado ou no futuro e saber exatamente em que dia da
semana caird uma determinada data. Além disso, considerando que as 6rbitas planeté-
rias sao elipticas, naturalmente comparece o conceito de conicas. Vale salientar que os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) preconizam a exploragio de temas e eixos
transversais. Inimeras atividades didaticas integram o escopo desse trabalho e foram
propostas para serem exploradas junto aos estudantes do ensino fundamental e médio
com o proposito de despertar, motivar e estimular o interesse dos mesmos pelo estudo
de conceitos matematicos e mostrar como a matematica estd presente no cotidiano da
vida de todas as pessoas, desde as antigas civilizacoes. Entre as atividades podem ser
destacadas, o calculo do nimero de dias entre duas datas quaisquer, que é usado para
se computar juros bancarios e a data de aposentadoria de um trabalhador, assim como
a construcao de um calendario gregoriano para um ano qualquer a partir de 1582 -

data de sua promulgacao.

Palavras-chave: Calendarios, Divisibilidade, Congruéncia, Congruéncia de Zeller,

Coénicas.






Abstract

This work aims to study the main solar calendars developed throughout human
civilization, including its construction mechanisms based initially on astronomical ob-
servations until arriving at the current calendar, where the movements of translation
and rotation of the planet Earth in relation to the Sun, Are replaced by atomic clocks.
The calendrical theme is highly interdisciplinary, as it involves numerous aspects of
cultural, historical, religious, philosophical, astronomical, and makes use of concepts
about planetary orbits, which includes the discipline of physics. On the other hand,
mathematical concepts such as divisibility, numbering systems and congruences allow
one to construct the calendar of an arbitrary year in the past or in the future and know
exactly on what day of the week a certain date will fall. Moreover, considering that
the planetary orbits are elliptical, the concept of conic appears naturally. It is worth
noting that the National Curricular Parameters (PCNs) advocate the exploration of
themes and transversal axes. Numerous didactic activities are part of the scope of this
work and were proposed to be explored with elementary and middle school students
in order to awaken, motivate and stimulate their interest in the study of mathematical
concepts and to show how mathematics is present in the daily life of People, since the
ancient civilizations. Among activities can be highlighted, calculating the number of
days between any two dates, which is used to compute bank interest and the retirement
date of a worker, as well as the construction of a gregorian calendar for any year from

1582 - date of its promulgation.

Keywords: Calendars, Divisibility, Congruence, Zeller’s congruence, Conics.






Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18

2.19
2.20
2.21
2.22

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

4.1
4.2

Principais planetas e as inclinacoes de seus eixos de rotacao. . . . . . . 28
Pontos de afélio e periélio. . . . . .. .. .. ... ... ... 29
Angulo formado entre o equador e a ecliptica. . . . . . ... ... ... 30
Movimento de precessao. . . . . . . . . ... 31
Movimento de nutagao. . . . . . . ... ..o 32
Localizacao do ponto vernal. . . . . . . . .. .. ... oL 33
Comparacao entre dia solar e dia sideral. . . . . . . .. ... ... ... 33
Sistema Terra-Lua-Sol e as marés. . . . . . . . ... ... ... ... .. 35
Regiao de umbra e penumbra num eclipse solar. . . . . . . ... .. .. 36
Tipos de eclipses. . . . . . . . . . .. 37
A Lua em fases cheia e nova em quatro lunacoes diferentes. . . . . . . . 38
Fasesda Lua. . . . . . . . ... . . . . .. 40
Diferenca entre os meses sinddico e sideral. . . . . . . . ... ... ... 40
Divisao das estagoes doano. . . . . . . . .. ..o 11
Solsticio de dezembro e de junho, respectivamente. . . . . . . . . . . .. 43
Duracao das estacoes do ano com relacao ao hemisfério sul. . . . . . . . 44
Os vinte digitos maias e seus nomes em lingua yukateka. . . . . . . .. 56

Os vinte digitos maias em representacoes antropomorfas e seus nomes

em lingua yukateka. . . . . . . ..o b7
Os 20 glifos dos dias do calendario tzolk’in e seus nomes em lingua yukateka. 57
Calendario maia tzolk’in. . . . . . . . ... Lo 59
Os meses do calendario maia ja’ab”. . . . . . . .. ... 59
Exemplos de artefatos capazes de “medir” o tempo. . . . . ... .. .. 64
Universo Aristotélico. . . . . . . . . . .. . L 69
Modelo geocéntrico de Ptolomeu. . . . . . . . .. ... ... ... ... 71
Modelo heliocéntrico de Copérnico. . . . . . . . . . . .. ... ... .. 72
Modelo de Tycho Brahe. . . . . . . . .. .. .. ... .. 74
Raio vetor. . . . . . . . . 74
Leis de Kepler. . . . . . . . . . . .. 75
Algoritmo da divisao euclidiana. . . . . . .. ... 84

Elementos de um cone duplo. . . . . .. .. ... ... ... ...... 105



4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17

5.1
5.2
5.3
0.4
5.5
5.6
5.7
2.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
0.17
5.18
5.19
5.20
5.21
5.22
5.23
5.24

Conicas regulares. . . . . . . . ..o
Conicas degeneradas. . . . . . . . . ...
Circunferéncia. . . . . . . . . . . .. o
Modelo de Kepler. . . . . . . ...
Elipse. . . . . . . .
Excentricidade. . . . . . . . . ...
Elipse de eixo maior horizontal. . . . . . .. ... .. .. ... ...
Elipse de eixo maior vertical. . . . . . . . . . ... 0oL
Elementos da elipse de eixo maior horizontal. . . . . . . . .. ... ...
Parabola. . . . . . . . . .
Elementos da parabola de eixo de simentria horizontal. . . . . . . . ..
Hipérbole. . . . . . . . . .
Hipérbole de eixo real horizontal. . . . . . . . ... ... .. ... ...
Hipérbole de eixo real vertical. . . . . . . . . .. ... ... ... ....

Elementos da hipérbole de eixo real horizontal. . . . . . . . . .. . ...

Montagem de uma ampulheta. . . . . . . .. ... ..o
Texto sobre circunferéncias e conicas. . . . . . . . . ... ... ... ..
Texto sobre elipse. . . . . . . .. .o
Algoritmo da divisao euclidiana. . . . . . .. ... ..o
Diagrama para explorar “os divisores de”. . . . . . . . .. ... ... ..
Diagrama para explorar “os miltiplos de”. . . . . . ... .. ... ...
Cruzadinha de operacoes. . . . . . . . . . ... L
Diagrama para explorar “os divisores de”. . . . . . . . .. .. ... ...
Diagrama para explorar “os miltiplos de”. . . . . . . .. ... ... ..
Cruzadinha de operacoes. . . . . . . . .. .. ...
Dados de uma batalha egipcia. . . . . . . .. ... .. ... ... ...
Ntmero de homens, de cavalos e de bois capturados durante a batalha.
Riquezas de Memphis. . . . . . . .. ..o oo
Sistema babilonico antigo de numeragao. . . . .. .. ...
Sistema babilonico antigo de numeracao. . . . . . .. ...
Sistema maia antigo de numeragdo. . . . . . . . .. ...
Dados de uma batalha egipcia. . . . . . . .. ... ...
Ntamero de homens, de cavalos e de bois capturados durante a batalha.
Riquezas de Memphis. . . . . .. .. ... ... L.
Sistema babilonico antigo de numeragao. . . . . . .. ...
Sistema babilénico antigo de numeragdo. . . . . . . ... ...
Sistema maia antigo de numeragdo. . . . . . . . . ... ...
Algoritmo de funcionamento do calendario gregoriano. . . . . . .. ..

Algoritmo de funcionamento do calendario gregoriano. . . . . . .. ..

109

153
153
154
156
157
157
159
159
160



Lista de Tabelas

1.1

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

3.1

4.1
4.2

Resultados do Brasil no PISA (2000 - 2015) . . . . ... .. ... ... 22
Inclinacao do eixo de rotacao dos principais planetas do sistema solar. . 30
Semana em vAarias linguas. . . . . ... ..o 39
Os 10 meses do calendario romano primitivo. . . . . . . . .. . ... .. 45
Os 12 meses do calendario de Numa Pompilio. . . . . .. ... ... .. 46
Os 12 meses do calendario juliano. . . . . . . . . ... ... ... ... 47
Més romano referente a marco. . . . . . ... ... 48
Calendario babilénico. . . . . . . . . .. .. ... 52
Calendario mugulmano. . . . . . . . ... 55
Calendario maia tzolk’in. . . . . . . . . . . . ... 58
Os dias do calendario asteca e seus significados. . . . . . . .. .. ... 61
Os meses do calendario asteca. . . . . . . . . ... ... .. ... ... 61
Dados dos planetas do sistema solar. . . . . ... ... ... ...... 75
Excentricidades dos principais planetas do sistema solar. . . . . . . .. 110

Resumo sobre conicas . . . . . . . .. 124






Sumario

1 Introducao 19
1.1 Educacao brasileira frente ao PISA . . . . . . .. .. .. ... ... .. 21
1.2 Objetivos . . . . . . . 23
1.3  Organizagao do trabalho . . . . . .. . ... ... 0000 24

2 Astronomia e calendario 27
2.1 Movimento da Terra e a influéncia no tempo . . . . . . . ... ... .. 27

2.1.1 Rotacao e translagao . . . . . . . . .. ... 28
2.1.2 Precessao . . . . ... 30
2.1.3 Nutagao . . . . . . . 31
2.1.4 Diasolaresideral . . . . . . .. ... ... L. 32
215 Dialunar . . .. ... 33
2.1.6  Ainfluénciadasmarés . . . . .. ... ... 34
217 Eclipses . . . ..o 36
2.2 Semana . ... .. e e e e 38
2.3 MBS . . . 39
2.4 Estacoesdoano . . . . . . . ... 41
2.4.1 Solsticio e equinécio . . . . . . ..o 41
2.5 Classificacao dos calendarios . . . . . . . ... ... . ... ... ..., 43
2.6 A historia do calendario . . . .. ... .. L Lo 45
2.7 Os diferentes calendarios . . . . . . . ... ... oL 50
2.7.1 Calendério babilonico . . . . . . .. ... 0oL 50
2.7.2 Calendario egipcio . . . . . . ..o 51
2.7.3 Calendario grego . . . . . . . .. Lo 53
2.7.4 Calendario muculmano . . . . . . ... ... 54
2.7.5 Calendariomaia. . . . . . .. ... 55
2.7.6 Calendéario asteca . . . . . . . . ... Lo 60
2.8 Civilizagoes antigas . . . . . . . . ... Lo 62
2.9 Medigao do tempo . . . . ... 62

2.9.1 Instrumentos de contar o tempo . . . . . . ... ... ... ... 63



3 O movimento dos astros

3.1 Astronomos da Grécia antiga . . . . . . .. ..o
3.1.1 Modelo geocéntrico . . . . . . . ... Lo
3.1.2  Modelo heliocéntrico . . . .. .. .. ... 0oL

4 A matematica dos calendarios
4.1 Divisibilidade em Z . . . . . . . . .o

4.1.1 Divisao exata . . . . . ..

4.2 Divisao euclidiana

4.3 Sistemas de numeragao . . . . . . .. ...
4.3.1 Representacao dos nimeros naturais . . . . . . . ... .. ...
4.3.2 Critérios de divisibilidade . . . . . . ... ... ... .. ....

4.4 Congruéneia . . . ... e
4.4.1 Sistema completo de residuos . . . . . . ... .. L.
4.4.2 Algoritmo de Zeller . . . . . . . . .. Lo
4.4.3 Datada Péscoa . . .. .. ... ... ... ... ... ...

4.5 COnicas . . . . . v v e
4.5.1 Circunferéncia . . . . . . . .. ...
4.5.2 Elipse . . . . .
4.5.3 Pardbola . . . . . . ...

4.5.4 Hipérbole

5 A importancia do estudo do tempo
5.1 Parametros Curriculares Nacionais e o tempo . . . . . . . . ... ...
5.2  Caderno do professor/aluno - atividades . . . . .. ... .. ... ...
5.2.1 Historia . . . . . . . .
5.2.2 Matemdatica . . . . .. ..o
5.3 Atividades/sequéncias didaticas . . . . ... ..o
5.3.1 Atividade 1 - Divisibilidade . . . . .. ... ... ... ... ..
5.3.2 Atividade 2 - Sistemas de numeracao . . . . . . . ... ... ..
5.3.3 Atividade 3 - Explorando congruéncias . . . .. ... ... ...

6 Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Trabalhos futuros

Referéncias

67
67
70
72

79
80
80
83
86
87
90
94
98
101
102
104
107
108
115
118

125
125
128
129
131
134
134
144
161

177
178

181



1 Introducao

Desde os tempos mais primitivos, o homem foi capaz de verificar que existiam
padroes na natureza e a partir deles, depreender a ocorréncia de fenomenos. Observou
que havia o dia e a noite. Durante o dia era possivel cagar, visualizar grandes distancias,
que alguns animais eram mais ativos no periodo diurno, outros no noturno, momento
em que deveriam se recolher e se protegerem, na medida em que estavam mais expostos
aos perigos. Observou ainda, que em determinadas épocas chovia mais, que os frutos
eram mais abundantes, que os animais migravam, que os rios secavam ou alagavam.
Havia algo que fugia de seu controle e que influenciava de forma decisiva o ciclo de
vida humana, o tempo. Acontecimentos como o crescimento de uma crianca, adultos
chegando a decrepitude, flores desabrochando e murchando, mostravam que ele se fazia
presente.

Mesmo no inicio da era crista, diversas dificuldades foram encontradas com relacao
a limitar ou fixar temporariamente algumas atividades como as cerimonias religiosas,
as audiéncias dos juizes, a abertura das porta das cidade pela manha e o fechamento
a tarde, a partida de navios, a hora das refei¢oes, a troca da guarda e os quartos de
vigilia nos navios, ou junto dos rebanhos (DONATO, 1993).

Se houver uma observacao mais cuidadosa ¢ possivel perceber que o cotidiano de
todos nos é regido por um calendario. Ha os dias em que trabalhamos, ha os finais de
semana, o periodo de férias, dias em que sao feitas reunioes, dias em que combinamos
com o0s amigos alguma atividade, datas comemorativas, prazos nos quais devem ser
feitos pagamentos e assim por diante.

E importante realcar que o tema “calendério” permeia a vida humana e junto a ele
ha intiimeros aspectos de natureza historica, religiosa, cultural, filosoéfica e astrondmica.
Faz uso de conceitos sobre orbitas planetérias e envolve as disciplinas de fisica e de geo-
grafia, ou seja, é profundamente interdisciplinar. Se nao bastasse isso, explora intimeros
conceitos matematicos como sistema de numeracao posicional, fracoes, divisibilidade,
congruéncias e conicas. Em outras palavras, perpassa nocoes variadas oriundas da ma-
tematica, sendo assim uma tematica transversal a essa area do conhecimento, indo ao
encontro do que apregoa os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), que destacam

e valorizam temas como este.

2

A articulacdo entre as dreas é uma clara sinalizacdo para o projeto
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20 Introdugao

pedagogico da escola. Envolve uma sintonia de tratamentos metodo-
légicos e, no presente caso, pressupoe a composi¢ao do aprendizado
de conhecimentos disciplinares com o desenvolvimento de competén-
clas gerais. SO em parte essa integracdo de metas formativas exige,
para sua realizacao, projetos interdisciplinares, concentrados em de-
terminados periodos, nos quais diferentes disciplinas tratem ao mesmo

A

tempo de temas afins. Mais importante do que isso é o estabele-
cimento de metas comuns envolvendo cada uma das disciplinas de
todas as 4reas, a servico do desenvolvimento humano dos alunos e
também dos professores (BRASIL, 2002, p. 16).

Antigas civilizacbes como a egipcia, maia, assiria, babilonica, asteca, grega, ro-
mana, indiana, chinesa, entre outras, foram capazes de criar seus proprios calendarios
baseado em observagoes astrondmicas. Os artefatos disponiveis, o conhecimento e a
tecnologia existente ha dois, trés mil anos atras era precaria e mesmo assim, todos
esses povos contruiram seus proprios calendarios e com alto nivel de precisao. Varios
deles ja admitiam um ano com 365 dias. Isso mostra a engenhosidade humana, como
a curiosidade e a capacidade do homem é capaz de superar obstaculos e limitacoes,
encontrando solugoes para problemas que se impoem numa dada época. Atualmente,
a civilizacao humana, apo6s milhares de anos de progresso da ciéncia e de desenvol-
vimento tecnologico chega a resultados que atestam, dentro de uma margem minima
de erro, o saber e a perspicacia dos conhecimentos dessas sociedades, que usualmente
refererenciamos como “primitivas”.

Um exemplo simples do uso de calendario ¢ o calculo do ntimero de dias entre duas
datas, que é usado tanto para o computo de juros de uma prestacao, atrasada ou nao,
como a data de aposentadoria de qualquer trabalhador. Saber calcular o dia da semana
em que cai uma data religiosa (Pascoa) que nao é fixa no calendario.

Nos dias de hoje, qualquer aparelho celular, por mais simples que seja, possui um
aplicativo que possibilita verificar o calendario gregoriano de um ano arbitrario, no
passado, ou, no futuro. Logo, uma questao que pode ser colocada é, como isso é
possivel?

Questoes de natureza algoritmica associadas aos diferentes calendarios elaborados
pelos povos antigos, mecanismos de conversao de datas entre eles e o desenvolvimento
de um programa de computador para automatizar a sua geracao, também podem ser
explorados.

Como se pode ver, a tematica relacionada a calendarios esta presente na historia
da humanidade, é uma das criagoes mais antigas do homem ainda em uso, integra o
cotidiano de todos noés e faz parte do contexto do jovem estudante, e, nesse sentido,
pode ser usado para estimular a curiosidade e explorar a amplitude e diversidade de

conceitos subjacentes e provenientes de diferentes disciplinas.



Educacgao brasileira frente ao PISA 21

1.1 Educacao brasileira frente ao PISA

Em dezembro de 2016 foram divulgados os resultados da dltima edi¢ao do Programa
Internacional de Avaliacao de Estudantes, do inglés Programme for International Stu-
dent Assessment (PISA), que ocorre a cada trés anos e teve inicio no ano 2000. Nesse
sentido, tem permitido acompanhar e monitorar ao longo de quase duas décadas, os
sistemas educacionais utilizados em diferentes paises e alguns territorios que nao pos-
suem o status de pafs. O PISA foi articulado e estruturado desde o seu inicio pela
Organizagao de Cooperagao e Desenvolvimento Economico (OCDE) e é considerado
como um indicador que consegue aferir o nivel de qualidade da educacao bésica em
diferentes locais do planeta. A prova é aplicada a estudantes na faixa etaria entre 15
e 16 anos, em trés areas do saber: Ciéncias, Leitura e Matematica, sempre com uma
concentracao em uma delas. Em 2015 participaram 23 mil alunos brasileiros oriundos
de escolas publicas municipais, estaduais e federais, e, também da rede particular e a
énfase recaiu sobre a prova de Ciéncias. Em outras palavras, a prova busca avaliar,
mais especificamente em Ciéncias e Matematica a capacidade de um aluno de encon-
trar solucoes para problemas reais e situacoes-problema que ocorrem em seu cotidiano.
Enfim, se ele consegue sistematizar e organizar seu raciocinio, entender a formulagao
do problema, contextualizi-la e aplicar os conceitos e experiéncias que ele acumulou
ao longo de sua escolaridade. Os problemas do tipo onde ele aplica meramente uma
formula decorada ou um conjunto de operagoes basicas, nao exigindo qualquer abstra-
¢ao, sao poucas e estao no nivel 1, numa variacao que vai do 1 ao 6. Tipicamente,
as questoes se enquadram em trés classes de conhecimento? elementar, quando o
estudante consegue usar seus saberes para lidar com problemas de seu cotidiano, ou
seja, da realidade em que ele vive; intermediario, quando ha a necessidade do aluno
sistematizar, organizar seus pensamentos, ser capaz de elaborar um procedimento ci-
entifico e extrair relacoes ao longo do processo; e elevado, onde pressupoe alto nivel
de abstracao, de reflexao e generalizacao, capacidade de formular hipoteses e verificar
sua consisténcia. A maioria dos problemas propostos envolvem varias disciplinas (in-
terdisciplinaridade) e multiplos conceitos de uma mesma area (transversalidade) e no
ultimo exame, também foi avaliado questoes relacionadas ao trabalho em equipe, ou
seja, a capacidade de cooperacao, de sintese e de lideranca. Na tultima edigao realizada
em 2015, os resultados nao foram muito diferentes das edi¢oes anteriores. Novamente
o desempenho escolar dos estudantes brasileiros, na média, esteve entre os 10 piores
dos 70 paises e territorios independentes participantes, a maioria integrantes da OCDE
e outros convidados. O Brasil, que ja esteve entre as cinco e é atualmente a oitava
economia do mundo, no PISA de 2015 se posicionou entre os ultimos classificados e
ocupou as posicoes 632, 592 e 652 em Ciéncias, Leitura e Matematica, respectivamente.
O nimero de pontos obtidos em Ciéncias, Matematica e Leitura foi 401, 377 e 407, res-
pectivamente, frente & média de 493, 490 e 493 pontos dos paises membros da OCDE.

Para contrastar com os resultados brasileiros, Singapura, que ocupou a primeira colo-
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cacao na ultima edicao, obteve um total de 556, 535 e 564 pontos nas mesmas areas.
A gravidade da situacao ¢ ainda maior quando se observa que 87,4% dos alunos bra-
sileiros nao conseguem atingir o nivel 2 da prova de matematica, que ¢ considerado
entre o elementar e o basico. Para agravar ainda mais, 82% nao atingiram o nivel 2 em
ciéncias e 76% em leitura. Isso significa que uma parcela significativa dos alunos nao
consegue realizar contas de porcentagem, operacoes sobre juros, conferir o troco na pa-
daria, ler e compreender um texto com informagoes muitas vezes vitais para sua satude
e de sua familia, por exemplo. Diante dessas limitagoes e demonstragao de auséncia
de conhecimento, os jovens nao conseguem exercitar elementos basicos para o pleno
exercicio de sua cidadania. Para corroborar ainda mais com essa ideia, para o PISA,
o nivel basico (2) é relativo a “aprendizagem e participacao na vida social, econdmica
e civica das sociedades modernas num mundo globalizado”. Se, em torno de 80% dos
alunos nao alcancam o nivel 2 nas diferentes areas, como isso é possivel? Ao se olhar a
posicao brasileira nas seis edi¢oes do PISA ja realizadas sob uma perspectiva histoérica,
conforme ilustra a Tabela 1.1, o resultado nao ¢ muito diferente. Houve algumas pe-
quenas flutuagoes de posicao entre as diferentes edigoes, mas no geral, o Brasil sempre

esteve entre os altimos colocados.

Tabela 1.1: Resultados do Brasil no PISA (2000 - 2015)

Area 2000 2003 2006 2009 2012 2015
Matematica 334 356 370 385 391 377
Leitura 396 403 393 412 410 407
Ciéncias 375 390 390 405 405 401
Meédia geral 368 383 384 401 402 395
Enfoque disciplinar Leitura Matem. Ciéncias Leitura | Matem. | Ciéncias
Paises participantes 32 41 57 61 65 70
Colocagao brasileira 32° 40° 52° 50° 57° 63°
Total de inscritos 265.000 250.000 513.000 470.000 | 510.000 | 540.000
Alunos brasileiros 4.893 4.452 9.295 20.127 18.589 23.141
Escolas participantes | 250 229 633 950 837 841
Primeiro lugar Finlandia | Finlandia | Finlandia | Xangai | Xangai | Singapura

Fonte: retirada de www.oecd.org/pisa.

E interessante observar que o nivel e a capacidade de leitura estdo relacionados com
o rendimento nas areas de Ciéncias e Matematica, na medida em que, se o aluno nao
consegue interpretar, compreender e analisar um texto, ele nao consegue organizar seu
raciocinio, tomar atitudes corretamente e dar continuidade a sua aprendizagem com
outras inferéncias num processo que o capacita a encontrar a solu¢ao de um problema
especifico.

Por outro lado, é importante destacar que os resultados internacionais nao trazem
nada de novo, ji que na avaliacao nacional, dados semelhantes ja tinham sido observa-

dos por meio do Indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (IDEB), do Sistema
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de Avaliagao da Educagdo Basica (Saeb), do Ministério da Educacao (MEC), pouco
antes da divulgacao dos resultados do PISA-2015.

Se por um lado, a educacao brasileira evolui muito em relagao a universalizacao
do acesso das criancas no Ensino Fundamental (12 ao 92 ano) e consegue manter um
contingente da ordem de 70% dos estudantes na escola na mesma idade em que o PISA
¢ aplicado, essa mesma escola nao consegue motivar e despertar nos jovens a necessi-
dade pelo ato de estudar. Na disciplina de matematica, em particular, os estudantes
nao reconhecem a sua importancia, ja que nao conseguem fazer uma relagao entre os
conceitos vistos em sala de aula com situagoes reais do cotidiano de suas vidas.

O proposito de olhar e destacar a avaliacao realizada pelo PISA no contexto dessa
dissertacao é mostrar que algo nao vai bem com relacao ao sistema de educacao adotado
no Pafs. Os dados internacionais e alguns nacionais (IDEB, SARESP, ENEM), indicam
que é preciso mudar e transformar profundamente a escola e a educacao brasileira.

Desde que a avaliacao do PISA iniciou-se em 2002, houve 06 edicoes e se passaram
15 anos. Em linhas gerais, o Brasil sempre esteve entre os piores e até agora, pouco foi
feito para se alterar essa situacao, pois o fato de nos tltimos anos o investimento em
educagao ter aumentado, nao veio acompanhado de melhorias no nivel de aprendizado
dos alunos, conforme demonstra os indicadores nacionais IDEB, Sistema de Avaliacao
de Rendimento Escolar do Estado de Sao Paulo (SARESP), Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM) e internacionais (PISA).

E claro que os problemas vivenciados pela educacao brasileira na atualidade sao
muitos e estao longe de serem simples. Nao é o intuito desse trabalho, discutir essas
questoes, mas tentar reverter as dificuldades de aprendizagem dos alunos na disciplina
de matematica, mostrar e realcar que o ensino da matemaética e os contetidos podem ser
mais atrativos, que a matemética caminha junto do ser humano desde as civilizagoes
mais antigas. Além disso, estd ao lado dos principais avangos tecnolégicos alcancados
pelo ser humano em diferentes areas do conhecimento. Pensar e desenvolver atividades
colaborativas e interdisciplinares, que inclusive sao focadas em avaliacoes como as do
PISA. Nesse sentido, a tematica de calendarios usada nessa dissertacao tenta oportu-
nizar o desenvolvimento de atividades que exploram contetidos matematicos de uma

forma contextualizada e multidisciplinar.

1.2 Objetivos

O proposito deste trabalho ¢ abordar os principais calendarios solares desenvolvidos
ao longo da civilizacao humana, incluindo seus mecanismos de construcao baseados
inicialmente em observacoes astronomicas, até chegar ao calendario atual em que os
movimentos de translacao e de rotacao do planeta Terra em relacao ao Sol passam a
ser substituidos por relogios atémicos.

Uma énfase serd dada ao calendario gregoriano, que é o mais usado atualmente.
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Nesse sentido, algumas atividades didaticas sao propostas para os estudantes do ensino
fundamental e médio visando despertar, motivar e estimular o interesse dos mesmos
pelo estudo de conceitos matematicos envolvidos com a construgao de um calendario,
que estd intrinsecamente presente no contexto de nossas vidas.

Adicionalmente, por meio do assunto calendérios, chamar a atencao dos alunos
que a matemaética estd presente no cotidiano da vida de todas as pessoas, desde as
civilizacoes mais antigas. Nao é uma criacao do acaso, construida para dificultar a vida
dos estudantes, mas necessaria para auxiliar na resolucao de problemas complexos de
véarias areas do conhecimento, incluindo a Fisica, Economia, Engenharias, Medicina,
Astronomia, Direito, para citar apenas algumas delas.

Em particular, os conceitos matematicos que sao tratados nesse trabalho, estao as-
sociados a fendmenos que se repetem num dado intervalo de tempo, conhecidos como
ciclicos ou peridédicos. Embora, muitos desses fenomenos sejam modelados pela mate-
matica do continuo, o interesse aqui é tratar apenas daqueles que a matematica discreta
consegue resolver. Nesse sentido, diferentes sequéncias didéticas sao propostas envol-
vendo nogoes de divisibilidade e de congruéncia. Considerando ainda que o movimento
de translacao de um planeta em torno do Sol é eliptica, o conceito de conicas também

¢ abordado nesta dissertacao.

1.3 Organizacgao do trabalho

De modo a explorar a tematica proposta da forma mais compreensivel possivel e
contextualizé-la conjuntamente com os documentos oficiais que regem a educao brasi-
leira, essa dissertacao esta sistematizada em 6 capitulos e 4 apéndices.

O Capitulo 2 apresenta os elementos necessarios que permitem caracterizar a nocao
de dia, estacoes do ano, ano solar, ano sideral e tempo, para na sequéncia discorrer
sobre os calendéarios criados e usados por diferentes civilizacoes. Também destaca os
ciclos primarios: a rotacdo da Terra em torno de si propria que geram os dias (a
alternancia ciclica da luz solar e da escuridao da noite), as revoluges da Lua a volta
da Terra definem os meses e as translacoes da Terra em volta do Sol desenvolvem os
anos. Além disso, os fatores que influenciam nestes ciclos e no tempo como: a nutacao,
a precessao, os eclipses e as marés.

No Capitulo 3 é destacada o papel da astronomia e a relevancia do trabalho realizado
por astronomos e matematicos da Grécia antiga, desde as descobertas dos movimentos
dos planetas (devido ao movimento de translagao), as teorias do geocentrismo e do
heliocentrismo e como essas ideias foram decisivas e influenciaram grandes pensadores
a partir do século XII, como Copérnico, Galileu, Kepler e Newton.

Por sua vez, o Capitulo 4 explora as nogoes matematicas que permitem modelar
com precisao a construcao de um calendario. Aqui sao apresentados com um certo nivel

de formalismo os conceitos de divisibilidade, divisao euclidiana, sistema de numeracao,
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congruéncias e conicas.

Na sequéncia, o Capitulo 5 aborda os documentos oficiais que tratam da educacao
basica brasileira, da importancia em se explorar temas interdisciplinares e propoe uma
série de atividades didaticas para serem aplicadas em Sala de Aula, tanto ao ensino
fundamental como ao ensino meédio, envolvendo conceitos matematicos associados a
construcao de um calendario. Em sintese, pretende-se que ao usar a nocao de calendé-
rios e relaciona-los a matematica que é ensinada nas escolas, isso desperte o interesse
dos alunos e torne um facilitador da aprendizagem de importantes conceitos.

Por fim, o Capitulo 6 apresenta algumas conclusoes e trabalhos futuros que poderao
ser complementados e desenvolvidos a partir deste trabalho e seus possiveis impactos

no ensino fundamental e médio.






2 Astronomia e calendario

Todos os calendarios sao de origem astrondémica, pois se baseiam nos movimentos
aparentes dos dois astros mais brilhantes do sistema solar, o Sol e a Lua, variando
somente seu grau de exatidao matematica. O calendario é um sistema de ordenamento
do tempo com propositos de organizar a vida civil, das obrigacoes religiosas e marcagao
de eventos cientificos. Possui unidades de dias, meses e anos, além das semanas. A
natureza desenvolve trés ciclos primérios que deram origem as unidades de tempo:
a rotacao da Terra em torno de seu proprio eixo que gera os dias, as revolugoes da
Lua a volta da Terra deu origem aos meses e as revolucoes da Terra em volta do Sol
que desenvolvem os anos. O dia, cuja percepcao originou-se do contraste entre a luz
solar e a escuridao da noite, é o elemento mais antigo e fundamental do calendario. A
observacao da periodicidade das fases lunares fez surgir a ideia de més. A repeticao
alternada das estagoes, que variavam de acordo com os climas, deu origem ao conceito
de ano.

O ano é o periodo de tempo necessario para que a Terra complete uma orbita
eliptica com o Sol em um dos focos, que demora um periodo de aproximadamente 365
dias e seis horas. Esse niimero fracionario exige que se intercalem dias periodicamente,
a fim de fazer com que os calendarios coincidam com as estacoes. Ainda, os anos se
agrupam em décadas e séculos, e séculos se agrupam em milénios. Toda composicao do

calendario e a origem de cada elemento serd explicada mais detalhadamente a seguir.

2.1 Movimento da Terra e a influéncia no tempo

O ser humano estabeleceu a duragdo do movimento de rotacao da Terra quando
notou a alternancia ciclica da luz solar e da escuridao da noite. Fato de grande impor-
tancia, pois na linguagem moderna o chamado dia, tempo que vai entre duas passagens
do Sol pelo mesmo meridiano, é a divisao do tempo mais antiga, de cerca de 8000 a.C..
Portanto, inicialmente o dia era o espaco de tempo compreendido entre dois nascimen-
tos, ou ocasos, consecutivos do Sol, o que o tornava numa medida de tempo de grande
irregularidade (LOPES, 2012).

Conforme Milone et. al (2003), as civiliza¢oes antigas elaboraram diversas expli-

cacoes miticas para o movimento do Sol no céu durante o dia, assim como seu reapa-
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recimento apés a escuridao da noite. Por exemplo, os antigos babilonios acreditavam
no deslocamento noturno do Sol por debaixo do solo que era a morada dos mortos.
Os antigos egipcios (3200 a.C.) acreditavam que o transporte do Sol no céu (corpo da
deusa Nut) era feito por um barco que durante a noite percorria um rio subterraneo; e
na Grécia classica (600 a.C.), muitos afirmavam que a Terra era imovel de modo que o
Sol, deus Helius, percorria o céu numa grande carruagem.

A medida do tempo esta ligada diretamente ao movimento da Terra. Este movi-
mento é decomposto em varios outros, dos quais sao conhecidos cerca de catorze até
hoje, porém serao estudados neste trabalho os principais a influenciarem a passagem
do tempo, que sao: a rotacao em torno do eixo da Terra, a translacao em torno do Sol,

a precessao e a nutagao.

2.1.1 Rotacao e translacao

O movimento de rotacao da Terra se da em torno de um eixo imaginario da Terra, o
qual liga os polos norte e sul geograficos. Entre suas consequéncias, tem-se a alternancia
do dia e da noite, o movimento aparente do Sol durante o dia, o movimento aparente
das estrelas e a variacao da obliquidade dos raios solares num mesmo lugar, ao longo
do dia. A velocidade média do movimento rotagao ¢ de cerca de 1 674 km /h.

O Sol e os planetas do sistema solar rotacionam, o Sol gira em torno de seu pro-
prio eixo em sentido horario, chamado progrado. A maioria dos planetas coincidem o
sentido de rotagao com o do Sol, apenas Vénus e Urano rotacionam em sentido contré-
rio, ou seja, a rotacao desses corpos ¢ anti-horaria ou retréograda. Outra caracteristica
do sistema solar & que as orbitas dos planetas sao praticamente coplanares (DAMI-
NELI NETO, 2011). A Figura 2.1 mostra os principais planetas com suas respectivas

inclinagoes com relagao ao eixo de rotacao (em graus).
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Figura 2.1: Principais planetas e as inclinacoes de seus eixos de rotacao.
Fonte: retirado de Sao Paulo (2014 - 2017a).

Em relacao a um referencial no Sol, os planetas se movimentam (transladam) des-
crevendo orbitas elipticas, estes giram em torno do Sol no mesmo sentido que o Sol

rotaciona, ou seja, o sentido de rotacao do Sol é igual ao da translacao dos planetas.
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A Figura 2.2 ilustra a oérbita da Terra, onde o Sol ocupa um dos focos desta elipse!.
O ponto da 6rbita mais proximo (147 000 000 km) do Sol é denominado periélio e o
ponto mais afastado (152 000 000 km) do Sol é o afélio (DOCA et. al, 2013; MILONE
et. al 2003).

N L. N® 2
Afélio Periélio p
4 de julho 2 de janeiro L
~ 152 000 000 km = 147 000 000 km
S S

Figura 2.2: Pontos de afélio e periélio.
Fonte: adaptado de Sao Paulo (2014 - 2017a).

O movimento de translacao é o tempo que a Terra leva para dar uma volta completa
em torno do Sol. Este movimento ocorre no mesmo sentido da sua rotagdo (de oeste
para leste). A translagdo da Terra pode ser chamada de movimento orbital e sua
velocidade média é de cerca de 107 000 km/h. Ainda, o sentido de translagdo dos
planetas ¢ o mesmo de rotacao do Sol (MILONE et. al, 2003).

De acordo com Kepler e Saraiva (2012), o “movimento aparente do Sol” ocorre
devido ao movimento de translacao da Terra em torno do Sol. O Sol aparentemente se
move entre as estrelas, ao longo do ano, descrevendo uma trajetoria na esfera celeste
denominada “ecliptica”. A ecliptica é um circulo maximo que tem uma inclinacdo de
aproximadamente 23,5° em relacao ao equador celeste, ou 66,5° em relacao ao eixo de
rotacao da Terra, o que pode ser notado na Figura 2.3. E essa inclinacio que causa as

estacoes do ano.

L As elipses serdo estudadas no Capitulo 4 deste trabalho.
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Figura 2.3: Angulo formado entre o equador e a ecliptica.
Fonte: retirado de Sao Paulo (2014 - 2017a).

A Tabela 2.1 apresenta a distancia média de cada planeta com relacao ao Sol, o

periodo de translacao e rotacao em relacao a orbita que descrevem em torno do Sol.

Tabela 2.1: Inclinacao do eixo de rotacao dos principais planetas do sistema solar.

Distancia média Periodo de translagcao Periodo de Rotagao Inclinagao
Planetas ao Sol (10° km (d = dias, a = anos) (d = dias, h = horas, da érbita

- milhoes de km) m = minutos) a ecliptica
Mercirio 57,9 87,9d 58,6d 7°
Vénus 108,2 224.7d -243,0d 3,4°
Terra 149,6 365,25d 23h56m 0°
Marte 227.9 686,98d 24h37m 1,9°
Japiter 778,4 11,86a 9h48m 1,3°
Saturno 1423,6 29,46a 10h12m 2,5°
Urano 2 867,0 84,04a -17h54m 0,8°
Netuno 4 488,4 164,8a 19h6m 1,8°

Fonte: retirada de Sao Paulo (2014 - 2017a).

2.1.2 Precessao

Segundo Barreto (2010) ao observar o giro de um pido num plano horizontal, nota-se
que além de girar em torno de si mesmo (rotagao), o pido também realiza outro movi-
mento que aparenta um “cambalear” do eixo de rotacao. Este movimento ¢ conhecido
como “precessao’. A precessao no piao ocorre devido a forca de atracao gravitacional
que a Terra exerce sobre ele, ou seja, o peso desse piao. Observando este tipo de mo-
vimento, Isaac Newton (1642 - 1727) relacionou a Terra a um enorme pido girando em
torno do seu eixo, pois a forca gravitacional do Sol sobre a Terra provoca o movimento
de precessao. Também calculou o movimento de precessao terrestre e, assim, notou
que o eixo da Terra descreve uma superficie conica no espaco a cada 25 800 anos apro-

ximadamente. Na proposicao XXXIX do Livro IIT “Principia” mostra que a marcha
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anual do movimento de precessao é de cerca de 50” por ano, ou seja, cerca de 1° a cada

72 anos.

Figura 2.4: Movimento de precessao.
Fonte: retirado de http://astronomia-para-amadores.blogspot.com.br? (Acesso em 05/01/2017).

E devido ao movimento de precessdo que o eixo (0os polos) da Terra aponta para
direcoes diferentes com o passar do tempo, o que pode-se observar na Figura 2.4. A
precessao ¢ a causa da leve discrepancia entre a duracao do ano trépico e a duracao do
ano sideral. E ainda ocorre uma mudanca no ponto da 6rbita em que a Terra se encontra
quando acontece uma determinada estagao, o que causa a mudanca das estrela visiveis
durante a noite nesta estacao do ano, pois a posicao do Sol entre as estrelas muda com
o passar dos séculos. Por exemplo, no hemisfério sul é verao quando a Terra esta no
periélio e é inverno quando a Terra esta no afélio, porém daqui a aproximadamente 13

000 anos a situagao se reverte e, possivelmente, as estacoes ficarao mais atenuadas no
hemisfério sul e mais acentuadas no hemisfério norte (KEPLER e SARAIVA, 2014).

2.1.3 Nutacao

A nutacao é uma oscilagao periddica do eixo de rotacao da Terra, pois, assim
como o movimento de precessao, é causada pela interagao gravitacional entre o Sol, a
Lua e a Terra, em funcao desta tltima nao ser uma esfera perfeita. Esse movimento
periodico dos polos celestes tem uma aplitude de 9,2025” e periodo de 18,613 anos.
Essas caracteristicas da nutacao faz o angulo de inclinacao do eixo da Terra oscilar em
torno de um valor médio. A nutagdo é causada por uma inclinagao de 5,1° do plano
da orbita da Lua em relacao a ecliptica pela qual a precessao é durante cerca de nove
anos de maior intensidade e durante cerca de outros nove anos de menor intensidade

do que na média (PIMENTA, 2004; JUNIOR, 2012).
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Figura 2.5: Movimento de nutacao.
Fonte: adaptado de Milone et. al (2003).

2.1.4 Dia solar e sideral

A primeira defini¢ao de dia veio da observacao do Sol, que corresponde ao dia solar.
O dia solar é o intervalo de tempo decorrido entre duas passagens consecutivas do Sol
pelo meridiano do mesmo lugar.

Segundo Junior (2012) e Rodrigues (2000), o dia solar verdadeiro é o intervalo de
tempo que decorre entre duas passagens superiores consecutivas do centro do Sol pelo
meridiano de um mesmo lugar. Varia entre 23 horas, 59 minutos e 39 segundos no més
de setembro, e 24 horas, 00 minutos e 30 segundos no més de dezembro. Esta variacao
ocorre devido ao movimento anual aparente do Sol ser realizado no plano da ecliptica
e ndo apresentar velocidade constante, de acordo com a lei das areas de Kepler®. Hoje
se usa o dia solar médio que é a média anual das duracoes do dia solar verdadeiro, a
qual foi atribuida o valor de 24 horas e que marca o ritmo dos relogios. E a duracao
do dia civil.

Por outro lado, o dia sideral é o intervalo de tempo decorrido entre duas passagens
consecutivas do ponto vernal pelo meridiano do mesmo lugar, ao qual corresponde a
uma rotacao terrestre com aproximadamente 23 horas, 56 minutos e 4,09 segundos. O
ponto vernal, como pode ser visto na Figura 2.10, ¢ um ponto do equador, ocupado pelo
Sol quando passa do hemisfério sul celeste para o hemisfério norte celeste, definindo o
equindcio de primavera do hemisfério norte (mais ou menos em 21 de margo), isto é, em
uma das duas intersecgoes do equador celeste com a ecliptica (KEPLER e SARAIVA,
2014).

O dia solar é 3 minutos e 56 segundos mais longo do que o dia sideral. Essa diferenca
ocorre devido a Terra realizar o movimento de rotacao ao mesmo tempo que translada
em torno do Sol no mesmo sentido e com uma velocidade angular de 0,986° por dia

(360° dividido por 365 dias) e o ponto de referéncia do dia sideral (ponto vernal) ser

3 As leis de Kepler serdo estudadas no Capitulo 3.
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Figura 2.6: Localizagao do ponto vernal.
Fonte: adaptado de Kepler e Saraiva (2014).

diferente do dia solar (Sol). Por exemplo, observando a Figura 2.7, nota-se que em um
certo lugar na Terra que ocorre o meio-dia solar e sideral ao mesmo tempo para que o
mesmo lugar tem aproximadamente 1° de diferenca entre o meio-dia solar e sideral do
outro dia, ou seja, neste lugar é meio dia sideral ¢ aproximadamente 4 minutos antes

de chegar ao meio-dia solar.

J Meio-dia Sideral
X 22 de Margo Ponto Vernal

— Meio-dia Solar ~~

@

Figura 2.7: Comparacao entre dia solar e dia sideral.
Fonte: adaptado de Kepler e Saraiva (2014).

2.1.5 Dia lunar

A Lua se move aproximadamente 13° (360° dividido por 27,3 dias) para leste, por
dia, em relacao as estrelas. Esse movimento é um reflexo da revolugao da Lua em
torno da Terra, que se completa a cada 27,32166 dias (meés sideral). Mas o Sol também

se move aproximadamente 1° por dia para leste, refletindo a translacao da Terra em
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torno do Sol, completada em 365,2564 dias (ano sideral). Portanto, a Lua se move
aproximadamente 12° por dia, para leste, em relacao ao Sol. Devido a isto, a cada dia
a Lua cruza o meridiano local aproximadamente 50 minutos mais tarde do que no dia
anterior. Portanto, o dia lunar tem aproximadamente 24 horas e 50 minutos (KEPLER
e SARAIVA, 2014).

2.1.6 A influéncia das marés

As marés sao consideradas a principal causa das variacoes seculares na velocidade

de rotagao da Terra, assim Pimenta (2004, p. 13) faz uma constatacao importante:

A palavra maré é um termo genericamente usado para definir a va-
riacao do nivel do mar em relacao & costa produzida pela atracao
gravitacional da Lua e do Sol. Numa escala bem menor, marés tam-
bém ocorrem em grandes lagos, na atmosfera e dentro da crosta sélida
da Terra. Fatores ndo-astronémicos adicionais, tais como a configura-
¢a0 da linha de costa, profundidade das dguas, topografia do leito dos
oceanos e outras influéncias hidrograficas e meteorolégicas, podem ter
um importante papel no intervalo entre as marés alta e baixa.

Os principais fatores responséveis pela ocorréncia do fendmeno das marés sao: a
conjugacao da atragao gravitacional do sistema Terra-Lua-Sol e a rotagao da Terra em
torno de seu eixo, os quais levam as aguas do mar atingirem limites maximos e minimos
com determinada regularidade (SAO PAULO, 2014 - 2017¢).

As marés constituem um fenémeno resultante da atracdo gravitacional exercida
pela Lua sobre a Terra e, em menor escala, da atracao gravitacional exercida pelo Sol
sobre a Terra. Conforme Milone et. al (2003) e Pimenta (2004), por a Lua estar cerca
de 400 vezes mais proxima da Terra do que o Sol, seu efeito de maré sobre a Terra é
aproximadamente o dobro do efeito de maré devido ao Sol, mesmo que esse tenha 27
milhoes de vezes mais massa do que a Lua. A porcentagem de contribuicao das marés
lunares e solares é de 83,8% e 16, 2%, respectivamente.

A ideia basica da maré provocada pela Lua é que a atracdo gravitacional sentida
por cada ponto da Terra devido & Lua depende da distancia do ponto a Lua. Por isto,
a atragao gravitacional sentida no lado da Terra que esta mais proximo da Lua é maior
do que a sentida no centro da Terra, e a atragao gravitacional sentida no lado da Terra
que esta mais distante da Lua é menor do que a sentida no centro da Terra. Portanto,
em relacao ao centro da Terra, um lado esté sendo puxado na direcao da Lua, e o outro
lado esta sendo puxado na dire¢cao contraria. Como a dgua flui muito facilmente, ela
se “empilha” nos dois lados da Terra, que forma um bojo de agua na direcao da Lua e
outro na direcao contraria, tem-se este fato representado na Figura 2.8.

Enquanto a Terra desenvolve seu movimento de rotacao, o bojo de dgua continua
apontando na direcao da Lua. Em um certo momento, um certo ponto da Terra estara

embaixo da Lua e terd maré alta. Seis horas mais tarde, a rotacao da Terra teré levado
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Figura 2.8: Sistema Terra-Lua-Sol e as marés.
Fonte: retirada de Kepler e Saraiva (2014).

esse ponto a 90° da Lua e ele terd maré baixa. Apo6s mais seis horas, o mesmo ponto
estard a 180° da Lua e terd maré alta novamente. Portanto, as marés acontecem duas
vezes a cada 24 horas e 50 minutos (duragao do dia lunar). Em alguns pontos as marés
chegam a atingir a altura maxima de 10 m. A composicao vetorial das forcas que agem
no sistema Sol-Terra-Lua, nas condigoes de Lua cheia ou Lua nova, no momento de
producao das marés é o que provoca as marés mais altas e as marés mais baixas (o Sol
e a Lua estao alinhados com a Terra), sdo chamadas marés de sizigia ou marés vivas.
Na Lua crescente ou minguante os efeitos da maré sdo atenuados (o Sol, a Terra e a
Lua estdao em quadratura, ver Firura 2.8), chamadas marés de quadratura ou marés
mortas (KEPLER e SARAIVA, 2012; HOVARTH, 2008).

De acordo com Pimenta (2004), os oceanos nao estao completamente fixos no pla-
neta devido a sua fluidez, havendo , assim, uma interface entre o fundo das dguas e a
Terra. Esta tentando se mover em um sentido enquanto o oceano é mantido em outro.
Surge nesta interface uma forga de atrito como em qualquer fenémeno de friccao entre
dois corpos. Os atritos de maré em aguas rasas, por milhdes de anos, tém controlado a
evolucao do sistema Terra-Lua, sendo esta a causa do aumento do dia e do afastamento
da Lua em relacao a Terra. Atualmente o comprimento do dia estd aumentando em
aproximadamente 2,2 ms por século e a Lua estd se afastando da Terra a uma taxa de
4 cm por ano. O comprimento do dia aumentaré até que a Terra e a Lua tenham o
periodo de rotacao e translacao iguais, ou seja, elas terao sempre a mesma face voltada

uma para a outra.
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2.1.7 Eclipses

E na ecliptica que a Lua se situa na ocasifo de um eclipse, ocorrendo o eclipse lunar
quando a Lua entra na sombra da Terra. Por sua vez, o eclipse solar ocorre quando a
Terra é atingida pela sombra da Lua.

Para Kepler e Saraiva (2014) é devido ao Sol ser uma fonte luminosa extensa, que
tanto a Lua como a Terra sao iluminados projetando suas sombras no espaco e durante
um eclipse geram duas regioes de sombra: a umbra e a penumbra. A umbra é a regiao
da sombra que nao recebe luz de nenhum ponto do Sol e a penumbra é a regiao da
sombra que recebe luz de alguns pontos do Sol. A Figura 2.9 ilustra as regioes de

sombra (umbra e penumbra) em um eclipse total do Sol.
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Figura 2.9: Regiao de umbra e penumbra num eclipse solar.
Fonte: retirado de Sao Paulo (2014-2017a).

Os eclipses lunares ocorrem somente durante a Lua cheia, podendo apenas ser obser-
vados do hemisfério da Terra onde é noite. Existem trés tipos de eclipse lunar: o total,
o parcial e o penumbral. O eclipse lunar total ocorre quando a Lua esta totalmente
obscurecida pela umbra, o parcial quando somente parte da Lua é obscurecida por esse
cone e o penumbral quando a Lua percorre apenas a zona da penumbra terrestre. Na
ocasiao de um eclipse total ou parcial, a Lua percorre a regiao de penumbra antes e
depois de atravessar o cone umbral da Terra. A Figura 2.10(a) ilustra um diagrama de
um eclipse da Lua (MILONE et. al, 2003).

Os eclipses solares ocorrem durante a Lua nova, quando a Lua se localiza entre
o Sol e a Terra, assim sua sombra é projetada na superficie terrestre. Esses eclipses
podem ser parciais ou totais. O eclipse solar total ocorre quando a Lua projeta sobre a
superficie terrestre tanto a regiao de umbra lunar quanto a de penumbra. Da regiao da
superficie da Terra por onde a umbra da Lua passa, o eclipse é observado como total.
Das regioes da Terra por onde apenas a penumbra lunar passa, avista-se um eclipse
solar parcial. A Figura 2.10(b) ilustra um diagrama de um eclipse do Sol.

O eclipse solar parcial acontece quando o Sol estd parcialmente coberto pelo disco
lunar, assim ha projecao somente da zona de penumbra sobre a Terra. Um tipo especial

de eclipse solar parcial é o anular, ocorrendo quando o Sol, a Lua e a Terra estao



Movimento da Terra e a influéncia no tempo 37

alinhados, mas devido a uma separacao relativamente maior da Lua a Terra, o Sol nao
é totalmente coberto pela Lua restando apenas um anel visivel do disco solar. O eclipse
solar anular é observado apenas da regiao da superficie da Terra que esté exatamente
naquele alinhamento Sol-Lua-Terra.

O disco lunar aparenta maior no momento em que a Lua esta mais proxima da Terra,
chamado de perigeu, e parece menor no momento em que esta mais longe, chamado de
apogeu. O mesmo ocorre com o disco solar, quando nosso planeta esta no periélio ou
no afélio (DAMINELI NETO, 2011).

Sol

(a) Eclipse lunar.

Orbita da Lua
Sol
Terr_a_ e '

(b) Eclipse solar.

Figura 2.10: Tipos de eclipses.
Fonte: retirado de Kepler e Saraiva (2014).

Se o plano da ecliptica fosse coincidente com o plano da érbita da Lua, entao
ocorreria um eclipse lunar a cada Lua cheia e um eclipse solar a cada Lua nova. Porém
o plano que contém a 6rbita da Lua ao redor da Terra é cerca de 5° inclinado em relagao
ao plano da ecliptica. Esta diferenca que nao permite que ocorram eclipses todos os
meses, pois os pontos de intersecoes entre as duas orbitas sao chamados de nodos, e a
linha que une os dois nodos é denominada linha dos nodos. Para acontecer um eclipse,
a Lua, precisa estar na fase nova ou cheia, e também estar no plano da ecliptica, ou
seja, precisa estar em um dos nodos ou muito proxima dele. Como o sistema Terra-Lua
orbita o Sol, entao cerca de duas vezes por ano a linha dos nodos esta alinhada com
o Sol e a Terra. Estes sao os perfodos que os eclipses podem ocorrer (IACHEL, 2008;
HORVATH, 2008; KEPLER e SARAIVA, 2014).

A Figura 2.11 representa a Lua em fases cheia e nova em quatro lunacoes diferentes.
Nas lunacoes, da fase cheia ou nova em que a Lua esta na ecliptica, tem-se o alinhamento
Sol-Lua-Terra, entao os eclipses ocorrem. Nas lunacoes da fases cheia ou nova em que

a Lua estd afastada da ecliptica os eclipses nao ocorrem.
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Figura 2.11: A Lua em fases cheia e nova em quatro lunagoes diferentes.
Fonte: adaptado de Kepler e Saraiva (2014).

Conforme Pimenta (2004) e Rodrigues (2000) foi possivel confirmar que o tempo
para a Terra completar uma rotacao estd aumentando cerca de 2,2 ms a cada século
comparando registros de observacoes de eclipses do Sol e da Lua feitas por povos
antigos como chineses, arabes, gregos e babilonios, com eclipses calculados quando se
utiliza uma taxa de rotagao constante. A partir destas observagoes também foi possivel
concluir que uma expansao da o6rbita da Lua ocorre lentamente. E ainda levaram os
babilonios (300 a.C.) a descobrir o “ciclo de Saros”, relacao a qual se repetem tanto os
eclipses solares como os lunares.

O ciclo de Saros tem duragao de cerca de 18 anos e 11 dias e foi determinado
pela periodicidade dos eclipses conforme uma certa ordem e sucessao. Neste periodo
de tempo, Sol, Lua e Terra retornam as mesmas posicoes relativas, e a sequéncia de
eclipses lunares e solares se repete, mas nao na mesma hora e no mesmo lugar. Um
eclipse em um ciclo ocorre cerca de 8 horas mais tarde e 120° de longitude mais a oeste
do que no ciclo anterior (RODRIGUES, 2000; KEPLER e SARAIVA, 2014).

2.2 Semana

A semana, em latim septimana (significa sete manhas), esta ligada a duracao das
fases da Lua. Com origem no ciclo lunar, uma vez que sao necessarios aproximadamente
sete dias para a Lua ir de uma fase a outra. Os babilonios talvez tenham sido os
primeiros a utiliza-las. Foi adotada pelos romanos e outros povos europeus influenciados
por estes. Tornou-se importante a partir do século III d.C., pois durante o Concilio
de Nicéia (325 d.C.) que a semana foi fixada oficialmente com duragao de sete dias
(DONATO, 1993; LOPES, 2012).

Segundo Milone et. al (2003) as nomeagoes dos dias da semana em vérias linguas

modernas (espanhol, francés, inglés e alemao) originaram-se dos nomes em latim dedi-
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cados aos cinco planetas que conheciam, acrescidos do Sol e da Lua (Martis, Mercurie,
Jovis, Veneris, Saturni, Solis e Lunae), como pode ser visto na Tabela 2.2. A lingua
portuguesa nao seguiu essa denominacao para os dias da semana, pois sofreu influén-
cia do cristianismo, assim como outros povos latinos. Originalmente as comemoragoes
da Pascoa Crista tinham duragdao de uma semana de oragoes. Os dias da Péscoa
eram chamados feriaes em latim, significando feriados. O domingo era nomeado por
feria-prima, a segunda-feira era feria-secunda, feria-tertia, feria-quarta, feria-quinta,
feria-sexta e o sdbado vem do vocdbulo latino shabbath, que correspondia ao dia de
descanso dos hebreus. A denominacdo domingo usada pelos povos latinos origina-se
da substituicao de feria-prima (ou dies Solis) por dominica imposta pelo imperador
Flavio Constantino (Roma antiga, 280 - 337 d.C.), a qual significa dia do Senhor, a

partir da sua conversao ao cristianismo.

Tabela 2.2: Semana em varias linguas.

Latim Italiano  Francés Espanhol Portugués
Dies Dominica Domenica Dimanche Domingo Domingo
(Dia do Senhor)

Lunae dies Lunedi Lundi Lunes Segunda-feira
(Dia da Lua)
Martis dies Martedi Mardi Martes Terca-feira
(Dia de Marte)
Mercurii dies Mercoledi  Mercredi ~ Miércoles  Quarta-feira
(Dia de Mercurio)
Jovis dies Giovedi Jeudi Jueves Quinta-feira
(Dia de Jupiter)
Veneris dies Venerdi Vendredi Viernes Sexta-feira
(Dia de Vénus)
Saturni dies Sabbato Samedi Sabado Sabado

(Dia de Saturno)
Fonte: retirada de Donato (1993).

2.3 Mes

O més, assim como a semana, teve sua origem a partir da observagao do aspecto da
Lua que varia ciclicamente. A Lua apresenta um movimento sincronico, ou seja, mesmo
periodo para rotacao em torno de seu eixo e para sua translacao em torno da Terra,
pois & medida que a Lua orbita em torno da Terra, completando seu ciclo de fases, ela
mantém sempre a mesma face voltada para a Terra. Portanto, visualmente é muito mais
facil acompanhar as fases da Lua (nova, crescente, cheia e minguante), representadas
na Figura 2.12. O conceito de més surgiu destas observacoes astrondmicas, portanto a
lunacao (més sinodico ou periodo sinddico da Lua) é definida como o periodo de duas

luas novas consecutivas que dura cerca de 29,53059 dias. Varias sociedades antigas
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utilizaram e algumas ainda hoje adotam o ano lunar, que possui doze meses lunares,
ou seja, cerca de 354,36708 dias (MILONE et. al, 2003; JUNIOR, 2012).

Quarto
minguante

S —————
-—

Raios do Sol

Quarto
crescente

Figura 2.12: Fases da Lua.
Fonte: retirada de Sao Paulo (2014 - 2017a).

O periodo sideral da Lua, ou més sideral, como ja foi visto na Secao 2.1.5, é o tempo
necessario para a Lua transladar em torno da Terra, em relagdo a uma estrela (ponto
vernal). Tem duragdo de aproximadamente 27,32166 dias.

A diferenca entre o més sideral e o més sinddico acontece devido ao movimento de
revolugao da Terra. A fase da Lua resulta do angulo formado entre a Lua e o Sol, com a
Terra no vértice, entao o movimento da Terra contribui para esta medicao. Se tomar a
Lua nova como referéncia e se esperar 27,3 dias, a Lua terd completado uma 6rbita em
torno da Terra antes de completar o ciclo de fases, ou seja, antes da Lua nova aparecer,
portanto o angulo entre ela e o Sol neste ponto sera diferente do angulo formado quando
ocorrer a proxima Lua nova. Para que isto aconteca a Lua terd que se deslocar um
periodo de aproximadamente 2,2 dias, ou seja, o més sinédico ¢ aproximadamente 2,2

dias mais longo em relagao ao més sideral, tal como ilustrado na Figura 2.13.
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Figura 2.13: Diferenca entre os meses sinodico e sideral.
Fonte: adaptado de Junior (2012).
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2.4 Estacoes do ano

As estacOes o ano sao causadas pela inclinacao de 23,5° do plano da ecliptica em
relacao ao equador celeste, chamada obliquidade da ecliptica, combinada com o movi-
mento de translacao da Terra em torno do Sol. Esta inclinagao se mantém constante &
medida que a Terra orbita o Sol, de modo que os raios solares incidem mais diretamente
em um hemisfério ou em outro, proporcionando mais horas com luz durante o dia a um
hemisfério ou a outro e, consequentemente, aquecendo mais um hemisfério ou outro

(DARROZ, 2010; KEPLER e SARAIVA, 2014).

2.4.1 Solsticio e equinécio

De acordo com Langhi e Nardi (2007) é a inclinagdo no eixo de rotacdo da Terra
garante que, em determinadas épocas do ano, que um dos hemisférios receba mais luz
do Sol durante o periodo de rotacao, enquanto que no outro, ocorre o inverso. No
primeiro caso, ocorre o verao em que a parte clara do dia é mais longa do que a noite,
e no segundo caso, ocorre o inverno em que a noite ¢ mais longa. Entretanto, durante
dois periodos do ano, a primavera e o outono, a Terra fica em uma posicao em que
a inclinacao do seu eixo de rotacao permite o recebimento uniforme da luz solar em
ambos os hemisférios, deixando o dia claro e a noite com a mesma duragao (12 horas
cada um).

As datas de maxima desigualdade de iluminacao nos hemisférios norte e sul (em ju-
nho e dezembro, respectivamente) sao denominadas de solsticio, que em latim significa
sol parado. Entretanto, as datas de maxima igualdade de iluminacao nos hemisférios
norte e sul (em margo e setembro, respectivamente) sdo chamadas equinocio, que em

latim significa noites de iguais duragao (ver Figura 2.14).
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Figura 2.14: Divisao das estacoes do ano.

Fonte: retirada de Kepler e Saraiva (2014).
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As quatro posicoes especiais, que a Terra ocupa durante sua translacao em torno
o Sol, sao os dias em que ocorrem os solsticios e os equindcios. Estes dias marcam a

transicao de uma estacao para outra:

e Em 20 ou 21 de margo o Sol cruza o equador celeste, indo do hemisfério sul para o
hemisfério norte, de modo que o dia e a noite duram 12 horas nos dois hemisférios
e os polos ficam com 24 horas de crepusculo. Neste periodo ocorre o equinécio

de outono no hemisfério sul e o equindcio de primavera no hemisfério norte;

e Entre 21 e 23 de junho o Sol est4d na méxima declinacao norte, incidindo direta-
mente na regiao do tropico de cancer na Terra, deixando o dia mais curto do ano
no hemisfério sul e mais longo do ano no hemisfério norte (Figura 2.15(b)). O
Sol no polo sul fica abaixo do horizonte e no p6lo norte fica acima do horizonte.
Neste periodo ocorre o solsticio de inverno no hemisfério sul e o solsticio de verao

no hemisfério norte;

e Em 22 ou 23 de setembro o Sol cruza o equador, indo do hemisfério norte para o
hemisfério sul, de modo que o dia e a noite duram 12 horas nos dois hemisférios
e 0s polos ficam com 24 horas de crepusculo. Neste periodo ocorre o equindcio

de primavera no hemisfério sul e o equindcio de outono no hemisfério norte;

e Entre 21 e 23 de dezembro o Sol estd na maxima declinacao sul, incidindo direta-
mente na regiao do tropico de capricérnio na Terra, deixando o dia mais longo do
ano no hemisfério sul e mais curto do ano no hemisfério norte (Figura 2.15(a)). O
Sol no polo sul fica acima do horizonte e no pélo norte fica abaixo do horizonte.
Neste periodo ocorre o solsticio de verao no hemisfério sul e o solsticio de inverno

no hemisfério norte.

Segundo Barreto (2010), a noite mais longa do ano no hemisfério norte que ocorre
em 21 de dezembro, hoje em dia, ocorria no dia 25 de dezembro, a mudanca na data
aconteceu devido ao movimento de precessao da Terra.

Atualmente, na Terra a inclinagao entre o plano do equador celeste e o da ecliptica
é de aproximadamente 23,5°, conforme foi visto anteriormente, porém se a inclinagao
fosse 0°, ou seja, se a Terra girasse com o seu eixo perpendicular ao plano da ecliptica,
todas as manhas e noites teriam sempre a mesma duracao (12 horas), assim seria um
eterno equinocio (os planos da ecliptica e do equador coincidiriam) e as estacoes do
ano nao existiriam.

Conforme Milone et al (2003), poderia se afirmar que as estagoes do ano decorrem
da variacao da distancia entre a Terra e o Sol, porém deve-se lembrar que as estacoes
do ano ocorrem de modo alternado em ambos os hemisférios. Mesmo que a variagao
na distancia acarrete pequenas alteracoes no fluxo de luz solar recebido pela Terra

(6,5% no maximo) nao existe grandes consequéncias para as estagbes. Quando é verdao



Classificagao dos calendarios 43

Circulo Artico

Tropico de Cancer

Equador %

Tropico de Capricornio
Circulo Antartico

(a) Verao no hemisfério sul.

Circulo Artico
Tropico de Cancer

Equador

Tropico de Capricornio

Circulo Antartico

(b) Verao no hemisfério norte.

Figura 2.15: Solsticio de dezembro e de junho, respectivamente.
Fonte: adaptada de Kepler e Saraiva (2014).

no hemisfério sul, a Terra se encontra mais proxima do Sol do que quando é verao
no hemisfério norte, mas nem por isso o verao é mais intenso no hemisfério sul. Na
Figura 2.16 pode-se ver a duragao, em dias, das estagoes dos anos entre os solsticios e

0s equinocios.

2.5 Classificacao dos calendarios

Os calendéarios sao classificados em siderais, lunares, solares ou lunissolares. O ca-
lendario sideral se baseia no periodo de revolucao da Terra em torno do Sol com relacao
as estrelas em uma determinada posicao na configuracao celeste, ou seja, na observagao
do nascer de uma estrela. E composto de 365 dias, 6 horas, 9 minutos e 9,8 segundos
(365,2564 dias solares médios). Os primeiros astronomos tiveram mais facilidade para
mensurar o tempo por meio da observacao do Sol, e nao por meio de uma estrela mais
distante, assim um outro ciclo foi observado e denominado de ano solar ou ano trépico.
A base do calendério solar corresponde ao tempo decorrido entre duas passagens apa-
rentes consecutivas do Sol pelo ponto equinocial de marco, ou seja, pelo ponto vernal
(periodo de tempo decorrido para completar um ciclo de estagoes). Hoje os meses nao
tém mais conexao com o movimento da Lua, pois foram adequados para uniformizar
o periodo anual. Segue unicamente o curso aparente do Sol, fazendo coincidir, com

maior ou menor precisao, o ano solar com o civil, de forma que as estacoes recaiam
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equindcio de primavera
(22 e 23 setembro)

primavera
(89,85 dias)

solsticio de verdo
(21 & 23 dezembro)

inverno
Sol (93,25 dias)

verdo
(89 dias)  Num dos focos da

orbita eliptica

outono

(92,75 dias) solsticio de inverno

(21 & 23 junho)

equinocio de outono
(20 ou 21 margo)

Figura 2.16: Duracao das estacoes do ano com relacao ao hemisfério sul.
Fonte: adaptada de Milone et. al (2003).

todos os anos nas mesmas datas (RODRIGUES, 2000; FRANCO, 2016).

A unidade bésica para a contagem do tempo é o dia, que possui por sua vez 24
horas, dividido em duas etapas, intercaladas entre o nascer e o pér do sol. O ano solar
(ano tropico) é o periodo de tempo decorrido para completar um ciclo de estagoes,
tendo duragao de cerca de 365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segundos (365,2422 dias
solares médios). Portanto, por excesso a cada quatro anos, as horas extra acumuladas
sao reunidas no dia 29 de fevereiro, formando o ano bissexto, ou seja, o ano com 366
dias (FRANCO, 2016).

Para Nadal e Hatschbach (2000) devido ao movimento de precessao da Terra (ou
precessao dos equinocios), que causa um movimento retrogrado do ponto vernal (em
relagdo ao movimento do Sol) de proximadamente 50” por ano, o ano trépico (o Sol
percorre aparentemente um arco de 359° 59’ 9,8” na esfera celeste) é levemente menor
do que o ano sideral (o Sol percorre aparentemente um arco de 360° em um ano na
esfera celeste), isto é, cerca de 20 minutos mais curto.

O calendario lunar é baseado no movimento da Lua, isto é, no més lunar sinodico.
O més lunar sinddico é o intervalo de tempo entre duas conjuncées da Lua e do Sol,
com duracao de 29 dias, 12 horas, 44 minutos e 2,8 segundos. O ano lunar se define
como um periodo de tempo igual a 12 lunacoes completas existentes no ano tropico.
Composto de 12 meses abrange 354 dias, 8 horas, 48 minutos e 36 segundos (354,36708
dias), os anos lunares devem ser regulados periodicamente, para que o inicio do ano
corresponda sempre a uma Lua nova. Como uma revolucao sinodica da Lua nao ¢
igual a um numero inteiro de dias, e os meses também devem comecar com uma Lua
nova, esse momento inicial nao se da sempre numa mesma hora. Para que os meses
compreendessem ndmeros inteiros de dias, convencionou-se o emprego de meses alter-
nados de 29 e 30 dias. Porém, o més lunar médio ¢ de 29 dias e 12 horas, ou seja, mais

curto 44 minutos e 2,8 segundos do que o sinédico, entao para corrigir esta diferenca
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se acrescentou um dia a cada trinta meses com a finalidade de evitar uma derivagao
das fases lunares. Entretanto, como o ano lunar era de 354 dias, observou-se que havia
uma defasagem rapida entre o inicio do mesmo e o das estacdes. Procurou-se eliminar
essa diferenca, intercalando-se periodicamente um més complementar, o que originou
os anos lunissolares (MILONE et. al, 2003).

Nos calenarios lunissolares os anos estao relacionados com o movimento da Terra
em torno do Sol e os meses com o movimento da Lua em torno da Terra. O calendario
hebreu possui uma sequéncia de meses baseada nas fases da Lua, porém de tempos em
tempos um més inteiro é intercalado para o calendario se manter em fase com o ano
tropico.

2.6 A historia do calendario

Criado pelo imperador Romulo, em 753 a.C., o calendéario romano primitivo tinha
304 dias distribuidos por dez meses lunares, seis de 30 dias e quatro de 31, sendo
periodicamente adicionado um més suplementar para compensar o atraso em relacao
as estacoes do ano. Os nomes dos quatro primeiros meses deste calendario romano
foram dedicados aos deuses da mitologia romana. As designagoes dos meses restantes
eram nimeros ordinais. Na Tabela 2.3 pode-se ver a nomenclatura e a duracao de cada

um destes meses.

Tabela 2.3: Os 10 meses do calendario romano primitivo.
Meés Dias Significado

Martius 31 Marte
Aprilis 30 Apolo
Maius 31 Jupiter
Junius 30 Juno
Quintilis 31 52
Sextilis 30 62
September 30 72

October 31 8¢
November 30 9¢
December 30 10¢

Fonte: retirada de Lopes (2012).

Foi o sucessor de Romulo, o segundo rei de Roma, Numa Pompilio (717-673 a.C.),
que reformando este calendario lhe acrescentou dois meses. O més de januarius (ja-
neiro) no inicio de cada ano, dedicado a Janus, deus protetor de todos os comegos.
Februarius (fevereiro) o tltimo més do ano, dedicado a Februa, o deus a quem os
romanos ofereciam sacrificios para expiar as suas faltas de todo o ano. Também modi-

ficou a duracdo dos meses, deixando o calendario com 354 dias (ano lunar dos gregos)
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distribuidos como mostra a Tabela 2.4 (DONATO, 1993; LOPES, 2012).

Tabela 2.4: Os 12 meses do calendario de Numa Pompilio.

Meés Dias Significado
Januarius 29 Jano
Martius 31 Marte
Aprilis 29 Apolo
Maius 31 Jupiter
Junius 29 Juno
Quintilis 31 52
Sextilis 29 62
September 29 7°
October 31 82
November 29 9¢
December 29 109
Februarius 27 Februa

Fonte: retirada de Lopes (2012).

O fato de cada més possuir um nimero impar de dias se devia a supersticao dos
romanos, que consideravam nefastos os ntimeros pares. Portanto, pela mesma razao,
consideravam de grande azar o ano de 354 dias e o aumentaram para 355 dias, atri-
buindo um dia a mais a februarius, que passou a ter 28 dias.

Os romanos sentiram necessidade de coordenar o seu ano lunar com o ciclo das
estagoes e estabeleceram um rudimentar sistema lunissolar, introduzindo no seu calen-
dério, de dois em dois anos, um novo més: mercedonius ou intercalaris. Este més tinha
duracao alternada de 22 ou 23 dias e intercalava-se entre 23 e 24 de februarius. O ano
assim formado tinha, em média, 366,25 dias, portanto, um dia a mais do que o ciclo
das estagoes. Como resultado, verificou-se no reinado de Julio César (100 - 44 a.C.)
que o ano civil ia trés meses adiantado em relacao ao ano solar. Julio César chamou a
Roma o astronomo grego Sosigenes, da escola de Alexandria para acertar as datas no
ano 46 a.C..

Conforme Donato (1993) , para desfazer tal diferenca, Julio César ordenou que
naquele ano, além de intercalar o més mercedonius de 23 dias naquele ano fossem
acrescentados mais dois meses, um de 33 dias, outro de 34 dias, entre os meses de
november e december. Obteve-se, assim, um ano civil de 445 dias, o maior de todos
0s tempos, tnico na histéria do calendario e conhecido pelo nome de “ano da confu-
sao”, pois, devido a grande extensao dos dominios de Roma e a lentidao dos meios de
comunicagdo, em algumas regioes a ordem foi recebida com tal atraso que ja havia
comecado um novo ano.

Em 45 a.C., os romanos adotaram o calendario solar egipcio com 365 dias e 6 horas

ou 365,25, inserindo dias suficientes nos meses mais curtos, por exemplo, em quintilis
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e sextilis até um total de 365 dias, e inserindo também um dia, e nao um més, entre 23
e 24 de februarius de quatro em quatro anos, chamado bissexto, de modo a compensar
as quase seis horas que havia de diferenca para o ano tropico. Februarius passou a
ser o segundo més do ano. Este calendario ficou cnhecido como calendario juliano e
utilizado pela maioria dos paises ocidentais até a reforma gregoriana em 1582.

Durante o consulado de Marco Antoénio, reconhecendo-se a importancia da reforma
no calendario romano por Jilio César, foi decidido prestar-lhe homenagem, perpetu-
ando o seu nome no calendario, de maneira que o sétimo més, quintilis, passou a ser
chamado de julius. Também, no ano 8 d.C., o Senado romano decretou que o oitavo
més, sextilis, fosse denominado augustus, homenagem ao imperador César Augusto, que
poOs fim & guerra civil que desolava o povo romano. Portanto, para que o més dedicado
a César Augusto nao tivesse menos dias do que o dedicado a Jilio César, o més de
augustus passou a ter 31 dias. Este dia saiu do més de februarius, que ficou com 28
dias nos anos comuns e 29 nos bissextos. Também para que nao houvesse tantos meses
seguidos com 31 dias, reduziram-se para 30 dias os meses de september e november,
passando a ter 31 dias os de october e december. Os doze meses do calendério juliano
ficaram ordenados conforme a Tabela 2.5 (TURAZZI e GABRIEL, 2000; LOPES, 2012;
JUNIOR, 2012).

Tabela 2.5: Os 12 meses do calendario juliano.
Maés Dias Origem

Januarius 31 homenagem ao deus Janus

Februarius 28 ou 29 homenagem ao deus Februa

Martius 31 com origem no nome do deus Marte
Aprilis 30 com origem no nome do deus Apolo
Maius 31 homenagem ao deus Jupiter

Junius 30 com origem no nome da deusa Juno
Julius 31 em homenagem a Jilio César
Augustus 31 em homenagem a Augusto
September 30 sétimo més no calendéario primitivo
October 31 oitavo més no calendério primitivo
November 30 nono més no calendario primitivo
December 31 décimo més no calendério primitivo

Fonte: retirada de Lopes (2012).

Os romanos se referiam ao primeiro dia de cada més como kalends, de onde a
palavra calendario se originou. Assim, calendarium passou a ser o livro romano onde
se registrava o primeiro dia de cada més, quando os débitos deveriam ser pagos. O
calenario era divido em trés “dias-sinais” que caiam no inicio do més, no sexto (ou
sétimo) dia e no meio, que eram chamados de kalends, nonus e idus, respectivamente.

Em portugués sao calendas, nonas e idos. Destas trés divisoes, calendas era a parte
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mais longa e tinha mais dias que as duas outras juntas. A Tabela 2.6 mostra que as
calendas ocorriam do 162 até o 12 dia do més seguinte, enquanto as nonas do 22 ao
72 e os idos do 82 ao 152 dias. Dedicado a deusa Juno, a principal deusa do Panteao
romano, o dia de calendas comecava com a Lua nova. Nonas, era o dia em que a Lua
atingia sua fase de quarto crescente. Idos, dedicado a Jupiter, era o periodo da Lua
cheia (JUNIOR, 2012).

A maior parte dos outros dias deste calendario romano nao tinha nome. Entretanto,
cada um era numerado em um sistema segundo a quantidade de dias em que ele caia
antes das calendas, nonas e idos. Como as nonas iam do 2?2 ao 72 dia, o 32 dia do
més significava que faltavam 4 dias para as nonas (32 dia + 4 dias = 72 dia), assim se
chamaria V nonas, ou seja, o numeral cinco inclui, ainda, o dia a corrente (32, 42, 52,
6°, 7° dias = 5 dias).

A Tabela 2.6 apresenta o més de marco do calendério juliano como exemplo. Os
romanos costumavam se referir ao dia 11 de marco, por exemplo, como “cinco idos”,
que significava quatro dias antes do 152 dia e era tao simples para qualquer romano

quanto, atualmente, alguém dizer “11 de margo”.

Tabela 2.6: Més romano referente a marco.

Datacao Datacao romana Datacao Datacao romana

moderna moderna
1 12 dia das calendas de margo 16 XVII calendas aprilis
2 VI nonas (cinco dias antes de nonas) 17 XVI calendas aprilis
3 V nonas (quatro dias antes de nonas) 18 XV calendas aprilis
4 IV nonas (trés dias antes de nonas) 19 XIV calendas aprilis
5 III nonas (dois dias antes de nonas) 20 XIII calendas aprilis
6 Primeiro nonas (dia anterior a nonas) 21 XII calendas aprilis
7 Nonas de marco 22 XTI calendas aprilis
8 VIII idos (sete dias antes de idos) 23 X calendas aprilis
9 VII idos (seis dias antes de idos) 24 IX calendas aprilis
10 VT idos (cinco dias antes de idos) 25 VIII calendas aprilis
11 V idos (quatro dias antes de idos) 26 VII calendas aprilis
12 IV idos (trés dias antes de idos) 27 VI calendas aprilis
13 I1I idos (dois dias antes de idos) 28 V calendas aprilis
14 Primeiro idos (dia anterior a idos) 29 IV calendas aprilis
15 Idos de marco 30 IIT calendas aprilis

31 Primeiro calendas aprilis

Fonte: retirada de Junior (2012).

De acordo com Milone et. al (2003) e Turazzi e Gabriel (2000), apesar de todos os
ajustes efetuados na Roma antiga a correcao referente aos anos bissextos a cada quatro

anos nao foram suficientes. A contagem do tempo determinada pelo calendario juliano
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levou a um pequena confusao, pois na verdade a Terra demora 365 dias, 5 horas, 48
minutos e 45,96768. .. segundos para completar uma volta em torno do Sol. Portanto,
o ano estabelecido pelo calendério juliano era maior que o ano real (ano trépico) em 11
minutos e 14 segundos, o que dava uma diferenca de um dia a mais a cada 128 anos.
Essa diferenca, apés centenas de anos, foi ficando tao grande que nao se podia mais
reconhecer as estagoes do ano. O calor nao correspondia aos meses de verao e o frio aos
meses de inverno. Os dias santos também nao estavam sendo comemorados em datas
certas, o que para muitos padres era consierado pecado. Somente em 1582, o papa
Gregorio XIII (1512 - 1586) estabeleceu uma reforma crucial ao calendario ocidental.

Assim foi a reforma gregoriana:

(i) suprimiu 10 dias acumulados, para que o inicio de cada estagao ocorresse na época
certa, assim o dia posterior a 4 de outubro de 1582 passou a ser 15 de outubro
de 1582;

(ii) introduziu a regra de que anos multiplos de 100 ndo sdo bissextos, a menos que

sejam também multiplos de 400;

(iii) a contagem dos dias do més passou a ser caracterizada por nimeros cardinais (1,

2,3, -+, 31) e ndo mais pela ordenagdo de kalends, nonus e idus.

O calendério gregoriano tem 365,2425 dias solares médios, de modo que o ano
tropico tem cerca de 365,2422 dias solares médios. Uma diferenca de 0,0003 dia por

ano que corresponde a 26 segundos, isto ¢, 1 dia a cada 3300 anos. Entao:
1 ano trépico = 365,2422 = 365 + 1/4 - 1/100 + 1/400 - 1/3300,
ou, ainda,
365,2422 — 365 + 0,25 - 0,01 + 0,0025 - 0,0003 = 365,2425 - 0,0003.

Conforme Donato (1993), apesar da coeréncia nas mudancas no calendério juliano,
o calendério gregoriano teve resisténcia de alguns paises. Na Inglaterra, que havia
se separado de Roma a pouco tempo, revoltou-se com os dez dias tomados. Quase
dois séculos mais tarde, o parlamento britanico decidiu aceitar a reforma, entao em
3 de setembro de 1752 perderam os dez dias. Outros paises também demoraram em
aderir ao novo calendario, por exemplo, a Dinamarca apenas em 1652 o adotou, a
Alemanha e a Holanda em 1699, a Suécia em 1753, o Japao, em 1873, quando recebeu
influéncia cultural do ocidente, a China em 1911 e a Riussia em 1923. Os paises que
mais resistiram foram os ligados a igreja ortodoxa ou oriental como a Rissia, a Grécia,
a Sérvia, a Romeénia, a Iugoslavia crista, etc. Porém, o Brasil nao demorou muito em

aceitar o calendario gregoriano, pois isto ocorreu no ano de 1584.
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2.7 Os diferentes calendarios

A estrutura do calendario é complexa devido ao fato de ser baseado em ciclos, ou
seja, a rotacao da Terra, translacao da Terra em torno do Sol e a revolugao da Lua
em torno da Terra, que tém duracoes que nao sao miltiplas umas das outras. O ano é
composto de 52 semanas e mais um dia (dois no caso de ser ano bissexto) e nao fosse
por este(s) dia(s) a mais todas as datas do ano coincidiriam sempre no mesmo dia da
semana, assim o calculo do “dia-data” seria menos complexa (LOSANO, 1992).

De acordo com Donato (1993) e Junior (2012), comegou-se a desenvolver a primeira
civilizacdo, por volta de 6600 a.C., na Asia Menor com os sumérios, entdo em 6500
a.C., surge em Nipur, uma cidade religiosa, o primeiro calendario. Composto pelo su-
merianos esse calendario era dividido em 12 partes baseado em dois fenomenos celestes.
Os nomes das doze divisoes deviam sugerir ou indicar os movimentos e os costumes
proprios das ocasioes. Pois o calendario devia valorizar as necessidades béasicas da
época religiosas, os tempos de semeiar, colheitas, pastagem, etc.. Entretanto, o arcaico
calendario nipuriano foi de abolido durante a dinastia de Ur (entre 2300 e 2150 a.C.).

Durante a antiguidade a comunicacao entre os povos de cada nagao era dificil devido
a demora no transporte das informacoes, por isso a troca de informacoes era algo
muito demorado para que os calendarios fossem os mesmos, apesar de existir algumas
semelhancas, que serao observadas nas proximas secoes. Além disso, cada imperador
queria impor sua autoridade e, consequentemente, impunha o calendario que lhe era
conveniente. Por essas razoes varios calendarios diferentes foram criados.

Nos calendarios lunares e lunissolares o dia tem inicio com o por do sol, como ocorre
ainda hoje, no calendario judeu e mu¢ulmano. No calendério solar, o dia comeca com a
salda do Sol, como no antigo Egito. Na mesopotamia o dia comegava a meia-noite por
causa das observacoes astronomicas, embora o calendario usual partisse do anoitecer.
Os chineses e romanos adotaram também a meia-noite para o inicio do dia, uso que é
seguido pelo calendario gregoriano.

Vale destacar a engenhosidade humana que, h& milénios, com a auséncia de ins-
trumentos, ou seja, somente com o raciocinio légico, a matemética basica e interesse
em interpretar a natureza, diversos povos foram capazes de conseguir resultados muito
proximos dos dias de hoje.

Na sequéncia sao apresentadas algumas caracteristicas dos calendarios: babilonicos,

egipcio, grego, mug¢ulmano, maia e asteca.

2.7.1 Calendario babilénico

No século XXI a.C., os sumérios, povo que precedeu e foi incorporado a cultura
babilonica, desenvolveram um sistema ligeiramente diferente, baseado em um calen-
dario de 360 dias. Este ntimero tinha origem no arredondamento do més lunar para

trinta dias, que se encaixava perfeitamente no sistema matematico e astronémico dos
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sumérios que era sexagesimal. Assim, os babilonios herdaram a velha numerologia se-
xagesimal suméria para dividir o dia em 24 horas (o qual é divisivel por seis) e também
por dividir o ano de 360 dias.

De acordo com Donato (1993) e Junior (2012), aproximadamente no século XVIII
a.C., quando o império babilonico, dominando a regiao mesopotamica, sistematizou o
ano ao adotar o calendério lunar da cidade sagrada sumeriana de Nipur. Assim, o ano
adotado nao tinha um numero fixo de dias, pois era dividido em 12 meses lunares de
29 ou 30 dias cada, o que somava 354 dias. Esses dozes meses eram denominados com
os seguintes nomes: nisan, aiaru, simanu, du’ uzu, abu, ululy, tashritum, arakhsama,
kislimu, tebitum, shabat e addaru. Além disso, o inicio de todos os meses deviam
coincidir com a Lua nova, de modo que essa coincidéncia era muito levada a sério, pois
se a Lua nova aparecesse no tltimo dia de um més, tal dia, era suprimio e passava a ser
contado como primeiro dia do més seguinte. Para acertar a data do ano com as estagoes
do ano adicionavam um 13° més a cada trés anos, assim as estacoes nao ficavam muito
defasadas com o passar do tempo. Essa adicao do 13° més nao era muito regular, por
causa da dificuldade no transito das informacoes. Também faziam a divisao do més
em semanas de sete dias.

Matematicos babilonios, por volta do ano 432 a.C., imaginaram que 7 anos de 13
meses lunares, seguidos por 12 anos de 12 meses lunares seriam quase exatamente
iguais a 19 anos solares. Assim, ficou conhecido como ciclo metonico, em homenagem
ao astronomo grego Meton (século V a.C.) que o desenvolveu. Funciona através da
intercalagao de meses extras dentro do ano lunar padrao de 12 meses, isto é, no periodo
de 19 anos eram feitas correcoes para acertar os meses com o ano solar. Na Tabela 2.7
observa-se que o calendario babilonico acrescentava um segundo més addaru II aos 32,
62, 82, 112, 142, e 192 anos e um segundo més wlulu I ao 172 ano. Os proximos ciclos
iniciaram-se em 367/6 a.C., 348/7 a.C, 329/8 a.C., e assim sucessivamente. Porém,
este sistema de 19 anos nao era exato e também se mostrou de dificil utilizacao, sendo

pouco pratico para o uso cotidiano (JUNIOR, 2012).

2.7.2 Calendario egipcio

Os egipcios, em 4500 a.C., observando a estrela Sothis (ou Sirius) notaram que esta
brilhava ainda mesmo antes o por do Sol, porém fazia-se mais brilhante exatamente
nos periodos de cheias do rio Nilo que inundava as terras de suas margens trazendo
um rico limo (lodo) que as deixava férteis, possibilitando, assim, o cultivo agricola. O
inicio do ano egipcio era marcado pela subida heliacal* da estrela Sothis.

Por volta de 2776 a.C. o calendario egipcio ja era composto de 365 dias, divididos
em 12 meses de 30 dias que somam 360 dias e mais 5 dias contados separadamente,

com festas depois da colheita (chamados epagdmenos). O ano egipcio tinha as estagoes

4“Momento em que a estrela se torna visivel no horizonte, imediatamente antes do nascer do Sol.
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Tabela 2.7: Calendério babildnico.

Meses N¢ de dias
Nisan 30
Aiaru 29
Simanu 30
Du’ uzu 29
Abu 30
Ululu 29
Ululu IT 29
Tashritum 30
Arakhsama 29
Kislimu 30
Tebitum 29
Shabat 30
Addaru 29
Addaru IT 30

do ano determinadas pelo fluxo do rio Nilo. Havia trés estagoes de quatro meses cada,
denominadas estacdo da enchente ou cheias (akket), da semente ou semeio (pert) e
da colheita (shemu), coincidentes com o ciclo anual da cheias do Nilo. Registrando
o momento da aparicao de Sothis com exatidao, a cada ano, os astronomos egipcios
perceberam que o ano solar era 1/4 de dia mais longo que 365 dias. No entanto,
esse atraso ficou sem correcao por séculos, os astrénomos nao se preocupavam, pois
perceberam que em cada 1461 anos egipcios o calendario se corrigia e deixava o ano
civil de acordo com o ano solar. Este periodo de 1460 anos era conhecido como ciclo
sotico ou periodo sotiaco. Apesar dessa comprovagao, os egipcios nao fizeram nenhuma
correcao no seu ano, assim chamado calenddrio vago. Em 238 a.C., o rei Ptolomeu IIT
Evérgeta propds que esta falha fosse corrigida, sugerindo algo como o ano bissexto
moderno, isto é, a adicao de um sexto dia suplementar para cada quatro anos para
corrigir este calendério. Porém, esta reforma ia contra os hébitos egipcios e nao foi
aplicada. Somente com a conquista do Egito por Roma, sob o império romano de
César Augusto (26 - 23 a.C.), que o ano egipcio correspondente a 23 - 22 a.C. em 29
de agosto do chamado calendario juliano, foi introduzido um dia a mais. Esta reforma
nao foi aceita integralmente e os dois calendarios permaneceram vigentes em paralelo
até cerca de 238 d.C. (LE GOFF, 1990; NADAL e HATSCHBACH, 2000; MARQUES,
2016).

Apesar do calendario egipcio ter sofrido diversas modificacoes ao longo dos tempos,
como foi visto anteriormente na Secao 2.6, tornou-se a base para os calendéarios romano

e gregoriano.
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2.7.3 Calendario grego

Em 776 a.C., iniciada a primeira olimpiada, tais jogos eram celebrados de quatro
em quatro anos. As olimpfadas marcavam o correr do tempo, 0os anos eram contados
entre as épocas de sua realizacao, da seguinte maneira: ano 1, ou ano 2, etc., da
décima quarta olimpiada. Foram 294 olimpiadas, a tltima no ano 394 d.C.. Apesar
dessa forma particular de contar os anos, os gregos montaram um calendario baseado
nos movimentos solares e lunares, comecando o ano com uma data e posicao do Sol
(solsticio ou equindcio), e o més iniciava com a Lua nova. Porém, observando que de
solsticio a solsticio, ou de equindcio a equinécio se passava um periodo nao divisiveis
pelo namero de Luas novas. Portanto, foi criando o denominado oktaeteris que era um
grupo de oito anos, dentro do qual se refazia o equilibrio entre o ano solar e o ano lunar.
Por exemplo, oito anos solares sao iguais a 8 vezes 365 dias e mais 2 dias suplementares,
de modo que oito anos lunares sao iguais a 8 grupos de 12 meses (lunares) de 29,5 dias.
Assim, a diferenca dentro do oktaeteris era de 90 dias, ou seja, cerca de 3 meses lunares.
Estes trés meses eram intercalados em diferentes periodos do grupo de 8 anos, o que
restaurava em parte o equilibrio (DONATO, 1993).

O oktaeteris nao foi suficiente para por de acordo os anos lunares e solares. Era
preciso uma revolucao nos costumes e na religiao, bastando deixar de lado o uso de
cultuar a Lua nova e de fazer com que ela marcasse o principio de cada més. Entao
o astronomo Meton, em 432 a.C., agrupou os anos em perfiodos denominados grandes
anos ou ciclo metonico, como ja foi visto na Secao 2.7.1, cada periodo destes era
constituido de 19 anos comuns e mais 7 meses intercalares. Assim, Meton obteve uma
melhor precisao na contagem do tempo grego, pois a média de duracao dos meses era
de 29 dias, 12 horas, 45 minutos e 57 segundos.

Baseado na proposta de Meton, Calipos de Sizicus ampliou o periodo de grandes
anos, fazendo de quatro periodos de Meton um tnico. Com isso procurava obter uma
maior exatidao na contagem de dias e meses, além de dispor de uma unidade propria
para contagem de parcelas mais dilatadas.

O astronomo e matemético Hiparco de Nicéia (160 - 125 a.C.), também reformou o
calendario grego, tomou quatro dos periodos calipianos e encaixou-os em um s6 periodo.
Deste modo, obteve um ciclo de 304 anos e um grau de exatidao altamente aceitavel.

Observe a seguir, a evolugao dos periodos gregos:

e 1 periodo de Meton = 19 anos - 7 meses e 29 dias (intercalados);
e 1 periodo de Calipos = 4 periodos de Meton;

e 1 periodo de Hiparco = 4 periodos de Calipos, ou seja, 304 anos.

Na divisao do tempo grego, os meses nao possuiam separagoes com relacao aos dias
da semana. Era dividido em trés partes: o primeiro terco do més denominado “dia do

comego”, o periodo intermediirio nao tinha nome; e o dltimo ter¢o chamado “que se
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acaba”. A vintena (eikades) era a quantia base, os dias antes dela era “o 12 antes de
etkades”, “o 22 antes de eikades”, etc. Os dias depois da vintena dizia-se “o 12 depois
de eikades”, e assim por diante.

Em Atenas a contagem do tempo, era diferente e feita por um método local. Ela-
boraram um calendario a partir dos tempo henisticos. Fixava-se o come¢o do ano no
solsticio de verao, ou na Lua nova imediatamente seguinte. No método gregoriano,
equivale aos tltimos dias de junho. Com doze meses regulares denominados: hekatom-
bion, pyanopsion, gamelion, mounichion, metageitmion, maimakterion, amthesterion,
thargelion, boedromion, poseideon, elaphebolion e skirophorion. Todos os meses se dis-
tinguiam por comemoragoes e dedicagoes especiais. O calendario de Atenas, assim
como os outros calendarios helénicos, sofria com o desencontro entre o ano civil e
o natural. Portanto, quando necessario repetiam o més de poseideon para a devida
correcao, sendo denominado sequndo poseideon.

Apos a batalha de Cheronéia em 338 a.C., Filipe da Macedénia ao conquistar a
Grécia, além das suas imposicoes levou também a nova terra um novo calendario.
Composto de 12 meses lunares com as seguintes nomeacoes: dios, apellaios, audynaios,
peritios, dystros, xantikkos, artemisios, daisios, panemos, loios, gorpiaios e hyerbera-
taios.

Os gregos, apts o império de Alexandre, passaram a fazer uso do calendario egipcio,
com 365 dias, sem intercalacoes. Os meses em vigor também possuia origem egipcia:
thoth; phaophi; athyr; choaiak; tybi; mechir; phamenoth; pharmouthi; pachon; pauni;
epiphi; e mesori.

O imperador Augusto, em 26 a.C., ordenou uma reforma no calendario egipcio e
povos sobre influéncia de Roma, para deixé-los entrosados com o método juliano. A
Grécia também foi infuenciada, assim o primeiro dia de thoth equivalia a 29 de agosto
do calendéario herdado de Jilio César. Com relagao ao calendério gregoriano, a Grécia

foi um dos paises que mais resistiu, adotando-o somente em 1924.

2.7.4 Calendario muculmano

A fuga do profeta Maomé de Meca para Yathrib (que seria conhecida no futuro como
Medina) foi ponto de partida para o calendario dos povos arabes. Esse acontecimento,
que ocorreu em 16 de julho de 622, ficou conhecido como “hégira”, que significa fuga.
Os anos da hégira sao de base lunar, com 354 dias, divididas em 12 meses, que tém,
alternadamente, 30 e 29 dias. O dia nao comegava a meia-noite, mas ao fim do dia com
o aparecimento da Lua. O inicio do ano, assim como os meses, deviam coincidir com a
Lua nova, pois este fato tinha muita importancia para os povos do deserto (DONATO,
1993; FERREIRA, 2007; MALTA, 2014).

H& um ciclo de 30 anos, dentro do qual, onze vezes no fim do ano se acrescenta um

dia extra, portanto neste ciclo soma-se 30 anos e mais 11 dias. Este acréscimo nao con-
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serta o erro do calendario que é mantido por motivos religiosos deixados incisivamente
por Maomé no Alcorao.

Conforme Rodrigues (2012), ainda hoje o calendario mugulmano (também chamado
islamico ou ainda hegirico) se baseia no ano lunar com doze meses sinddicos. Como
consequéncia o comeco de cada ano se antecipa sucessivamente de 11 a 12 dias e ao fim
de 32 a 33 anos as estacoes percorrem em sentido inverso. Cada 33 anos muculmanos
correspondem a 32 anos cristaos. A Tabela 2.8 mostra esse calendéario destacando os

meses islamicos e seus significados.

Tabela 2.8: Calendario mugulmano.

Meses N¢ de dias Significado do nome
Muhharran 30 més sagrado
Safar 29 més da partida para a guerra
Rabid-al-dual 30 12 més da primavera
Rabid-a-dual 29 22 més da primavera
Jumdda Al-Ula 30 1° meés da seca
Jumadd a-Thédnia 29 22 més da seca
Rajdb 30 més do respeito e da abstinéncia
Xaaban 29 més da germinagao
Ramadan 30 més do grande calor
Xaudl 29 més do acasalamento dos animais
Dhu Al-Qadda 30 més do descanso
Dhu Al-Hijja 29 més da peregrinagao

Fonte: retirada de Ferreira, (2007).

De acordo com Ferreira (2007) e Malta (2014) existem quatro meses sagrados (ipso
facto) no Isla e ndo podendo guerrear nesses periodos, sao eles: o primeiro més, Muhhar-
ram, o proprio nome ja indica que se trata de um més sagrado; o sétimo meés, Rajdb, é
o més do respeito e da abstinéncia; e os meses 11 e 12, respectivamente, Dhu Al-Qadda
e Dhu Al-Hijja, més do descanso e més da peregrinacao. Ao contrario do que se pensa,
o més do Ramadan nao é considerado um més sagrado, mas um meés de obrigacgoes
e prestacoes. Portanto, se se faz uma oracao no més do Ramadan, essa oracao vale
por 7024 oracoes feitas em outros periodos e, desse modo, acumulam-se dadivas para
quando for necessério prestar contas, isto é, no dia do Juizo Final. E ainda, Ramadan
¢ um més marcado pelo jejum anual, onde o Alcorao determina que os fiéis comecem
0 jejum somente apds observarem, a olho nu, a Lua nova, que marca o primeiro dia

desse més.

2.7.5 Calendario maia

Conforme Cavalcanti (2012) todas as culturas mesoamericanas usaram o sistema

matematico de base vigesimal, sendo o nimero vinte fortemente associado ao corpo
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humano. Portanto, o sistema maia também era composto por vinte digitos, isto é,
de zero a dezenove representados por simbolos (hieroglifos) a unidade com um ponto
e cinco unidades com uma barra, pode-se observar na Figura 2.17 todos o dezenove
simbolos. Sendo o zero, um caso especial, era representado por uma concha, simboli-
zando a auséncia de valor numérico. Porém, sua fungao de “ocupacao dos lugares” é o
que possibilita a notacao de ntimeros de “ordem superior” na contagem maia, ou seja,

numerais com valores acima do dezenove.
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Figura 2.17: Os vinte digitos maias e seus nomes em lingua yukateka.

Fonte: retirada de Cavalcanti (2012).

Os vinte digitos também possuem representacoes antropomorfas®, associadas a di-
vindades. Essas divindades eram geralmente alguns dos seus principais deuses, estes
simbolizavam os niimeros apenas pelas suas cabecas. Na Figura 2.18 estao representa-
dos estes 20 nimeros em suas variantes antropomorfas com seus respectivos nomes na
lingua maia yukateka.

Diversos calendarios foram desenvolvidos pelo povo maia, por volta de 300 - 600 d.C.
(periodo classico), porém dois se destacam na literatura corrente, que sdo denominados
tzolk’in e ja’ab’. Estes calendarios juntos, ainda, formam um outro ciclo, o junab’ ou
roda calendérica de 52 anos. Tzok’n significa “conta dos dias” ou “ordenamento dos
dias”, pois a palavra “k’in” quer dizer “Sol” que também pode-se entender como “dia”.

O calendério tzok’in é um tipo de “calendério folclérico” relacionado ao ritual co-
tidiano e religioso. Este calendério possui um ciclo de 260 dias composto por outros
dois ciclos menores. O ciclo de 20 dias, sdo representados pelos glifos® ilustrados na
Figura 2.19, combina-se diariamente com o ciclo de 13 dias, os nimeros de 1 a 13, de
maneira que os dois ciclos correm paralelamente. Portanto, cada dia do tzolk’in é uma
combinacao entre esses dois ciclos, e até que todos os 20 dias sejam numerados de um
a treze serao necessarios 260 dias, pois 260 é o minimo miltiplo comum entre 13 e 20.

Os treze nimeros sao nomeados e escritos assim como na matematica, além de serem

também representados no sistema de ponto e barra e no sistema de figuras antropo-

> Antropomorfas: que apresentam ou se assemelham ao ser humano.
6Glifo: ¢ uma figura que d4 um tipo de caracteristica particular a um simbolo especifico.
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Figura 2.18: Os vinte digitos maias em representacoes antropomorfas e seus nomes em
lingua yukateka.
Fonte: retirada de Cavalcanti (2012).
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Figura 2.19: Os 20 glifos dos dias do calendario tzolk’in e seus nomes em lingua yuka-
teka.
Fonte: retirada de Cavalcanti (2012).

morfas. Por outro lado, os vinte dias tém representacoes especificas, que geralmente

aparecem dentro de uma espécie de moldura ou suporte com duas bases. Sao acompa-
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nhados de seu coeficiente e significado basico: 0 - Ajaw (Senhor); 1 - imiz (serpente
aquética); 2 - ik’ (vento); 3 - akb’al (escuridao); 4 - k’an (grao de milho); 5 - chikchan
(serpente); 6 - kimi (morte); 7 - manik’ (veado); 8 - Lamat (Vénus); 9 - muluk (jade);
10 - ok (cachorro); 11 - chuwen (macaco); 12 - eb’ (caveira); 13 - b’en (junco); 14 - iz
(jaguar); 15 - men (péssaro); 16 - kib’ (ancestrais); 17 - Kab’an (Terra); 18 - etz’nab’
(faca de obsidiana); 19 - kawak (raio). Ajaw, tem equivaléncia ao zero, é considerado
um dia que marca o comego e/ou o final dos ciclos. No entanto, com rela¢do ao ca-
lendario tzolk’in, Ajaw é considerado o vigésimo dos vinte dias, pois o nimero vinte
estd intimamente relacionado ao zero, por ser o nimero que inaugura as ordens de
conversao, portanto, imiz é o primeiro dia deste calendario. A Tabela 2.9 exemplifica

como se da a sequéncia dos dias no calendéario tzolk’in.

Tabela 2.9: Calendéario maia tzolk’in.

Ciclo-13 dias Ciclo-20 dias | Ciclo-13 dias Ciclo-20 dias
1 imiz (1) 1 i (14)
2 ik’ (2) 2 men (15)
3 akb’al (3) 3 kib® (16)
4 k’an (4) 4 Kab’an (17)
5 chikchan (5) 5 etz’nab’ (18)
6 kimi (6) 6 kawak (19)
7 manik’(7) 7 Ajaw (0)
8 Lamat (8) 8 imiz (1)
9 muluk (9) 9 ik’ (2)
10 ok (10) 10 akb’al (3)
11 chuwen (11) 11 k’an (4)
12 eb’ (12) 12 chikchan (5)
13 blen (13) 13 kimi (6)

Fonte: adaptada de Cavalcante (2012).

Quando um dos ciclos (de 13 ou 20 dias) é finalizado, recomega-se sua contagem
nao importando a posicao em que se encontra o outro ciclo, observa-se na Tabela 2.9,
onde o dois ciclos correm simultaneamente e combinando-se até que o dia 13 - Ajow
ocorra sendo o tltimo dos 260 dias e que preceda o retorno a I - imiz. O que justifica
a duragao de tzolk’in ser de 260 dias (13 x 20). A Figura 2.20 representa a Tabela 2.9,
ou seja, mostra esta combinacao entre o ciclo de 13 dias, com seus nimeros de 1 a 13
representados simbolos em ponto e barra, e o ciclo de 20 dias, com os glifos .

Devido a necessidade de um calendario solar foi que o povo maia desenvolveu o
ja’ab’ palavra que significa “ano”. Este calendario, culturalmente familiar, tem uma
duracao de 365 dias divididos em 18 meses de 20 dias, respeitando a base vigesimal, o
que resulta em 360 dias, os 5 dias restantes formam um curto periodo de transicao entre

os anos. Portanto, o ja’ab’ tem 19 meses, onde o tltimo é um més atipico, fugindo a
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Figura 2.20: Calendario maia tzolk’in.
Fonte: http://phontlife.blogspot.com.br” (Acesso em 20/11/2016).

base vigesimal para acrescentar os 5 dias que faltam para completar o calendario de
365 dias. Os vinte dias de cada més sao contados de 0 a 19 e no caso do ultimo més, de
0 a 4. Logo, o primeiro dia do ano é o “0 - pop”, sendo pop o primeiro més, e o tltimo
dia do ano ¢é “4 - wayeb™, sendo wayeb’ o Gltimo més deste calendério. Figura 2.21
apresenta a lista completa dos meses do ja’ab’, com seus nomes em lingua yukateka e

seus hierédglifos correspondentes.

)
15-PAX  16-K'AYAB' 17-KUMK'U 18- WAVEB'

Figura 2.21: Os meses do calendario maia ja’ab’.
Fonte: retirada de Cavalcanti (2012).
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A partir de uma combinacao entre os calendarios tzolk’in e ja’ab’ surgiu o junab’,
que consiste em um ciclo de 18 980 dias (ou 52 anos de 365 dias). Desse modo, o ciclo
de 52 anos tem como funcao sincronizar os ciclos de 260 e 365 dias. Como todos os
calendérios que ocorrem simultaneamente, o primeiro dia de cada ano no ja’ab’ equi-
vale a um dia especifico no tzolk’in. Mais do que apenas um dia que acompanha a
data, torna-se um dia que marca sua influéncia sobre todo o ano. E o dia do tzolk’in
correspondente ao dia 0 - pop no ja’ab’ que determina o ano, lhe dando nome, forne-
cendo suas caracteristicas e tendéncias. Entretanto, nem todos os dias do {zolk’in que
coincidem com 0 - pop. A explicacao para isto vem da diferenca entre 260 e 365 ser
de 105 dias, que no sistema matematico maia equivale a 5 ciclos de 20 dias com mais
um de 5 dias, pois estes 5 dias restantes fazem com que o grupo de marcadores de ano
seja restrito a 4 dos 20 glifos do tzolk’in, tendo em vista que 5 é a quarta parte de 20
(observe que 365 = 5 mod 20).

O grupo de marcadores de ano era composto pelos dias k’, manik’, eb’ e Kab’an,
havendo uma distancia de cinco dias entre cada um dos glifos, com o retorno a ik’ apos
um ano Kab’an. Essa diferenca de 105 dias entre tzolk’in e ja’ab’ faz com que o nimero
que acompanha o glifo do tzolk’in avance de um em um, enquanto o glifo avanca de
cinco em cinco. Por exemplo, se estiver em um ano 13 - eb’, os proximos anos serao
1 - Kab’an, 2 - 1k’, 3 - manik’, 4 - eb’, 5 - Kab’an, 6 - ik’, 7 - manik’, 8 - eb’, 9 -
Kab’an, 10 - ik’, 11 - manik’, 12 - eb’, 13 - Kab’an, 1 - ik’, etc. Seriam necessarios 52
anos até que voltasse a um mesmo ano 13 - eb’, pois o grupo de marcadores é formado
por 4 glifos que giram pelos 13 nimeros que compéem o tzolk’in, o que resulta em 4
x 13 = 52, significando que existem 52 marcadores tnicos, sendo também o sentido
matematico da roda calendérica de 52 anos.

Para que este ciclo se complete, deve-se passar 52 ciclos do ja’ab’ ou 73 ciclos do
tzolk’in, totalizando 18 980 dias, isto é, o minimo miltiplo comum aos ciclos de 365 e
260 dias, portanto, existem 18 980 combinacoes tinicas entre os dois ciclos. O marco
inicial da roda calendarica ¢ 1 - Kab’an 0 - pop, no chamado sistema de tikal, que é

utilizado pelos académicos como sistema maia do periodo classico.

2.7.6 Calendario asteca

De acordo com Donato (1993), foi em 1519 (época das primeiras invasoes espa-
nholas e portuguesas), quando Hernan Cortez tentou, com cerca de 500 soldados, 13
cavalos e 6 canhodes, a conquista do império asteca, quando encontrou uma regiao cul-
turalmente enriquecida, com obras monumentais e uma espécie nativa de hieroglifos
(principalmente relacionados a niumeros e datas). O calendério asteca era vigente em
todas as tribos deste império.

Este calendario era basicamente igual ao dos maias. O ano asteca possui inicio
no solsticio de inverno com um ciclo de 18 meses de 20 dias cada e mais um més de 5

dias, esses cinco dias suplementares eram denominados nemotemi ou “dias vazios”. Da
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juncao de 104 anos comuns obtinham um grande ciclo no qual intercalavam 25 dias, o
que forneceu ao ano tropico asteca uma grande precisao, pois o ciclo sagrado de 260
anos continha, em relacao ao movimento do Sol, uma imperfeicao de somente 0,01136
de dia.

365 dias x 104 anos + 25 dias = 37 985 dias
37 985/104 = 365,240384615

Tabela 2.10: Os dias do calendério asteca e seus significados.

Dias Nomes  Significados | Dias Nomes Significados

1 cipactli crocodilo 11 ozomahtli macaco

2 ehecatl vento 12 malinalli capim

3 calli casa 13 acatl bambu

4 cuetzpalin lagarto 14 ocelotl jaguar

5 coatl cobra 15 cuauhtli aguia

6 miquiztly morte 16 cozcacuauhtli falcao

7 mazatl cervo 17 ollin terremoto
8 tochtli coelho 18 tecpatl faca

9 atl adgua 19 quiahuit] tempestade
10 itzcuintli cachorro 20 zochitl flor

Fonte: retirada de Donato (1993).

O calendario asteca dava aos dias do més nomes proprios (ver Tabela 2.10) que
correspondiam a nimeros de ordem no decorrer do més. Os dias corriam de 1 a 20,
e os festivais eram comemorados no ultimo dia do més. Para citar ou escrever uma
data, nao seguiam a pratica comum aos maias, dava-se primeiramente o ano em curso,
depois o nimero e por fim o nome do dia. O dia do més e 0 més nao eram mencionados,
como havia 260 dias no tzolk’in, € o ano era composto de 360 dias, o nome do dia com
seu nimero respectivo podiam ocorrer duas vezes no mesmo ano. Derivava dai uma
possibilidade de erro que nao existia no calendario maia. Os nomes dos meses deste
calendario estao relacionados na Tabela 2.11.

Tabela 2.11: Os meses do calendério asteca.

Ordem Nomes Ordem Nomes
1 izcalli 10 tlaxochimaco
2 atlcahualo 11 zocotlhuetzi
3 tlacazipehualiztli 12 ochpaniztli
4 tozoztontli 13 teotleco
) hueytozoztli 14 tepeilhiuitl
6 tozxcatl 15 quecholly
7 etzalcualiztli 16 panquetzaliztli
8 tecuilhuitontli 17 atemoztli
9 hueytecuilhuitl 18 tititl

Fonte: retirada de Donato (1993).
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2.8 Civilizagoes antigas

Outros povos primitivos também desenvolveram seus proprios calendarios como
hindu, assirio, chinés, judaico, incaico, etc. Alguns ainda sao utlizados outro nao,
estima-se que existam atualmente aproximadamente 40 calendarios em uso pelo mundo
todo (JUNIOR, 2012). Portanto, tem-se que muitos calendérios no decorrer dos séculos
foram criados pelo ser humano, entretanto, nao é o proposito aqui descrever todos eles,
apenas conseguir conhecimento para entender o que levou ao desenvolvimento dos

calendarios que estao até hoje em uso.

2.9 Medicao do tempo

A ideia de tempo funciona de forma ritmica, os ciclos da natureza marcam as
estacoes do ano, ou seja, a diferenca entre o dia e a noite, e as fases da Lua. Ao ter
o ano com os meses divididos em semanas, semanas em dias, dias dividos em horas,
horas em minutos, minutos em segundos, pode se ter registrado o tempo. Porém, existe
a duvida se o tempo é somente uma invecao ou se pode ser definido com um caréter
proprio (BARRETO, 2010).

Durante o Congresso dos Naturalistas e Médicos Alemaes de Colonia, em 1908, as
ideias de Albert Einstein sobre o tempo foram expostas, apesar de formuladas em 1905.
Para Einstein os conceitos de espaco e tempo existem somente se ha uma espécie de
uniao entre os dois, ainda, mostra que para um observador os ponteiros de um reldgio
em movimento avangarao mais lentamente do que os ponteiros de um relogio imoével.
Assim, propoe que o tempo se dilata conforme um fator “gama” (F'), dada pela Equacao
(2.1).

o1 (2.1)

02

onde v a velocidade; e ¢ a velocidade da luz (¢ = 300 000 km/s).
E o tempo do objeto em movimento (¢) é obtido pela Equagao (2.2):

onde ty é o tempo do objeto imoével.

Por exemplo, ao imaginar duas pessoas, uma em repouso em relacao a Terra e outra
que parte em viagem espacial dentro de uma nave. Se a velocidade (v) da nave for
desprezivel em relagdo a velocidade da luz (c¢), entdo “gama” é muito proximo de 1
(um). Portanto, t = to, ou seja, o tempo da pessoa que fica na Terra concorda em seu
fluir com o tempo da pessoa que esti na nave. Entretanto, se a velocidade da nave for
proxima em relacao a velocidade da luz, o tempo da pessoa que estd em seu interior

passard mais lentamente do que o tempo da pessoa que ficou na Terra (¢ é maior que
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to). Se t é maior do que t, significa que cada segundo em “t” esta dilatado, ou seja, “t”
¢ maior e nele cabem muitos “t,”. Enquanto passa um segundo “t”, para o observador
em repouso passaram-se muitos. Este tempo pode ser marcado por um relégio de
pulso ou pelo relégio biologico das pessoas. Considerando que o tempo da pessoa que
viajou numa velocidade consideravel passa mais lentamente, entao seu envelhecimento
serd menor do que o da pessoa que ficou. Portanto, quando voltar de sua viagem,
o navegante espacial, que tiver apenas algumas semanas mais velho, observara que a
pessoa que ficou terd envelhecido muitos anos.

Em 1971 foi realizado um experimento sobre a dilatacao do tempo que comprovou a
teoria de Einstein. Assim, dois avides a jato equipados com reldgios de Césio partiram
juntos e deram uma volta ao redor da Terra. No inicio e no fim das viagens, os relogios
foram comparados com um reloégio que ficou em repouso no Observatorio Naval dos
Estados Unidos, em Washington. O relégio enviado para leste perdera 59 bilionésimos
de segundo ao ser comparado com o relogio de referéncia, e o enviado para o oeste
ganhara 273 bilionésimo de segundo. Portanto, segundo Eintein o tempo se manifesta
nas coisas e nos seres vivos, porem se manifesta de forma diferente em cada coisa, em
cada ser, sendo relativo a circunstancia em que cada coisa ou ser se localiza. Desta

maneira, o tempo precisa das coisas para existir e nao é absoluto nem exterior as coisas.

2.9.1 Instrumentos de contar o tempo

Os Romanos e os egipcios observavam as horas no relégio de Sol, o primeiro data
de 3500 a.C., também denominado quadrante, pedra horéria, gnémon, ou solarium. O
qual consistia num ponteiro fixo no centro de uma superficie convexa ou plana dividida
em doze partes, que media a hora do dia a partir da sombra existente, fundamentado na
variagao da posicao do Sol com relacao & Terra em cada instante. A medida que o Sol
avancava no céu, o ponteiro projetava uma linha de sombra, superando sucessivamente
os espagos marcados e que poderia ser chamado de “hora”, como na Figura 2.22(a)
(DONATO, 1993).

Para os dias sem Sol existia, em 1500 a.C., o relégio de agua, chamado clepsidra
(clepsydra), ilustrado na Figura 2.22(b), que consistia num recipiente de couro, pedra
trabalhada, madeira ou terra argilosa cozida, cheio de agua, colocado sobre outro reci-
piente marcado. Do recipiente superior a dgua gotejava para o inferior alcancando as
sucessivas marcacoes, assim indicando o passar do tempo. Apo6s algumas observagoes,
pode-se notar que as clepsidras nao mensuravam o tempo com a precisao necessaria
para época. A agua utilizada a partir de certo momento, dizia-se que “perdia o folego”,
pois a proporcao que o liquido baixa no reservatorio perde pressao e, consequente-
mente, com esta perda a “velocidade” do funcionamento diminui. Portanto, o valor dos
segundos se faz irregular, variando conforme a altura da 4gua no reservatorio.

As clepsidras na verdade nao ofereciam horas certas, pois facilmente desacertava se

a agua escorresse com maior ou menor volume, no segundo caso, era necessario manter
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o volume de adgua sempre ao mesmo nivel para manter o relogio certo.

(a) Relogio de Sol. (b) Clepsidra. (c) Ampulheta.

Figura 2.22: Exemplos de artefatos capazes de “medir” o tempo.
Fonte: retirada de Alves (2014).

Conforme Ribeiro (2015), a inven¢do do relogio de areia ou ampulheta (ampulla),
apresentado na Figura 2.22(c), foi atribuida a Luitprand, um monge da regido de Char-
tres, na Franca, que viveu no século VIII. Porém, no Oriente, onde existia muita areia
e pouca agua, que a ampulheta foi muito utilizada para medir as unidades de tempo.
Essa foi desenvolvida com o mesmo principio da clepsidra, ou seja, era constituida por
dois cones de vidro sobrepostos, ligados um ao outro por um orificio muito fino que
deixava escoar a areia, conforme uma determinada unidade de tempo. A quantidade
de areia e a espessura do orificio, assim como o tamanho da ampulheta, definiam o
tempo que levaria para a areia passar totalmente de um compartimento para o outro.
Desse modo, haviam ampulhetas que marcavam o tempo de meia, uma, duas, trés e
até 24 horas. As ampulhetas controlavam o tempo com melhor precisao e eram mais
faceis de transportar do que os quadrantes ou as clepsidras.

Durante muitos anos diversos tipos de relogio foram desenvolvidos baseados em di-
ferentes medidas de passagem de tempo, muitos deles, assim como foi visto, utilizavam
o Sol, o escoar dos liquidos, areia ou a queima de fluidos para a contagem do tempo.
Entretanto, nenhum desses apresentava uma técnica muito apurada (ALVES, 2014).

Por outro lado, os trabalhos em funcao de achar um novo mecanismo com maior
precisao na medida do tempo nunca pararam e muitas foram as evolucoes. Por exemplo,
em 1509, o alemao, de Nurembergue, Peter Henlein desenvolveu o relogio de bolso,
chamados de “ovos de Nurembergue”, este era feito de ferro e tinha apenas o indicador
de hora. Em 1583, as observacgoes de Galileu Galilei sobre o principio da regularidade da
oscilacao acabou contribuindo para que o astronomo e mateméatico holandés Christian
Huygens, em 1647, produzisse o relogio de péndulo. Por sua vez, em 1675, o inglés
Thomas Tompion conseguiu aprimorar o invento de Henlein introduzindo os ponteiros
dos minutos (DONATO, 1993).

Em funcao da necessidade de uma maior precisao, ja que alguns fenomenos como
abalos sismicos muito intensos e, consequentemente, tsunamis alteram (retardam) al-

guns movimentos (rotacdo e translacao), houve uma substituigao destes artefatos pelo
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relogio atomico, ja que o nives atomicos de energia estao imunes a estas variacoes.

De acordo com Bebeachibuli (2003), o primeiro relogio atémico surgiu em 1949,
desenvolvido por Harold Lyons, usando o &tomo como elemento basico para a contagem
do tempo, utilizando moléculas de amoénia. Mas foram Louis Essen e John Parry, em
meados da década de 50, que construiram uma versao mais aprimorada desenvolvida
a partir do atomo de césio. Deste modo, durante a 132 Conferéncia Geral de Pesos e
Medidas, em 1967, o segundo passou a ser baseado na transi¢cao hiperfina do atomo de
césio, ou seja, o segundo ficou redefinido como a duragao de 9 192 631 770 periodos
da radiacao emitida ou absorvida na transicao entre os dois niveis hiperfinos do estado
fundamental do 4tomo de césio-133.

Quando esta definicao foi aderida, a escolha pelos &tomos de césio apresentava varias

vantagens, que, ainda hoje, continuam sendo levadas em consideracao, as quais sao:

(i) Os atomos de césio sao encontrados em abundancia na sua forma natural, além

de sua pureza isotOpica a tornar um atomo facil de ser manuseado;

(ii) A sua frequéncia de ressonancia de transicao hiperfina ¢ muito elevada de modo
que seu fator de qualidade atomico seja alta (aproximadamente 107), o que favo-

rece a precisao e a estabilidade do relogio;

(iii) Devido aos atomos de césio possuirem a pressao de vapor elevada a temperatura
ambiente, é possivel conseguir feixes atomicos deste elemento com velocidade

relativamente baixa em um jato térmico (aproximadamente 200 m-s™').

Conforme Martins e Zanetic (2002), em um relégio atéomico tipico, utiliza-se um
campo magnético apropriado para selecionar um feixe de vapor de césio, aqueles ato-
mos capazes de absorver microondas de uma dada frequéncia fundamental vg. Apos
atravessar o campo de microondas, os dtomos que sofreram a transicao desejada sao
desviados por outro campo magnético em direcao a um detector. Um circuito de
retro-alimentagao é usado para maximizar o nimero de dtomos que chegam ao detec-
tor, regulando a frequéncia de microondas cada vez que esse niimero diminui. Essa
frequéncia ¢ mantida ajustada, dentro da maior precisao possivel, aquela frequéncia vy.
Acopla-se a esse campo de microondas um dispositivo eletronico (divisor de frequén-
cias) que, essencialmente, faz a contagem dos pulsos, gerando pulsos temporais. Deste
modo, estabelece-se a relacao 9 192 631 770 periodos da radiagao igual a 1 segundo
(uma série de experimentos realizados entre 1955 e 1958 relacionou a frequéncia vy com
o segundo, conforme definido astronomicamente a época). Resumindo, as oscilagoes a
que esses atomos sao submetidos sao de exatas 9 192 631 770 vezes por segundo. A
cada vez que ocorrem essas oscilagoes, o relogio conta um segundo. O que também
permite que o segundo seja dividido em 9 192 631 770 unidades.

Os relogios atomicos que formam (e controlam) uma escala de tempo chamada
Tempo Atomico Internacional (TAI-Temps Atomic International) podem ser encontra-

dos em varios laboratorios pelo mundo. A coordenagdao de um tempo internacional,
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baseado nessa escala, estd sob responsabilidade do Bureau Internacional de Pesos e
Medidas (BIPM - Bureau International de Poids et Mesures), localizado na Franca.
Existem ainda outras escalas de tempo, baseadas no movimento de rotacao da Terra, e
que sao mantidas coordenadas com o TAI por meio de uma outra escala, denominada
Tempo Universal Coordenado (UTC).

Segundo Pimenta (2004), a Terra esta sofrendo uma desaceleragao gradual em sua
velocidade de rotacao , entretanto, a vida do ser humano depende do ciclo dia-noite.
Devido a esse fendmeno, de tempos em tempos ha necessidade de se fazer um ajuste nos
relogios atomicos para sincroniza-los com a rotacao decrescente do planeta. Varios sao
os fatores que contribuem para as variagoes ocorridas na velocidade de rotacao da Terra.
Alguns introduzem mudancas seculares e de longo periodo, enquanto outros refletem
apenas variagoes sazonais e de curto periodo. Como foi visto em secoes anteriores deste
trabalho, as causas mais relevantes estao relacionadas a precessao, nutacao e, sendo,
ainda, os fatores seculares é dado ao fenémeno das marés, por provocar os efeitos mais

acentuados nessa escala de tempo.



3 O movimento dos astros

A astronomia, a mais antiga das ciéncias e que significa estudo dos fenémenos ce-
lestes, como movimentos planetérios, eclipses e outros, tem grande importancia na
formulagao do calendario. Os registros astron6micos mais antigos datam de cerca de
3000 a.C. e se devem aos chineses, babilonios, assirios e egipcios. Assim, as observa-
coes de alguns conceitos matematicos que envolvem tal tema, por exemplo, as formas
elipticas geradas pelas 6rbitas dos planetas em torno do Sol sao de grande relevancia

para o conhecimento dos alunos do ensino fundamental e médio.

3.1 Astronomos da Grécia antiga

De acordo com Kepler e Saraiva (2014), pelo que se tem conhecimento, foram o
gregos os primeiros a formularem sisteméaticos modelos explicativos para os movimento
dos astros. Na sequéncia apresenta-se a visao dos principais astréonomos gregos sobre

este assunto.

Tales de Mileto (624 - 546 a.C.), foi o primeiro matematico cujo nome ficou re-
gistrado na historia. Tales introduziu na Grécia os fundamentos da geometria, da
aritmética e da astronomia, que aprendera com os egipcios. Pensava que a Terra era
um disco plano em uma vasta extensao de agua. Com seu discipulo Anaximandro (610
- 546 a.C), também de Mileto, foram os primeiros a propor modelos celestes baseados
no movimento dos corpos celestes e nao em manifestacoes dos deuses. Anaximandro
descobriu a obliquidade da ecliptica (inclinacao do plano do equador da Terra em rea-
lacdo a trajetoria anual aparente do Sol no céu), e ainda, Tales, previu o eclipse solar

que ocorreu sobre a Grécia e a Mesopotamia no dia 28 de maio de 585 a.C..

Pitdgoras de Samos (572 - 497 a.C.), introduziu na astronomia grega o conceito de
esfericidade da Terra, também acreditava que a Lua e outros corpos celestes fossem
esféricos. Além disso, achava que os planetas, o Sol, e a Lua eram transportados por
esferas separadas da que carregava as estrelas. Enfatizou a importancia da matemaética
na descricao dos modelos cosmologicos que pudessem ser comparados com os movimen-

tos observados dos corpos celestes, em cuja regularidade via uma “harmonia césmica”.

67
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Os pitagoricos (seguidores de Pitagoras) foram os primeiros a chamar o Universo de
“cosmos”, palavra que implicava ordem racional, simetria e beleza (KEPLER e SA-
RAIVA, 2014).

Anazimenes de Mileto (570 - 500 a.C.), o primeiro entre os gregos a apontar dife-
renca entre os planetas e as estrelas. Para ele, as estrelas nao esquentavam, por estarem
muito mais distantes do Sol do que os planetas (SILVA, 2014).

Filolaus de Cretona (470 - 390 a.C.), trouxe a Grécia a ideia do movimento da
Terra, do qual imaginava que a Terra girava em torno de seu préprio eixo e, com o
Sol, a Lua e os planetas, girava em torno de um “fogo central” que seria o centro do

Universo e fonte de toda a luz e energia encontrada.

Fuddzio de Cnidos (408 - 344 a.C.), o primeiro a propor que a durac¢do do ano seria
de 365 dias e 6 horas. Também explicou os movimentos observados do Sol, da Lua e
dos planetas através de um complexo sistema de 27 esferas concéntricas (trés para o
movimento do sol, trés para a lua, quatro para cada um dos cinco planetas conhecidos
na época e uma esfera para o movimento das estrelas) que se moveriam com diferentes

velocidades em torno da Terra (fixa no centro).

Aristdteles de Estagira (384 - 322 a.C.), sistematizou o conhecimento astronémico
de seu tempo, procurando explicagoes racionais para todos os fen6nomenos naturais
existentes. Aristoteles afirmava que a Terra se encontrava imovel (geostatismo) e que
o Sol, a Lua, os planetas e as estrelas se moviam em orbitas circulares em volta desta;
assim pensava, porque achava que, por razoes misticas, a Terra era o centro do Universo
e que o movimento circular era o mais perfeito (HAWKING, 1994). Isto significa que a
Terra estaria no centro do Universo e os planetas girariam em torno dela, na seguinte
ordem: Lua, Mercurio, Vénus, Sol, Marte, Jupter, Saturno e a ultima esfera é das
estrelas, como pode ser observado na Figura 3.1.

Aristoteles também explicou que as fases da Lua dependem de quanto da parte da
face da Lua iluminada pelo Sol esta voltada para a Terra. Também explicou os eclipses:
que um eclipse do Sol ocorre quando a Lua passa entre a Terra e o Sol; que um eclipse
da Lua ocorre quando a Lua entra na sombra da Terra. Concordava com o conceito
de esfericidade da Terra, pois observou que a sombra da Terra na Lua durante um
eclipse lunar é sempre arredondada. E ainda, rejeitou a ideia do movimento da Terra
como alternativa ao movimento das estrelas argumentando que, se a Terra estivesse
em movimento, os corpos cairiam para tras ao serem largados, e as estrelas deveriam

apresentar movimentos aparentes entre, porém nao era observado.

Para Aristoteles haveria uma regiao entre a Terra e a Lua (sublunar) e outra a



Astrénomos da Grécia antiga 69

Figura 3.1: Universo Aristotélico.

Fonte: adaptado de http://www.benitopepe.com.br! (Acesso: jul/2016).

partir dela (supralunar). A regido supralunar, onde estdo localizadas as estrelas, seria
imutavel, isto é, nao seria possivel aparecer nela um novo objeto ou dela desaparecer.
Por exemplo, um cometa seria um fendémeno ocorrido entre a Terra e a Lua. Os feno-
menos que acontecessem nessa regiao seriam chamados de meteorologicos (ARTUSO e
WRUBLEWSKI, 2013).

Aristarco de Samos (310 - 230 a.C.), o primeiro grego a propor um modelo helio-
céntrico consistente para o sistema solar, deste modo antecipou Copérnico em quase
2000 anos. Acreditava que os planetas estavam arranjados em ordem de distancia com
relacdo ao Sol que é aceita hoje. Aristarco desenvolveu um método para determinar
as distancias relativas do Sol e da Lua com relacao a Terra que o aproxima dos astro-
nomos modernos na solucao de problemas astronoémicos. Também mediu os tamanhos
relativos da Terra, do Sol e da Lua, e mesmo achando valores muito abaixo dos atuais
para o tamanho do Sol em relagdo a Lua (apenas 30 vezes maior), pode concluir que o
Sol nao poderia estar orbitando a Terra porque um corpo tao grande como o Sol nao

poderia girar em torno de um corpo tao pequeno como a Terra.

FEratostenes de Cirénia (276 - 194 a.C.), era bibliotecéario e diretor da Biblioteca
Alexandrina de 240 a.C. a 194 a.C.. Foi o primeiro a medir o diametro da Terra, notou
que, na cidade egipcia de Siena (atualmente chamada de Aswén), no primeiro dia do
verao, ao meio-dia, a luz solar atingia o fundo de um grande poco, ou seja, o Sol estava
incidindo perpendicularmente & Terra em Siena. Logo, em Alexandria, situada ao norte
de Siena, isso nao ocorria; medindo o tamanho da sombra de um bastao na vertical,
Eratostenes observou que em Alexandria, no mesmo dia e hora, o Sol estava aproxima-
damente 7 graus mais ao sul. A distancia entre Alexandria e Siena era conhecida como

de 5 000 estadios. Um estadio era uma unidade de medida utilizada na Grécia antiga.
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O espaco entre 5 000 estadios equivalia a distancia de cinquenta dias de viagem de
camelo, que viaja 16 km/dia. Como graus corresponde a 1/50 de uma circunferéncia
(360°), Alexandria deveria estar a 1/50 da circunferéncia da Terra ao norte de Siena, e
a circunferéncia da Terra deveria ser 50 x 5 000 estadios. Porém, nao é possivel se ter
certeza do valor do estadio usado por Eratostenes, ja que na Grécia usavam diferentes
tipos de estadios. Se ele utilizou um estadio equivalente a 1/6 km, o valor esta a 1% do
valor correto de 40 000 km. O diametro da Terra é obtido dividindo-se a circunferéncia

por .

Hiparco de Nicéia (160 - 125 a.C.), considerado o maior astronomo da era pré-
crista, construiu um observatério na ilha de Rodes, onde fez observacoes durante o
periodo de 160 a 127 a.C. Como resultado, gerou um catalogo com a posi¢ao no céu
e a magnitude de 850 estrelas. A magnitude, que especificava o brilho da estrela, era
dividida em seis categorias, de 1 a 6, sendo 1 a mais brilhante e 6 a mais fraca visivel a
olho nu. Também deduziu a direcao dos polos celestes e até mesmo a precessao, que é
a variacao da direcao do eixo de rotagao da Terra devido & influéncia gravitacional da
Lua e do Sol, que leva 26 000 anos para completar um ciclo. Para deduzir a precessao,
comparou as posicoes de varias estrelas com aquelas catalogadas por Timocharis de
Alexandria e Aristyllus de Alexandria cerca de 150 anos antes (entre 283 a.C. e 260
a.C.). Timocharis e Aristyllus eram membros da Escola Alexandrina durante o século
IIT a.C. e foram os primeiros a medir as distancias das estrelas de pontos fixos no céu
(coordenadas eclipticas). E também, foram dos primeiros a trabalhar na Biblioteca de
Alexandria, que se chamava Museu, fundada pelo rei do Egito, Ptolémée Soter ler, em
305 a.C. (KEPLER e SARAIVA, 2014).

Claidio Ptolomeu (85 - 165 d.C.) foi o ultimo astrénomo importante da antigui-
dade, porém nao se sabe se era egipcio ou romano. Gerou uma série de treze volumes
sobre astronomia, conhecida como o “Almagesto”, maior fonte de conhecimento sobre a
astronomia na Grécia. Sua mais importante contribuicao foi uma representagao geomé-
trica do sistema solar, com circunferéncias, epiciclos e equantes, que permitia predizer
o movimento dos planetas com consideravel precisao, conforme pode ser observado na

Figura 3.2. Esse modelo foi usado até o renascimento (século XVI).

3.1.1 Modelo geocéntrico

O geocentrismo, a teoria que tem a Terra como centro do Universo, teve um sis-
tema dominante na astronomia durante toda a antiguidade e idade média. O sistema
geocéntrico é também conhecido como sistema ptolemaico, pois foi devido a Ptolomeu,
o ultimo grande astronomo grego, que esta estrutura ficou mais completa e eficiente
para a época.

Segundo Kepler e Saraiva (2014), Ptolomeu acreditava que o movimento dos pla-
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Figura 3.2: Modelo geocéntrico de Ptolomeu.
Fonte: adaptado de http://astro.if.ufrgs.br/p1l/pl.htm (Acesso: jul/2016).

netas ocorria através de combinacoes de circunferéncias, que envolvia a Terra e mais
oito esferas, ou seja, a Lua, o Sol, as estrelas e os cinco planetas até entao conhecidos
(Mercurio, Vénus, Marte, Jupiter e Saturno). Neste sistema os planetas se movem ao
longo de uma pequena circunferéncia chamado epiciclo, cujo centro se move em uma
circunferéncia maior chamado deferente. A Terra fica numa posicao um pouco afas-
tada do centro do deferente (portanto, o deferente é um circulo excéntrico em relagao
a Terra). O modelo de Ptolomeu, até entao, nao diferia do modelo usado por Hiparco
aproximadamente 250 anos antes, porém h& uma novidade introduzida por Ptolomeu,
o equante, que é um ponto ao lado do centro do deferente oposto em relacao a Terra,
ao qual o centro do epiciclo se move a uma taxa uniforme, e que tinha o objetivo de
dar conta do movimento nao uniforme dos planetas (Figura 3.2). Os planetas girariam
em torno do equante com velocidade angular constante (SILVA, 2014).

Para Hawking (1994), Ptolomeu errou ao partir do principio de que a Lua seguia
uma trajetoria que, por vezes, a Lua se encontrava duas vezes mais proxima do que
em outras e, por consequéncia, teria ocasioes em que a Lua pareceria duas vezes maior
do que outras. Esta falha nao impediu seu modelo de ser aceito, embora nao univer-
salmente. A Igreja Crista o adotou como modelo Universal de acordo com a Biblia.

Artuso e Wrublewski (2013) diz que Ptolomeu, assim como Aristoteles, acreditava
que a Terra se mantinha estatica. Um argumento para defender este ponto de vista seria
o de que, se a Terra tivesse o movimento de rotacao, para vencer todo esse circuito de
giro, sua velocidade deveria ser muito grande e, por isto, os objetos sobre o planeta ou
os lancados para o alto deveriam se dipersar. O que nao seria um argumento totalmente
sem senso, pois, por exemplo, uma pessoa ao colocar uma bolinha na palma de uma
das suas maos, mantendo-a aberta e girando o braco na horizontal em torno de seu
proprio eixo o mais rapido possivel, esta escapara da mao. Para mantér a bolinha no
movimento circular seria preciso exercer uma forca sobre ela.

No entanto o objetivo de Ptolomeu era o de produzir um modelo que permitisse



72 O movimento dos astros

prever a posicao dos planetas de forma correta e, nesse ponto, ele foi razoavelmente
bem-sucedido. Por essa razao, esse modelo continuou sendo usado sem mudanca subs-

tancial por aproximadamente 1300 anos.

3.1.2 Modelo heliocéntrico

Durante o renascimento, inicio do século XIV, surgiram novas ideias em todas as
areas do conhecimento humano e o polonés Nicolau Copérnico (1473 - 1543) representou
a astronomia muito bem neste periodo. Com grande inclinacdo para a matematica,
durante seus estudos na Italia, Nicolau teve acesso a obra de Claudio Ptolomeu “O
Almagesto” e também leu sobre a proposta do modelo heliocéntrico de Aristarco de
Samos, e assim, concluiu que o Sol no centro do Universo era muito mais razoavel do
que a Terra. Copérnico registrou suas ideias no livro “De Revolutionibus” publicado no
ano de sua morte. Entretanto, Copérnico manteve sua suposicao de que as 6rbitas dos
planetas eram circulares e, para obter posicoes razodveis, teve que manter pequenos

epiciclos, mas nao usou equantes.

Terra e Lua

Saturno

Estrelas Fixas

Figura 3.3: Modelo heliocéntrico de Copérnico.
Fonte: adaptado de http://alexiacallant71.blogspot.com.br? (Acesso: jul/2016).

As colaboragoes astrondémicas mais importantes de Copérnico foram:

e introduzir o conceito de que a Terra é apenas um dos seis planetas girando em

torno do Sol;

e posicionar os planetas, até entao conhecidos, em ordem de distancia ao Sol: Mer-

curio, Vénus, Terra, Marte, Jupiter, Saturno;

e determinar as distancias dos planetas ao Sol, em termos da distancia Terra-Sol;
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e deduzir que quanto mais proximo do Sol esta o planeta, maior ¢ sua velocidade or-
bital. Dessa forma, o movimento retréogrado dos planetas foi facilmente explicado

sem necessidade de epiciclos.

Devido a boa coeréncia em seu modelo e com o desenvolvimento de alguns instru-
mentos na area da astronomia, Copérnico teve varios seguidores, tais como, Galileu
Galilei, Giordano Bruno, Johannes Kepler e outros.

Dentre eles, italiano Galileu Galilei (1564 - 1642) foi fisico, matematico, astronomo,
filésofo e sua importancia para a ciéncia o levou, muitas vezes, ser chamado de pai
da ciéncia durante a Idade Moderna (XV - XVIII). Se interessou e conseguiu um
exemplar de um aparelho utilizado pelos holandeses (grandes navegadores da época),
capaz de aumentar objetos distantes. Aperfeicoou o tal instrumento inventando assim
o telescopio (uma luneta rustica, hoje exposta em um museu em Florenga, na Italia).
Entao, com o uso de um telescopio Galileu estudou a Lua e fez desenhos de suas
crateras. KEssa observacao ficava contraria a ideia de Ptolomeu de esferas perfeitas.
Galileu identificou luas em Jupiter, o que o levou a pensar que, se existe algum corpo
celeste com satélites proprios, entao a Terra também poderia estar em orbita. Estudou
e cartografou as fases de Vénus e seus estudos e previsoes eram coerentes com um
modelo centrado no Sol.

De acordo com Barreto (2010) em fevereiro de 1632 Galileu publicou o livro “ Didlogo
sobre os dois maximos sistemas do mundo” para explorar as visoes centradas no Sol e
na Terra, o que levou o Tribunal da Santa Inquisicao a acusa-lo de heresia, obrigando-o
a negar suas ideias. Entao, ¢ condenado a prisao domiciliar pelo resto de sua vida e seu
livro foi acrescentado a lista de livros proibidos. Considerado transgressor do decreto
de 1616 da sagrada congregacao do Index, que proibe a teoria de Copérnico.

O dinamarqueés e astronomo de renome Tycho Brahe (1546 - 1601), produziu mapas
celestes de alta precisao. Tycho possuia seu préoprio “sistema de mundo” e nao era
copernicano. Criou um modelo misto onde a Terra era o centro do Universo, o Sol
girava em torno da Terra e os planetas giravam em torno do Sol. Passou a vida
fazendo medidas astrondmicas de grande valia para seu discipulo Kepler, que as pode
usar ap0s a sua morte.

Matematico genial e astronomo de excelente percepcao o alemao Johannes Kepler
(1571 - 1630) é responsavel por identificar e interpretar as leis que regem os movimen-
tos dos corpos celestes. Seguidor de Copérnico e de posse das observacoes de Tycho
consegue aprimorar a estrutura da astronomia heliocéntrica.

Kepler determinou que a 6rbita da Terra era aproximadamente circular. De fato,
a trajetoria da Terra em torno do Sol é uma elipse de pouca excentricidade (ver Ta-
bela 3.1), ou seja, quase circular. Entretanto, ao observar a érbita de Marte percebeu
que nao era circular, porém esta tinha consideravel excentricidade.

Definiu o “raio vetor” como um vetor que tem origem no Sol e extremidade em

Marte (ou, generalizando, em qualquer outro planeta), como na Figura 3.5. Assim,
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®Terra

Figura 3.4: Modelo de Tycho Brahe.
Fonte: adaptado de http://soumaisenem.com.br® (Acesso: jul/2016).

Kepler percebeu que a area “varrida” pelo raio vetor ¢ a mesma durante intervalos de
tempo iguais. Isso o levou a concluir que, quanto mais préoximo do Sol, mais rapido

Marte faz seu trajeto.

Figura 3.5: Raio vetor.
Fonte: retirado de Barreto (2010).

Observando Marte, Kepler tirou importantes conclusoes, a primeira delas foi que
a Orbita de Marte nao era circular como imaginava, mas uma Orbita eliptica. Por-
tanto, com esta conclusao, em 1609, enunciou a primeira lei de Kepler (lei das orbitas

elipticas):

e Os planetas descrevem orbitas elipticas, estando o Sol num dos focos, (ver Fi-
gura 3.6(a)).

E ainda, Kepler concluiu que quando estava mais proximo do Sol, Marte tinha
velocidade maior do que quando mais longe. Percebeu que havia uma relagao entre a
velocidade do planeta e sua distancia até o Sol. No entanto, Kepler por ser anterior a
Newton nao usou o conceito de forca gravitacional entre o Sol e Marte para explicar

as variagoes na velocidade do planeta.
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Tabela 3.1: Dados dos planetas do sistema solar.

RAIO DA PERIODO DE

PLANETA ORBITAR REVOLUCAOT T R3 EXCENTRICIDADE
(EM UA) (EM ANOS)

Merciirio 0, 387 0,241 0,058 0,058 0,206
Vénus 0,723 0,615 0,378 0,378 0,007
Terra 1,000 1,000 1,000 1,000 0,017
Marte 1,524 1,881 3,537 3,537 0,093
Jupiter 5,203 11,862 140,70 140,80 0,048
Saturno 9,534 29,456 867,70 867,70 0,056
Urano 19,182 84,01 7058,0 7057,7 0,046
Neturno 30, 058 164, 8 27157 27159 0,010

Fonte: retirada de Artuso e Wrublewski (2013).

Planeta (Marte)

B Orbita eliptica

(a) Primeira Lei de Kepler. (b) Segunda Lei de Kepler.

Figura 3.6: Leis de Kepler.
Fonte: retirado de Barreto (2010).

Na Figura 3.6(b), é possivel observar o trajeto de Marte num trecho distante do
Sol (lado direito da figura) e num trecho proximo do Sol (lado esquerdo da figura).
Kepler observou que, se as duas areas sdo iguais (A; = Ay), entdo os tempos gastos
nos trajetos da esquerda e da direita também sao iguais. Entretanto, reparou que o
espaco percorrido por Marte quando estd mais longe do Sol ¢ bem menor do que o
espaco percorrido no trecho mais proximo do Sol. E ainda, como o tempo ¢ igual,
concluiu que a velocidade é menor, quando Marte esta longe do Sol, e maior, quando
esta perto (BARRETO, 2010). A partir de tais fatos, ainda no ano de 1609, pode

definir a segunda lei de Kepler (lei das areas):

e Os raios vetores dos planetas varrem areas proporcionais aos intervalos de tempo

dos percursos.

Enquanto se passava a Guerra dos Trinta Anos (1618 - 1648), uma década apos
elaborar as duas primeiras leis, Kepler publicou a terceira lei (lei dos periodo ou lei

harménica):

e O quadrado do periodo de revolugao (T) de cada planeta é proporcional ao cubo

de sua distancia média (D) do Sol.
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Esta lei, que pode ser escrita como a Equacao 3.1, determina que planetas com
6rbitas maiores se movem mais lentamente em torno do Sol e, portanto, isso implica

que a forca entre o Sol e o planeta decresce com a distancia ao Sol.

N e (3.1)

Nascido na Franca, René Descartes (1596 - 1650) ao corrigir alguns erros de Galileu
contribuiu muito para a fisica. Pois, para Galileu, além da inércia se aplicar a corpos
livres de forcas em movimento retilineo uniforme, também acreditava que o movimento
circular era inercial. Deste modo, para ele o movimento da Lua em torno da Terra era
“natural”.

Descartes percebeu que o movimento retilineo ¢ inercial e que o circular nao. No
entanto, desaprovava a hipotese da gravitacao e defendia a “hipotese dos vortices”: os
planetas “nadam” sem alternativa num infinito éter, ou “matéria inicial”. Essa matéria
cal numa série de redemoinhos ou vortices nos quais os planetas se movimentam. Esse
movimento, por ser dotado de maior tendéncia centrifuga que o planeta, o retinha em
sua trajetoria orbital, o que também explicaria a 6rbita dos planetas ao redor do Sol
sem que se recorresse a forca gravitacional (BARRETO, 2010).

A contribuicao do inglés Isaac Newton (1643 - 1727) para a ciéncia também ¢é vasta.
Com sua Teoria da Gravitacao Universal consegue explicacao tanto para os movimentos
celestes quanto terrestres e ainda para queda dos corpos, desta forma amplia a aceitagcao
do modelo copernicano de heliocentrismo. Além disso, sua nova teoria justifica de
maneira inédita, as orbitas elipticas, as marés e outros diversos fendmenos.

Ao enunciar que a forca de atracao entre dois corpos depende do produto das massas
e do inverso do quadrado da distancia que os separa, Newton consegue explicar o movi-
mento de um corpo em o6rbita e como coloca-lo em érbita. Expressa matematicamente

pela Equacao 3.2.

G- M- M

F 2

(3.2)

em que M; e M, representam as massas dos corpos; D a distancia entre eles; e G é
uma constante proporcionalidade conhecida como constante da Gravitacao Universal,
no Sistema Internacional de Unidades, G = 6,67 - 107" N - m?/Kg?*.

Exemplo 3.1. Utilizando as leis de Newton, calcula-se a intensidade da forca de atra-

cao gravitacional da Sol sobre a Terra, aproximadamente.

DADOS: massa do Sol (M;) =2 - 10°° Kg
massa da Terra (M) = 6 - 10** Kg
distancia (D) do Sol & Terra = 1,0 - 10*! m
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F

G-M-M,

6,67 -10711-2.10%.6-10*

D2

F~8.-102 N

(1,0 - 1011)2






4 A matematica dos calendarios

No Capitulo 2 deste trabalho, tem-se a relacao dos fatos que levaram os calendérios
em sua maioria possuir estrutura ciclica, por exemplo, o gregoriano, onde cada ano tem
365 dias (exceto anos bissextos), os meses variam de 28 a 31 dias e cada semana tem 7
dias, portanto diante destas observacoes pode-se notar que alguns conceitos matemé-
ticos, como divisibilidade, divisao euclidiana e congruéncia, estao relacionados com o
tema. Ainda neste capitulo foi visto que os babilonicos usavam a base sexagesimal e os
maias a base vigesimal, ou seja, sistemas de numeragao também sao contetidos associa-
dos a construcao dos calendarios. Ja no Capitulo 3 foi visto que os antigos astréonomos
gregos ao tentarem formular o sistema solar envolveram mais um conteido estudado
na matemaética e na fisica, a elipse, razao pela qual a Secao 4.3 discute a no¢ao de co-
nicas. Nesse sentido esse capitulo se preocupa em obter ferramentas (formalizagdo de
conceitos) necessarias para explorar o tema calendéario de modo que possa desenvolver
competéncias e habilidades nos discentes relacionadas a estes contetdos.

Considerando que todos os calendarios estao diretamente associados aos movimen-
tos de translacao da Terra em torno do Sol, de rotagao da Terra em torno dela mesma
e de revolucao da Lua em volta da Terra e que tais movimentos possuem periodicidade,

ou seja, se repetem com intervalos bem definidos.

e (1 dia - 24 horas;

01 més - 28, 29, 30 ou 31 dias;

01 semana - 7 dias;

estagoes do ano - ~ 90 dias (3 meses);

01 ano - 365 ou 366 dias;

eclipse - 18 anos e 11 dias (ciclo de Saros).

E interessante observar que os conceitos matematicos que permitem descrever feno-
menos ciclicos estao associados a divisibilidade, desse modo ¢ possivel instigar a curiosi-
dade dos alunos explorando a tematica relacionando contetidos de histéria e geogréfica

com matemética (interdisciplinaridade).

79
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Os conceitos associados a divisibilidade estao distribuidos ao longo do ensino fun-
damental dos anos finais. De acordo com a Sdo Paulo (2016) a divisao de nimeros
naturais é introduzida no 5% ano nos 1%, no 2% e no 3% bimestres e retomada no 6° ano
no 1% e 4° bimestre. Este conceito deve ser bem compreendido pelos discentes por ser

pré-requisito para outros contetidos como:
e divisao euclidiana;
e méaximo divisor comum (mdc);
e minimo miltiplo comum (mmc);
e algoritmo de Euclides para o mdc;

e critérios de divisibilidade.

Muito embora os conceitos de divisibilidade associados aos calendérios estejam li-
mitados aos ntimeros inteiros positivos, aqui tais conceitos sao apresentados sob uma
perspectiva geral. O tratamento aqui envolve igualmente os inteiros negativos.

Com relacao a geometria , como foi visto anteriormente, as 6rbitas dos plantes em
torno do Sol, da Lua e outros satélites em trono de alguns planetas descrevem uma
forma eliptica. Isso significa que ao apresentar a teméatica de conicas na 32 série do
ensino médio, esse fato pode ser explorado como motivagao, mostrando que um conceito
nao esta limitado em apenas uma area do saber, mas possui conexoes com outras a ser
do conhecimento, ou seja, existe interdisciplinaridade.

Em particular o tema de conicas esta presente no dia-a-dia de varias maneiras, como

nas artes, arquiteturas, velodromos, na publicidade (em logos), etc.

4.1 Divisibilidade em 7Z

De acordo com Hefez (2011) e Milies (2001), a divisdo de um niimero inteiro por
outro nem sempre é possivel, mas pode-se expressar esta possibilidade através da re-
lacao de divisibilidade. Quando nao existir uma relacao de divisibilidade entre dois
nimeros inteiros, ainda assim, serd possivel efetuar uma “divisao com resto pequeno”,
denominada “divisao euclidiana”. O fato de sempre ser possivel efetuar tal divisao
é responsavel por intimeras propriedades dos inteiros que serd explorado nesta e nas

proximas secoes.

4.1.1 Divisao exata

Dados dois ntmeros inteiros a e b, tem-se que a divide b quando existir ¢ € Z tal que

b= a-c, pode-se dizer também que b é um multiplo de a. Esta expressao é denotada
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pela a|b, sendo que a sentenga de negacao é representada por afb, ou seja, nao existe
nenhum ntimero inteiro ¢ tal que b = ¢ - a. Portanto, tem-se que 0 1 a, se a # 0. E

ainda, com a suposicdo de que a | b e seja ¢ € Z tal que b = ¢ - a, tem-se que o nimero

inteiro ¢ é chamado de quociente de b por a e denotado por ¢ = —.

a
A seguir, sao apresentadas algumas propriedades da divisibilidade:

Proposicao 4.1. Sejam a, b, c € Z. Tem-se que:
(i) 1la, ala e alO;
(ii) Sea |beb|c, entioa | c.
Demonstracao:

(i) Isto decorre das igualdadesa =a-1,a=1-ae0=0 - a.

(ii) Dado que a | b e b | ¢ isso implica que existem m e n € Z, tais que b=m - a e
¢ =n - b. Substituindo o valor de b da primeira igualdade na segunda, obtém-se
quec=n-b=n-(m-a)=(n-m)-a Existe k € Z, tal que k = n-m, entao
c=(n-n)=k-a,logo,alc

n
Proposicao 4.2. Para a, b, ¢, d € Z, se alb e c¢|d entdoa - c| b - d.
Demonstracao: Se alb e c|d, entdo Am, n € Z,b=m -aed=mn - c.
Logo, b -d= (m - n)(a - ¢), portanto, a - ¢ | b - d.
Em particular, se a | b, entdo a - c | b- ¢, para todo ¢ € Z. n

Proposicao 4.3. Sejam a, b, ¢ € Z, tais que a | (b+c). Entdo a | b se, e somente se,
a|c.

Demonstracao: Supondo que a | (b+ ¢). Logo, existe f € Z tal que b+c = f - a.
Agora, se a | b, tem-se que existe g € Z tal que b = g - a. Juntando as duas igualdades,
tem-se g - a+c= [ - a, ou seja, segue-se que ¢ = (f — g)a, logo a | c.

A prova da implicacao contraria é analoga.

Por outro lado, se a | (b—c¢) e a | b, pelo caso anterior, tem-se a | —c¢, o que implica
que a | c. m

Conforme Domingues e Iezzi (2003), a relacao entre elementos do conjunto dos ni-
meros inteiros, definida por a | b, introduzida no inicio desta se¢ao goza da propriedade
a seguir.
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Proposicao 4.4. Sea, b, ¢ € Z sao tais que a | b e a | ¢, entao a | (xb+yc), para todo
x, Yy € L.

Demonstracao: Dado que a | b e a | cimplicam que existem m,n € Z, por hipdtese

b=am e ¢ =an. Dai, bx = a(zm) e cy = a(yn). Somando as igualdades, obtemos:
bx + cy = a(xm) + a(yn) = a(xm + yn).

Portanto, a | (zb + yc). =

Proposicao 4.5. Sejam a, b € N. Se a | b, entio a <b.

Demonstragao: De fato, se a | b, existe k € Z tal que b = ka. Como a,b > 0,
segue-se que k € N. Como 1 < k, segue-se que a < ak = b. [

Observe que, em particular, se a € Ne a | 1, entdo 0 < a < 1. Logo, a = 1.
Ainda, visivelmente, a reciproca da Proposicao 4.5 nao é valida, pois, por exemplo,3 <

5; e, entretanto, 3 nao divide 5.

Note que pelas proposicoes 4.1(i), 4.1(ii), 4.5, tem-se que a divisibilidade ¢ uma

relacao de ordem, isto é, goza das seguintes propriedades:
(i) é reflexiva: Va €N, a | a.
(i) é transitiva: Va,bece€N,sea|beb|c, entdo a|ec.

(iii) é anti-simétrica: se Vaeb e Na|beb|a,entdo a="b.

As proposicoes a seguir sao de grande utilidade.

Proposicao 4.6. Sejam a, b € Z e n € N. Temos que a — b divide a™ — b".

Demonstracao: Seja P(n) a proposi¢ao “a — b divide a" — b™”.

Por indugao sobre n, tem-se:

Caso particular: Para n — 1, a — b divide a* — b* = a — b. Portanto, P(1) é
verdadeira.

Passo indutivo: Agora, supondo que vale P(n), ou seja, que a — b | a™ — b" é

verdadeira para n > 1. Deve-se mostrar que P(n + 1) é verdadeira. Logo,

a™t — " = aa™ — ba™ + ba" — bb" = (a — b)a™ + b(a" — b"). (4.1)
Como a —b | a— b e, por hipotese de indugao, a — b | a™ — b", decorre da igualdade
4.1 e da Proposicdo 4.4 que P(n+1) é verdadeira, ou seja, a — b | "™ —b"! & valida.

Portanto, pelo Principio de Inducao Finita P(n) é valida para todo n € N. n
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Proposicao 4.7. Sejam a, b € Z e n € N. Temos que a + b divide a*" ™" + v*" 1,

Demonstracio: Seja P(n) a proposicio “a + b divide a*" ™ + p*" 17,

Por indugao sobre n, tem-se:

Caso particular: Para n = 0, a + b divide o' + b" = a + b. Portanto, P(0) é
verdadeira.

Passo indutivo: Agora, supondo que vale P(n), ou seja, que a-+b divide a*" ™ 4-p*"!

¢ verdadeira para n > 0. Deve-se mostrar que P(n + 1) é verdadeira. Logo,

a2(n+1)+1+b2(n+1)+1 _ a2a2n+1_b2a2n+1+b2a2n+1+b262n+1 _ (a2_b2)a2n+1+62(a2n+1+b2n+1)‘

(4.2)

Como a + b divide a*> — b* = (a + b)(a — b) e, por hipotese de inducio, a + b |

a® ™ 4 p*"*1 decorre das igualdades 4.2 e da Proposicdo 4.4 que P(n + 1) vale, ou
seja, a + b | 2D L p20EDHL 6 verdadeira.

Logo, pelo Principio de Indugdo Finita P(n) é valida para todo n € N. n
Proposicao 4.8. Sejam a, b € Z e n € N. Temos que a + b divide a** — b*".

Demonstracio: Seja P(n) a proposicio “a + b divide " — b*"".

Por indugao sobre n, tem-se:

Caso particular:

Para n = 1, a + b divide a® — b* = (a + b)(a — b). Logo, P(1) é verdadeira.

Passo indutivo:

Agora, supondo que vale P(n), ou seja, que a + b divide a® — b* = (a + b)(a — b) é
verdadeira para n > 1. Deve-se mostrar que P(n + 1) é valida. Logo,

a2(n+1) . b2(n+1) — a2a2n . b2a2n + b2a2n . b2b2n — (aZ . b2)a2n + b2(a2n . b2n) (43)

Como a+b | a®>—b? e, por hipdtese de inducdo, a+b | a®"—b*", decorre das igualdades
4.3 e da Proposicao 4.4 que P(n + 1) é verdadeira, ou seja, a + b | a2V 4 p?("+) ¢
valida.

Logo, pelo Principio de Indugdo Finita P(n) é valida para todo n € N.

4.2 Divisao euclidiana

Segundo Domingues e Iezzi (2003), existem infinitos casos de pares de nimeros

inteiros onde nenhum dos dois niimeros é divisor ou multiplo do outro, porém sempre
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¢ possivel efetuar a divisao de dois numeros inteiros, com resto, ou seja, a “divisao

com resto”, denominada divisdao euclidiana. Assim, com o uso iterado dessa divisao,

Euclides, em os “FElementos, em 300 a.C., estabelece o algoritmo euclidiano, método

eficiente para se calcular o maximo divisor comum de dois niimeros positivos.

Teorema 4.1 (Divisao Euclidiana). Sejam a e b € Z, a # 0. Ezistem dois unicos

nimeros inteiros q e v tais que b=a-q+r, com 0 <r < |al.

Demonstracgao:
Considerando o conjunto S = {z =b—ay;y € Z} N (NU{0}).

i)

ii)

Ezisténcia: pela propriedade arquimediana', existe n € Z tal que n(—a) > —b,
logo b — na > 0, o que mostra que S é nao vazio. O conjunto S é limitado
inferiormente por 0, portanto, pelo Principio da Boa Ordem?, tem-se que S possui

um menor elemento r. Supondo entao que r = b — aq. Sabe-se que r > 0.

Deve-se provar que r < |a|. Supondo por absurdo que r > |a|. Logo, existe
s € NU{0} tal que r = |a| + s, portanto, 0 < s < r. O que contradiz o fato de

r ser o menor elemento de S, pois s=0— (¢t 1)a € .S, com s < r.

Unicidade: Supondo que b= aq+r =aq +7r', em que q,¢,r,7’' € Z,0 < r < |a|
e 0 <71 <lal

Desse modo, tem-se que — |a| < —r <1’ —r < |al.

Logo, |r' —r| < |a]. Por outro lado, a(q — ¢') = " — r, o que implica que
la| |¢ — ¢'| = |r' — 7| < |a|, o que somente & possivel se ¢ = ¢ e, consequentemente,
r=r'.

]

Observagao 4.1. Geralmente, os livros didaticos de matematica do 3° ano do ensino

fundamental explica o algoritmo da divisao euclidiana, esquema simples: dividendo =

divisor - quociente + resto, como pode ser visto na Figura 4.1.

Dividendo | Divisor

Resto Quociente

Figura 4.1: Algoritmo da divisao euclidiana.

Nas condicoes do teorema 4.1, tem-se que a é o divisor, b o dividendo, q ¢ o quociente

e r é o resto da divisao de b por a.

'Dados a,b € N com O < a < b, existe n € N tal que na > b.
2Para todo conjunto A C N com A # 0, Ja € A, tal que a < z, Vx € A.
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Observacao 4.2. Na divisao euclidiana, tem-se que o resto da divisao de b por a ¢

zero se, e somente se, a | b.

Corolario 4.1. Dados dois nimeros a,b € N, existe um niumero n € Z tal que na <
b<(n+1a.

Demonstracgao:
Pela divisao euclidiana existem ¢,r € Z onde 0 < r < a, univocamente determina-

dos, tais que b = a - ¢ + r. Agora basta tomar n = q. n

Exemplo 4.1. Dado um ntmero n € Z qualquer, tem-se duas possibilidades:

i) o resto da divisdo de n por 2 é 0, ou seja, Ik € N tal que n = 2k; ou

ii) o resto da divisao de n por 2 é 1, ou seja, 3k € N tal que n = 2k + 1.

De acordo com Domingues e Tezzi (2003) e Hefez (2015), pelo Exemplo 4.1, tem-se
que os numeros inteiros se dividem em duas classes, a dos niimeros pares da forma 2k
para algum k € Z e a dos nimeros impares da forma 2k + 1. Pitagoras, em 500 a.C.,
classificou os nimeros naturais em pares e impares.

A paridade de um ntimero inteiro é a caracteristica do ntimero ser par ou fmpar. E
facil determinar a paridade da soma e do produto de dois ntimeros a partir da paridade
dos mesmos.

Com relagao a soma tem-se:

(i) A soma de dois niimeros pares é par.
De fato, a soma de dois niimeros escritos na forma 2m e 2n é dada por 2m+2n =
2(m+n),3k € Z; k = m + n, entao 2(m + n) = 2k. Portanto, o resultado é um

numero par.

(ii) A soma de dois ntimeros impares é par.
De fato, a soma dos nimeros da forma 2m+1 e 2n+1 é dada por 2m+1+(2n+1) =
2(m+n+1),3k € Z;k = m + n + 1, entdo 2(m + n + 1) = 2k. Portanto, esta

soma resulta em um ndmero par.

(iii) A soma de um nimero par com um nimero impar é impar.
De fato, a soma de um nimeros da forma 2m com o outro 2m + 1 é dada por
2m+ (2m+1) = 2(m+n) + 1,3k € Z;k = m + n, entdo 2(m + n) = 2k + 1.

Logo, o resultado desta soma é um ntmero impar.

Com relagao ao produto tem-se:
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(i) O produto de dois niimeros pares é par. De fato, o produto de dois nimeros da
forma 2m e 2n é 2m - 2n = 4mn, Ik € Z; k = 2mn, entao 4mn = 2(2mn) = 2k,

logo, este produto resulta em é um nimero par.

(ii) O produto de um namero par por um ntimero impar é par.
De fato, o produto de um nimero da forma 2m com um nimero da forma 2n
+ 1 é dado por 2m - (2n+1),3k € Z;k = m(2n + 1), entdo 2m(2n + 1) = 2k.

Portanto, o resultado deste produto é par.

(iii) O produto de dois nimeros impares ¢ {mpar.
De fato, o produto dos niimeros da forma 2m + 1 e 2n+ 1 é dado pela expressao:
22mn+m+n)+1,3k € Z; k = 2mn+m+n, entdo 2(2mn+m+n)+1 = 2k + 1.

Logo, o produto de dois ntimeros impares resulta em um nimero fmpar.

Observacao 4.3. Dados a, b € N com a < b, o nimero de miltiplos nao nulos de a

menores ou iguais a b ¢ igual ao quociente da divisao de b por a.

Exemplo 4.2. Para a = 5 e b = 93, portanto, pela divisao euclidiana, 93 =5 - 18 + 3.

Os multiplos de 5 menores ou iguais a 93 sao:

M(5) = {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,90}

18

4.3 Sistemas de numeracao

Conforme Santos (2014), referente ao processo de contagem muitas maneiras dife-
rentes foram desenvolvidas e sempre relacionadas as relacoes biunivocas. Além disso,
todo sistema de numeracao possui um conjunto de simbolos, utilizados para representar
quantidades e também permite realizar operagoes numeéricas.

Em torno de 500 d.C., na India, surgiu o sistema de numeracdo decimal posicional
que é usado atualmente na maior parte do mundo. Porém, este sistema foi difundido
na Europa por volta de 825 d.C. pelo matematico arabe Mohamed Ben Mussa Al
Khawarismi, entao o sistema ficou conhecido como sistema indo-arabico. Este sistema
de numeracgao é uma variante do sistema sexagesimal utilizado pelos babilonios 1700
a.C. como ja foi mencionado no Capitulo 2 (MIYASCHITA, 2002; HEFEZ 2011).

Existem outros sistemas de numeracao em uso, em particular os sistemas binario,
quaternario, octal e hexadecimal ou de base 2, 4, 8 e 16, respectivamente, que sao
usados em computacao. Entretanto, é possivel perceber a influéncia de outros sistemas
de numeragdo no cotidiano. Por exemplo, o dia que é dividido em 24 horas (dois
“blocos” de 12 horas), ainda, a hora é dividida em 60 minutos e os minutos em 60
segundos. Observa-se uma grande influéncia do sistema duodecimal (de base 12) e
sexagesimal (de base 60).

Os sistemas de numeragao sao conceitos tratados no ensino fundamental dos anos

finais durante os 52, 62 e 7% anos, de acordo com a Sao Paulo (2008).
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Na proxima Secao serd tratada a representacao dos ntimeros naturais, pois 0 tem
seu proprio simbolo e todo nimero inteiro negativo é representado por um nimero

natural precedido pelo sinal —.

4.3.1 Representacao dos nimeros naturais

No sistema de numeracao decimal posicional a base de contagem é 10, pois o sistema
decimal possui 10 simbolos representativos, denominados algarismos ou digitos, os quais
sao representados pelos ntimeros naturais: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9, acrescido do simbolo
0 (zero), que representa a auséncia de algarismo.

Este sistema também denominado posicional, pois cada algarismo ou digito, além
do seu valor intrinseco, tem um peso que lhe é atribuido em funcao da posicao que
ele ocupa no nimero. Esse peso esta sempre relacionado a poténcia de dez, variando
da seguinte forma: o algarismo da extrema direita tem peso 1; o seguinte, sempre da
direita para a esquerda, tem peso dez; o seguinte tem peso cem; o seguinte tem peso

mil, etc.

Exemplo 4.3. O ntimero 21039, na base 10, tem a representacao:
2-10*+1-10°+0-10>+3-10" +9- 10°.

Vale ressaltar que cada algarismo de um ntimero tem uma ordem contada da direita
para a esquerda. No Exemplo 4.3, tem-se que o algarismo 9 é de primeira ordem,
enquanto que o 3 é de segunda ordem e assim por diante.

Cada terna de ordens, forma uma classe, também sao contadas da direita para a
esquerda. As classes podem ser separadas umas das outras por meio de um ponto.

As primeiras classes e ordens sao classificadas a seguir:

unidades
Classe das Unidades dezenas

centenas

unidades de milhar
Classe do Milhar dezenas de milhar

centenas de milhar

unidades de milhao
Classe do Milhao dezenas de milhao

centenas de milhao
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Os sistemas de numeracao posicionais baseiam-se no préoximo teorema, o qual é

uma aplicacao da divisao euclidiana.

Teorema 4.2. Dados dois numeros naturais a e b, com b > 1, existem nimeros

naturais ag,ay,--- ,a, menores do que b, univocamente determinados, tais que a =
aph® + arb' + asb® + -+ a,b", onden >0, a; 40 e 0 <i<n, tem-se que 0 < a; < b.

Demonstracao:

i)

ii)

Existéncia: Usando o Segundo Principio de Indugao Matematica sobre a.
Se a < b, entao a = a. Tomando a > b e admitir, por hipotese, 3¢ € Z;1 < ¢ < a,
essa representacao seja possivel. Aplicando a divisao euclidiana para a e b, obtém-

se:
a = bg+ ag, com 0 < a; <b.

Observe que nao pode ocorrer a < ¢q. De fato, como b > 1, entao bqg > q e por
essa hipotese, tem-se bg > a e logo, bqg + ag = a > a. Portanto, 1 < ¢ < a e pela

hipotese de inducao:
q=ab’ +ad' + - +a,b"", com 0 < aq; <b;a, #0.

Consequentemente,

a = b(ab® + axh' + -+ + a,b" ) = agh” + arb' + axb® + - - + a,b".

Unicidade: Novamente, pelo Segundo Principio de Inducao Finita sobre a.
E trivial para a < b.

Seja a > b e supondo que a unicidade se verifica para todo ¢ tal que 1 < ¢ < a.

Supondo ainda que

a = agh® + a1b' + axb® + - - + a,b" = abbo + allbl + afzb2 + e+ a;bs,
onde 0 < a; < b. Logo,

a = b(arb® + agh + - - - + @b 4 ag = b(ayb® + agb' + - 4+ a b + aq

Como ag < b e ay < b, a divisdo euclidiana (unicidade) garante que ay = a e
arb’ + azb! + - 4 a b = allbo + a;bl + -+ a;bs’1 = ¢. Como ¢ < a, entao,
pela hipotese de indugao, n —1 = s — 1, segue que, n = s e a; = a/l, ay = a;, cee

!
an, = a
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A representacao dada no Teorema 4.2 é denominada de expansao relativa a base b.
Assim, quando b = 10, essa expansao é chamada decimal, e quando b = 2, a expansao
¢ binaria.

A demonstracao deste teorema, ainda, gera um algoritmo para determinar a expan-
sao de um niamero qualquer com relacao a base b.

Assim, aplicando, sucessivamente, a divisao euclidiana, como segue:

a:bq0+ro, 7’0<b,
qgo =bq1 +11, 71 <D,
q1 = bqy + 19, o < b,

Como a > q9 > q > --- , em um certo ponto, tem-se ¢, 1 < b. Logo, de
Gn-1 = bg, + 1y, decorre que ¢, = 0, o que implica 0 = ¢, = @11 = Qnio = - - -, €, logo,
O0=7p41="Tpro=---. Entaoa=rog+mb+---+r,0".

A expansao na base b fornece um método para representar os niimeros naturais.
Escolhendo um conjunto S de b simbolos S = sg,$1, -+ ,Sp_1, com sg = 0, para re-
presentar os nimeros de 0 a b — 1. Seja a € N na base b e x; algarismos, tais que,

0<a;<b,ondes=0,1,---,n, entao este pode ser escrito:
a4 = ApQdp—1 * - - A10g,
com ag,--- ,a, € S, e n variando, dependendo de a, representando o niimero
a=ag+ ab+---+a,b".

No sistema decimal, ou seja, b = 10, tem-se S =0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

De acordo com Paterlini (2013), caso haja necessidade de esclarecer em que base o

nimero se encontra, pode-se usar a seguinte notacao:

(@nGp_1---arap)p

Ea representacao a,a,_1 - - - a1ag em um sistema de base b, os valores a; chamam-se
b-digitos. Se b for 2 os valores a; também podem ser chamados de digitos binéarios. A
representacao de uma base qualquer precisa de uma notacao de modo que nao tenha
confusao com a base dez sempre que for usados para algarismos os mesmos simbolos

da base dez. Ainda é possivel passar um nimero de uma base para outra, ou seja,

(ananfl Tt a1a0>b1 = (ananfl Tt alao)bg-

Exemplo 4.4. Para determinar a expansao na base b = 2 do niimero 47.

Aplicando a divisao euclidiana, sucessivamente, tem-se
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47=2-23+1

23=2-11+1
11=2-5+1
0=2-2+1
2=2-1+0
2=2-0+1

Esquema:

o

Portanto, o (47)1p = (101111)s,.
Exemplo 4.5. Determinar o niimero (12022)3 na base decimal:

12022 = 1-3*4+2.-334+0-32+2-314+2.3°
= 814+54+0+6+2
143

Portanto, (12022)3 = (143)10

4.3.2 Critérios de divisibilidade

Os critérios de divisibilidade consistem em algumas regras, aplicadas aos niimeros
inteiros, que permitem determinar se um nimero é ou nao divisivel por um outro
determinado ntamero.

Apesar dos critérios de divisibilidade nao aparecerem na grade curricular do es-
tado de Sao Paulo, cabe ao professor introduzir tais conceitos no 6° ano do ensino
fundamental ao serem estudadas as operacoes com ntmeros naturais durante os dois
primeiros bimestres, de modo a estimular o raciocinio légico dos alunos, que possam
depois aplicar na decomposicao de niimeros em fatores primos e também na resolugao
de problemas. E, ainda, no primeiro bimestre do 72 ano o contetido pode ser explorado,
antes de ser trabalhado o contetido de potenciacao. Além disso, o ensino de congruén-
cia e aritmética modular durante o ensino médio podem levar o professor a retomar

estes conceitos.
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Para as proposicoes a seguir, considere um nimero natural a representado na forma
a = a,---ayag, onde a; sdo algarismos (ou digitos) decimais, ou seja, a; € N, 0 < a; <
10 tal que 0 <i<nea;#0.

Proposicao 4.9. Um niumero natural a € par se, e somente se, o algarismo das uni-

dades for par, ou seja, ag = 0, 2, 4, 6 ou 8.

Demonstracao: Seja a representacao decimal de um nimero natural a dada por

a=a, 10"+ - +ay-10*+ a; - 10 + ag, como 10 = 2 - 5 ao substituir em a, tem-se:
a:2~(an-5”-2”’1+-~-+a2~52~2—|—a1-5)+a0,

,parak € Ntal que k = a,-5"-2" ' +..-4ay-5%-2+as -5, logo, a = 2 k + ay, onde
ap € o algarismo da unidade de a.

Se a é par ag = n — 2 - k também ¢é par, pois a diferenca de ntimeros pares resulta
um nimero par.

Reciprocamente, se ag é par , entao k = 2 - a + ap ¢ par, pois, por paridade, tem-se

que a soma de dois niimeros pares resulta em par. [

Proposicao 4.10. Um nimero natural a € divisivel por 5 se, e somente se, o algarismo

das unidades for divisivel por 5, ou seja, ag =0 ou 5.

Demonstracao: Seja a representacao decimal de um nimero natural a dada por
a=a, 10"+ --4ay-10* 4+ a1 - 10 + ag, tem-se:

a=10-(a, 10" 4+ - +ay-10 + a1) + ao,

para k € Ntal que k = a, - 10" '+ - 4+ ay - 10 + aq, logo, a = 10 - k + ag, onde ag é o
algarismo da unidade de a.
Como 10 é divisivel por 5, tem-se que a é divisivel por 5 se, e somente se, aq for

divisivel por 5. Porém, isso ocorre se, e somente se, ag = 0 ou 5. [

Proposicao 4.11. Um numero natural a é divisivel por 10 se, e somente se, o alga-

rismo das unidades for divisivel por 10, ou seja, ag = 0.

Demonstracao: Seja a representacao decimal de um nimero natural a dada por
a=a, 10"+ -4 ay-10* 4+ a1 - 10 + ag, tem-se:

a=10-(a,-10""+ - +ay- 10+ a;) + ao,

para k € Ntal que k = a, - 10" '+ - 4+ ay - 10 + aq, logo, a = 10 - k + ag, onde ag é o

algarismo da unidade de a.
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Como 10 é divisivel por 10, tem-se que a é divisivel por 10 se, e somente se, ag for

divisivel por 10. Porém, isso ocorre se, e somente se, ag = 0.

Proposicao 4.12. Um numero natural a ¢ divisivel por 3 se, e somente se, a soma
dos seus algarismos formar um nimero divisivel por 3.

Demonstragao:
Seja a representacao decimal de um ntmero natural a dada pela igualdade a = a,, -

10"+ -+ 4 as - 10* + a1 - 10 + ag, subtraindo a soma a, + - - - + a; + a desta igualdade,
tem-se:

a—(ap+--+a+a) =a, - 10"+---+a;-10+ap— (an+ -+ a1+ ay) =
(10" —1) - an + -+ (10 — 1) - ay,

ou seja,

a:(10”—1)-an+--~—|—(10—1)-a1+(an+---+a1+ao). (44)

Observe que para n um numero natural nao nulo, tem-se:

10" —=1=11...1x9.

n—vezes

Logo, todos os nimeros da forma 10" - 1 sao divisiveis por 9 e também por 3, pois
9 ¢ divisivel por 3.

Portanto, a expressao 4.4 pode ser escrita na forma:
a=(a,+- --+a +ay)+9-k,

para algum k € Z, tal que 9- k= (10" — 1) - ap, +---+ (10 — 1) - a4.
Portanto, pela Proposicao 4.3, a é divisivel por 3 se, e somente se, a,, + - -+ a1+ ag

é divisivel por 3. [

Proposicao 4.13. Um niumero natural a é divisivel por 9 se, e somente se, a soma

dos seus algarismos formar um numero divisivel por 9.

Demonstracgao:
Seja a representacao decimal de um nimero natural a dada pela igualdade a = a,, -
10"+ - - - +as - 10> 4+ a; - 10 + ag, subtraindo a soma a,, + - - - + a1 + ao desta igualdade,
tem-se:

a—(an+---+a+ap) =a, 10"+ +a110 +ag — (an + -+ + a1 + ag) =
(10" —1) - ap+---+ (10 = 1) - a4,
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ou seja,
a=(10"=1)-a,+---+(10=1)-a; + (an + -+ + a1 + ao). (4.5)

Observe que para n um numero natural nao nulo, tem-se:

n—vezes

Logo, todos os ntimeros da forma 10" - 1 sao divisiveis por 9.

Portanto, a expressao 4.5 pode ser escrita na forma:
a=(an+---+a +ay)+9-Fk,

para algum k € Z, tal que 9- k= (10" — 1) - a, +---+ (10 — 1) - a1.
Portanto, pela Proposicao 4.3, a é divisivel por 9 se, e somente se, a,, + - - -+ a; + ag

é divisivel por 9. m

Nao é comum abordar o critério de divisibilidade por 7, tanto no ensino fundamen-
tal, médio e até mesmo na graduagao, assim como muitos outros critérios, porém neste
trabalho foi visto que o nimero 7 foi muito importante na formacao dos calendarios
(quantidade de dias da semana devido ao movimento de revolucao da Lua em torno do

Sol), portanto, a seguir sera apresentada a proposigao relacionada a 7.

Proposicao 4.14. Um nimero natural a € divisivel por 7 se, e somente se, o nimero
que nao contém o dltimo algarismo (a, .. .asay) subtraido do dobro do ultimo algarismo

for divistvel por 7, ou seja,
7] [(an - 10" +ap - 10" 24 - +ay-10+a;) — 2 - agl.

Demonstracao: Seja a representacao decimal de um nimero natural ¢ dada pela
igualdade a = a, - 10" 4+ -+ - + ay - 102 +a; - 10 + ag, entao dk € 7Z, tal que a, - 10" +
o day- 1024+ a; - 10+ ag = 7 - k, ou seja,

ag= T-k—(ay,-10" 4+ ap_, - 10"+ +ay-10% 4+ a, - 10)
= 7-k—10-(ap-10" "+ ap_ - 10" 24 +ay- 10+ a) (4.6)

v~

l

Sejal € Z, tal que l = a, - 10"  +a,_1-10" 2+ +ay- 10+ a1, a expressdo 4.6 fica:

ap="7-k—10-1 (4.7)

Desse modo,
an-10" i ay 104 a1 —2-a9g= 1 —2-ag
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Da expressao 4.7, tem-se:

-2 ag= 1—2-(T-k—10-1)
= 1 —14-k+20-1
= 21-1—14 -k
= 7-(3-1-2-k).

Logo, 7| 7-(3-1—2-k),ouseja, 7|1 —2-a.
Portanto, 7 | [(a, - 10" ' 4+ a,_1 - 10" 2 + -+ ay- 10+ a1) — 2 - ag).

Reciprocamente, se 7 | [(a, - 10" +a,_1 - 10" 2 +-- -4 ay- 10+ a;) — 2 - agl, entdo
ds € Z tal que a, - 10" +a,_; - 10" 2 +---4ay-104+a1 —2-a9 =T s, isto &,

an-10" 14, 1 10" 2+ 4 ay-10+a, =754+ —2-ag
Porém,

ap- 10" +...4+a;-104+ag= 10-(a,- 10" '+ ... +a1) + ag
= 10-(7-s+2-ag) + ao
= T70-s+20-ag+ ag
= T70-s+21-ag
= 7-(10-s+3-ap).

Logo, 7| 7-(10-s+3-ag), ou seja, 7 | ap- 10" + ...+ a; - 10+ ay. Portanto, 7| a m

A representacao binéria tem peculiaridades interessantes. Assim, um corolario ime-

diato do Teorema 4.2 é apresentado a seguir.

4.4 Congruéncia

Apesar do conceito de congruéncia estar presente nas provas da Olimpiadas Brasi-
leira de Matemaética das Escolas Publicas (OBMEP) para os alunos do ensino funda-
mental dos anos finais, assim como os critérios de divisibilidade, este conteiido também
nao pertence a grade curricular de matemaética da educacao basica. No entanto, poderia
ser um assunto a ser introduzido no ensino médio, pois frequentemente os restos das di-
visoes sao usados para resolver problemas relacionados a contetidos de tais séries, como
nas progressoes aritméticas, fenomenos periodicos, além de diversos assuntos relacio-
nados ao cotidiano como as criptografia, cédigo de barras, documentos de identidade,
calendérios, entre muitos outros.

De acordo com Domingues (1991), o conceito de congruéncia, assim como sua no-
tacao utilizada até hoje como instrumentos para trabalhar com tal conceito, foi in-
troduzido pelo, matemético alemao Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), em sua obra
“Disquisitiones arithmeticae” publicada em 1801.

Nesta secao sera tratada uma aritmética com o restos da divisao euclidiana.
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Definicao 4.1. Sejam a, b e m numeros inteiros, tal que m > 1. Diz-se que a €
congruente a b, mddulo m, se os restos divisao de ambos por m sao iguais. Notagao:

a=b modm.

Por exemplo, 44 = 30 mod 7, pois os restos da divisao de 44 e de 30 por 7 sao iguais
a 2.

Observacao 4.4. Quando a e b ndao sao congruentes moédulo m, denota-se a Z b mod

m.

As proposicoes a seguir sao consequéncia da definicao 4.1.

Proposicao 4.15. Seja a e b e Z; m € N, tem-se que a = b mod m se, e somente se,

m | a—b.

Demonstragao:

Supondo a = b mod m, por definicdo, a — b =m - k, isto é,
a=b+m-k, (4.8)

com k € Z.
Sejam ki e r € Z, onde ki é o quociente e r o resto da divisao euclidiana de a por

m, tem-se:
a=mk;+r, (0<r<m). (4.9)

Segue das igualdades 4.8 e 4.9 que:
b+m-k=m-ky +r,

entao,
b=m-(ky—Fk)+r (0<r<m).

Logo, r também ¢é o resto da divisao de b por m.

Reciprocamente, supondo que a divisao euclidiana de a e b por m deixam o mesmo

restos (r). Entao, pelo algoritmo da divisdo, pode-se escrever:
a=m-ki+reb=m-ky+r, (0<r<m),
onde ki e ko € Z. Logo, subtraindo membro a membro dessas igualdades:
a—b=m-(k —ky)+r—r.
Portanto, a — b =m - (k; — k2) o que implica que m | a — b.

Logo, a = b mod m. n

A definicao 4.1, da qual estabelece a relacao de congruéncia, satisfaz as propriedades

a seguir.
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Proposicao 4.16. Seja m € N. Para todos a, b, c € Z, tem-se que:
(i) a =a mod m (reflexiva);
(i) se a =b mod m, entdo b= a mod m (simétrica);
(11i) se a =b mod m e b = c mod m, entdo a = ¢ mod m (transitiva).
Demonstracao:
(i) m |0, ou seja, m | a — a, entdo a = a mod m.

(ii) Se a = b mod m, entdo a —b=m -k, com k € Z.

Logo, b —a = —(m - k) = m - (—k), portanto, b = a mod m.

(iii) Se a = b mod m e se b = ¢ mod m, entao Ikq, ko € Z, tais que:
a—b=m-kieb—c=m-ky

Logo,a—c=(a—b)+(b—c)=m- -k +m-ky =m- (ki + ky) e isto significa

que a = ¢ mod m.
[

Observagao 4.5. Pelas propriedades 4.16(i) reflexiva, 4.16(ii) simétrica e 4.16(iii)

transitiva, tem-se que a congruéncia é uma relacao de equivaléncia.

Do fato da congruéncia ser uma relacao de equivaléncia, tem-se que satisfaz as

proposicoes as seguir.
Proposicao 4.17. Sejam a, b, ¢, d € Z e m € N, tem-se:

(i) a=b modm ec=dmodm <= a+c=b+d modm.
(1)) a =b modm ec=dmodm <= a-c=b-d modm.
(11i) a =b mod m <= a" =b" mod m; n € N.

Demonstragao:

(i) Seja a = b mod m e ¢ = d mod m, ou seja, m | a —b e m | ¢c — d entdo, existem
ki e ky € Z, tais que a —b =m -ky e c—d = m - ky. Logo, somando ambas

igualdades, tem-se:
(a+c)—(b+d)=m-ki+m-ky=m- (ki + k2).

Portanto, m | (a +¢) — (b+ d), entdo, a + ¢ = b+ d mod m.
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(ii) Seja a = b mod m e ¢ = d mod m, ou seja, m | a —b e m | ¢ — d entdo, existem
ki e ky € Z, tais que a —b=m-ky e c—d = m - ky. Porém, utilizando-se da

identidade a seguir:

a-c—b-d= a-c—b-c+b-c—b-d
= c-(a—b)+b-(c—d)
= c-m-ki+b-m-ky
= m-(c-k1+b-m-ky).

Portanto, m | a-¢c—b-d, isto é, a-c=0b-d mod m.

(iii) Seja a = b mod m.
Por inducao sobre n.
Seja a" = b" mod m; n € N, tem-se:
Caso particular:
Paran =1, a* = b' mod m = a = b mod m; n € N, portanto, P(1) & valida.
Passo indutivo:
Supondo que P(n) é verdadeira, ou seja, a™ = b" mod m; n € N é valida. Deve-se

provar para P(n + 1) é verdadeira. Entao,

a” =b" mod mea=>bmodm

Pela proposigao 4.17(ii), tem-se:

n

a”-a=0b"-bmod m=a"" = pnt!

mod m.

Logo, a proposicao é verdadeira para P(n+1), para todo natural n+ 1. Portanto,

pelo Principio de Indugdo Finita P(n) é valido para todo natural n > 1.

Proposicao 4.18. Sejam a, b, ¢, € Z e m € N, tem-se:
(1) a=bmod m <= a+ c= b+ c mod m.
(i1) a =b mod m <= a-c=b-c modm.
Demonstracao:

(i) Seja a = b mod m, entdo m | a — b.

Pela identidade (a + ¢) — (b + ¢), tem-se que m | (a + ¢) — (b + ¢). Portanto,

a+c=b+cmodm.

Reciprocamente, se a + ¢ = b + ¢ mod m, entdao m | (a + ¢) — (b + ¢), ou seja,

m | (a —b) + (¢ — ¢), o que implica que m | a — b. Portanto, a = b mod m.
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(ii) Seja a = b mod m, entdo m | a — b, isto é, a — b = m -k, k € Z. Logo,
c-(a—b) =c-m-k, oque implica que, a-c—>b-c = m- (c- k), portanto,

ml|a-c—b-c entdo a-c=0b-cmod m.
n

Proposicao 4.19. Sejam a, b, c€ Z ed,m € N. Sec-a =c-b mod m e mdec(m,c)

m
=d, entao a = b mod —.

d
Demonstragao: Seja ¢-a = c¢-bmod m e mdc(m,c) = d, entaom | c-a—c-b, 0

que implica que m | ¢+ (a — b). Logo, ¢- (a —b) = m - k, para algum k € Z. Dali,

c m
Zla—-b) = = .k
d (a ) d 7
onde mdc(g, %) — 1. Entao, % | a — b e, portanto, a = b mod %

Corolario 4.2. Sejam a, bjc € Z e m € N. Sec-a =c-b mod m e mdc(c,m) = 1,

entdo a = b mod m.

Corolario 4.3. Sejam a, b, ¢, p € Z e p € primo. Sec-a=c-bmodp e p{c, entao
a=b mod p.

4.4.1 Sistema completo de residuos

Seja a congruéncia uma relacao de equivaléncia sobre Z, para m > 0, determina-se

sobre o conjunto dos inteiros uma particao em classes de equivaléncia, moédulo m.
Exemplo 4.6. Se m = 7, suas classes de equivaléncia sao:

{...,=21,-14,-7,0,7,14,21,...,73,.. .},
{...,—20,-13,-6,1,8,15,22,...,7Ti+1,...},
{...,=19,-12,-5,2,9,16,23,...,7i + 2,...},

De fato,
=2l =-M4=-"T=0=T=14=21=.. =T = mod 7,
=-20=-13=-6=1=8=15=22= =T7i+1=...mod7,
=—-19=-12=-5=2=9=16=13= =T7i+2=...mod 7,

ou seja, dois elementos de uma mesma classe sao congruentes entre si, médulo 7, porém,
se dois elementos sao de classes de equivaléncia distintas, entao nao ha congruéncia

entre eles.
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Exemplo 4.7. Considerando o calendario do més de margo de 2017.

’ Domingo ‘ Segunda ‘ Terca ‘ Quarta ‘ Quinta ‘ Sexta ‘ Sabado ‘

1 2 3 4
) 6 7 8 9 10 11
12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30 31

Como pode-se notar cada coluna possui um dia da semana, dos quais os nimeros do
més sao congruéntes entre si moédulo 7. Observe os niimeros nas colunas e as respectivas

classes de equivaléncia.

Domingo os niimeros sao conguentes a 5: {5,12,19,26};
Segunda os niimeros sdo conguentes a 6: {6,13,20,27};
Terca os numeros sdo conguentes a 7: {7,14, 21, 28};

Quarta os ntumeros sdo conguentes a 1: {1,8,15,22,29};
Quinta os numeros sao conguentes a 2: {2,9,16,23,30};
Sexta os niimeros sdo conguentes a 3: {3,10, 17,24, 31};

Sabado os nimeros sao conguentes a 4: {4, 11,18, 25}.

No entanto, no més de abril de 2017 dia 1° é sdbado, 2 é domingo, 3 é segunda,
4 é terca, b é quarta, 6 é quinta e 7 é sexta. Assim para saber o dia da semana
que corresponde 27 de abril de 2017, basta encontrar um ntimero entre 1 e 7 que seja
congruente a 27 modulo 7, ou seja, a divisao euclidiana de 27 por 7 é: 27 =7 -3 + 6.
Portanto, o resto desta divisao ¢ 6, logo, 27 = 6 mod 7. Como 6 de abril corresponde

a quinta, isto implica que dia 27 também foi uma quinta.

Definicao 4.2. Seja S um conjunto de m inteiros, com m > 0. O conjunto S forma
um sistema completo de residuos mdodulo m, se para quaisquer a, b € S, tal que a # b,

entdo a Z b mod m.

Exemplo 4.8. O conjunto S = {0,1,2,...,m — 1} é um sistema completo de residuo
modulo m.
De fato, sejam 7, j € Z, taique 0 < i < j < m, entao 0 < j —i < m e, logo, j Z i

mod m. Portanto, o conjunto S é um sistema completo de residuos modulo m.

Proposicao 4.20. Sejam € Z, m > 0. O conjunto S = {ry,rs,...,Tm} € um sistema
completo de residuos maodulo m, entao todo inteiro a € congruente modulo m a somente

um elemento de S.

Demonstracgao: Seja S = {ry,rs, ..., } um sistema completo de residuos modulo

m. Existe a € Z, tal que aplicando o algoritmo da divisao, tem-se:
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a=m-k+r,

onde 0 <r <meké€Z Logo,a=r modm, tal que r € S.
Por outro lado, a divisao de ry,79,...,r,, por m fornecerd m restos, distintos dois

a dois, e portanto, para um certo r; € S, obtem-se:
r; =m- k; +r, ou, ainda, 7; = r mod m

Como a = r mod m, entao a = r; mod m.
Se a = rp mod m, entao r; = rp mod m, o que implica que r; = r, pela definicao
de sistema completo de residuos.

Proposicao 4.21. Sejam a, k, € Z, com m > 1 e mde(k,m) = 1. Se o conjunto

S = A{ry,---,rm} € um sistema completo de residuos modulo m, entdo o conjunto
S = {a+kry, -+ a+ kry,} também é um sistema completo de residuos mddulo m.
Demonstracgao: Pela Proposicao 4.18, para i,5 =0,--- ,m — 1, tem-se:

a+ kr; = a+ kr; mod m <= kr; = kr; mod m
<=1, =r;mod m<=1i=j.

Portanto, a + kry,--- ,a + kr,, sao, dois a dois, nao congruentes moédulo m, o que

implica que formam um sistema completo de residuos modulo m. [

Para demonstrar a préxima proposicao serd necessaria a utilizacao do Lema de

Euclides anunciado a seguir.

Lema 4.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € Z. Se existe mdc(a,b — na), entdo

mdc(a, b) eziste e mde(a,b) = mde(a,b — na).

Proposicao 4.22. Sejam a, b € Z. Se m, n sao inteiros maiores do que 1, tem-se:
(i) sea=bmodm en|m, entdo a =b mod n;
(i) se a =b mod m, entdo mdc(a,m) = mde(b, m).
Demonstracgao:

(i) Se a =b mod m, entdo m | b —a. Como n | m, segue-se que n | b — a. Portanto,
a = b mod n.
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(ii) Se a =b mod m, entdao m | b — a e, logo, b = a +tm com t € Z.

Portanto, pelo Lema 4.1, mdc(a, m) = mde(a + tm, m) = mdc(b, m).

n
Teorema 4.3. Sejam a, b € Z. Se myq,--- ,my sao inteiros maiores do que 1, a = b
mod m; ¥i = 1,...,k <= a = b mod [mq,...,my|, onde [mq,...,my] € o minimo
maltiplo comum de mq,--- ,my.

Demonstracao: Se a = b mod m;, i = 1,...,r, entdo m; | b — a, para todo i,
1 < i < k. Sendo b — a um multiplo de cada m;, segue-se que [mq,...,my] | b — a,
portanto, a = b mod [mq, ..., m,].

Reciprocamente, seja a = b mod [my,...,my], tal que [my,...,mg] € o minimo
miultiplo comum de my, ..., my, segue-se que m; | [mq,...,mg], para qualquer i =
1,...,r, portanto, pelo item (i), tem-se que a = b mod m,. m

4.4.2 Algoritmo de Zeller

O matemético alemao Julius Christian Johannes Zeller (1822 - 1899), em 1983,
publicou em periodico da Société Mathématique de France, da qual era membro, um
algoritmo que permite calcular o dia da semana de uma data especifica, por meio da
Equacao 4.10.

Devido as irregularidades do més de fevereiro, se enumera os meses a partir de
margo, assim o més de fevereiro fica por ultimo na contagem dos meses e facilita
os calculos, ou seja, marco (1), abril (2), maio (3), junho (4), julho (5), agosto (6),
setembro (7), outubro (8), novembro, (9), dezembro (10), janeiro (11) e fevereiro (12).
Porém, os meses de janeiro e fevereiro de um determinado ano sao considerados como
os meses 11 e 12 do ano anterior. Enquanto os dias da semana sao enumerados: sabado
(0), domingo (1), segunda (2), terca (3), quarta (4), quinta (5) e sexta (6).

S(d,m,a)=(d+14+A+a+B—-C+D) mod?7 (4.10)

onde A= (13m — 1) div 5, B=adiv 4, C =a div 100 e D = a div 400.

Lembrando que, assim como mod é o resto da divisao, o operador div ¢ a divisao
inteira, ou seja, a parte inteira da divisao de um nimero por outro. Em nosso caso,
ambos 0s inteiros sao sempre positivos.

Na Equagao 4.10, tem-se que S(d,m,a) é o dia da semana encontrado em funcao
de trés valores, os quais sao: d o dia do més, m o més referente, de acordo com a ordem
mencionada, e a é o ano. Porém o ano deve ser posterior a 1600, isto é, a > 1601.
Por exemplo, 15 de janeiro de 1980 deve ser representado por (15, 11, 1979) e 21 de
fevereiro de 2017 por (21, 12, 2016).
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A relacao de Zeller envolve a funcao modular, pois seu resultado relacionado com os
numeros dos dias da semana permite criar programas para encontrar datas especificas
do calendéario gregoriano. Assim, pode-se encontrar em que dia da semana vai ocorrer

algum evento ou encontrar quando ocorreu certo evento.

Exemplo 4.9. Para encontrar o dia da semana em que foi declarada a Independéncia

do Brasil, ou seja, 7 de setembro de 1822.

Usando o algoritmo de Zeller:
S(d,m,a)=(d+1+A+a+B—C+ D) mod T7;
Calculando, primeiramente, A, B, C' e D:

A=(13m—1)divs = (13-7—1) divhs = 90 div 5 = 18
B =adiv4 = 1822 div 4 = 455

C = adiv 100 = 1822 div 100 = 18

D = a div 400 = 1822 div 400 = 4

Substituindo os valores encontrados para A, B, C' e D no algoritmo de Zeller,

tem-se:

S(d,m,a) =
S(7,7,1822)
S(7,7,1822) = (8 + 18 + 1822 + 455 — 18 + 4) mod 7
)
)

( (d+14+A+a+B—-C+D)mod 7

( =

(
S(7,7,1822) = 2289 mod 7

(

(

(T+14+A4+1822+B—-C+ D) mod 7

S(7,7,1822) = 7 mod 7
S(7,7,1822) = 0 mod 7

Portanto, sibado é o dia da semana em que foi declarada a Independéncia do Brasil.

4.4.3 Data da Pascoa

A Péascoa é um dos feriados maéveis do cristianismo, ou seja, sua data nao é a mesma
todo ano. Estabelecida no Concilio de Nicéia (325 d.C.), a data da Pascoa ficou definida
como: o domingo de Péscoa, o qual é o primeiro domingo depois da primeira Lua cheia
depois do equinocio de primavera do hemisfério norte (de outono do hemisfério sul)
(MACHADO, 2014).

De acordo com Melo (2014), a férmula para o calculo manual da data da Pascoa foi
desenvolvida por Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855), com validade entre 1900 e 2099:

A = ano mod 4;

B = ano mod 7;

C = ano mod 19;

D = (19 - C' + 24) mod 30;
E=(2-A+4-B+6-D+5)mod 7.
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A data da Pascoa podera ocorrer em (22+ D+ E) de marco ou, se caso esse nimero

seja maior do que 31 serd em (D + E — 9) de abril.

Observacao 4.6. Existem duas excecoes por século, assim quando o resultado for 25
de abril é necessario corrigir uma semana antes tomado como data adequada a de 18
de abril (se D = 28 e C' > 10) e também quando o resultado for 26 de abril deve-se

corrigir passando a data para 19 de abril.

Aplicando esse método para verificar quando ocorrera a Pascoa referente ao ano de
2017, tem-se:

A = 2017 mod 4;

B = 2017 mod 7;

C = 2017 mod 19;

D= (19-C + 24) mod 30;
E=(2-A+4-B+6-D+5)modT7.

Fazendo os calculos temos:

2017 =4-504 + 1, ou seja, A =1
2017 ="T7-2884+1, ou seja, B =1
2017 =19 - 106 + 3, ou seja, C' =3

Agora,

(19 - C' +24) mod 30;
(19 - 3 + 24) mod 30;
(57 + 24) mod 30;
(
2

81) mod 30;

D
D
D
D
D 1

Por fim,

2-A+4-B+6-D+5) mod 7
2:14+4-146-21+5) mod 7
2+4+12645) mod 7

el e e I e B e
Il
=~ =~~~

Portanto, utilizando a regra, tem-se que “a Pascoa ocorre em 22 4+ D + E de marco

ou, caso esse nimero seja maior do que 31, em D + E — 9 de abril”, isto é,

24+D+E=224+21+4=47
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Como 47 > 31, entao, deve-se considerar D+ F —9=21+4 —9 = 16.

Logo, a Pascoa sera em 16 de abril.

Todos outros feriados moveis sao calculados em funcao da data da Pascoa, assim a
terca-feira de carnaval sempre acontece 47 dias antes do domingo de Péascoa, podendo
se cair entre os dias 3 de fevereiro e 8 de marco. O feriado de Corpus Christi ocorre 60
dias ap6s o domingo de Péscoa, sendo sempre uma quinta-feira, podendo ocorrer entre
os dias 21 de maio e 24 de junho. A sequéncia dos dias de Pascoa, carnaval e Corpus

Christi se repetem em ciclos de cerca de 5 700 000 anos.

4.5 Conicas

O conceito de conicas deve ser apresentado aos alunos na 3% série do ensino médio,
logo no primeiro bimestre. A matriz curricular do estado de Sao Paulo enfatiza as
competéncias e habilidades, das quais os alunos devem atingir que sao: “capacidade
de expressar por meio da linguagem algébrica as propriedades caracteristicas de cur-
vas muito frequentes na natureza, como as circunferéncias e as conicas. Capacidade
de reconhecer, em diferentes contextos, a presenca das circunferéncias e das conicas,
expressas por meio de suas equacoes. Capacidade de lidar com as equacoes das circun-
feréncias e das conicas para resolver problemas simples, em diferentes contextos” (SAO
PAULO, 2016).

A importancia do estudo das conicas neste trabalho se deve aos movimento dos
planetas em torno do Sol, ou seja, ao movimento de translacao dos planetas. Portanto,
nesta secao serd dada maior énfase as elipses.

Conforme Boyer (1974), o matematico Menaecmus (380 - 320 a.C.) foi o primeiro
a mostrar que as elipses, as pardbolas e as hipérboles sao obtidas a partir de secoes
de um cone quando cortado por planos nao paralelos & sua base. Em “Os elementos”,
Euclides dedica um dos seus livros as conicas, porém esta se perdeu com mais algumas
obras, portanto, pouco se sabe a respeito. Entretanto, a obra “As conicas”, de Apolonio
de Perga (262 - 190 a.C.) contém grandes avancos relacionados a geometria analitica,

inclusive muitos usados até hoje:

e responsavel pela introducao dos nomes elipse e hipérbole para estas curvas;

e mostrou que de um tnico cone podem ser obtidas a elipse, a parabola e a hipér-
bole variando a inclinacao do plano de secao, pois anteriormente as secoes eram

tomadas perpendicularmente a um elemento do cone;

e provou que o cone nao precisa ser reto, mas também pode ser um cone obliquo

ou escaleno;

e substituiu o cone de uma s6 folha pelo cone duplo.
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Apolbnio apresentou a mesma definicdo de cone circular reto usada atualmente:

Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando sempre
por um ponto fixo move-se ao longo da circunferéncia de um circulo
que ndo estd num mesmo plano com o ponto de modo a passar suces-
sivamente por cada um dos pontos dessa circunferéncia, a reta moével
descrevera a superficie de um cone duplo. (BOYER, 1974, p. 107)

De acordo com Delgado (2013) e Venturi (2003), Pierre de Fermat (1601 - 1665)
obteve em forma de equacgoes algébricas com duas variaveis todos os lugares geométri-
cos discutidos por Apolonio, além de produzir as propriedades fundamentais do lugar
geométrico assim como a natureza da sua construcao. Desse modo, seus estudos e
andlise fizeram surgir uma notacgao algébrica adequada, assim pode etebelecer que em
um plano uma equacgao do 1° representa uma reta e uma equacao do 2° representa uma
coOnica, além de determinar as equacoes simples da reta, da circunferéncia, da elipse,
da hipérbole e da parabola.

As conicas sao figuras planas, portanto, as suas representacoes sao dadas no plano

cartesiano (R).

Definicao 4.3. A secao conica € a curva obtida a partir da intersecao de um plano o

e um cone duplo.

Considerando um cone duplo, de vértice (V') e eixo (e), como na Figura 4.2. Assim,

qualquer reta que passa pelo vértice e esta sobre a superficie do cone duplo denomina-se

g

———H—

geratriz (g).

Figura 4.2: Elementos de um cone duplo.
Fonte: retirado de Venturi (2003).

Quando o plano « for secante ao cone duplo e nao contendo o vértice, poder-se-a
ter uma secao conica denominada conica regular ou nao degenerada, que pode estar

nas formas de circunferéncia, elipse, parabola ou hipérbole, ilustradas na Figura 4.3.
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Circunferéncia Hipérbole Parabola

Figura 4.3: Conicas regulares.
Fonte: adaptado de Venturi (2003).

Por outro lado, as conicas chamadas degeneradas sao obtidas quando, em particular,
o plano intersepta o cone duplo em seu vértice, como mostra a Figura 4.4, assim obtendo

um ponto, uma reta ou duas retas.

um par de retas
Um ponto Uma reta concorrentes

Figura 4.4: Conicas degeneradas.
Fonte: adaptado de Venturi (2003).

As conicas podem ser estudas de trés maneiras, isto é, a partir de observacoes de
desenhos geométricos (intersecdo de um plano com um cone duplo), algebricamente
através da equacao geral do segundo grau com duas varidveis, dada pela Equacao 4.11,
ou ainda cada conica pode ser definida a partir do lugar geométrico que satisfacam as

suas propriedades.

G(z,y) = Az® + By + Cy* + Dx + Ey + F =0 (4.11)

A nomenclatutura dos lugares geométricos obtidos por Fermat foram dados por ele

conforme os valores dos coeficientes dessa equacao: reta, par de retas concorrentes,



Conicas 107

parabola, circulo, elipse, hipérbole axial e hipérbole equilatera.

4.5.1 Circunferéncia

Definicao 4.4. Uma circunferéncia é o lugar geométrico do conjunto de pontos do

plano equidistantes de um ponto fizo C' (centro).

O segmento que une um ponto (P) qualquer da circunferéncia ao centro (C) é
denominado de raio (r). O segmento que une dois pontos quaisquer da circunferéncia

passando pelo centro (C) e chamado de diametro (d), onde tem-se a relagdo d =2 - r.

Oy 4

Figura 4.5: Circunferéncia.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Seja uma cicunferéncia e, como mostra a Figura 4.5, com centro C(xo, o) e P(z,y)

um ponto qualquer do plano sobre a circunferéncia, tem-se:

d(C,P)=r

V(@ —z0)2+ (y—yo)? =7
(& —20)* + (y — yo)* = 1*.

A expressao obtida é denominada equacao reduzida da circunferéncia.

O desenvolvimento da equacao reduzida resulta na equacao geral:

(x —20)* + (y — yo)* = r?

2 — 2w + 25 + Y — 20y + g =1

%+ y? — 2x07 — 2oy + 5 +ys — 12 =0 (4.12)

Para caracterizar uma circunferéncia através da equacao geral, basta igualar as
Equacoes 4.11 e 4.12.
Primeiramente, dividindo a Equacao 4.11 por A (A # 0), obtém-se:
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B C D E a
2 2
- = il — — =0 4.13
27+ Sry + Syt e+ Sy + (4.13)
Logo, igualando as constantes das Equacoes 4.12 e 4.13 de acordo com cada termo,
tem-se:
C D FE E
1 eSS C, Tog — X 54 A Yo =—= Yo 24’
F F D? E* F
Z:xg—l—yg—rQ:TQ:xg—i—yS—Z:r2:m+m—2:7‘2:
D? + E? — 4AF
4A? '

D? + E? — 4AF
Considerando que 72 = + e r? > 0. Como 44? > 0, entdo, tem-se

4A?
que D? + E* —4AF > 0.

Portanto, as condicoes a seguir devem ser satisfeitas para que uma equacao geral

das conicas represente uma circunferéncia.

D? + E? — 4AF

A#0;B=0er’=
# 0; Oer WE

D E
O centro C'(x da circunferéncia é (z =—-——,—=.
( 07?/0) ( 07y0> < 2A7 2A)
Por outro lado, as equacoes paramétricas da circunferéncia também sao importante
e podem ser obtidas observando o triangulo C PP’ na Figura 4.5.
Seja 6 a medida do angulo PP'C, tal que 0 < 6 < 27. Como o triangulo CPP’ é

retangulo em P’ , segue-se que as expresoes das coordenadas x e y , em funcao de 6:

Y—1Y T — X

sen 6 = =y =1yo+rsen e cos 6 = = x =x+ 1 cos 0.

r

- x=x(0) =x9+ 1 cos 0
| y=y(0) =yo+1rsen 0

Portanto, essas sao as equagoes paramétricas da circunferéncia.

4.5.2 Elipse

Devido a sua relagao com os movimentos dos astros a elipse é a conica de maior
importancia neste trabalho.

Como ja foi mencionado no Capitulo 3, estes movimentos foram descobertos em
1609 por Kepler e enunciados na sua primeira lei, a lei das 6rbitas: “a orbita de cada

planeta é uma elipse com o Sol posicionado em um dos focos” (ver Figura 4.6). Uma
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consequéncias desta lei é que no decorrer do movimento orbital a distancia do Sol ao
planeta varia. Este contetido com as outras duas leis de Kepler, de igual relevancia
com relacao as oOrbitas, sao estudados na 12 série do ensino médio durante o quarto
bimestre, onde o prinicipal objetivo (habilidade) é que os alunos aprendam a representar

graficamente oOrbitas dos planetas do sistema solar, de acordo com Sao Paulo (2016a).

PLUTAD,,

.-\\'-\.C \‘\
"R NETUNO
A\, GuRaNo | @0

S\\“udpmer \ / YN
o] ]| .' . / F Sol E
] / )/ U1 A~ 2]
l. AN e s elipsé i

Figura 4.6: Modelo de Kepler.
Fonte: retirado de Santana (2014).

Definigao 4.5. Dados dois pontos fizos Fy e Fy do plano, com d(Fy, Fy) = 2¢, denomina-
se elipse € o lugar geométrico dos pontos desse plano, cuja soma das distdncias aos

pontos Fy e Fy € uma constante 2a, sendo que 0 < ¢ < a.

0 A
Y B,
y __A_l a A.”_
(o]
B,
I |-
O Xo Ox

Figura 4.7: Elipse.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Observando a Figura 4.7, tem-se que os elementos de uma elipse sao:

e C(zg,yo) é o centro da elipse (ponto médio do segmento I} Fy);

Ay, A, By e By sao vértices;

e I e I3 sao focos;

A1 Ay = 2a é o eixo maior;
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BBy = 2b é o eixo menor;

[ ]

o F\F, — 2¢ é a distancia focal;

e Relacdo fundamental para elipse: do triangulo C B, F, vem que a® = b* + ¢?;
e O eixo maior da elipse contém os focos;

e O eixo menor é perpendicular ao maior (B; By LA; Ay) definindo o centro (C);

e Os eixos maior e menor sdo chamados de eixo de simetria.

A excentricidade (e) é uma importante caracteristica da elipse, a qual é definida
pela relacao: e = E. Como ¢ < a, entao 0 < e < 1. Assim, quanto mais proxima de 0
a excentricidade esativer mais a curvatura da elipse se aproxima de uma circunferéncia,
porém quanto mais proxima de 1 é a excentricidade mais “achatada” (alongada) é a
elipse. Portanto, existe uma correspondéncia entre o valor da excentricidade e e a
distancia focal, para um valor fixo de a, isto é, quanto menor a distancia entre os focos
mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia e quanto maior a distancia entre os

focos mais achatada seréd a elipse, como ilustra a Figura 4.8 (VENTURI, 2003).

oF,
F,
®
F, F,
*
€e=04 e=0,6 e=0,8 e=1

Figura 4.8: Excentricidade.
Fonte: retirado de Venturi (2003).

Nota-se que uma circunferéncia é obtida se e = 0, onde seu diametro é 2a e os
focos coincidem com o centro, ou seja, [} = F, = C. E, ainda, é obtido um segmento

retilineo 1 F, se e = 1.

Tabela 4.1: Excentricidades dos principais planetas do sistema solar.

Planetas Excentricidade Planetas Excentricidade

Merctrio 0,206 Jupiter 0,048
Veénus 0,007 Saturno 0,056
Terra 0,017 Urano 0,046
Marte 0,093 Netuno 0,010

Fonte: retirada de Artuso e Wrublewski (2013).
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A Tabela 4.1 apresenta as excentridades das oOrbitas dos principais planetas do
sistema solar, estes dados também sao estudados no Capitulo 3 deste trabalho ao
ser mencionadas as leis de Kepler, as quais sao fundamentais para compreensao dos
movimentos orbitais dos astros.

Por outro lado, com base na Tabela 4.1, pode-se observar as diferencas das érbitas
entre os planetas, assim a orbita de menor excentricidade é a de Vénus, portanto o
movimento orbital feito por este planeta é bem proximo a uma circunferéncia, ou seja,
o Sol fica quase no centro de sua 6rbita e assim sua velocidade durante o movimento de
translacao ¢ quase constante. Enquanto, Merctrio possui a maior excentricidade, isto
é, sua oOrbita eliptica é a mais achatada. Com relacao a Terra, a excentricidade é uma
das menores, assim sua Orbita descreve uma elipse bem proxima de uma circunferéncia,
lembrando que a distancia da Terra a seu periélio ¢ de 147 000 000 km e com relacao

ao afélio é de 152 000 000 km, portanto o Sol fica proximo ao centro de sua oOrbita.

o)

Figura 4.9: Elipse de eixo maior horizontal.
Fonte: retirado de Crus (2016).

Observando a Figura 4.9 pode-se ter algumas relacoes sobre uma elipse de eixo
maior horizontal. Desse modo, seja P(x,y) um ponto qualquer desta elipse, como
mostra a Figura 4.9. A distancia do ponto P ao foco F; é dada por d(Fy,P) e a
distancia do ponto P ao foco Fy é dada por d(Fy, P). Logo, pela definicdo da elipse,
tem-se a expressao d(Fy, P) + d(Fy, P) = 2a.

Seja a elipse € de centro C'(zo, yo), focos Fi(zo— ¢, y0) € Fo(xo+¢,yo) € P(z,y) um
ponto qualquer da elipse. Considerando o eixo maior da elipse A; A, paralelo ao eixo

coordenado Oz, tem-se:

— —
Fy, P= ($—($0—C)7?J—yo) =F, P= ((x — 20) + ¢,y — %)
— —

Fy, P= (v — (w0 + ¢),y — yo) =F1, P= ((x — x0) + ¢,y — %)

. { 1P| = /(& = (20— )P+ (y — )’
7P| = /(o = (20 + ) + (y = )’
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Como d(Fl,P)—f—d(Fg,P) =24 = |F1,P|+|F2,P| =204 = |F1,P| = 2&—|F2,P|7

elevando ao quadrado ambos membros desta igualdade, tem-se:

|Fy, P> = (2a — |Fy, P|)?* = |Fy, P|* = 4> — 4a|Fy, P| + | Fy, P|* =

|F1, P|* — |Fy, P|* = 4a* — 4a|F3, P|” =

2

(Vo) - (=) -

4a® — 4a|Fy, P|* =

(2 = 20) + * + (y — 90)* — [(z — w0) — " = (y — y0)* = 4a® — 4a[Fy, P| =
(z — m0)® + 2c(z — 20) + & — (. — 20)* + 2¢(x — 70) — ¢* = 4a® — 4a|F3, P| =
de(x — x0) = 4a® — 4a|Fy, P| =

2

c(x — xy) — a® = —a|F3, P|, elevando ambos lados ao quadrado, tem-se:

[e(z = w0) — @’ = (=alF5, P))” = [e(z — o) — ’] "¢ = (=)’ 5, P|* =

elw—20) ~ )’ = (=) (VI —20) — BT - w) =
Az — x0)* — 2a°c(x — o) + a* = a® ((x — m9)* — 2c(x — m9) + S + (y — %0)°) =
A (x — x0)* — 2a’c(x — x0) + a* = a*(x — o) — 2a’c(x — xp) + a°P + a*(y — yo)* =

Al —x0)? —ad*(x —x0)* —a*(y —yo)* +a' —a’®=0=

(® —a®)(x — m0)* — a*(y — yo)* + a*(a* — *) =0 (4.14)

Pela relacio fundamental da elipse a? = b? 4 ¢ = a® — ¢* = b%. Substituindo na

Equacao 4.14, tem-se:
—b*(x —20)* —a®(y —y)* +a’b* = 0= —b*- (v —10)* — a* - (y — 2)* = —a’b?
Dividindo esta expressdo por (—a? - b?), tem-se:

—b? 2 b? 9 —a?b? 1 , 1 )
—a2b? (x —x9)° — a2 (Y — )" = 20 = E(x —x9)” + b—2(y —y) =1

(l" - $0)2 (y - yo)2
a? * b2 =1
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A expressao obtida é a equacao reduzida da elipse. Esta expressao foi demonstrada
a partir de uma elipse de eixo maior na horizontal, ou seja, com o eixo maior paralelo
ao eixo Ox . Porém, para encontrar uma equacao reduzida de eixo vertical(ver Figura
4.10), isto é, com o eixo maior paralelo ao eixo Oy é de modo andlogo a elipse de
eixo maior na horizontal. Entretanto, para notar as diferencas nestas equacoes basta
observar a relacdo fundamental da elipse, pois a* = b* + ¢, tem-se que a® > b?, entdo

2 & 0 denominador de maior valor da equacdo reduzida da elipse,

a > b. Portanto, a
onde a é a medida do semieixo maior. Assim, se o a® é o valor do denominador do
termo (x — x¢)? desta equacio, entdo a elipse possui seu maior eixo paralelo sobre o

eixo Oz, ou seja, na horizontal (CRUZ, 2014).

' 3

Oy

O

Figura 4.10: Elipse de eixo maior vertical.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

As possibilidades da equacao reduzida da elipse de acordo com seu eixo maior:

_ 2 _ 2
e Elipse de eixo maior horizontal: (z 23;0) + (y b2y0> =1;
a
_ 2 _ 2
e Elipse de eixo menor vertical: (2 beO) + y Qyo) =1.
a

Caso particular: Da equacdo fundamental da elipse, se a = b, entdo a* = a® + ¢,
portanto ¢ = 0. Fazendo a = ¢ na equagao reduzida, tem-se:
(r —20)* | (y—w0)”

a? - a? =1

(z —20)*+ (y — yo)* = a®

Esta ¢ a equacao de uma circunferéncia de raio a, portanto, a elipse pode ser uma

} N .. c 0
circunferéncia de excentricidade nula (e = —=—-= O).
a a
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Fazendo o desenvolvimento da equacao reduzida da elipse com eixo maior na hori-

zontal (andlogo para eixo maior na vertical) resulta na equacao geral:

(35 - 1’0)2 (y - 90)2
a? + b2
a0 (x —w0)® | a0 (y — o)’
a? + b2

= 1, multiplicando ambos lados por ¢?b?, tem-se:

=ad’’ =

b (z — 20)* + a*(y — yo)* = a®b* =

V(2% — 2moz + 23) + a®(y* — 2yoy + yo) = a’b* =

v2a? — 2xob’z + b2al + a’y? — 2yoa’y + a’yp — a’b? = 0 =

b2a? + a*y? — 2xbPr — 2uypa’y + (ngg + b%é — aQbi) =0.

~\~

termo independente

v

Ox

Figura 4.11: Elementos da elipse de eixo maior horizontal.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Por outro lado, para encontrar as equacoes paramétricas da elipse, deve-se observar
a Figura 4.11. Considerando uma elipse ¢ com eixo maior horizontal A;4, = 2a,
eixo menor BBy = 2be centro C(x, 1), uma circunferéncia C; com centro C(z, yo)
e raio “b”, inscrita na elipse, uma circunferéncia C. com centro C(xg, o) e raio “a”,
circunscrita na elipse e seja P(zg,yg) um ponto qualquer de ¢.

Sendo assim, passa-se por P uma reta paralela ao eixo Oy, que determina em C, o
ponto R(z.,y.) e uma reta paralela ao eixo Oz, que determina em C; o ponto M (z;, y;)-

Portanto, as equacgoes paramétricas das circunferéncias C. e C; sdo, respectivamente,
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0): Te = 1.(0) = w0 +acost (1): x; = x;(0) = xo + bcost
| Ye =e(0) = yo+asend ’ | wi=vi(0) =yo + bsen,

onde 0 < 0 < 2.

Como os pontos C(zo,yo), R(ze,y.) € M(x;,y;) sao colineares, pois

o Yo 1 To Yo 1
Te Yo 1| =|z0+0acosl yo+asent 1 |=
x; y 1 ro+bcosl yg+ bsenf 1

zo(yo + asen ) + (zo + acosd)(yo + bsen ) + yo(xo + beosh)—

(x0 + bcos ) (yo + asen ) — xo(yo + send) — yo(xo + acosf) =

ToYo + xosen b + xoyo + xobsen O + yoa cos € + ab cos O sen 6 + xgyo + yob cos —
XoYo — Toasen  — yobcos @ — abcosfsen b — xoyy — xobsen @ — xoyy — yoa cosf = 0.

O segmento PM ¢é paralelo ao eixo Ox. Desse modo, tem-se que g = z. e yg = y;,
entao:

(1) xg =xg(0) = xo+ acosd
| ye = ye(0) = yo + bsend,

onde 0 < 0 < 27. Portanto, essas sao as equacoes paramétricas da elipse de eixo

maior paralelo ao eixo Oz.

De modo analogo sao desenvolvidas as equacgoes paramétricas para uma elipse de
eixo maior paralelo ao eixo Oy. Portanto, para um ponto P(zg, yg) pertencente a uma

elipse de eixo maior vertical, tem-se:

(IV):{ rp =xp(f) =9+ bcosd (0< 6 < 21).

ye = ye(l) = yo + asend

4.5.3 Parabola

Definicdo 4.6. E o lugar geométrico dos pontos de um plano o que equidistam de uma
reta (d) fiza e de um ponto fixo (F), nao pertencente a reta (d).
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Figura 4.12: Parabola.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Observando a Figura 4.12, tem-se os elementos de uma parébola a seguir:

O vétice V (o, y0);

O foco F;

A reta diretriz (d);

H
A reta VI é o eixo de simetria da parabola;

O segmento QF = p, p é denominado parametro da parabola;

e Os segmentos QV = VF = g;
d(P, F
e A excentricidade da parabola é dada por: e = d((P’, d)) =1

Pela definigao da parabola, seja P(z,y) um ponto qualquer da parabola, tem-se

d(P'P) = d(PF). Como P’ (mo — g,y) e F (:L‘o + g,y()), tem-se QP = (x — o+ g,O)

e FP = (m—xo—g,y—y()). Logo,

}@!:\ﬁ‘é\/[(:L’—Jco)Jrgr:\/[(x—xo)—g}2+(y_yo)2:>

[(95—370)4’—}2 = [(5’5—370) ——]2+(?J—3/0)2:>
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A expressao obtida é a equacao reduzida da parabola com eixo de simetria na
horizontal.

De modo anélogo, demonstra-se a equagao reduzida de uma pardbola com eixo de
simetria vertical, isto é, paralelo ao eixo Oy.

As possibilidades da equacao reduzida da parébola de acordo com seu eixo de

simetria;

(y — ?Jo)2 = 2p(x — x)

diretriz (d): © = zo £ b

e Paribola com eixo de simetria horizontal: {
2

(z = 20)* = 2p(y — o)
diretriz (d): y = vo :I:g '

Parabola com eixo de simetria vertical: {

Desenvolvendo a equacao reduzida da reta obtém-se a equacao geral. Considerando

uma parabola de eixo de simetria paralelo ao eixo Oz (horizontal), tem-se:
(y = y0)* = 2p(z — o) = y* — yoy + Y3 = 2pr — 2pro =

y* = 2yor —2py + Y + 2pag
——
termo independente

Analogamente, obtem-se a equagao geral para uma parabola de eixo se simetria

vertical da forma:

2 — 2px — 220y + $(2) —+ 2pyo
—_——

termo independente

A

y ____E_
|-
o «x._

Figura 4.13: Elementos da parabola de eixo de simentria horizontal.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Por outro lado, para encontrar as equagoes paramétricas da parabola, deve-se ob-
servar a Figura 4.13. Considerando uma parabola com eixo simetria horizontal de

vértice V(xg, o), diretriz d. Seja P(x,y) um ponto qualquer da parabola. Tragando

—>
pelo vértice V uma reta paralela ao eixo Oy, da intersecao desta reta com a reta P'P,

tem-se o ponto R. Assim, do triangulo QQ RV tem-se:
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Ty po=Ctgh =

tgh =
g p/2 2

Yy =yo+ gtge. (4.15)
2

Note que (y — y0)? = %thG e da equacao reduzida da parabola, tem-se que

(y — y0)* = 2p(z — xo). Logo,
2

2p(x — x0) = pzthQ =

T =z0+ gth 6. (4.16)

Portanto, expressoes e sao as equagoes paramétricas da parabola de eixo de simetria
horizontal.

As equacgoes paramétricas para uma parabola de eixo de simetria vertical sao de-
senvolvidas de modo anélogo.

x:x0+gcotg9
0< 60 < 27.

y:yo—l—gcothQ

4.5.4 Hipérbole

Definicdo 4.7. E o lugar geométrico dos pontos de um plano o cujo médulo da dife-
renca de suas distdncias a dois pontos fizos Fy e Fy (focos) € uma constante (2a), onde
2a < d(F1F2).

ol |

Figura 4.14: Hipérbole.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Observando a Figura 4.14, tem-se os elementos de uma hipérbole a seguir:
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e (C(zg,yo) é o centro;

e Os vétices sao Vi e Vy;

e Os focos sao F e Fy;

e O segmento V;V, = 2a & o eixo real (ou eixo transverso);

e O segmento V/VJ = 2b é o eixo imaginario (ou eixo conjugado);

e O segmento F} F, = 2c¢ é a distancia focal;

e Relacdo fundamental para elipse: Do triangulo CV52Q = ¢* = a® + b?;

e As retas ry e ry sao denominadas de assintotas;
o c va? + b2 . -
e Excentricidade: e = — = e = — . Portanto, para hipérbole a < ¢, entao
a a
e > 1. Assim, quanto mais préoximo de 1 estiver & excentricidade, mais fechados
sao os ramos da hipérbole, ou seja, maior a sua abertura e, mais abertos eles serao

a medida que a excentricidade se afasta de 1, ou seja, menor a sua abertura.

As retas r; e ro sao importantes no esboco do gréafico da hipérbole, pois definem

a abertura dos ramos, os quais nao interceptam e nem tangenciam as assintotas. As

b
equagoes das retas assintotas da hipérbole sdo determinadas por: (y—yo) = £—(z—xy),

para hipérbole de eixo real horizontal, ou seja, eixo real ViV, paralelo ao eixo Ox e

(y —yo) = j:g(x — xp), para hipérbole de eixo real vertical, ou seja, eixo real V1V,
paralelo ao eixo Oy.

Pela defini¢ao de hipérbole, seja P(z,y) um ponto qualquer da hipérbole, tem-se
que |d(F1P) — d(FyP)| = 2a. Como Fi(xg — ¢, yo) e Fi(xg + ¢, yo). Considerando uma
hipérbole de eixo real horizontal, ou seja, V1V, paralelo ao eixo coordenado Ox, como

ilustra a Figura 4.15, tem-se:

Figura 4.15: Hipérbole de eixo real horizontal.
Fonte: adaptado de Venturi (2003).
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— —
Fi,P= (v — (0 — ¢),y — %) =F1, P= ((x — x0) + ¢,y — yo)
— —

1, =

Fy, P=(x — (v + ¢),y — yo) = I, P= ((x — 7o) + ¢,y — ¥o)

:,{ 7Pl == (o= )P+ —w)’
2Pl = /(@ = (w0 + )P + (y = w)’

Como |d(F}, P) — d(F, P)| = 2a = ||F17P| - |F2,PH =204 =

VI =)+ P+ = w0 = Ve —20) = P+ g =) =20 =

Vi@ —w0) + 2+ (y — 50)? = VI(x — 20) — >+ (y — 90)? = £2a. =

V(T —20) + 2+ (y — 10)? = £2a + /[(z — x0) — ]2 + (y — y0)?, elevando ambos
membros da igualdade ao quadrado, obtem-se:

[(z —20) + * + (y —0)* =

4a® £ dar/[(z — x0) — 2+ (y — y0)? + [( — o) — > + (y — w0)” =

(. — 20)* + 2¢(x — x0) + A+ (y — y0)* =

da® £ dav/[(x — x0) — 2 + (y — y0)2 + (2 — 20)* — 2c(x — x0) + S + (y — w0)* =

2c(x — o) = 4a® £ 4a\/[(x — ) — >+ (y — yo)? — 2¢(x — z9) =

4e(z — x0) = 4a® £ dav/[(z — 20) — |2+ (y — 10)? =, dividindo ambos membros da

igualdade por 4, tem-se:

c(z — mo) = a® £ ay/[(x —x0) — 2+ (y — y0)> =

c(x — x0) — a* = £av/[(x — 0) — ]2 + (y — y0)?, elevando novamente ambos
membros da igualdade ao quadrado, obtem-se:
Az — x0)* — 2a°c(x — xo) +a* = a* {[(x — x0) — * + (y — %0)*} =

c2(.7: —x0)? — 2a20(a: —x9) + at = a2[(3: —g) — 0]2 +a*(y — y0)2 =

A(x — 10)? — 2a’c(x — ) + a* = a*[(x — 10)* — 2¢(x — o) + ]+ a*(y — yo)* =

4

A (x — x0)? — 2a’c(z — x0) + a* = a®*(z — 20)* — 2a’c(x — x0) + a®c + a*(y — o)* =

Ao —xo)® +a* =ad’(z — x0)* + °F + a*(y — y)* =

A(r—x0)? — (v — 30)* — a*(y — o) = a*® —a* =
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(x — 20)%(c* — a®) —a*(y —yo)? = a*(* —a

%), dividindo ambos os membros por
a’(c? — a?), tem-se:

(x — 9)” _ (y — w)° -1
a2 2 — g2 o

Da relacdo fundamental, tem-se b* = ¢* — a?, logo,

(z — 950)2 (y — yo)2

s B = 1.

Portanto, expressao obtida ¢ a equagao reduzida da hipérbole com eixo real hori-
zontal, isto é, V1 V5 paralelo ao eixo coordenado Ozx.

B T m -

Figura 4.16: Hipérbole de eixo real vertical.

Fonte: adaptado de Venturi (2003).

De modo analogo, demonstra-se a equacgao reduzida de uma hipérbole com eixo real
vertical, isto é, V1V, paralelo ao eixo Oy, ilustrada na Figura 4.16. Assim,

(y — 90)2 (z — $0)2

pe 72 =1.

Fazendo o desenvolvimento da equacao reduzida da elipse hipérbole com eixo real
horizontal (andlogo para eixo maior na vertical) resulta na equagao geral:

(z — $0)2 (y— y0)2

5 B = 1, multiplicando ambos lados por a?b?, tem-se:
a

a2b2($ - fEO)Q a2b2(y - 90)2 — a2 =
a? b2

52(95 - $0)2 - GQ(?J - y0)2 = a’b’ =
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V(2% — 2mox + 20) — a*(y* — 2yoy + v5) = a’b* =
ba? — 2xob’x + by — a’y® + 2yoa’y — a’yg — b =0 =

b2? — a’y® — 2xob’x + 2ypa’y + bl — a’y; — a’b’.

~
termo independente

v

Figura 4.17: Elementos da hipérbole de eixo real horizontal.
Fonte: adaptado de Cruz (2014).

Considerando uma hipérbole com eixo real horizontal de centro C'(xg,yo), eixo real
ViV = 2a, eixo imaginario TVQ’ = 2b e distancia focal F1F, = 2c. Tracando uma
circunferéncia C centrada em C(xg, yo) e raio igual a “a” interseptando a reta assintota
rem Q.

Seja P(x,y) um ponto qualquer desta hipérbole. Traga-se uma reta pelos pontos @)
e V5 paralela ao eixo Oy. Pela construcao, tem-se que a = b e as coordenadas do ponto

P(z,y) sdo x = xo+ c e y = yo + b. Do triangulo CV,2Q retangulo em V5, tem-se que:

a c 1
cosf— = — = =1r—1x9=asect = =1x9+ asecl;
c a cosb

b
tg=—-=b=atghd =y —yo=0tgh =y=1yo+ btgh,
a
onde 0 < 0 < 2I1.

Portanto, estas sao as equacoes paramétricas de uma hipérbole de eixo real hori-
zontal
De modo analogo, pode-se demonstrar as equacoes paramétricas para uma hipérbole

de eixo real vertical. Assim:

{ r=u1x0+btgl

0< 6 < 210).
Yy = 1Yo+ asect
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Para identificar uma conica através de sua equacao geral: Azx®+ Bay+Cy*+ Dx+

Ey+ F = 0, basta utilizar a classificacdo a seguir:

e Se B2 —4AC < 0 = elipse ou circunferéncia;
e Se B? —4AC = 0 = parabola;
e Se B? —4AC > 0 = hipérbole.

Ainda, é possivel identificar uma conica a partir do valor de sua excentricidade e:

e Se e = 0 = circunferéncia;

Se 0 < e < 1= elipse;

Se e = 1 = parébola;

Se e > 1 = hipérbole.

Segundo Peres (2014), além das conicas regulares como circunferéncias, elipses, pa-
rabolas e hipérboles, também denominadas conicas nao degeneradas existem as formas
degeneradas desses tipos de conicas. As conicas degeneradas sao obtidas quando o
plano intersepta o cone duplo em seu vértice, assim obtendo um conjunto vazio, um
ponto, uma reta ou duas retas, sendo um caso particular das equacgoes encontradas

para cada conica regular, a partir da equacgao geral.

e Um ponto é uma elipse ou uma circunferéncia degenerada, o qual ocorre a partir
da interseccao de um cone duplo com um plano que é obliquo ao seu eixo e nao

paralelo a nenhuma de suas geratrizes, passando pelo seu vértice;

e Uma unica reta é uma parabola degenerada, a qual é formada a partir da inter-
seccao de um cone duplo com um plano que ¢é paralelo a uma de suas geratrizes

que passa pelo seu vértice;

e Um par de retas é hipérbole degenerada e ocorre por meio da intersec¢ao do cone

duplo com um plano que contém o seu eixo.

A Tabela 4.2 apresenta um resumo sobre as conicas regulares (nao degeneradas)
e das conicas degeneradas com as condigoes que as caracterizam como circunferéncia,

elipse, parabola, hipérbole, duas retas, uma reta, um ponto ou o conjunto vazio.
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Tabela 4.2: Resumo sobre conicas

Discriminte

Conicas

Condicoes

Circunferéncia

A=C= Az’ +Cy* + Dz +Ey+F =0

Elipse A#C= A2*+Cy* + Dz + Ey+F =0
B2 — 4AC < 0(AC > 0) | —2 Df i y Y
t — 4+ —=—-F=
Um ponto le)44—%(g 0
junt o | —+—-—-F
Conjunto vazio 4A+4C <0

B? —4AC = 0(AC =0)

Parabola

A=0eC#0=>Cy’+Dx+Ey+F=0
A#40eC=0= Az’ + Dz +Ey+F =0

Uma reta

A=D=0e E>—4CF >0
C=E=0eD?—4AF >0

Conjunto vazio

A=D=0= E?>—4CF <0
C=E=0= D?>—4AF <0

B% —4AC > 0(AC < 0)

Hipérbole Az + Cy* + Dx+ Ey+F =0
D? E?
A>0,C<0e——"—"——-F=0
Par de retas %‘% %g
A<0,C>0e————-F=0

44 4C




5 A mmportancia do estudo do tempo

O tema calendario envolve um profundo estudo do tempo, cuja aprendizagem é
desenvolvida em varios momentos do ensino fundamental e médio. O tempo é mencio-
nado por diversas vezes nos Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s) e sua impor-
tancia também é destacada nos mesmos nas disciplinas de ciéncias/fisica (fundamen-
tal/médio), quimica, matematica, filosofia e historia. Além disso, em tais disciplinas,
existem varias atividades presentes nos cadernos do professor e também do aluno destas
disciplinas, sendo estes materiais de apoio criados pela Secretaria de Estado de Educa-
¢ao (SEE) do Estado de Sao Paulo baseados nas competéncias e habilidades destacadas
nos PCN’s.

Vale ressaltar ainda, que o tempo (calendario) esta relacionado a diversos conteidos
matematicos que também devem ser explorados, sendo que alguns modelos de aplica-
cao serao apresentados nesta secao, apesar de ja terem sido abordados anteriormente.
Ainda sera feita uma anélise sobre os assuntos relacionados ao tema nos documentos
aqui citados.

E interessante notar que a proposta envolvendo a temética calendario permite ex-
plorar também a area da informatica desenvolvendo algoritmos para encontrar datas es-
pecificas para diferentes calendarios, até mesmo conversées entre datas de calendAjrios
diferentes. Assim estes algoritmos desenvolvidos de acordo com o que se deseja podem

ser gerados em alguns programas apropriados como o Excel, o R, entre outros.

5.1 Parametros Curriculares Nacionais e o tempo

Nesta secao serd mostrado como os PCN’s exploram o tema de acordo com as
matérias aplicadas nos anos do ensino fundamental e médio, ou seja, quais sao as
orientacoes destes documentos de como se deve tratar tal assunto. A idéia de tempo
retratada nos PCN’s é essencial para o planejamento das aulas e até mesmo para
ser tracada uma sequéncia didatica. De acordo com Brasil (1998) é importante o
aluno reconhecer que as relagoes entre as unidades padronizadas de algumas grandezas
nao sao decimais, como as de tempo, e este fato encontra suas razoes nas origens
histéricas. Vale notar que, hoje em dia, utiliza-se em muitas situacoes um sistema

misto (sexagesimal e decimal) como nas corridas de automovel, provas de natagao onde
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o tempo é expresso em décimos e centésimos de segundo.

Entre os alunos dos primeiro (22 e 3% anos) e segundo (42 e 52 anos) ciclos do ensino
fundamental existe muita dificuldade com relagao as medidas de tempo. Ainda assim, o
trabalho com essa grandeza nem sempre é retomado nos terceiro (62 e 7% anos) e quarto
(82 e 92 anos) ciclos, pois se considera que os alunos possuem certa noc¢ao sobre este

assunto. Se discute quais assuntos instigam a curiosidade dos alunos sobre o tempo:

[---] os alunos se interessam muito por assuntos como o exterminio
dos dinossauros ocorrido ha 65 milhoes de anos, ou pelo intervalo de
tempo entre duas batidas sucessivas das asas de um beija-flor e, além
disso, compreendem que esses valores estao muito além dos limites que
os sentidos podem perceber. O trabalho com o tempo pode permitir
discussoes interessantes, como sobre quanto tempo decorreu muito
antes de existirem os homens das cavernas, ou ainda sobre como sera
a paisagem da Terra daqui a um milhao de anos etc (BRASIL, 1998,
p. 132).

As dificuldades encontradas pelos alunos podem estar relacionadas ao
fato de que o tempo nao pode ser observado diretamente como propri-
edade dos objetos. A medicao do tempo é essencialmente um processo
de contagem. Qualquer fendémeno periddico (fenémeno que se repete
num ritmo regular) pode ser usado para a medi¢do do tempo e esta
consiste, entao, na contagem das repeticoes do fendémeno escolhido.

Ainda é importante salientar aos alunos as diferentes formas pelas quais os seres
humanos historicamente evoluiram na maneira de medir o tempo, notando que foi
possivel medi-lo registrando as repeticoes de fendémenos peridédicos. Conscientizé-los
que qualquer evento (ciclos) da natureza era usado para marcar o tempo, como o
periodo entre um nascer do Sol e outro, a sucessao das Luas cheias, o ntimero de
primaveras. Entao se costumava contar os anos por veroes (ou invernos), os meses por
Luas e os dias por Sois, o que os levou a concluir que o periodo entre uma Lua e outra
era constante (29 dias e meio).

Os PCN’s levam em consideracao a compreensao da relacao entre as unidades de
tempo utilizadas hoje que tornam-se mais aceita quando se retomam alguns aspectos
histéricos das medidas. Por exemplo, ter a nocao que em 2000 a.C. os babil6énios ja
adotavam seu ano, como periodo de 360 dias e, ainda, que este povo escolheu como
base para seu sistema de numeragdo o nimero 60 (que é divisor de 360), lembrando
que isso se mantém até hoje na contagem de tempo, pois 1 hora equivale a 60 minutos
e 1 minuto a 60 segundos.

Segundo Brasil (1998), a resolugao de situagoes-problema envolvendo medida de
tempo ajuda na construcao de procedimentos de calculos com as diferentes unidades
de medida. Vérias atividades que envolvem a questao do tempo motivam a curiosidade

dos alunos, como:

e pesquisa/seminério sobre o funcionamento e construgao de um relogio solar;



Parametros Curriculares Nacionais e o tempo 127

e construcao e determinacao do tempo que a areia leva para escoar da parte superior

para a parte inferior de uma ampulheta;

e pesquisa/seminério sobre o funcionamento de relogios de péndulo, mecénicos, de

quartzo e digitais, observando neles os fenomenos periodicos que sao contados.

Com relacao a disciplina de fisica a competéncia para identificar o significado do
conceito de tempo como parametro fisico deve ser acompanhada da capacidade de as-
sociar este conceito com os tempos envolvidos nos processos bioldgicos ou quimicos e
mesmo sua contraposicao com os tempos psicologicos, além da importancia do tempo
no mundo da producao e dos servicos. Portanto, a competéncia para utilizar o ins-
trumental da fisica nao significa restringir a atencao aos objetos de estudo basicos da
fisica: o tempo nao é apenas um valor colocado no “eixo horizontal” ou uma grandeza
fisica para o estudo dos movimentos (BRASIL, 2000a).

Usando-se a vivéncia dos alunos e os fatos do cotidiano, busca-se reconstruir os
conhecimentos quimicos que permitiriam refazer essas leituras de mundo, também com
fundamentacao na ciéncia. Nesta etapa, desenvolvem-se “ferramentas quimicas” mais
apropriadas para estabelecer ligacoes com outros campos do conhecimento. E o inicio
da interdisciplinaridade. O contetido a ser abordado, nesta fase, deve proporcionar um
entendimento amplo acerca da transformacao quimica, envolvendo inicialmente seu
reconhecimento qualitativo e suas interrelagaes com massa, energia e tempo.

De acordo com Brasil (2000b), as ciéncias humanas leva a buscar respostas e fer-
ramentas para a resolucao de problemas concretos, além de avaliar o impacto que as
tecnologias promovem sobre estas mesmas sociedades, o que deve ocorrer com relacao
as concepcoes de tempo, que tém variado intensamente ao longo da historia, em fungao
das tecnologias envolvidas na sua medigao, como os relégios mecanicos ou eletronicos
e os modernos crondémetros, que asseguram precisao em medidas muito curtas.

Ainda neste documento é observado que estes recursos, que sao desenvolvidos para
corresponder as necessidades no campo da producao econdmica e da circulacao de
mercadorias e informagoes, sao responsaveis por darem uma sensacao de controle do
tempo. Esta atual relacao com o tempo, diferentemente das de épocas anteriores, hoje,
interfere diretamente nas rotinas do cotidiano social, em diversos contextos como o
trabalho e do lazer. No entanto ressalta que devido a complexidade das relagoes sociais
nem todos dispoem do tempo da mesma forma, estabelece-se relagoes diferenciadas de
maior ou menor liberdade neste controle. Para alguns, o relégio implica libertagao;

para outros, escravidao.

O tempo histérico pode ser compreendido em toda sua complexidade,
ultrapassando sua apreensao a partir das vivéncias pessoais, psicol6-
gicas ou fisiolégicas. No nivel médio de ensino, é preciso ignalmente
que o tempo histérico seja entendido como objeto da cultura, como
criacdo de povos em diversos momentos e espacos. I da cultura que
nascem concepcoes de tempo tao diferenciadas como o tempo mitico,
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escatologico, ciclico, cronolégico, noc¢des sociais criadas pelo homem
para representar as temporalidades naturais, expressas nos tempos
geoldgico e astrondmico. Nao se pode esquecer, ainda, que mesmo
o tempo natural reveste-se de um carater cultural, quando apropri-
ado pela geologia e pela astronomia, enquanto ciéncias socialmente
criadas (BRASIL, 2000b, p. 23).

Com relagao aos conhecimentos de historia o tempo elaborado pelas variadas cul-
turas ¢ muitas vezes expresso nos mitos, destacando-se os que se referem as origens do
universo e do ser humano, e nas religioes, que ultrapassam os tempos passado e presente
e determinam o tempo de possiveis vidas futuras. As sociedades agrarias coordena-
ram a vida cotidiana pelo tempo ciclico, marcados pelos momentos de plantacao e de
colheita, motivados pelas estacoes que se repetem anualmente, e vincularam o tempo
cotidiano, com seus ritmos de mudancas, ao astronémico, criando calendarios, referen-
ciando as marcas dos acontecimentos do dia-a-dia e daqueles considerados significativos
para a memoria de um povo. Entao, pode-se compreender o tempo cronolégico como
instrumento de marcagao e datagao e entender como a cultura ocidental crista desen-
volveu seu calendario. Sobre o calendario gregoriano, que marca o tempo da maioria
dos povos atualmente, deve-se considerar as formas como ele esta organizado. Apesar
dos nimeros dos dias e os nomes dos meses se repetirem de um ano para o outro (com
base em organizagoes periodicas), a numeragao dos anos nao se repete nunca, o que
torna cada data tnica, ou seja, sem possibilidade de repeticao no tempo.

Ainda, segundo Brasil (2000b), a contribuicao mais importante da aprendizagem da
historia é propiciar ao jovem situar-se na sociedade contemporanea para poder melhor
entendé-la. Como decorréncia direta disto estd a possibilidade efetiva do desenvolvi-
mento da capacidade de compreensao do tempo. O tempo historico, entendido nesta
complexidade, se favorece do tempo cronologico, que possibilita referenciar o lugar
dos fatos histéricos em seu processo de sucessao e sua simultaneidade. A duracao
torna-se, neste nivel de ensino, a maneira mais fundamentada de apreensao do tempo
historico, ao possibilitar que alunos estabelecam as relacoes entre continuidades e des-
continuidades. A concepcao de duracao possibilita entender o sentido das revolucoes
como momentos de mudancas irreversiveis da histéria e ainda favorece que o aluno
aprenda as relacoes entre presente-passado-presente, fundamentais & compreensao das
probleméticas contemporaneas, e entre presente-passado-futuro, que permitem criar

projecoes e utopias.

5.2 Caderno do professor/aluno - atividades

E interessante destacar para aos discentes as diferentes formas pelas quais os seres
humanos historicamente mediram o tempo, a forma pela qual perceberam que, apesar
de nao se poder conter o tempo, era possivel medi-lo registrando as repeticoes de

fenomenos periddicos. Mostrar que, na antiguidade, embora a falta de conhecimento
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profundo, o bom senso e a necessidade (por causa das plantages, da forma de se
proteger da variagao de clima, etc.) os levaram a criar seu proprio estilo de contagem
do tempo.

As resolugoes de situacgoes-problema que envolvem medida de tempo favorece a
construgao de procedimentos de calculo com as diferentes unidades de medida (1 hora
equivale a 60 minutos e 1 minuto a 60 segundos). Entretanto, exitem diversas atividades
que envolvem a questdo do tempo que estdo no caderno do professor/aluno em varias
disciplinas do curriculo que podem instigar a curiosidade dos alunos sobre o assunto.
A seguir algumas destas atividades propostas pelo estado de Sao Paulo sao destacadas

e comentadas por disciplinas.

5.2.1 Historia

A nocgao de tempo comeca a ser introduzida aos alunos do ensino fundamental dos
anos finais na 6° ano (5* série) no primeiro semestre na disciplina de historia observada
no material de apoio ao curriculo do estado de Sao Paulo, em Sao Paulo (2014 - 2017b),
onde sao abordados os contetidos: sistemas sociais e culturais de notacao de tempo;
passado, presente e futuro, anterioridade, posteridade, calendérios, tempo, ampulheta,
clepsidra, péndulo e solsticio. O Caderno sugere que com estes contetidos o docente
desenvolva habilidades e competéncias nos discentes como: dominar a norma culta da
lingua portuguesa e fazer uso das linguagens matemaética, artistica e cientifica; além
disso, reconhecer acontecimentos no tempo (tendo como referéncia a anterioridade e a
posteridade); reconhecer diferentes formas de marcagao de tempo; trabalhar em equipe;
pesquisar; sistematizar e apresentar conceitos e informacoes; desenvolver a expressao
oral e escrita.

Em Sao Paulo (2014 - 2017b) a primeira situacdo de aprendizagem (sondagem e
sensibilizagdo) é dividida em trés etapas. Na primeira etapa é indicado pelo material
que se inicie a sondagem perguntando aos alunos como eles marcam o tempo. Fala da
importancia do professor mostrar aos alunos que se percebe a existéncia do tempo, mas
nao se pode vé-lo nem seguré-lo, embora se possa estabelecer maneiras para medi-lo.

Nesta etapa é recomendado que o professor converse muito com os alunos sobre o
tempo e seus diferentes significados, que estimule os alunos visulizarem situacoes que
estejam relacionadas ao cotidiano deles, em que percebam a passagem do tempo de
modo diferenciado (rapido e devagar). Também que seja organizado com seus alunos
um roteiro de pesquisa sobre os sistemas sociais e culturais de notacao de tempo ao
longo da historia, como os diferentes tipos de calendario. Além disso, é destacada
a importancia de buscar informacoes sobre a clepsidra, a ampulheta, o gnémon e os
relogios de péndulo, de bolso, de pulso e digital; e os temas relacionados ao tempo
histérico, como as origens dos nomes dos meses do ano e dos dias da semana, as razoes
da periodizagao do tempo e curiosidades sobre a necessidade do ser humano de marcar

0 tempo.
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A segunda etapa apresenta o tema com um texto “Tempo: duragao e medi¢ao”. Com
ele serd estimulada a curiosidade dos alunos sobre a notacao do tempo, seu surgimento
e as necessidades que pretendia suprir. Entao sao sugeridas algumas questoes a serem

passadas aos alunos:

1. A necessidade de marcar o tempo nasce com o ser humano?
2. Por que a semana tem sete dias?
3. Qual é a origem dos nomes dos meses do nosso calendario?

4. Com que objetivos se periodiza o tempo? Quais sao os critérios usados nessa

divisao do tempo em periodos?

5. Quais sao as informacoes que temos sobre os relogios mais antigos?

Em seguida h& mais um texto, “Os reldgios e o tempo”, sobre o surgimento e fun-
cionamento dos reloégios mais antigos como gnomon, clepsidra e a ampulheta. Desta
forma, os alunos poderao verificar a singularidade e a necessidade das sociedades na
notagao do tempo ao longo da histoéria.

Para finalizar esta etapa, deve ser apresentado aos alunos o roteiro de pesquisa que
busca novos dados para ampliar o entendimento do tema. Este processo é iniciado
com a leitura do texto “O calendario”, presente na secao leitura e anélise de texto, no
Caderno do Aluno. Entao, deve ser solicitado aos alunos que realizem pesquisas para
caracterizar os marcadores de tempo.

Organizados em grupos pequenos os alunos devem coletar dados para, posterior-
mente, elaborar textos autorais a partir da selecao das informagoes que atendam aos
objetivos propostos, selecionando ou desenhando imagens que se refiram ao assunto
pesquisado.

A ultima etapa realizada a partir da pesquisa do material sobre sistemas sociais e
culturais de notagao de tempo, os alunos devem se reunir na classe para apresentar aos
colegas o material coletado e comecarem a fazer os registros.

No Caderno do Aluno o experimento a seguir (ver Figura 5.1) esta contemplada na

secao Roteiro de experimentacao a montagem de uma ampulheta.
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Montagem de uma ampulheta

Materiais:

+ 2 garrafas plasticas de refrigerante (600 ml)
ou dgua (500 ml) bem limpas e secas (uma
delas com tampa).

» Sal, areia fina ou farinha fina de mesa (fari-

um pequeno furo na tampa.

» Cole uma garrafa na outra pelo gargalo.

» Ponha a garrafa cheia de areia virada para
baixo e espere.

Usando a ampulheta:
» Vire a ampulheta para marcar o tempo da
atividade que estd sendo realizada.

» Fita adesiva. > Registre quantas vezes, durante a atividade,

a areia da ampulheta passou para a garrafa

Montagem: de baixo.

» Encha uma das garrafas com areia, sal ou
farinha de mesa.

» Tampe a garrafa e pega para um adulto fazer

Ciéncia Hoje na Escola, 7: “Tempo e Espago™. Rio de Janeiro,

: nha de trigo ou de mandioca).
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i Instituto Ciéncia Hoje, 1999, v.7. p. 18,

MONTAGEM

Ponha a garrafa
cheia de areia
virada para
baixo e espere.
Cole uma garrafa na
outra pelo gargalo.

Encha uma das
garrafas com
areia, sal ou

farinha de mesa.

Tampe a garrafa
e pega para
um adulto
fazer um pequeno

fure na tampa.
! Y
|

Figura 5.1: Montagem de uma ampulheta.
Fonte: retirada de Sao Paulo (2014 - 2017b).

Fita adesiva

Esta situagao de aprendizagem desperta a curiosidade dos alunos, de modo que o
professor possa explorar ainda mais o tema com uma atividade de pesquisa sobre a

evolucao dos relégios ao longo dos tempos.

5.2.2 Matematica

Na disciplina de matematica é grande o leque de atividades diversificadas que envol-
vem os conteidos discutidos neste trabalho. No entanto, no caderno do professor /aluno
da 3* série do ensino médio em Sdo Paulo (2014 - 2017d) apresenta a situagao de
aprendizagem 4 sobre circunferéncias e conicas, que deve ser desenvolvida no segundo
semestre, expoe o tema de maneira clara e descontraida, relacionando as conicas com o
cotidiano. Como toda situacao de aprendizagem, no caderno do professor, inicia-se com
as competéncias e habilidades que o docente deve desenvolver nos alunos: “capacidade
de expressar por meio da linguagem algébrica as propriedades caracteristicas de curvas
muito frequentes na natureza, como as circunferéncias e as conicas; capacidade de reco-

nhecer, em diferentes contextos, a presenca das circunferéncias e das conicas, expressas
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por meio de suas equacoes; capacidade de lidar com as equagoes das circunferéncias e
das conicas para resolver problemas simples, em diferentes contextos” (Sao Paulo, 2014
-2017d). O contetido é iniciado com um texto de apresentagao com figuras ilustrativas,
de modo que professor e aluno possam interagir e encontrar em diferentes contextos do

cotidiano exemplos de tais conicas. O texto esta representado na Figura 5.2.

oS, £~ Leitura e anilise de texto
S

As circunferéncias e as conicas (elipses, hipérboles e paribolas) sdo curvas que também
podem ser representadas no plano cartesiano e cuja propriedade obedecida pelos seus pon-
tos pode ser descrita por meio de uma equacio de duas varidveis.

A circunferéncia e a elipse podem ser vistas a partir de secdes de um cilindro circular;
a elipse nio passa de uma circunferéncia alongada em uma das duas diregdes.

circunferéncia

© Conexd o Editorial

clipse
circunferéncia clipse

Os quartro tipos de curvas podem ser vistos como se¢des de uma superficie conica.

pasibals

ciscunfeséncia

eticrio Edostal

B Ce

(L lime

hipérbole

Também ¢ possivel observar superficies conicas colocando-se dgua em recipientes cilin-
dricos ou cortando-se adequadamente uma peca de salame.

Figura 5.2: Texto sobre circunferéncias e conicas.
Fonte: retirado de Sao Paulo (2014 - 20174d).

O mesmo ocorre quando o foco é sobre a elipse, uma das formas conicas estudadas
e de maior importancia neste trabalho por ser o formato das 6rbitas dos planetas,
comeca-se a introduzir o assunto com o texto “Elipse” (ver Figura 5.3) também com
figuras representativas. Em seguida sao propostas trés atividades bem completas sobre
elipse, porém, Sao Paulo (2014 - 2017d) informa que ha necessidade de antes oferecer
aos discentes muitas atividades extras para que assim tenham habilidade suficiente
para desenvolver tais atividades.

Apos o texto apresentado na Figura 5.3, a situagao de aprendizagem propoe algumas
atividades que ajudam na construgao da equacao reduzida da elipse e os elementos que
a compoe, além de relacionar a forma geométrica com expressao algébrica, o que exige
esforco do docente para que o aluno adquira dominio de tais contetidos suficientes

para desenvolvé-las. E ainda, cabe ao docente saber introduzir alguns conceitos nao
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:
=

As curvas chamadas conicas — a elipse, a hiperbole e a pardbola — ocorrem com muita frequéncia
na natureza e no dia a dia. Vamos conhecer suas principais caracteristicas, comegando pela elipse.

Quando inclinamos um recipiente cilindrico aberto, de segiio circular, contendo dgua em
repouso, o contorno da superficie da dgua ¢ uma elipse. Tambeém € uma elipse a sombra pro-
jetada de uma circunferéncia situada em um plano vertical, quando a luz do Sol, ou outra luz

qualquer, incide obliquamente.
»

@ Conexio Editorial

Foi Johannes Kepler (1571-1630), em seus estudos de Astronomia, quem asso}:iou s traje-
torias dos planetas ao redor do Sol nfio mais circunferéncias, mas sim elipses, ou seja, circunfe-
réncias “achatadas”. Wessas elipses, Kepler destacou a existéncia de dois pontos simetricamen-
te opostos em relagfio ao centro, chamados focos, em um dos quais o Sol se situava.

@ Conexiio Editorial

A partir desses dois pontos, uma propriedade fundamental pode ser utilizada para caracte-
rizar uma elipse: qualquer ponto da elipse € tal que a soma das distiincias até esses dois pontos
fixados, que sfio os focos, € constante. Jardineiros utilizam frequentemente essa propriedade
para construir canteiros elipticos: fincando-se duas estacas, uma em cada foco, e deslocando-
-se um estilete, com um barbante de comprimento L (maior do que a distincia entre os focos)
esticado, obtém-se uma elipse.

© Conexiio Editorial

d(P, F,) + d(P, F,) = constante

Um coador de cafe de plistico pode ilustrar o fato de que as elipses
podem ser consideradas como curvas intermedidrias entre a circunfe-

réncia e o segmento de reta:

@ Conexdio Edit orial

Uma elipse apresenta dois eixos de simetria: o semieixo maior cos-
tuma ser representado por a, o menor por b. Assim, os dois eixos sfio
2ae2b.

Y
— | = Semieixos
b

Figura 5.3: Texto sobre elipse.
Fonte: retirado de Sao Paulo (2014 - 2017d).

apresentado nesta situacao de aprendizagem, como por exemplo, a formalizacao da
equacao da elipse a partir da equagao geral. Apesar das atividades serem completas
nao sao suficientes, entdo, no final do conteido apresentado, ha sugestdes para que
o docente aplique mais atividades, porém, deve ser observada a realidade da sala e

as dificuldades da maioria dos alunos para escolha dos exercicios, para poder focar os
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conceitos dos quais as habilidades nao foram totalmente assimiladas.

Do mesmo modo que foram tratados os conceitos sobre elipse, segue-se com a hi-
pérbole e a pardbola. Um texto introduz o tema sobre a conica relacionando sua forma
com alguma situacao cotidiana, entao, em seguida sao propostas algumas atividades
contextuais, dos quais exigem mais conhecimentos do que o texto traz, por este motivo

o docente deve conduzir a aula com contetdos e atividades complementares.

5.3 Atividades/sequéncias didaticas

Sao descritas trés atividades/oficinas que foram desenvolvidas de modo que os alu-
nos possam assimilar as competéncias e habilidades de acordo com o contetdo aplicado.
Estas atividades se iniciam com orientagoes pedagogicas, onde segue com algumas ati-
vidades que estao dividas em trés etapas seguindo uma sequéncia didatica de modo que
os alunos consigam assimilar os conceitos estudados anteriormente que sa pré-requisitos

para trabalhar o contetdo atual e assim consigam desenvolvé-las sem muita dificuldade.

5.3.1 Atividade 1 - Divisibilidade
Folha do Professor

Atividade: Explorando os niimeros naturais (N) - divisdo exata.

Atividade em grupo: 4 alunos.

Pablico alvo: Alunos do 6° ano do ensino fundamental.

Conteudo(s): Divisores, divisibilidade de um nimero natural e aplicagoes.

Objetivo(s) (competéncias/habilidades): Saber determinar os divisores de um
nimero natural; compreender o conceito de multiplo e divisor; desenvolver o calculo
mental e as técnicas de divisao e multiplicacao.

Material utilizado: Giz, lousa e folhas de orientagdes (professor/aluno).

Tempo de duragao: 2 aulas simples (50 minutos cada).

Procedimento pedagogico/orientagoes ao docente:
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E importante que os alunos ja tenham conhecimentos prévios sobre os niimeros
naturais como seus principais subconjuntos que sao os ntmeros pares, os fmpares, os
primos, os multiplos e os divisores.

De acordo com Sao Paulo (2015 - 2017e), ao introduzir o conceito de divisibilidade é
possivel explorar o processo da divisao exata com ntmeros naturais e sua reconstituicao
através da operacio inversa. E necessario enfatizar o conceito de que se pode fazer o
caminho de volta da operacao de divisao pelo processo de multiplicacao.

Apesar do conceito de divisibilidade ser introduzido aos alunos no 3% ano do ensino
fundamental vale relembré-los de cada elemento da divisao, o divisor, o dividendo, o
quociente e o resto, na forma de algoritmo, como mostra a Figura 5.4. Além disso, ha
necessidade dos discentes se familiarizarem com os significados dos seguintes termos:

bR

“ser miltiplo de”, “ser divisivel por”, “ser divisor de” e “ser fator de”.

Dividendo | Divisor

Resto Quociente

Figura 5.4: Algoritmo da divisao euclidiana.

Exemplo 5.1.
A divisdo exata de 56 por 7 e sua operacao inversa: 56 -7 = 8 = 8 - 7 = 56.

Observando as operagoes do Exemplo 5.1, pode-se afirmar que:

o nimero 7 divide o nimero 56 em 8 partes idénticas;

7 é divisor de 56, ou, ainda, 56 é divisivel por 7;

e na operacao inversa, 56 é o resultado do produto de 7 por 8, entao 56 é multiplo
de 7;

e 56 também é miltiplo de 8.

Observe que a ideia de divisor esta ligada ao conceito multiplo, isto é, se um ntimero

a € maltiplo de outro nimero b, entao b é divisor de a.

Etapa 1: Flechando miiltiplos e divisores.
Fonte: Sdo Paulo (1994).

A turma pode ser dividida em grupos de até quatro alunos.
O professor deve colocar na lousa o diagrama da Figura 5.5 na lousa. Explicar que
a flecha significa “¢ divisor de”, por exemplo, 2 € divisor de 8 ou 5 € divisor de 5, visto

no diagrama.
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Figura 5.5: Diagrama para explorar “os divisores de”.

Os alunos devem ser orientados a desenharem as flechas que estao faltando. Apos
completarem as flechas uma anélise da situacao serd proposta com as seguintes ques-
toes:

e Dos ntimeros apresentados no diagrama teve algum ntmero que partiram flechas
para todos os nimeros? O que isto significa?

Resposta: Sim, isto significa que este nimero divide todos os outros.
e Dentre estes nlimeros teve algum que chegaram flechas de todos os niimeros? Por
qué?

Resposta: Sim, porque todos os outros numeros o dividem.

e De cada ntmero parte uma flecha para ele mesmo? Justifique sua resposta.
Resposta: Sim, pois todos os nimeros se dividem.

e Para quais nimeros apontam as flechas que partem de 27 Justifique sua resposta.
Resposta: As flechas que partem de 2 apontam para os numeros: 2, 4, 8, 10 e 120, pois estes

nimeros sao divisiveis por dois.

Observando o diagrama da Figura 5.5, os alunos poderao completar o esquema:s:

é divisor de\.
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s30 divisores de

L

Apos tal discussao, o mesmo diagrama é apresentado, porém deve ser proposta com
uma mudanca do significado da flecha para é mailtiplo de, por exemplo, 8 é multiplo de

2 ou 3 € multiplo de 3, como na Figura 5.6

Figura 5.6: Diagrama para explorar “os multiplos de”.

Novamente, os alunos devem ser orientados a desenharem as flechas faltantes. E,

portanto, deve ser feita uma discussao relacionado os dois diagramas:

e Por que toda flecha que vai de um niimero para o outro no diagrama da Figura
5.5, volta no diagrama da Figura 5.67
Resposta: Porque no diagrama da Figura 5.5 as flechas partem do divisor e no diagrama da
Figura 5.6 as flechas partem dos multiplo.

e Por que em todo numero existe uma flecha dele para ele mesmo, tanto no dia-
grama da Figura 5.5, como no diagrama da Figura 5.67
Resposta: Porque assim como todo nimero divide ele mesmo, também é multiplo.

e Por que do nimero 1 partem flechas para todos os ntmeros no diagrama da
Figura 5.57

Resposta: Porque o 1 divide todos os outros nimeros.

e Por que do niamero 120 partem flechas para todos os nimeros no diagrama da
Figura 5.67

Resposta: Porque o 120 é divisivel por todos os outros nimeros do diagrama da Figura 5.6.
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Observando o diagrama da Figura 5.6, os alunos poderao completar o esquema:s:

/
é miltipio de Z——»

\b

sdo midltiplos de @

—
s

Com base no diagrama da Figura 5.6, os alunos poderao completar, também:

é divisivel par ://* @ é divisivel por
1,2,3,4,5 8,10 e 120. 1,2e4
IEJ & divisivel por /"-— - @ é divisivel por
1,2,5e 10. Tes.
é divisivel por - @ € divisivel por
1,2,4e8. 1e2.
é divisivel por = . .-
@ P @ é divisivel por- - -
1,5e10 1 -

Agora, os alunos devem “arrumar” o que descobriram na seguinte tabela:

Numero com UM | Numero com Dofs | Numero com mais de

divisor, apenas divisores, apenas | DOIS divisores

1 2,3 e5 4,8 10 e 120
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Etapa 2: Encontrando divisores.
Formalizando o que aprenderam na Etapa 1, os alunos devem encontrar todos os

divisores dos nimeros indicados e fazer o caminho inverso com a operagao oposta.

o 24: 1,2 4,6, 12, 24.

24=1-24
24 =212
24 =4-6

e 60: 1,2, 3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60.

60 =1 - 60
60 =2 - 30
60 =3 - 20
60 =4 -15
60 =5 -12
60 =6 - 10

e 365: 1,5, 73, 365.
365 — 1 - 365
365 =573

e 366: 1,2, 3,661, 122, 183, 366.

366 = 1 - 366
366 = 2 - 183
366 = 3 - 122
366 — 6 - 61

Etapa 3: DESAFIO - Cruzada das operagdes (multiplicacdo e divisao
com nimeros inteiros).
Para instigar a curiosidade do grupo é proposto um desafio, observado na Figura

5.7, onde juntos devem descobrir os niimeros que estao faltando na cruzada.

24 | X | 1 : 4 |=6
2 E K8
12 | 4 X 2 |=86
x < B
4 X 2 : 1 |=8
=8 =8 =8

Figura 5.7: Cruzadinha de operagoes.

Fonte: retirada http://www.paic.seduc.ce.gov.br' (Acesso em jan/2017).

Atuacao do professor durante as Atividades:
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Ao entregar a Atividade resolvida, o professor podera colocar o tempo dispendido pelo
aluno no campo especifico. Obviamente que o tempo de resolucao entre os estudantes
ira4 variar em funcao do dominio de contetido de cada um deles. Uma alternativa para

os alunos que terminarem é auxiliar os demais colegas de classe.

Atividade 1 - Divisibilidade

Folha do Aluno

Explorando os niimeros naturais (N) - divisao exata.

Etapa 1: Flechando mailtiplos e divisores.
Fonte: Sao Paulo, 1994.

Responda conforme o exemplo:
Exemplo: 2 ¢ divisor de 8 ou 5 ¢ divisor de 5, como pode ser visto no diagrama da

Figura 5.8.

Figura 5.8: Diagrama para explorar “os divisores de”.

e Dos ntimeros apresentados no diagrama teve algum ntimero que partiram flechas

para todos os nimeros? O que isto significa?

e Dentre estes nlimeros teve algum que chegaram flechas de todos os niimeros? Por

qué?

e De cada ntmero parte uma flecha para ele mesmo? Justifique sua resposta.
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e Para quais niimeros apontam as flechas que partem de 27 Justifique sua resposta.

Observando o diagrama da Figura 5.8 complete o esquema:

é divisor de O

QO
O

e
9
N

s3n divisores de

N

Exemplo: 8 ¢ multiplo de 2 ou 3 € miltiplo de 3, como pode ser visto no diagrama
da Figura 5.9.

Figura 5.9: Diagrama para explorar “os maltiplos de”.

Responda:
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Por que toda flecha que vai de um ntmero para o outro no diagrama da Figura

5.8, volta no diagrama da Figura 5.97

e Por que em todo nimero existe uma flecha dele para ele mesmo, tanto no dia-

grama da Figura 5.8, como no diagrama da Figura 5.97

Por que do niimero 1 partem flechas para todos os ntmeros no diagrama da
Figura 5.87

Por que de 120 partem flechas para todos os niimeros no diagrama da Figura 5.97

Observando o diagrama da Figura 5.9 complete o esquema:

é¢ miltipio de ———»
%‘ D
L]

]
<0

— T~

———— ) sdo mdltiplos de@

/

Complete:
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é divisivel por ;/)’

@ € divisivel por

— i . e
Q__(D e gdivisivel por —_

@ € divisivel por -

r . . . -7
é divisivel por —

@ & divisivel por~

—_

@ é divisivel por =

-

@ ¢ divisivel par- - -

~

De acordo com os dois diagramas complete a seguinte tabela:

Etapa 2: Encontrando divisores.

Numero com UM

divisor, apenas

Numero com Dojs

divisores. apenas

Numero com mais de

DOIS divisores

Encontre todos os divisores dos ntimeros a seguir e fagca o caminho inverso

com a operagao oposta:

e 24:

e 60:

e 365:

e 366:
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Etapa 3: DESAFIO - Cruzada das operacoes.

(multiplicacao e divisao com ntameros inteiros).

Descubra os niimeros que estao faltando na cruzadinha da Figura 5.10:

X : =6
| : X =6
X

X =38
=38 =8 =8

Figura 5.10: Cruzadinha de operagcoes.

Fonte: retirada http://www.paic.seduc.ce.gov.br® (Acesso em jan/2017).

Com o propésito de explorar os conceitos associados a divisibilidade esta ativi-
dade/oficina foi proposta para os alunos do 62 ano (52 série) do ensino fundamental.De
modo que estes alunos possam adquirir as competéncias e habilidades indicadas pelos
PCN’s como: saber determinar os divisores de um numero natural; compreender o
conceito de multiplo e divisor; desenvolver do calculo mental e as técnicas de divisao
e multiplicacao. Esta Atividade deve ser realizada em grupos de 4 alunos em um pe-
riodo de duas aulas (de 50 minutos cada), dividida em trés etapas, onde a primeira
denominada “Flechando multiplos e divisores” os alunos de forma lidica descobrem,
respectivamente, os “divisores” e os “miltiplo” de um conjunto de ntmeros naturais e
respondem a perguntas relacionadas as descobertas. Na segunda etapa “Encontrando
divisores”, os alunos devem encontrar todos os divisores dos nimeros indicados e fazer
o caminho inverso com a operacao oposta. Na terceira etapa chamada “Cruzada das
operacoes”’, para instigar a curiosidade do grupo, é proposto um desafio onde juntos

devem descobrir os niimeros que estao faltando na cruzada.

5.3.2 Atividade 2 - Sistemas de numeracao

Folha do Professor

Atividade: Sistemas de numeracao.
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Atividade em grupo: 2 ou 3 alunos.
P1ublico alvo: Alunos do 72 ano do ensino fundamental.

Contetudo(s): Sistema posicional decimal de numeragao; poténcias; sistemas an-

tigos de numeracao (egApcio, babilénico e maia) e aplicacoes.

Objetivo(s) (competéncias/habilidades): Reconhecer, por meio da historia
dos sistemas de numeracao, a construcao de ideias e do conhecimento matemaético;
estabelecer comparacoes entre sistemas de numeracao, identificando semelhancas e di-
ferencas entre eles; decodificar a estrutura logica da escrita matemaética; transpor ideias
relacionadas & base de um sistema de numeracao para aplicacoes praticas na compu-
tacdo (sistema binario).

Material utilizado: Giz, lousa e folhas de orientagoes (professor/aluno).
Tempo de duragao: 4 aulas simples (50 minutos cada).

Procedimento pedagogico/orientagoes ao docente:

Sistemas de numeracao ¢ um contetido familiar para os alunos do 7% ano do en-
sino fundamental, pois no primeiro bimestre do 6% ano aprendem sobre o sistema de
numeracao decimal, agrupamentos e contagens, valor posicional e suas operagoes.

No 6° ano a discussao sobre sistemas de numeracao de povos antigos se restringe
apenas aos aspectos histéricos do tema, uma vez que os alunos ainda nao tém um
conhecimento numérico formalizado sobre poténcias. Portanto, discutir a base de nu-
meracao de sistemas antigos, a comparacao entre sistemas posicionais e nao posicionais,
a relevancia do zero para os sistemas de numeracao, os principios aritméticos utilizados
em cada sistema etc., podem fazer mais sentido para os alunos de 7% ano do que para
os alunos do 62 ano (SAO PAULO, 2014 - 2017f).

A utilizagao da historia da matemética sobre os antigos sistemas de numeragao, con-
siste em uma das abordagens interessantes, pois permite a interdisciplinaridade com as
disciplinas de histéria e geografia. E importante a comparacoes entre os sistemas de nu-
meracao egipcio, babilonico e maia com o decimal, para poder melhor compreendé-lo.
No caso especifico dos maias, tal estudo poderd valorizar o contato com seus noté-
veis conhecimentos sobre astronomia, agricultura e calendario, assim como com seu
engenhoso sistema de numeracao. O objetivo é demonstrar que os sistemas de nume-
racao se baseiam em um tipo particular de agrupamento em que a contagem ¢ feita
por meio de “pacotes”. Os alunos devem compreender algumas das principais caracte-
risticas de alguns sistemas de numeracao: a ideia de correspondéncia, a contagem em

agrupamentos de uma unidade qualquer e o valor posicional dos algarismos para a base
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decimal. Entenderem o sistema binario e sua aplicacao na computacao, o que permite

contextualizar de modo abrangente algo que é tao presente na vida das pessoas.

Introducao

Em torno de 500 d.C., na India, surgiu o sistema de numeracio decimal posicional
que é usado atualmente na maior parte do mundo. Porém, este sistema foi difundido
na Europa por volta de 825 d.C. pelo matematico arabe Mohamed Ben Mussa Al
Khawarismi, entao o sistema ficou conhecido como sistema indo-arébico.

No sistema de numeracao decimal posicional a base de contagem ¢ 10, pois o sistema
decimal possui 10 simbolos representativos, denominados algarismos ou digitos, os quais
sao representados pelos niimeros naturais: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 e 9, acrescido do simbolo
0 (zero), que representa a auséncia de algarismo.

Este sistema também é denominado posicional, por causa do valor intrinseco de
cada algarismo (ou digito) que tem um peso atribuido em fungio da posi¢ao que ele
ocupa no nimero. Esse peso esta sempre relacionado a poténcia de dez, variando da
seguinte forma: o algarismo da extrema direita tem peso 1; o seguinte, sempre da
direita para a esquerda, tem peso dez; o seguinte tem peso cem; o seguinte tem peso

mil, etc.

Exemplo 1. O nimero 21039, na base 10, tem a representacao:
2-10*+1-10°+0-10>+3-10" +9- 10°.

Vale lembrar que cada algarismo de um niimero tem uma ordem contada da di-
reita para a esquerda. No Exemplo 1, tem-se que o algarismo 9 é de primeira ordem,
enquanto que o 3 é de segunda ordem e assim por diante.

Cada terna de ordens, forma-se uma classe, também sao contadas da direita para
a esquerda. As classes podem ser separadas umas das outras por meio de um ponto.

As primeiras classes e ordens sao classificadas a seguir:

unidades
Classe das Unidades dezenas

centenas

unidades de milhar
Classe do Milhar dezenas de milhar

centenas de milhar

unidades de milhao
Classe do Milhao dezenas de milhao

centenas de milhao
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Os sistemas de numeracao posicionais baseiam-se no teorema a seguir, o qual é uma
aplicacao da divisao euclidiana.

Teorema 1. Dados dois nimeros naturais a e b, com b > 1, existem ntmeros

naturais ag, aq, - -+ ,a, menores do que b, univocamente determinados, tais que

a = agh® + ab' 4+ agh® + - - + a,b",

onden >0, a; #0e 0 <1i<n, tem-se que 0 < a; < b.

Exemplo 2. Para determinar a expansao na base b = 2 do ntimero 47.

Aplicando a divisao euclidiana, sucessivamente, tem-se

47=2-23+1
23=2-11+1
11=2-5+1
0=2-2+1
2=2-1+0
2=2-0+1

Esquema:

Portanto, o (47)1p = (101111)s.

Exemplo 3.

Determinar o nimero (12022)3 na base decimal:

12022 = 1-3*+2-334+0-32+2-3'4+2.3°
814+54+0+6+2
143

Portanto, (12022); = (143)1o.
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Por outro lado, os povos antigos, além de se expressarem por diferentes simbolos
seus algarismos, também escolheram varias formas de agruparem para seus sistemas
de numeragao que utilizaram por longos periodos. Os babilénios, povo que vivia na
mesopotamia, usavam a base sexagesimal de contagem, os maias a vigesimal e o egipcio,
que assim como o sistema usado atualmente, o indo-arabico, era decimal.

Além do sistema indo-arabico existem outros sistemas de numerag¢ao em uso, em
particular os sistemas binario, quaternario, octal e hexadecimal ou de base 2, 4, 8 e
16, respectivamente, que sao usados em computagao. Entretanto, é possivel perceber
a infuéncia de outros sistemas de numeracao no cotidiano. Por exemplo, o dia que é
dividido em 24 horas (dois grupos de 12 horas), ainda, a hora é dividida em 60 minutos
e os minutos em 60 segundos. Observa-se uma grande infuéncia do sistema duodecimal
(de base 12) e sexagesimal (de base 60).

Vale notar que, hoje em dia, utiliza-se em muitas situagoes um sistema misto (se-
xagesimal e decimal) como nas corridas de automével, provas de natagao onde o tempo

é expresso em décimos e centésimos de segundo.

Etapa 1: Mudanca de base.

Os alunos devem ser instruidos a converter os nimeros na base decimal para a base

indicada a seguir:

50—
Responta: 10100104

© 30;0=_— 3
Responta: 12123

® 22319 — 5
Responta: 13435
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[ ] 29610 [ — -
Responta: 450g

e 5yp—__ 4
Responta: 1023,

[ ] 100010: [
Responta: 17505

Agora, invertendo, ou seja, os alunos devem ser instruidos a converter os ntmeros

na base indicada para a base decimal:

e 110011, = 4
Responta: 1-2°+1-2*40-2°40-22+1-2'+1-2°=1-3241-164+0-840-4+1-24+1-1 =
324+164+0+0+2+1=51y

[ ] 21213 — — 10
Responta: 2-3°+1-324+2-3'+1.3"=2.274+1-942.-341-1=54+9+6+1="70q0

° 1428 = — 10
Responta: 1-874+4-84+2.8 =1.64+4-8+2-1=98,

e 7034, = 9
Responta: 7-4% 4+ 0-4' +3.4°=7.164+0-4+3-1=1124+0+ 1 = 1139
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° 10012 E—
Responta: 1-2° +0-224+0-2'4+1-2°=1-840-44+0-24+1-1=84+0+0+1=9

[ 24105 — — 10
Responta: 2-5°4+4-524+1-5'40-5°=2-1254+4-25+1-5+0-1 =250+ 100+ 5+0 = 3559

Sistema egipcio antigo de numeracgao
Fonte: Sao Paulo, (1994).

Desde os primeiros tempos da historia egipcia, por volta de 3 000 a.C., ja existia um
sistema de numeracao egipcio, este sistema de escrita era representado por algarismos
em forma de simbolos, dos quais varios possuiam referéncias a fauna e a flora das pro-
ximidades do Rio Nilo, local que habitavam. A base do sistema egipcio de numeracao,
assim como a indo-arabico, é decimal, o que significa que os agrupamentos sao feitos
em poténcias de 10.

No antigo Egito, os faraés mandavam construir templos em sua honmenagem e
ordenavam que fossem decorados com esculturas e pinturas ilustrando os fatos mais
gloriosos de suas vidas ou cenas da vida cotidiana. Observe as inscri¢oes encontradas

em alguns desses templos:

99D Lk rrr
ARREIREE

Figura 5.11: Dados de uma batalha egipcia.

A inscrigao representada na Figura 5.11 indica o ntimero de inimigos massacrados

durante uma batalha vencida pelo faraé de Hierakonpolis, isto é, 42 209 homens.

W | 54
T | =

. =
syEL| 77

Figura 5.12: Namero de homens, de cavalos e de bois capturados durante a batalha.
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A Figura 5.12 indica o nimero de homens, de cavalos e de bois capturados durante
essa mesma batalha, ou seja, 120 000 homens, 1 422 000 cavalos e 400 000 bois.

Pombos g z k> e
p
o2
Canarios | || Q ﬁ—; ,lr-* ,:?” S
Gansos N 9 z be

Figura 5.13: Riquezas de Memphis.

Agora, a Figura 5.13 indica algumas das riquezas de Memphis: 121 200 pombos,
121 022 canérios e 11 110 gansos.

Em func¢ao dos dados sobre o sistema egipcio antigo de numeragao observados nas
Figuras 5.11, 5.12 e 5.13, responda:

e (Quais sao os numeros na base decimal representados pelos simbolos da tabela a

seguir?
l| M 9 z } T %Jf
10° 10' 10° 10° 10 10° 10°

e (Que numeros seriam estes?

LELL 99 11} VOO L »p

Y e 99 NN

no Al =9900 | 119 X e
aIalm R N
_ 3249 1200450 123304

e Como se escreveria no sistema egipcio os nimeros a seguir?

prEX ooy | pprALonnntl

72 99nn i) S5 T At [T 99 1Y
9O =y 004
31625 186 186 2 000 203
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e Se os egipcios repetiam seus simbolos no maximo de 9 vezes e somavam seus
valores, qual o maior nimero que podiam escrever usando o maximo de vezes?
Resposta: O namero 9 999 999.

e A maior das piramides egipcias construidas foi a de Queops. Traduza as seguintes

informacoes sobre ela:

iy 00 o

Medida da altura, em metros

146 m

)
Medida do lado da base, RRNalale 29

em metros

233 m

Peso, em toneladas

5 750 000 toneladas

HY e L

Numero de blocos de pedras
empilhadas

2311000

e Vocé percebeu, no quadro da atividade anterior, que a posicao dos simbolos pode
variar, ou seja, as vezes comecam pelos de maior valor e, outras vezes, pelo de
menor valor? Por que isso nao tinha importancia?

Resposta: A posi¢ao dos simbolos ndo tinham importancia, pois o valor numérico nao dependia

de sua posicao, mas apenas dos valores dos proprios sibolos.

Observacao: E interessante levantar informacoes sobre a civilizagao egipcio e

também explorar a localizacao geografica da regiao em que ela se desenvolveu.

Etapa 2: Sistema babilénico antigo de numeragao.
Fonte: Sao Paulo (1994); Sao Paulo, (2014 - 2017f).
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O sistema de escrita dos babilonios recebeu o nome de cuneiforme: os escribas
gravavam os sinais, com cunhas, em tabuinhas de argila que depois faziam secar ao Sol.
Entao, repetindo marcas de cunhas e invertendo suas posicoes em algumas situagoes,

representaram os niameros de 1 a 59, como nos exemplos da Figura 5.14.

Sistema Sistema Sistema Sistema Sistema Sistema
indo-arabico babil6énico indo-arabico babilbnico indo-arabico babilénico
: M yYvy 20 < «
2 vv 9 \A A4
YvYYy
3 VVYY 31 4dd4AdYVv
4 YvYYvy 10 < 42 4«d<4<<«AVY
v 12 <Vvvy <
v 4d4<«AvVvYVvYy
5 ; yv 13 AL 54 << Y

Figura 5.14: Sistema babil6nico antigo de numeragao.

Observe na Figura 5.15 que para representar o 60 os babilonios voltaram a usar a
cunha na mesma posicao que a usavam para representar o 1. Portanto, até certo ponto
usavam uma base decimal, mas, depois, trocaram-na pela base 60. Isso provavelmente

dificultou o trabalho dos decifradores, porém nao devia ser um grande problema para

eles.
Sistema Sistema Sistema Sistema

indo-arabico babildnico indo-arabico babilénico

60
v o1 Vv <<y
70 Y « «
80 v A«
180 YvYvy

90 v €€«
100 v :‘ < 200 vwvvy ««

Figura 5.15: Sistema babilonico antigo de numeracao.

Para se ter uma ideia melhor do que é a base 60 , tem-se um caso em que ela é
usada ainda hoje: a medicao do tempo. Sabe-se que uma hora tem 60 minutos e um
minuto tem 60 segundos. Entao:

Explique como funciona a base 60 e a leitura das horas:Usando um relogio de

ponteiros.
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® Resposta: O ponteiro maior apontada marca os minutos, enquanto o menor marca as horas.

4

Quando o ponteiro maior completa uma volta a partir do “zero” o ponteiro menor chega a

proxima hora. Portanto, a cada 60 minutos se completa uma hora.

e Usando um relogio digital que marque horas, minutos e segundos.

HERRIENSE

Resposta: Quando o marcador dos segundos termina de correr 60 segundos na sequéncia o

marcador dos minutos aumenta um digito até correr 60 minutos e assim um digito no marcador
das horas. No entanto, o marcador das horas corre de 12 em 12 horas que corresponde uma

parte nova do dia ou de 24 em 24 horas que corresponde a um novo dia.

Assim como o sistema de numeracao indo-arabico, o babilénico também era posi-
cional, mas, apresenta certa ambiguidade na escrita dos niimeros. Essa ambiguidade
poderia ser eliminada com a utilizagao de um algarismo que era desconhecido dos ba-
bilonicos. Qual algarismo é esse?

Resposta: O zero.

Observacao: E interessante levantar informacoes sobre a civilizagao babildnica

e também explorar a localizacao geografica da regiao em que ela se desenvolveu.

Etapa 3: Sistema maia antigo de numeracao.
Fonte: Sao Paulo (1994); Sao Paulo, (2014 - 2017f).

Usando pontos e tracos os maias representavam seus dezenove primeiros nimeros,
como na Figura 5.22.

Figura 5.16: Sistema maia antigo de numeragao.

Agora continue esta sequéncia:
Resposta:

=l

-
)
)

11 12 13 14 |

wn
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Para representar niimeros maiores ou iguais a 20, escreviam os numeros vertical-

mente (de baixo para cima) de modo que o simbolo registrado no primeiro andar era

multiplicado por 1 e o do segundo andar, era multiplicado por 20.

O modo que encontraram para indicar a auséncia de quantidade numa classe foi

adotarum simbolo especial:
do 3 e do 60.

A

. Esse simbolo permitia nao confundir as escritas

Agora, descubra que niimeros estao nos quadros abaixo:

102

101

(=)}
LS

100

I
L)

Observacao: E interessante levantar informacoes sobre a civilizagao maia e

também explorar a localizacao geografica da regiao em que ela se desenvolveu.

Atividade 2 - Sistemas de numeracao

Etapa 1: Mudanca de base.

Folha do Aluno

Converta os niimeros na base decimal para a base indicada a seguir:

® 50—

© 50;p=_ 3

® 2231p— 5
® 2960 = 3
e 5yp—__ 4

e 1000yg = — ¢
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Agora, invertendo, ou seja, converta os ntmeros na base indicada para a base

decimal:
e 110011y = 4
¢ 21213 =__ 4y
o 1423 = 4
e 7034 — — 9
e 1001, =_ 4y
e 24105 = 4y

Sistema egipcio antigo de numeracgao
Fonte: Sdo Paulo, (1994).

Desde os primeiros tempos da historia egipcia, por volta de 3 000 a.C., ja existia um
sistema de numeracao egipcio, este sistema de escrita era representado por algarismos
em forma de simbolos, dos quais varios possuiam referéncias & fauna e a flora das pro-
ximidades do Rio Nilo, local que habitavam. A base do sistema egipcio de numeracao,
assim como a indo-arabico, é decimal, o que significa que os agrupamentos sao feitos
em poténcias de 10.

No antigo Egito, os faradés mandavam construir templos em sua honmenagem e
ordenavam que fossem decorados com esculturas e pinturas ilustrando os fatos mais
gloriosos de suas vidas ou cenas da vida cotidiana. Observe as inscri¢oes encontradas

em alguns desses templos:

9D LL e
RRREAREN

Figura 5.17: Dados de uma batalha egipcia.

A inscrigao representada na Figura 5.17 indica o ntimero de inimigos massacrados

durante uma batalha vencida pelo faraé de Hierakonpolis, isto é, 42 209 homens.
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W | 54
Y| =

. o e
sy XX 07

Figura 5.18: Nimero de homens, de cavalos e de bois capturados durante a batalha.

A Figura 5.18 indica o nimero de homens, de cavalos e de bois capturados durante
essa mesma batalha, ou seja, 120 000 homens, 1 422 000 cavalos e 400 000 bois.

q gl
Pombos 9 z :> e

o

Canarios | || 9 ‘}]_; 7 e

Gansos A 9 z >

Figura 5.19: Riquezas de Memphis.

Agora, a Figura 5.19 indica algumas das riquezas de Memphis: 121 200 pombos,
121 022 canérios e 11 110 gansos.

Em funcao dos dados sobre o sistema egipcio antigo de numeracao observados nas
Figuras 5.17, 5.18 e 5.19, responda:

e QQuais sao os numeros representados pelos simbolos na tabela a seguir?

\ N 9 | X 7 = | Y

e (Que numeros seriam estes?

LLEL 90 | e 00 nn |[1VOOLL »/
Ao b = 99 NN Hggg}
2Ial R} .
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e Como se escreveria no sistema egipcio os nimeros a seguir?

31625 186 186 2 000 203

e Se os egipcios repetiam seus simbolos no maximo de 9 vezes e somavam seus

valores, qual o maior nimero que podiam escrever usando o maximo de vezes?

e A maior das piramides egipcias construidas foi a de Queops. Traduza as seguintes

informagoes sobre ela:

iy 00 9

Medida da altura, em metros

Ly 99
Medida do lado da base,
em metros

Yoy ememe= LI

Peso, em toneladas

W === ) &
Numero de blocos de pedras
empilhadas

e Vocé percebeu, no quadro da atividade anterior, que a posicao dos simbolos pode
variar, ou seja, as vezes comecam pelos de maior valor e, outras vezes, pelo de

menor valor? Por que isso nao tinha importancia?
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Etapa 2: Sistema babilonico antigo de numeracao.

O sistema de escrita dos babildonios recebeu o nome de cuneiforme: os escribas
gravavam os sinais, com cunhas, em tabuinhas de argila que depois faziam secar ao Sol.
Entao, repetindo marcas de cunhas e invertendo suas posicoes em algumas situagoes,

representaram os nimeros de 1 a 59, como nos exemplos da Figura 5.20.

Sistema Sistema Sistema Sistema Sistema Sistema
indo-arabico babiloénico indo-arabico babilénico indo-arabico babilénico
: v A\ AA 20 < <«
2 vV 9 YvYy
YvYy
3 VVYY 31 44 <«YvY
4 YVYY 10 < 42 <«<4<«AVY
v 12 <vYvy <
v 4d4<<«AVYVYY
5 ; VY 13 <VVvYy 54 << Y

Figura 5.20: Sistema babilonico antigo de numeracao.

Observe na Figura 5.21 que para representar o 60 os babilonios voltaram a usar a
cunha na mesma posicao que a usavam para representar o 1. Portanto, até certo ponto
usavam uma base decimal, mas, depois, trocaram-na pela base 60. Isso provavelmente

dificultou o trabalho dos decifradores, porém nao devia ser um grande problema para

eles.
Sistema Sistema Sistema Sistema

indo-arabico babildnico indo-arabico babilénico

60
M o1 vV (<Y
70 v « «
80 v ««
180 \AA

90 v 44«
100 v :‘ < 200 vyvvy ««

Figura 5.21: Sistema babilonico antigo de numeragao.

Para se ter uma ideia melhor do que é a base 60 , tem-se um caso em que ela é

usada ainda hoje: a medicao do tempo. Sabe-se que uma hora tem 60 minutos e um

minuto tem 60 segundos. Entao:
Explique como funciona a base 60 e a leitura das horas:

e Usando um relogio de ponteiros.



160 A importancia do estudo do tempo

e Usando um relogio digital que marque horas, minutos e segundos.
D 3 | 1= 1|
N S N N

Assim como o sistema de numeracao indo-arabico, o babilonico também era posicional,

mas, apresenta certa ambiguidade na escrita dos ntimeros. Essa ambiguidade poderia
ser eliminada com a utilizacao de um algarismo que era desconhecido dos babilénicos.

Qual algarismo é esse?

Etapa 3: Sistema maia antigo de numeragao.

Usando pontos e tracos os maias representavam seus dezenove primeiros nimeros,

como na Figura 5.22.

Figura 5.22: Sistema maia antigo de numeragao.

Agora continue esta sequéncia:

Para representar niimeros maiores ou iguais a 20, escreviam os numeros vertical-
mente (de baixo para cima) de modo que o simbolo registrado no primeiro andar era
multiplicado por 1 e o do segundo andar, era multiplicado por 20.

O modo que encontraram para indicar a auséncia de quantidade numa classe foi

A

adotarum simbolo especial: . Esse simbolo permitia nao confundir as escritas

do 3 e do 60.

[ ] L ] [ ] aee
oo see T <>

20 21 22 23 24 60
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Agora, descubra que niimeros estdo nos quadros abaixo:

eee ) <> Y

102

A atividade/oficina descrita tem como objetivo aprimorar os conhecimentos dos
alunos do 7% ano (62 série) relacionados ao sistema de numeragao. Além disso, esta
atividade pode contribuir para que os alunos atinjam as competéncias e as habilida-
des indicadas nos PCN’s que sao: reconhecer, por meio da histéria dos sistemas de
numeracao, a construcao de ideias e do conhecimento matematico; estabelecer compa-
racoes entre sistemas de numeracao, identificando semelhancas e diferencas entre eles;
decodificar a estrutura logica da escrita matematica; transpor ideias relacionadas a
base de um sistema de numeragao para aplica¢bes praticas na computagio (sistema
binario). Lembrando que o estudo dos sistemas de numeragao de povos antigos sinaliza
véarias possibilidades de interdisciplinaridade com as disciplinas de historia e geografia.
Assim, esta Atividade permite explorar a historia da matemaética sobre os antigos siste-
mas de numeracao, levantar informagdes sobre a civilizagdo egipcia, maia e babilonica
e também apresentar a localizacao geografica da regiao em que elas se desenvolve-
ram. Deve ser aplicada para grupos de dois ou trés alunos em quatro aulas (de 50
minutos cada), a primeira etapa denominada “Mudanca de base”, os alunos devem ser
instruidos a converter os nimeros na base decimal para uma base qualquer indicada
e em seguida devem inverter, ou seja, converter os nimeros que estao em uma base
qualquer indicada para a base decimal. Ainda nesta etapa sdo propostas atividades
relacionadas ao sistema egipcio antigo de numeracao que assim como o indo-arabico é
decimal. Na segunda etapa “Sistema babilonico antigo de numeragao” sao propostas
atividades envolvendo os relogios analogico e o digital para que os alunos possam en-
tender a importancia do sistema de numeragdo sexagesimal. A terceira etapa “Sistema
maia antigo de numeracao”, onde o sistema de numeracao é vigesimal, inicia-se com a
apresentacao dos 10 primeiros ntimeros em forma de simbolos utilizados pelos maias e
os alunos devem continuar a sequéncia. Em seguida é apresentado um simbolo especial,
do qual é usado para desenvolver novos niimeros, entao os alunos devem encontrar o

valor numérico de cada da simbologia escolhida.

5.3.3 Atividade 3 - Explorando congruéncias

Folha do Professor

Atividade: Matemaéatica e calendéario.
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Atividade em grupo: 3 alunos.
Piblico alvo: Alunos do 12 série do ensino médio.
Conteudo(s): Divisibilidade, congruéncia e aplicagoes.

Objetivo(s) (competéncias/habilidades): Saber determinar os divisores de um
niimero natural; desenvolver do calculo mental e as técnicas de divisao e multiplicagao;
reconhecer o padrao de regularidade de uma sequéncia; utilizar a linguagem mate-
matica para expressar a regularidade dos padroes de sequéncias numéricas; aplicar
conhecimentos matematicos em situacoes do cotidiano; compreender que o calendario
é produzido com base em conhecimentos matematicos e, a partir disso, identificar as
semelhancas e diferengas entre os calendarios; tornar a matematica estimulante, fonte

de novos conhecimentos, a partir de situagoes reais e contextuais.

Material utilizado: Giz, lousa, folhas de orientagoes (professor/aluno), celular

para consultar o aplicativo calendario e calculadora.
Tempo de duragao: 3 aulas simples (50 minutos cada).
Procedimento pedagogico/orientacoes ao docente:

O tema envolve o conceito de congruéncia, o qual necessita que os discentes tenham
conhecimentos prévios sobre os ntimeros inteiros e divisao euclidiana. Congruéncia e
divisibilidade permitem classificar niimeros com caracteristicas semelhantes. Também
sera necessario que tenham nogoes basicas sobre os ntimeros racionais (Q).

Embora parte do conteiido abordado nao esteja presente na grade curricular de
matematica do estado de Sao Paulo, o docente pode explora-lo como estudo comple-
mentar de grande importancia, pois o tema calendario esta presente no cotidiano de
todos desde as civilizagoes antigas com previsoes de melhor data para plantio, datas
comemorativas e, atualmente, os prazos para variadas atividades, célculos de juros,
datas de aposentadoria de trabalhadores, entre outros. Deste modo, é um excelente
gerador de oportunidades de contextualizacao no processo de ensino aprendizagem de

matematica.

Introducao

Apesar de simples, o assunto calendario é altamente interdisciplinar e envolve um
aglomerado de conhecimento e de cultura. Portanto, cabe ao docente apresentar de

forma resumida alguns aspectos que motivou sua origem para entao ser sugerida a pre-
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sente atividade. Para isto, a seguir serd apresentada uma breve introduc¢ao informativa
sobre o tema.

Todos os calendarios sao de origem astrondmica, pois se baseiam nos movimentos
aparentes dos dois astros mais brilhantes do sistema solar, o Sol e a Lua. O calendario
possui unidades de dias, meses e anos, além das semanas, sas quais sao baseadas em
trés ciclos priméarios da natureza: a rotacao da Terra em torno de seu proprio eixo
que gera os dias, as revolugoes da Lua a volta da Terra que deu origem ao conceito de
meses e as revolucoes da Terra em volta do Sol que desenvolvem os anos.

A unidade basica e mais antiga para a contagem do tempo é o dia, que possui por
sua vez 24 horas, dividido em duas etapas, intercaladas entre o nascer e o por do Sol.
A observacao da periodicidade das fases lunares fez surgir a ideia de més assim como
a semana, porém, hoje, essas unidades nao tém mais conexao com o movimento da
Lua, pois foram adequadas para uniformizar o periodo anual. A repeticao alternada
das estacoes, que variavam de acordo com os climas, deu origem ao conceito de ano.

De acordo com Leopold (2015), o calendario gregoriano tem como base de sua cons-
trugao o ano solar ou ano tropical é o periodo de tempo decorrido para completar um
ciclo de estagoes, tendo duragao de cerca de 365 dias, 5 horas, 48 minutos e 46 segundos
(365,2422 dias solares médios). Entretanto, mesmo o ano tropical sendo 365,2422 dias
solares médios, em 1582, o Papa Gregorio XIII (1512- 1586) ao reformar o calendario
juliano estabeleceu o uso de 365,2425 dias solares médios para facilitar os célculos na
construcao do calendério gregoriano. Assim, o calendario adota a quantidade exata
de 365 dias para o periodo de um ano, ou seja, um periodo de tempo menor do que
a duracao de uma volta completa da Terra em torno do Sol. Tem-se, entao, que esta
diferenca, equivalente a 0,2425 dia, quando multiplicada por 4 resulta em 0,97 dia.
Entao, faz-se, a cada 4 anos, o acréscimo de 1 dia no més de fevereiro, o que corres-
ponde ao chamado ano bissexto com 366 dias. Porém, essa alteragao provoca uma nova

discrepancia, de +0,03 dia. Para corrigi-la, estabeleceu-se as seguintes regras:
e ano multiplo de 4 é bissexto;
e ano multiplo de 100 e nao multiplo de 400, naao ¢é bissexto;
e ano multiplo de 400, é bissexto.

Portanto, para tais regras sao justificadas pela relacao matematica desenvolvida:

365, 2425 = 365 + o7 —365+1 L + L
’ a 400 4 100 400

Como 356,2425 é equivalente a 365 dias, 5 horas, 49 minutos e 12 segundos, tem-se
uma diferenca de 26 segundos por dia, isto é, 1 dia a cada 3300 anos. Portanto, um
erro suportavel, assim as regras corrigem com excelente aproximacgao o ano tropical.

Para compreender a formacao do calendario gregoriano é necessario conhecer alguns

conceitos basicos sobre aritmética modular.
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Exemplo 1.: Aritmética do relogio.

Pode-se notar que nos relégios existe a congruéncia, moédulo 12. Essa congruéncia
é mais facil de ser observada nos analogicos, devido ao ponteiro das horas. Assim, 13
horas é congruente a 1 hora, modulo 12, pois ambos divididos por 12, deixam resto 1,
logo o ponteiro para no mesmo lugar ap6s 12 horas. Ainda, 14 horas é congruente a
2 horas, modulo 12. Tanto 14, quanto 2, divididos por 12, deixam resto 2... e assim,

sucessivamente.

1112 13|12 2 (12 14|12

Restos Restos

Para formalizar o exemplo tem-se a definicao de congruéncia a seguir:
Definicao: Seja m > 1, um nimero inteiro. Diz-se que dois inteiros a e b sao

congruentes moédulo m se a e b deixam mesmo resto quando divididos por m.
a =bmod m

Assim, a representacao do Exemplo 1 é dado da seguinte forma:

13 =1 mod 12
14 = 2 mod 12
15 =3 mod 12

Além do que ja foi apresentado, para desenvolver as atividades propostas, também é
interessante ter conhecimento do algoritmo apresentado em Brasil (2009) que ¢é valido
para datas do calendario gregoriano, porém vale lembrar que nem todos os paises
adotaram imediatamente esse calendério decretado em 1582. Sendo assim, o algoritmo
deve ser usado com as devidas restricoes historicas e geograficas. O discente deve
entender que os anos bissextos possuem um dia a mais em 29 de fevereiro.

Apos escolher o dia da semana de um determinado ano, precisa-se calcular (recomenda-

se 0 uso de calculadora simples):
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A ¢é o intervalo em anos até a data escolhida;

e )M é quantas vezes ocorreu o dia 29 de fevereiro entre estas datas;

P =365+ A+ B, que sao os dias transcorridos entre as datas;

e N=PmodT,;

Observe que N s6 pode resultar em valores naturais de 0 a 6. E, ainda, como
1 =365 mod 7, conclui-se que N = (A + M) mod 7.

Observacao: Apoés os alunos realizarem os calculos devem ser orientados a conferir

no celular as datas encontradas no aplicativo calendario.

Etapa 1: Encontrando anos bissextos.
Fonte: Brasil (2009).

sim

é divisivel por 4 ? ¢ divisivel por 100 ? é divisivel por 400 ?

Figura 5.23: Algoritmo de funcionamento do calendério gregoriano.
Fonte: adaptada de Brasil (2009).

Utilizando o algoritmo da Figura 5.24 os alunos devem encontrar, dentre os anos

apresentados a seguir, quais sao bissextos:
o 1967: nio é bissexto, pois é um ntimero impar;
o 1582: nio é bissexto, pois ndo é divisivel por 4;
e 1936: ¢ bissexto, pois é é divisivel por 4 e nao é divisivel po 100;
e 2100: nao é bissexto, pois & divisivel por 4 e por 100;

o 2400: ¢ bissexto, pois é divisivel por 400.
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Contando os anos bissextos.

Para contar a quantidade de anos bissextos entre duas datas deve-se calcular a diferenca
entre a ocorréncia do primeiro ano bissexto apds a menor data escolhida até o tltimo
ano bissexto (anterior a maior data).

Exemplo: Para saber quantos anos foram bissextos entre desde o dia da proclama-
cao da Republica em 1889: o primeiro ano bissexto apos 1889 foi em 1892 e o ultimo
ano bissexto anterios a 2017 ocorreu em 2016. Portanto, a diferenca entre as duas datas
é de 124 anos, ou seja, 2016 — 1892 = 124.

Em seguida deve-se dividir o resultado da diferenca por 4 e somar uma unidade ao
quaciente: 1244 = 31; assim ao quociente 23 se soma 1 unidade, ou seja, 3141 = 32.

Portanto, sao 32 anos bissextos.

Observacgao: E necessario verificar se existe alguma possibilidade do resultado se
alterar de acordo com as regras da Figura 5.24. Pois, no exemplo, dentro do intervalo
escolhido, tem-se o ano de 2000, o qual é divisivel por 100 e por 400, logo, ¢ bissexto

e assim nao interfere no resultado.

Entao é proposta a seguinte pergunta aos discentes:
Quantos anos foram bissextos desde o ano de seu nascimento?

Etapa 2: Encontrando o dia da semana.
Fonte: Brasil (2009).

Para esta etapa serd necessario passar aos discentes algumas instrucoes:

1. Observe no calendério do ano atual em qual dia da semana caira a data escolhida;

2. Encontre qual a diferenca (denotada por A) de anos entre o ano atual e o ano da

data escolhida;

3. Calcule quantos anos bissextos acorreram no intervalo entre as datas em questao,
pois precisa-se saber quantos dias foram 29 de fevereiro ocorreram entre as datas

escolhidas (para tal, pode-se usar o algoritmo sugerido na Etapa 1);

4. Denotado por M a quantidade de 29 de fevereiro existentes entre a data no

calendério atual e a data no calendério desejado;

5. Para saber quantos dias se passaram, multiplica-se A por 365 e soma M. Deno-
tando por P este nimero, isto é, P = 365 - A + M.

Usando o calendério de 2017 (ou o celular) como referéncia os alunos devem res-
ponder as questoes a seguir (pois tendo apenas um ponto de partida, ou seja, uma data

inicial, consegue-se determinar qualquer outra).
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e Em que dia da semana foi o atentado terrorista que destruiu as Torres Gémeas,
em 11 de setembro de 20017
Responta: 11/09/2017 é segunda-feira. Entdo, para 11/09/2001, tem-se A = 2017—2001 = 16,
M =[(2016 —2004) ~4] +1 =4, P =365-16+4 = 5844 ¢ N = 5844 mod 7 ou N = 16 + 4

mod 7, portanto, N = 6 e retornando 6 dias d4 uma terca-feira.

e Qual foi o dia da semana em que foi publicado o Ato Institucional nimero 5
(AI-5), em 13 de dezembro de 19687
Responta: 13/12/2017 é quarta-feira. Entdo, para 13/12/1968, tem-se A = 2017 — 1968 = 49,
M = [(2016 — 1968) = 4] = 12, P = 365 - 49 + 12 = 17897 N = 17897 mod 7 ou N = 49 + 12
mod 7, portanto, N = 5 retornando 5 dias d4 uma sexta-feira.

e Em qual dia da semana teve inicio a Semana de Arte Moderna, em 11 de fevereiro
de 19227
Responta: 11/02/2017 é sabado. Entdo, para 11/02/1922, tem-se A = 2017 — 1922 = 95,
M = [(2016 —1924) = 4]+ 1 = 24, P = 365 - 95+ 24 = 34699 N = 34699 mod 7 ou N = 95 + 24
mod 7, portanto, N = 0 retornando 0 dias d4 uma sabado.

e Qual foi o dia da semana em que foi proclamada a Republica no Brasil (1889)7
Responta: 15/11/2017 é quarta-feira. Entao, para 15/11/1889, tem-se A = 2017 — 1889 =
128, B = [(2016 — 1892) =~ 4] + 1 = 32 observe que 1900 estd entre as datas escolhidas e
¢ um namero divisivel por 4 e por 100, portanto, nao é bissexto, entao M = 32 — 1 = 31,
P = 365-128 + 31 = 46751 N = 46751 mod 7 ou N = 128 + 31 mod 7, portanto, N = 5
retornando 5 dias da uma sexta-feira.

e Em que dia da semana o homem pisou a Lua, sabendo que a data foi 20 de julho
de 19697
Responta: 20/07/2017 é quinta-feira. Entdo, para 20/07/1969, tem-se A = 2017 — 1969 = 48,
M =1[(2016—-1972) +4]+1 =12, P = 365-48+12=17532 e N = 17532 mod 7 ou N = 48+12
mod 7, portanto, N = 4 e retornando 4 dias d4 uma domingo.

e Em que dia da semana caiu 29 de fevereiro de 19727
Responta: 01/03/2017 é quarta-feira. Entdo, para 29/02/1972, tem-se A = 2017 —1972 = 45,
M =1[(2016 — 1972) + 4] = 11, P =365 -45+ 11 = 16436 e N = 16436 mod 7 ou N =45 + 11
mod 7, portanto, N = 0 e retornando 0 dias d4 uma quarta-feira para o dia 01/03,/1972, logo,
o dia 29/02/1972 foi uma terca-feira.

e Em que dia da semana vocé nasceu? Responta: Pessoal.

e Em que dia da semana ir& cair o Natal de 20417
Responta: 25/12/2017 é segunda-feira. Entao, para 25/12/2041, tem-se A = 2041—-2017 = 24,
M = [(2040 — 2020) = 4] + 1 =6, P = 365 - 24 + 6 = 8766 ¢ N = 8766 mod 7 ou N = 24 + 6
mod 7, portanto, N = 2 e anvangando 2 dias da uma quarta-feira.

Etapa 3: Construindo calendéario.
Fonte: Alegri e Gomes (2015).
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Considenrando que os discentes ja estejam familiarizados com a definicao de con-

gruécia devem responder a questao a seguir:

De acordo com Alegri e Gomes (2015), o Cometa Halley é um cometa brilhante

de periodo intermediirio que retorna as regioes interiores do Sistema Solar a cada

periodo que varia entre 75 e 76 anos, aproximadamente. Foi o primeiro cometa a ser

reconhecido como periodico: descoberta feita por Edmond Halley em 1696. Em sua

ultima passagem na Orbita terrestre, o Cometa Halley pode ser observado a olho nu,

em 09/02/1986, um domingo. Sabendo que a proxima passagem do Cometa Halley

serd daqui a 75 anos e 169 dias.

(a)

Encontre a data que ocorrera a proxima passagem do Cometa Halley na orbita
do nosso planeta.

Responta: A proxima passagem do Cometa Halley serd daqui a 75 anos e 169 dias a partir de
09/02/1986, entdo tem-se que em 09/02/2061 completard 75 anos da tltima passagem, assim,
para saber a data do evento, basta adicionar 169 dias a data de 09/02/2061. Sabendo que o
ano de 2061 ndo é um ano bissexto (é impar), logo o més de fevereiro deste ano tem 28 dias,
assim, tem-se 19 dias a serem contados em fevereiro, 31 dias em marco, 30 dias em abril, 31
dias em maio, 30 dias em junho, completando até o momento 141 dias a mais que 09/02/2061,
faltando 28 dias para completar os 169 dias necessérios, portanto, a data da préoxima passagem
€ 28/07/2061.

Seja 09/02/1986 o dia da tltma passagem do Cometa Halley pela érbita da Terra
e considerando o dia encontrado no item (a), o qual sera a data da sua proxima
passagem, quantos dias existem neste intervalo? Responta: A = 2061 — 1986. = 75,
M = [(2060 — 1988) = 4] + 1 = 19, P = 365 - 75 + 19 + 169 = 27563. Portanto, entre os dias
09/02/1986 e 28/07/2061 existem 27563 dias.

Descubra em que dia da semana sera a proxima passagem do Cometa Halley na
orbita do nosso planeta.

Responta: 09/02/2/1986 foi domingo. Entdo, para 28/07/2061, da resposta do item (b) tem-
se que A =75 M =19 e P = 27563, entao N = 27563 mod 7 ou N = 75 + 19 + 169 mod 7,

portanto, N = 4 e anvancando 4 dias d4 uma quinta-feira.

Construa o més em que caiu a data em que ocorrerd a proxima passagem do
Cometa Halley na 6rbita do nosso planeta.

Responta: A data e dia da semana para ocorrer a proxima passagem do Cometa Halley na
orbita da Terra é: 28/07/2061 uma quinta-feira. Como 28 = 0 mod 7 = quinta-feira, entao,

pode-se considerar o seguinte:

quinta-feira = N = 0 mod 7: {7,14, 21,28},
sexta-feira = N =1 mod 7: {1,8,15,22,29};
sabado = N =2 mod 7: {2,9,16,23,30};
domingo = N = 3 mod 7: {3,10,17,24,31};
segunda-feira = N =4 mod 7: {4,11, 18,25};
terca-feira = N = 5 mod 7: {5,12,19,26};
quarta-feira = N = 6 mod 7: {6,13,20,27}.
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Como pode-se notar cada coluna possui um dia da semana, dos quais os nimeros do més siao
congruéntes entre si moédulo 7. Observe os niimeros nas colunas e as respectivas classes de

equivaléncia.
Meés: Julho
Domingo | Segunda ‘ Terca ‘ Quarta ‘ Quinta ‘ Sexta ‘ Sabado

1 2

3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23

24 25 26 27 28 29 30

31

(e) Complete o calendario do ano correspondente a data em que ocorrera a pro-
xima passagem do Cometa Halley na 6rbita do nosso planeta. Descreva as suas

comclusoes.
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Atividade 3 - Explorando congruéncias
Folha do Aluno

Etapa 1: Encontrando anos bissextos.
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sim

é divisivel por 4 ? € divisivel por 100 ? € divisivel por 400 ?

Figura 5.24: Algoritmo de funcionamento do calendério gregoriano.
Fonte: adaptada de Brasil (2009).

Utilizando o algoritmo da Figura 5.24 encontre, dentre os anos apresentados a

seguir, quais sao bissextos:

1967:

1582:

1936:

2100:

2400:

Calcule quantos anos foram bissextos desde o ano de seu nascimento?

Etapa 2: Encontrando o dia da semana.

Para esta etapa sera necessaria algumas instrucoes sobre o algoritmo de Brasil (2009):

1.

Observe no calendario do ano atual em qual dia da semana caird a data escolhida;

Encontre qual a diferenga (denotada por A) de anos entre o ano atual e o ano da

data escolhida;

Calcule quantos anos bissextos acorreram no intervalo entre as datas em questao,
pois precisa-se saber quantos dias foram 29 de fevereiro ocorreram entre as datas

escolhidas (para tal, pode-se usar o algoritmo sugerido na Etapa 1);

Denotado por M a quantidade de 29 de fevereiro existentes entre a data no

calendério atual e a data no calendério desejado;

Para saber quantos dias se passaram, multiplica-se A por 365 e soma M. Deno-
tando por P este nimero, isto é, P = 365 - A + M.
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Usando o calendario de 2017 (ou o celular) como referéncia responda as questoes a

seguir:

e Em que dia da semana foi o atentado terrorista que destruiu as Torres Gémeas,
em 11 de setembro de 20017

e Qual foi o dia da semana em que foi publicado o Ato Institucional nimero 5
(AI-5), em 13 de dezembro de 19687

e Em qual dia da semana teve inicio a Semana de Arte Moderna, em 11 de fevereiro
de 19227

e Qual foi o dia da semana em que foi proclamada a Rep{ublica no Brasil (1889)7

e Em que dia da semana o homem pisou a Lua, sabendo que a data foi 20 de julho
de 19697

e Em que dia da semana caiu 29 de fevereiro de 19727

e Em que dia da semana vocé nasceu?

Etapa 3: Construindo calendario.

De acordo com Alegri e Gomes (2015), o Cometa Halley é um cometa brilhante
de periodo intermediirio que retorna as regioes interiores do Sistema Solar a cada
periodo que varia entre 75 e 76 anos, aproximadamente. Foi o primeiro cometa a ser
reconhecido como periodico: descoberta feita por Edmond Halley em 1696. Em sua
ultima passagem na Orbita terrestre, o Cometa Halley pode ser observado a olho nu,
em 09/02/1986, um domingo. Sabendo que a proxima passagem do Cometa Halley

serd daqui a 75 anos e 169 dias.

(a) Encontre a data que ocorrera a proxima passagem do Cometa Halley na orbita
do nosso planeta.

(b) Seja 09/02/1986 o dia da ultma passagem do Cometa Halley pela orbita da Terra
e considerando o dia encontrado no item (a), o qual sera a data da sua proxima

passagem, quantos dias existem neste intervalo?

(c) Descubra em que dia da semana sera a proxima passagem do Cometa Halley na

orbita do nosso planeta.
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(d) Construa o més em que caiu a data em que ocorrerd a proxima passagem do

Cometa Halley na o6rbita do nosso planeta.

Meés:

Domingo | Segunda ‘ Terga ‘ Quarta ‘ Quinta ‘ Sexta ‘ Sabado

(e) Complete o calendario do ano correspondente a data em que ocorrera a pro-
xima passagem do Cometa Halley na érbita do nosso planeta. Descreva as suas

comclusoes.
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Ano:
Janeiro Fevereiro Marcgo
DS |T|Q|Q DS |T|Q|Q T Q| Q
Abril Maio Junho
D|S T|Q|Q D|S I T|Q|Q T1Q1Q
Julho Agosto Setembro
D S|T|Q|Q D S| T|Q|Q T Q| Q
Outubro Novembro Dezembro
D[S T|Q|Q D[S T|Q|Q T1Q]Q

Observacao: Apos realizar os calculos, pode-se conferir no celular as datas

encontradas no aplicativo calendario.
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Embora a atividade/oficina desenvolvida tenha sido proposta aos alunos da 1* série
do ensino médio, ainda pode ser aplicada na 2% e na 3% séries, entretanto o intuito
é que os alunos do ensino médio tenham contato com os conceitos associados a con-
gruéncia. Apesar da congruéncia ser um contetido que nao pertence a matriz curricular
do estado de Sao Paulo permite atingir muitas competéncias e habilidades que estao
na matriz curricular do estado de Sao Paulo como: saber determinar os divisores de
um namero natural; desenvolver do célculo mental e as técnicas de divisao e multi-
plicagao; reconhecer o padrao de regularidade de uma sequéncia; utilizar a linguagem
matematica para expressar a regularidade dos padroes de sequéncias numeéricas; aplicar
conhecimentos matematicos em situacoes do cotidiano; compreender que o calendario
¢ produzido com base em conhecimentos mateméticos e, a partir disso, identificar as
semelhancas e diferengas entre os calendarios; tornar a matematica estimulante, fonte
de novos conhecimentos, a partir de situacoes reais e contextualizadas. Deve ser reali-
zada em 3 aulas (de 50 minutos cada) dividindo a sala em grupos de trés alunos, assim
esta Atividade possui uma introducao onde sdo apresentados conceitos astrondmicos
e historicos, além de contetidos sobre congruéncia que devem ser abordados para que
os alunos consigam realizar as atividades propostas. Na primeira etapa “Encontrando
anos bissextos” os alunos devem entender o funcionamento do algoritmo do calendario
gregoriano e encontrar entre os anos sugeridos quais sao e quais nao sao bissextos,
ainda nesta etapa os alunos aprendem a contar a quantidade de anos bissextos entre
duas datas. A segunda etapa “Encontrando o dia da semana” tem como objetivo fazer
com que os alunos compreendam como se determina o dia da semana em que uma data
especifica ocorreu ou ird ocorrer. Na terceira etapa é proposta uma atividade que en-
volve conceitos das outras duas etapas, ou seja, serd utilizado os algoritmos dos quais
foram elaborados nas duas etapas para resolucionar estd etapa, da qual é finalizada
com a construcao de um calendério.

Observe que todas essas atividades, apds a sua resolucao por parte dos alunos, po-
dem ser verificadas por meio do uso do celular e de um aplicativo relativo a calendario.
Com relacao aos discentes, este atividade visa a motivacao, a curiosidade, instigar o
interesse, gerar dividas. O que permite ao docente esclarecer as dividas e tornar a
aula mais produtiva.

Muitas atividades podem ser elaboradas afim de que os alunos possam de modo
menos tradicional assimilarem as habilidades das quais exigem os PCN’s. As atividades
encontradas nos Cadernos propostos pela SEE (Secretaria de Estado de Educagao) do
estado de Sao Paulo podem ser enriquecidos por alguns experimentos encontrados em
Sao Paulo (1994) também desenvolvidos pela SEE. Entretanto, cabe ao docente escolher

as mais adequadas para o momento e para o “tempo” disponivel.






6 Conclusoes e trabalhos futuros

O foco fundamental desta Dissertacao esta associado a tematica que envolve a ela-
boracao de calendarios ao longo da civilizacao humana. Nesse sentido, houve a preocu-
pacao em mostrar que desde os tempos mais remotos o ser humano estava preocupado
em estabelecer regras para padroes ciclicos que ele observava em seu cotidiano ao longo
de um dado periodo e que eram essenciais para sua sobrevivéncia.

Pode se dizer que a ideia de se estabelecer calendérios é algo que caminha ao lado
da humanidade hé pelo menos 5 000 anos. O mais interessante ainda é observar que os
modernos instrumentos e os conhecimentos disponiveis hoje e que permitem estabelecer
com precisao o calendario que ¢é utilizado hoje na maioria dos paises ocidentais ¢ muito
proximo daqueles elaborados pelas primeiras civilizagoes.

E muito comum em Sala de Aula o professor ouvir dos estudantes, coisas do tipo
“Para que serve isso? Onde é que eu posso usar isso?”. Muitas vezes o proprio do-
cente desconhece uma aplicacao proxima da realidade do aluno que poderia chamar
sua aten¢ao ou servir como elemento motivacional para o estudo de determinados con-
teddos. Nesse sentido, todas as atividades didaticas propostas e que objetivam facilitar
situagoes de aprendizagem de importantes conceitos matematicos, estao relacionadas
a construcao de calendarios, ou seja, esse tema entra como plano de fundo para atrair
e conquistar o aprendiz, j4 que esta presente em seu cotidiano e, portanto, podem ser
contextualizadas.

Atualmente, qualquer dispositivo mével do tipo Celular possui um aplicativo como
esse e que é usado intensamente por essa geracao de jovens que ja nasceram na era
digital. Assim, mostrar ao jovem que ele pode obter as mesmas informacoes disponiveis
a partir do Celular com algumas operagoes matematicas basicas, da a ele um sentimento
e uma seguranca para se sentir confiante e desafiado a fazer, a aprender, a dominar, a
estudar.

Como é construido o calendario de um dado ano, no passado ou no futuro, que
dia da semana caird o feriado da Pascoa em 2023, que dia da semana caird o meu
aniversario quando eu fizer 30 anos? Sao questoes relativamente simples de serem
respondidas e que utilizam uma matemética basica de conhecimento de qualquer aluno
do ensino médio e podem servir de motivagao para iniciar o desenvolvimento de alguns

contendos matematicos.
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Com isso, usando a nocao de calendérios que esta presente na vida de todos nos,
como tema de fundo, procurou-se desenvolver um conjunto de atividades didaticas
que exploram conceitos matematicos envolvendo divisibilidade, sistemas de numeragao,
congruéncias e conicas. Assim, procura-se mostrar que a matematica nao esté distante
e dissociada de nossas vidas, ela estd presente em nosso dia a dia, ela € um produto
do pensamento humano que busca estabelecer regras e leis para explicar com precisao
fendmenos e fatos os mais variados e que nos rodeiam, dos mais simples aos mais
complexos.

A maioria das atividades propostas procurou também envolver os alunos em gru-
pos, de forma que eles possam trabalhar de forma colaborativa, que ¢ algo que esta
cada vez mais presente em avaliacoes, como o PISA, por exemplo, e também na vida
das pessoas, incluindo o mundo do trabalho. As atividades propostas objetivam ainda
tornar as aulas de matematica menos abstratas, mais interessantes, interativas e par-
ticipativas, sem abrir mao dos conceitos, mas de forma que esses aparecam de forma
contextualizada depois que os alunos perceberem que o assunto tratado é importante
para entender fendémenos ou situacoes que estao proximas de sua realidade.

E importante realcar temas multidisciplinares, contextualizar os conceitos desenvol-
vidos em Sala de Aula com a realidade do aluno, aulas mais colaborativas e interativas,
abordar aspectos de natureza historica e uso de tecnologias, entre outras, estao presen-
tes nos documentos oficiais como abordagens capazes de chamar a atencao e motivar
os jovens, facilitando o aprendizado de diferentes contetidos. Em particular em relagao
a matematica, ja que essa é tradicionalmente uma disciplina considerada dificil pela
maioria os alunos.

Por fim, em que pese o fato do trabalho explorar intimeros aspectos relativos a
construcao de calendarios, ele esta longe de esgotar o assunto, mas a expectativa ¢ que
ele possa estimular docentes na elaboracao de outras propostas didaticas envolvendo o

tema, inclusive ligadas a outras disciplinas, como histéria, geografia e fisica.

6.1 Trabalhos futuros

Embora fosse um objetivo inicial, nao foi possivel aplicar as atividades didaticas
diretamente em Sala de Aula, além de questionarios de avaliacao, tanto ao docente
quanto ao discente com o propoésito de verificar o aprendizado por parte dos alunos e
“ouvir” destes sua opiniao e aceitacao em relacao as atividades.

Oficinas e atividades didaticas realizadas em grupo sao sempre motivadores, inte-
rativas e participativas, carregadas de muita energia e dindmicas por natureza, sendo
um espago interessante para se observar comportamentos e outras caracteristicas dos
estudantes que podem ser valiosas para futuras acoes e aprendizados.

A “Folha do Aluno” com questoes relacionadas ao contetido que se pretende avaliar

permite que o docente possa aferir o grau de compreensao e aprendizado do aluno,
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seu raciocinio légico, dedutivo e indutivo, sua capacidade de abstracao, assim como,
mapear as dificuldades encontradas e tomar decisoes para corrigi-las. Por outro lado,
os “Questionérios de Avaliacao” aplicados “a posteriori” das atividades, busca colher dos
alunos como eles se sentiram em relacao a atividades, se foi interessante, se o tempo
disponivel foi adequado, quais foram as maiores dificuldades e assim por diante. Com
esses dois instrumentos a mao, o docente terd condicoes de avaliar, corrigir e refazer as
atividades, caso seja necessario, dai a importancia dos experimentos.

Enfim, diversas atividades/oficinas podem ser elaboradas com o intuito de que
os discentes possam de modo menos tradicional assimilarem as habilidades das quais
exigem os PCN’s.
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