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Resumo

No presente trabalho procuramos apresentar a relevancia da Algebra Linear,
mais especificamente da teoria das Matrizes e dos Sistemas lineares, na resolugéo
de problemas relacionados a area da economia com enfoque nos modelos
econdmicos de Leontief. Para isso, fizemos uso do software MAXIMA que nos

auxiliou nos eventuais resultados.

Palavras Chaves: Matrizes, sistemas lineares, modelos econdmicos de Leontief,

software maxima.



Abstract

In the present work we look for the relevance of Linear Algebra, more
specifically the theory of Matrices and Linear Systems, in solving problems related to
the area of the economy with the focus on the economic models of Leontief. For this,
we made use of the software MAXIMA that helped us in the eventual results.

Key words: Matrices, linear systems, economic models of Leontief, software
maxima.
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1. INTRODUGAO

E bastante comum pessoas questionarem qual aplicacao, no dia a dia, de
determinados conceitos matematicos. Isso sempre intrigou muitos dos que estudam
matematica, desde as séries finais do ensino fundamental, passando pelo ensino
médio, e até na graduagdo em matematica. Onde podemos usar certos conceitos
matematicos no cotidiano? Porque estudar “isso” se ndo tem aplicagdo? Basta
estudar as quatro operacbes e esta bom. Pois & isso que utilizamos no dia a dia.
Esses sao exemplos de perguntas e afirmagdes que ouvimos quase que
diariamente. E claro que muitos conceitos matematicos, principalmente aqueles
relacionados a geometria, sdo empregados, e de certa forma, compreendidos no dia
a dia: calculo de area, volume, perimetro, etc., outros sdo bastante dificeis até para
quem é da area, de exemplificar na pratica. Muitas vezes pensamos que estudamos
matematica sé para o engrandecimento dela propria.

Para dar uma mostra da utilizagdo de conceitos matematicos, especificamente,
matrizes e sistemas lineares, pesquisamos suas aplicacdes e verificamos que eles
aparecem nas areas da geografia, economia, biologia, da matematica (geometria:
transformacgado no plano; teoria dos grafos; criptografia), etc.

Entao, foi feita uma revisado bibliografica aprofundada do contetudo de Matrizes
e Sistemas lineares e uma aplicacdo desses conceitos na economia. 1sso nos levou
aos modelos econdmicos do russo Leontief, onde sdo definidas determinadas
matrizes quadradas que, na pratica, sdo de ordens relativamente grandes. Esse fato
fez com que utilizassemos um software livre chamado MAXIMA que, dentre as varias
funcbes que 0 mesmo possui, faz calculos relacionados com matrizes e sistemas
lineares mais robustos.

Portanto, o objetivo principal deste trabalho é mostrar as aplicagbes dos
Sistemas Lineares e Matrizes nos modelos econémicos de Leontief.

O trabalho esta dividido em trés capitulos, além da introdugéo (capitulo 1) e das
consideracgdes finais (capitulo 5). No capitulo 2 apresentamos os conceitos e os
resultados do contelddo da Algebra Linear: matrizes e sistemas lineares, que serao
aplicados no capitulo 3.

No capitulo 3 serdo descritos os modelos econdmicos de Leontief € a aplicacéo
dos conceitos de matrizes e sistemas lineares e sera apresentado a matriz insumo-
produto do Estado Acre com dados do ano de 2008.
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No capitulo 4 apresentamos o software livre MAXIMA, bem como um breve
tutorial de calculo de operagbes com matrizes, matriz inversa e resolugdo de

sistemas lineares, com uso deste software.
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2. MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES

2.1 Matrizes

Nesta secao, apresentaremos 0s conceitos basicos sobre matrizes. Esses
conceitos aparecem naturalmente na resolugdo de muitos tipos de problemas e sao
essenciais para resolvé-los porque eles “ordenam, simplificam” e fornecem novos
métodos de resolugéo.

Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linha e colunas.

Por exemplo, a tabela a seguir representa as notas de trés alunos em um bimestre:

Quimica | Inglés | Matematica | Espanhol
A 8 7 9 8
B 6 6 7 6
Cc 4 8 5 9

Ao abstrairmos os significados das linhas e colunas, temos a matriz:

Observe que em um problema em que o niumero de variaveis ¢ muito grande,
essa disposigdo dos dados, em forma de matriz, torna-se absolutamente
indispensavel.

Os elementos de uma matriz, chamados também de “entradas” da matriz
podem ser numeros (reais ou complexos), fun¢des ou ainda outras matrizes.

Representaremos uma matriz de m linhas e n colunas por:

11 Q12 - A4y
A=| %2t G2z - Gan| _ [a]
: : g : Ulmxn
Am1 Qmz - Qg

Usaremos sempre letras mailsculas para denotarmos matrizes e quando
quisermos especificar a ordem de uma matriz A (isto €, o numero de linhas e

colunas) escreveremos A, x .



12

Observe que neste trabalho as matrizes aparecerdo sempre entre colchetes.

O elemento qa;; esta localizado na i-ésima linha e na j-ésima coluna.
Por exemplo, na matriz:

a=[l 0 4

4 -3 21553
O elemento que esta na primeira linha e terceira coluna é — 4, isto &, a,; = —4,

ainda neste exemplo, temos a,;, =1,a,, =0,a,; =4, a,, = -3 e ay; = 2.

Definigao 1: Duas matrizes A = [al-j]ane B= [bif]rszéo iguais, A = B, se elas tém o

mesmo ndmero de linhas (m = r) e colunas (n = s), e se todos os seus elementos
correspondentes s&o iguais (a;; = b;;).
Exemplo:

32 1 logl] _ [9 1 0
2 22 52)(3 2 4 52><3

A seguir apresentaremos alguns tipos de matrizes de acordo com suas

especificidades.

2.1.1 Tipos especiais de matrizes

Ao trabalharmos com matrizes, observamos que existem algumas que, seja
pela quantidade de linhas ou colunas, ou ainda, pela natureza de seus elementos,
tém propriedades que as diferenciam de uma matriz qualquer e, por isso, recebem

nomes especiais.

Consideremos uma matriz A = [aij]mxn:

2.1.1.1 Matriz quadrada é aquela cujo numero de linhas € igual ao numero de

colunas m = n.
Exemplos:

1 -2 0
[3 0 1] e [8lix
4 5 6133
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Nos casos de matrizes quadradas A = [aij]mxn, costumamos dizer que A é

uma matriz de ordem m.

Neste caso, a diagonal da matriz é constituida pelos elementos a;;, onde, i = j.
2.1.1.2 Matriz nula € aquela em que a;; =0, paratodoie .

Exemplos:

o oo
o oo
o OO
o oo
(=R}

|

2.1.1.3 Matriz-coluna ¢ aquela que possui uma unica coluna n = 1.

_[0 0O _
A_[oom e B—[

3X5

Exemplos:

1 X
EINEN

Analogamente, temos:
2.1.1.4  Matriz-linha é aquela que possui uma Unica linha m = 1.
Exemplos:
[3 0 —1]ixs e [0 Olixz

2.1.1.5  Matriz diagonal € uma matriz quadrada (m = n) onde a;; = 0, parai # j,

isto &, os elementos que néo estdo na diagonal sdo todos nulos.

Exemplos:
2 0 0 0
100 050 0
0 & 0 e 00 4 0
0 0 8l 00 0 6

4x4

Um exemplo importante de matriz diagonal, elemento importante na

multiplicac&o de matrizes, vem a seguir.

2.1.1.6 Matriz identidade € uma matriz quadrada em que a;; =1, para i=j e

a;; =0, parai+j.
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Exemplos:
1 0 0
13=[0 1 0] e lzz[(l) g]
0O 0 1

2.1.1.7 Matriz triangular superior € uma matriz quadrada onde todos os

elementos abaixo da diagonal sdo nulos, isto €, a;; =0, parai > j.

Exemplos:

2 -1 2
[0 1 4] e [(1) f;’
0o 0 3l 2x2

2.1.1.8  Matriz triangular Inferior € uma matriz quadrada em que aq; =0,

parai < j.

Exemplos:

NN WA
U1 oy WO
[ce it e Nean
S OO

4X4

2.1.1.9  Matriz simétrica € uma matriz quadrada, onde a;; = a;;.

a b c d
4 3 1 befg
320 e TN
L 0 Bl d g i kl,,

Observe que, no caso de uma matriz simétrica, a parte superior € uma

“reflex&o” da parte inferior, em relagdo a diagonal.

Até aqui, vimos alguns tipos especiais de matrizes, mas para algumas

aplicacoes € desejavel desenvolver uma “aritmética de matrizes”.

2.1.2 Operagdoes com matrizes
Nas operacfes a seguir, vamos considerar as entradas das matrizes como

sendo numeros reais ou complexos.
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2.1.2.1 Adigdo: A soma de duas matrizes de mesma ordem, A= [a;]  eB=

mxn

[bff]mxn’ € uma matriz m X n, que denotaremos A + B, cujos elementos sdo as

somas dos elementos correspondentes de A e B, isto é:

mxn

1 -1 0 4 1 3
4 of + -2 5| = |2 5
2 5 1 0 3 &

Observe que, pela forma com que foi definida, a adigdo de matrizes tem as

Exemplo:

mesmas propriedades que a adigdo de niumeros reais ou complexos.
Propriedades: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, temos:

i) A+ B =B + A (comutatividade).
ii) A+ (B + C) = (A + B) + C (Associatividade).
iif) A+ 0 = A, onde, 0 representa a matriz nula de ordem m X n.
iv) Para toda matriz A = [aif]mxn’ existe —A = [_aif]mxn’ tal que, A= (-A)=
0 (Oposto).
Podera ser usada a notagéo 0,,,, para a matriz nula, quando houver perigo de
confus&o com o nimero zero.
A operagéo que definiremos a seguir &€ a multiplicagdo de um numero (real ou

complexo) por uma matriz, também chamada multiplicag&o por escalar.

2.1.2.2  Multiplicagdo por escalar: Seja A= [q;] e kum numero, entéo

m X

definimos uma nova matriz:

k.A= [kaij

]mxn

_Z'E —13? - [:z —2(()_)}

Exemplo:

A operagao multiplicacdo por escalar goza das seguintes:
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Propriedades: Dadas matrizes A e B de mesma ordem m X n e nimeros k, k, e k,,

temos:

i) k(A+B)=kA+kB

ii) (ky + k;)A = kiA+ k;B

iif) 0 . A = 0, isto &, se multiplicarmos o numero zero por qualquer matriz A, teremos a
matriz nula.

iv) ki (k,A) = (kik,)A

As vezes é conveniente considerarmos as linhas de uma dada matriz como

colunas de uma nova matriz.

2123 Transposigdo: Dada uma matrizA = [au] podemos obter a

mxn

matriz At = [b,--] , cujas linhas sao colunas de A, isto é, b;; = a;. A matriz At é
Hlmxn i j

denominada transposta de A.

Exemplos:
2 1
A=| o0 3 Atz[zl 03 ‘i]
_1 4 - 2X3

A matriz transposta goza das propriedades citadas logo abaixo.
Propriedades:

i) Uma matriz é simétrica se, e somente se, ela € igual a sua transposta, isto &, se,
e somente se, A = At

i) [AY]* = A, isto &, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma.

ii) (A + B)t = At + Bt. Em palavras, a transposta de uma soma ¢é igual a soma das
transpostas.

iv) (kA)' = kAY, onde k é qualquer escalar.

As propriedades citadas acima sao de facil verificagdo e podem ser vistas no
livro de lezzi (1977, v.4, p. 56).
Na sequéncia, apresentaremos a definicdo formal da multiplicacdo de matrizes

bem como suas propriedades.
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21.2.4 Multiplicagao de matrizes

A seguir apresentaremos a multiplicacdo usual de matrizes. E claro que tal
multiplicagéo néo parece ser “natural” como foi a adigdo, ndo basta multiplicar os
elementos correspondentes.

Sendo assim, sejam A = [a;] e B = [byslnxp Definimos A-B = [cyplmxyp

mxn
Onde

n

Cuv = Zaukbkv = ayp blv + .. +aunbnv
k=1

Observacdes:

i) S6 podemos efetuar a multiplicagado de duas matrizes A, ., e Bjxp S€ 0 nUmero
de colunas da primeira for igual ao nimero de linhas da segunda, isto é, n =i.
Alem disso, a matriz resultado C = AB sera de ordem m X p.

i) O elemento ¢;; (i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz-produto) & obtido,
multiplicando os elementos da i-ésima linha da primeira matriz pelos elementos

correspondentes da j-ésima coluna da segunda matriz e somando-se o0s

produtos.
Exemplo:
2 2 { -1 2.1+2.0 2(-1)+2.4 2 6
[4 2] : [0 4] = [4.1+2.0 4(-D+2.4|= [4 4]
LS X 5.1+3.0 5(-1)+3.4 5 7l3x2
Exemplo:

1 -1 2 1]
o 4l | 2|

Nao é possivel efetuar esta multiplicagdo, porque o numero de colunas da

primeira € diferente do nimero de linhas da segunda.

Exemplo:
1 0 0 6 1
-2 3 [0 6 1] _ |9 12 -8
5 4 3 8 =21, |12 62 -3
0 1 4 X2 3 8 -2 4 X3
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Desde que seja possivel efetuar as operacgfes, as propriedades apresentadas

a seguir sdo validas.

Propriedades:

i) Em geral AB # BA (podendo mesmo um dos membros esta definido e o outro

nao)
Exemplo:
1 -1 1 1 2 3
Sejam A=[—3 2 —1] eBz[Z 4 6]
—2 1 0 1 2 3

0 0 0 -11 6 -1
Entdo AB = [0 0 ()] e BA= [—22 12 —2]
0 0 0 -1 6 -1
Note que, neste exemplo, AB=0,semque A=00ouB =0.
i) Al = IA = A (isto justifica 0 nome da matriz identidade)
iii) A(B + C) = AB + AC (distributividade a esquerda da multiplicagédo, em relagdo a
soma)
iv) (A + B)C = AB + BC (distributividade a esquerda da multiplicacdo em relagéo a
soma)
v) (AB)C = A(BC) (associatividade)
vi) (AB)! = B'A® (observe a ordem)

Vi) 0.A=0e A.0=0

A seguir definiremos um conceito de extrema importéncia quando falamos de

matrizes quadradas, o determinante.

2.2 Determinantes

O determinante € um namero real que é invariante para cada matriz quadrada.
A partir do conhecimento do determinante de uma matriz, podemos decidir muitas
coisas sobre elas, como por exemplo, se esta € ou ndo inversivel. Esse conceito
também tem uma aplicagao interessante (muito pratica) na resolucdo de certos
sistemas lineares. Nesta secédo estudaremos como calcular os determinantes por

meio de regras praticas, além de algumas de suas propriedades mais relevantes.
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Para definirmos o determinante de uma matriz quadrada de ordem n X n,

0 < n € Z, precisaremos de alguns resultados preliminares sobre permutacgdes.

Definicao 2: Uma permutacéo dos inteiros do conjunto {1, 2,3, ...,n} € um rearranjo
desses inteiros em alguma ordem, sem omissdes ou repeticdes.
Exemplos:
o Para {1, 2}, temos as seguintes permutacdes:
(1,2) e (2,1);

e Para {1, 2, 3}, temos as seguintes permutagdes:
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2) e (3,2, 1);
e Para{],2,3,4}, temos as seguintes permutacfes
(1,2,3,4),(1,2,4,3),(1,3,2,4),(1,3,4,2),(1,4,2,3),(1,4,3,2),(2,1,3,4),(2,1,4,3),
(2,3,1,4),(2,3,4,1),(2,4,1,3),(2,4,3,1),(3,1,2,4),(3,1,4,2),(3,2,1,4),(3,2,4,1),
(3,4,1,2),(3,4,2,1),(4,1,2,3),(4,1,3,2),(4,2,1,3),(4,2,3,1),(4,3,1,2)e (4,3,2,1).

Observamos que, em geral, existem n! (n fatorial) permutag¢des distintas dos

inteiros do conjunto {1,2,3,...,n}.

Denotaremos por (jq,j2, i3, - ,in) UMma permutacdo arbitraria dos inteiros do
conjunto {1,2,3,...,n}. Nesse caso, j; &€ o primeiro inteiro na permutacéo, j, € o

segundo, e assim por diante.

Definigao 3: Diremos que ocorre uma inversao numa permutagdo sempre que um

inteiro maior precede um menor.

O numero total de inversGes que podem ocorrer numa permutagcdo pode ser
obtido da seguinte forma: encontre o nimero de inteiros que sdo menores que j; e
que aparecem depois de j;, na permutagao; logo em seguida, encontre o numero de
inteiros menores que j,, na permutagdo. Faga o mesmo para os inteiros js, ..., jp-1- O
total de inversdes é exatamente a soma desses numeros.

Exemplo: Considere a permutagao (6,1, 3,4,5,2). O namero de inversdes é: 5+ 0 +
1+1+1=8.
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Definicao 4: Uma permutagdo é chamada par se o numero total de inversdes & um

inteiro par e € chamada impar se o numero total de inversdes é impar.
Com relagdo as permutacgdes dos inteiros 1, 2, 3 e 4, temos:

» Permutagoes pares:
(1,2,3,4),(1,3,4,2),(1,4,2,3),(2,1,4,3),(2,3,1,4),(2,4,3, 1),

(SF 1’ 2’ 4)’ (3) 2’ 41 1)' (31 4‘ 11 2)’ (4F 1! 3! 2)' (4’ 2’ 1’ 3)’ (41 3’ 21 1)'

+ Permutagdes impares:
(1,2,4,3),(1,3,2,4),(1,4,3,2),(2,1,3,4),(2,3,4,1),(2,4,1,3),

(3’ 1’ 4! 2)’ (3.’ 2’ 1} 4)3 (3J 4) 2’ 1)’ (4l 1! 2’ 3)‘ (4P 2’ 3’ 1)’ (41 3’ 1’ 2)'

Definicdao 5: Se A € uma matriz de tamanho n X n, dizemos que um produto de n
entradas de A, tais que ndo ha duas entradas de mesma linha ou de mesma coluna,

€ um produto elementar da matriz A.

Observamos que uma matriz A de ordem n xn tem n!(n fatorial) produtos

elementares. Estes sdo os produtos da forma 1j1) A2jg) s Ay onde (j1,j2, «rjn) €

uma permutacédo dos inteiros do conjunto {1, 2, ..., n}.

a1 Qqz A3 Ai1g
a21 a22 a23 a24

. Os produtos elementares sao:
31 a3z dzz 0434 P

Exemplo: Seja A =

Qg1 Qaz Q43 Qaa],,,
A11022033044; A11023034042; A11024032043; A12021034043; A12023031044,; A12024033041;
A13021032044; A13A22034A41; A13024A31A42; A14021033042; 14022031043, A14A33032041;
A11Q2034Q43; A11A23037044; A11A24033047; A12021033044; A12A3034041; A12A74031043;
A13021034A42; A13022031044; A13024A32041; Q140210320435 Q14022033041 € A14023031042-

Definicao 6: Dada uma matriz A, de ordem nxn, um produto elementar

A1y Ao s Ay multiplicado por +1 ou —1, é chamado um produto elementar de A

j2’

com sinal. Usamos o sinal " + " se (jy,j», .-, jn) for uma permutac&o par e o sinal " —

s€ (j1,j2, -, jn) fOr uma permutacéo impar.
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Agora, estamos em condigbes de definir o determinante de uma matriz

quadrada.

Definicdo 7: Seja A uma matriz, de ordem n x n, definimos seu determinante,
denotado por det(A) ou por |A|, como sendo a soma de todos os seus produtos
elementares com sinal de A, ou seja:
det[a;;] = Z(_l)jaljla212 -
p
Onde ] =]J(j; ***,jn) € 0 nimero de inversdes da permutagédo (j;j, -+ j,) € p indica

gque a soma € estendida a todas as n! permutacdes de (12 ---n).

Exemplos:

a11 @12

1. Determinante de uma matriz de ordem 2 x 2. Seja A = [a21 dsg

]. Entédo temos

que det(A) = a;1a32 — A12051

11 A1y Qi3
a1 Az Qp3
3y QA3 Aazz

2. Determinante de uma matriz de ordem 3 x 3. Seja A = . Entao,

vale que

det(A) = a11a22033 + Q1202331 + Q13021032 — Q11033032 — Q1202133 — Q13022031

Na pratica, para memorizarmos a féormula do exemplo 1, facamos o0 seguinte:
‘Realizamos o produto das entradas da flecha direcionada para a direita e
subtraimos do produto das entradas da flecha direcionada para esquerda”, conforme
a figura abaixo:

~. L~
3 e

]

A~ 'S
E, para memorizarmos a férmula do exemplo 2, realizamos o seguinte:
“‘Acrescentamos a direita da matriz a primeira € a segunda coluna e, em seguida,
realizamos a soma dos produtos das entradas das flechas direcionadas para a
direita e subtraimos da soma dos produtos das entradas das flechas direcionadas

para a esquerda”
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3. Determinante de uma matriz de ordem 4 X 4. Seja A =

temos:
det(A) = ay1a5,033044 + A11023034045 + Q11024035043 + 012021034043
+ (12024033041 t Q130321032044 + Q13022034041 + Q13024031042
t 014021033042 + Q14052031043 + Q14033033047 — Q11022034043
— Q11023032044 — Q11024033042 — Q12021033044 — Q12023034041
— Q12024031043 — Q13021034042 — A13022031044 — Q13022031044

— 13024032041 — Q14021032043 — A14Q072033041 — A14A23031043.

Note a dificuldade de se calcular o determinante de uma matriz de ordem 4 x 4,
a partir da definig&o.

Mesmo utilizando um “esquema de flechas” como fizeram BRAZIL JUNIOR e SILVA
(ELEMENTOS: Revista de ensino e pesquisa em classes operacionais e
propriedades de estruturas algébricas, Rio Branco. 2014. p. 29-30), aceito para
publicagdo na revista elementos, ainda assim os calculos s&o enormes.

221 Expansao em cofatores

Note que, no exemplo anterior (determinante de uma matriz 4 x 4), o calculo do
determinante de uma matriz quadrada de ordem n, para um n “grande”, pela
definicdo, se torna muito trabalhoso. Assim, apresentamos o método desenvolvido
pelo matematico e astronomo francés Pierre-Simon Laplace (1749-1827), que é
utilizado para simplificar o calculo de determinantes de matrizes “robustas’,
decompondo-0s em numeros menores. Esse método também & conhecido como
teorema de Laplace.

Para aplicarmos o método desenvolvido por Laplace é necessario escolher
uma fila (linha ou coluna da matriz), adicionando, desse modo, os produtos dos

elementos desta fila aos cofatores correspondentes.
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Vimos que:

a1 Q12 Q13
a1 dzz Qa3
az; dzz; dzz

det(A) = = Q11022033 — Q11023032 — Q12021033 +

+ Q12023031 + Q13021032 — Q13023031
Mas pOdemOS escrever esta soma como:

a11(0p2033 — Qp3032) — A12(A21033 — A3031) + A13(A1 032 — A22031)
Qu ainda:

Qazz a23| |a21 a23|
— 12

azq a22|
Q3 Qszz az; dzz

;|
Blas, as;

aiq |

Observe que o determinante da matriz inicial de ordem 3 x 3 pode ser

expresso em fungao dos determinantes das submatrizes de ordem 2 x 2, isto €,
det(A) = ay1|Apl — arz|Az] + ag3|A]

Onde A;; é a submatriz obtida da matriz inicial, de onde a i-ésima linha e a j-

ésima coluna foram retiradas. Além disso, se chamarmos:
A= (—1)i+j|Aij|
Obtemos a expressao
det(A) = a;1811 + a12842 + 12443

Assim, podemos expressar:

n n

detAn xn — ailAl-i + -+ ainAm = Z aij(—l)i+jdetAi}- = Z aiinj
j=1 =1
obtida de A retirando-se

O namero A;;, que é o determinante da submatriz A;

ijs j

a i-ésima linha e a j-ésima coluna afetado pelo sinal (—1)'", é chamado de cofator

ou complemento algébrico do elemento a;;.

Exemplo:
1 -2 3
|AI = | 2 1 _1| = 1A11 + 2A21 + (_Z)Asl! Onde
-2 -1 2
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= D" T =L A= 0|22 =1 (-D =1
Ba= (-T2 3= 1

Portanto, |A|=1-1+2-1+ (-2)(—1) =5.

A expansao em cofatores nos permite o calculo de qualquer determinante,

contudo, ¢ possivel simplificar esse calculo com o emprego de certas propriedades.

Propriedades:

i) O determinante da matriz identidade é um [det(I,,) = 1].

i) Para qualquer matriz quadrada A, temos que det(A) = det(A!).

iif) Se uma fila (linha ou coluna) da matriz A € composta de zeros, entdo det(A) = 0.

iv)Dadas duas matrizes quadradas AeB de mesma ordem, o determinante do
produto dessas matrizes é o produto dos determinantes dessas matrizes, isto €,

det(A - B) = det(A) * det(B).

Exemplo:

Considere as matrizes A = [;‘ ﬂ B = [é § eA-B = [‘; 1(;:]

Dai, det(A) = —2,det(B) =3 edet(A-B) = —6. Assim, det(A:B) = det(A) - det(B)

como garante a propriedade.

v) Se A é ortogonal, ou seja, AA' = I, entdo, det(4A) = + 1.
vi) O determinante de uma matriz triangular (inferior ou superior) é igual ao produto

dos elementos da diagonal principal, formada pelos elementos a;; com i = j.

Demonstracéo:

Consideremos a matriz triangular onde a;; = 0 para i > j (ocasoa;; =0 para i <j &

analogo).

a1 0 0
a1 Gz O
a3y QAzp dzz
A1 Agp A43 Qg

o o O
oo o o
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Aplicando sucessivamente a expansdo em cofatores, através da 12 linha, & imediato

que:

n

det(A) = a1 "Gy o Ay = naii
i=1

vii) Se B € uma matriz quadrada obtida de A por meio de troca de duas linhas (ou
duas colunas) entre si, entdo det(B) = —det(A).

viii) O determinante de uma matriz que tem duas linhas (colunas) iguais € zero.

ix) Se B é a matriz quadrada que se obtém de A, multiplicando-se uma linha (ou

coluna) por k € R, entdo det(B) = k - det(A).

x) Se B € a matriz quadrada cuja i-ésima linha se obtém da soma da linha i (coluna
Jj) da matriz A’ com a linha i(coluna j) da matriz A”, sendo as restantes linhas
(colunas) das matrizes A’ , A" e B iguais, entdo det(B) = det(A)’ + det(B)'.

Xi)Se B é a matriz quadrada que se obtém de A substituindo-se uma linha (ou
coluna) pela que dela se obtém adicionando-lhe um multiplo escalar de outra
linha, entdo det(B) = det(A).

Observacdo: Em geral, para matrizes AeB de ordem n X n, com entradas reais,

temos:
* det(A + B) # det(A) + det(B).
Exemplo:

0

2],dai:

Sejam A = [; _g],B = [_2 ié] eAd+B= [_(i 5
det(A) = 5+ 6 = 11, det(B) = —24 + 48 = 24, det(A + B) = 18 — (—10) = 28
Logo, det(A + B) = 28 # 35 = det(A) + det(B).

» det(kA) # k - det(A); de fato, pela propriedade ix), temos, det(kA) = k™ det(A).

Um resultado importante que utilizaremos no capitulo 3 € o seguinte:

+ Se A é uma matriz n Xxn cujas somas das entradas de cada coluna é zero,

entdo, o determinante da matriz é zero.
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Na proxima secdo apresentaremos a definicdo de matriz adjunta, que é de
fundamental importancia na determinacéo da matriz inversa de uma matriz quadrada

de ordem n (quando existir).

2.2.2 Matriz adjunta

Dada uma matriz A, lembramos que o cofator A;; do elemento a;; da matriz &

(—1)"" det A5, onde A;; € a submatriz, obtida extraindo-se a i-ésima linha e j-ésima
coluna de A. Com estes cofatores podemos formar uma nova matriz A, denominada
matriz dos cofatores de A.

A=[4y]

Exemplo:

2 1 0
A=]|-3 1 4]|,temos:
1 6 5
1 4 -3 4 -3 1
A= (DM =19, 8= (W2 T =19, 8= 1| | =19,
Cpyet|l O - g a_e_qyez|2 O] _ g2 1
D= (0P| ol = =5 An= (-] (| =10, 0= (-] =11,
Ct |l O mu acety*z| 2 Yo g Ao pyatr] 2 1|
= D3] | = 4 dn= (D] L = -8 8= DML (] =5,

Entdo,A=| -5 10 -—11

4 -8 5

-19 19 —19]
3X3

Seja A = [a;;] uma matriz quadrada de ordem n. Define-se matriz adjunta de A,

denotada por adj A, como sendo a transposta da matriz dos cofatores de A, isto &,
adj A = [cof(A)]

Dai, do exemplo anterior, temos:

adiA=| 19 10 -8

-19 -11 5

-19 -5 4‘
3x3

Agora, apresentaremos um teorema que € valido para toda matriz quadrada A

de ordem n.
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Teorema1: A-A' = A (adjA) = (detA)-1,

Vamos efetuar, do exemplo anterior, A - (adj A):

2 1 0] [-19 -5 4] [-19 0 0 100
A-(adjA) =|-3 1 4‘-[ 19 10 -8 =| 0 —19 0]=—19-Io 1 0]
1 6 51 l-19 —11 5 0 0 —-19 00 1

= —191,

Agora, falaremos sobre matriz inversa, com respeito a multiplicagdo de
matrizes, definida em 2.1.2.4, e em quais condigdes uma matriz quadrada pode ser

invertida, apresentando alguns métodos para obter sua inversa.

2.2.3 Matriz inversa
Definigao 8: dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos de inversa de A a
uma matriz B tal que A -B=B -A = [, onde [,, € a matriz identidade de ordem n.
Escrevemos A1 para denotarmos a inversa de A.

Nesse caso, dizemos que a matriz A € inversivel ou invertivel com inversa A™L.

A proposigéo a seguir mostra a unicidade da matriz inversa.
Proposicao. Se uma matriz possui uma inversa, entdo essa inversa € unica.
Demonstragao: suponha que

AB =BA=1,.
AC=CA=1,.

Usando a equagédo BA = [,,, e multiplicando ambos os lados desta equacédo a direita

por C, temos:
(BA)C=1,C=
B(AC)=C=
B, =C=
B = C.

Se uma matriz quadrada é inversivel entdo, o determinante da sua inversa é o

1
det(A)

inverso do seu determinante, ou seja, det(A™1) =

Demonstragao:
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De fato, se existe a matriz A™1, entdo;

A-Al =1, = det(A-A™Y) = det(I,) = det(A) -det(A™)) =1 = det(A) £ 0 e

det(A™) = ety

Observagoes:

i) Se A e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, ambas inversiveis (isto &,

existem A™! e B™1), entdo A- B é inversivel e (AB) "1 =B 1-A"L,

De fato, basta observar que (AB)(B'A™))=ABB DA !'=AIAT=AA'=1,.
Analogamente, temos (B~!A™1)(AB) = I,,.

ii) Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B, tal que BA=1,, entdo A é

inversivel, ou seja, A™! existe e, além disso, B = A1,

iii) Nem toda matriz tem inversa. Se A ndo possui inversa, dizemos que A é n&o-

inversivel ou singular.

Observacdo: Uma condicdo necesséaria e suficiente para que A tenha uma

inversa é que seja det(A) # 0. Vejamos:

Do Teorema 1, temos, A -adj A = det(A) - 1,,.

1

Se detA+0, A - Ty

-adjA =1, e como a inversa & Unica, entdo A™! =

1 "
det(A)

adj A.

De outro lado, se a matriz A é inversivel, temos AA™! =1, e dai det(AA™!) =
det(I,), isto &, det(A) - det(A™1) = 1 e dai, det(A) # 0.

O teorema a seguir nos fornece um novo método de calcular a inversa de uma

matriz quadrada de ordem n.

Teorema 2: uma matriz quadra A admite uma inversa se, € somente se det A # 0.

Neste caso:
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_1:

detay GIA)

A proxima secao sera iniciada com a definicdo de um tipo especial de matriz
que pode ser usada para executar uma operacido elementar sobre linhas por

multiplicag&o matricial.

2.2.4 Matrizes elementares

O calculo da inversa de uma matriz, usando determinante, envolve um numero
muito grande de operacdes. O processo pratico de inversdo que vamos apresentar,
nesta secdo, é baseado nas operagdes com linhas de uma matriz e, em termos de

calculo, € muito vantajoso.

2.2.5 Operagoes elementares
Definicdo 9: Uma matriz elementar € uma matriz obtida a partir da identidade,

através de uma operacdo elementar com suas linhas (ou colunas).

Exemplo:
1 0 0 1 0 0
13= 0 1 0 L3_)L3_2L1 E1= 0 1 0
0 0 1 -2 0 1

E, & matriz elementar.

A seqguir serdo definidas as operacdes elementares sobre as linhas de uma

matriz.

Designam-se por operagdes elementares as seguintes opera¢des que podem
ser aplicadas as linhas ou as colunas de uma matriz:

¢ Multiplicar uma linha inteira por uma constante n&o nula.
s Trocar duas linhas entre si.
e Somar um multiplo de uma linha a uma outra linha.
O relacionamento entre matrizes elementares e operagdes com linhas € dado

pelo teorema abaixo.
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Teorema 3: se A € uma matriz, a matriz B obtida de uma operag¢édo com linhas de A
€ a mesma que o produto da matriz elementar E, correspondente a operagdo com

linhas, pela matriz A.
Uma consequéncia importante do teorema anterior é:

Corolario 1: Uma matriz elementar E, € inversivel e sua inversa € a matriz
elementar E,, que corresponde a operacdo com linhas inversa da operacao efetuada
por E;.

Definicdo 10: se uma matriz B pode ser obtida de uma matriz A por uma sequéncia
finita de operacdes elementares sobre linhas, dizemos que A e B sdo matrizes

equivalentes por linhas.

2.2.6 Método para inversao de matrizes
Nesta secao mostraremos um algoritmo para encontrarmos a inversa de uma
matriz inversivel, além de discutirmos algumas propriedades basicas de matrizes

inversiveis.

Teorema 4: se A é uma matriz inversivel, sua matriz linha reduzida a forma escada,

R, é a identidade. Além disso, A € dada por um produto de matrizes elementares.

Suponhamos que, ao reduzir A a forma escada linha reduzida, a matriz
identidade seja obtida como resultado. Neste caso, como a cada operacdo com
linhas corresponde a uma multiplicagdo por uma matriz elementar, E;, teremos

entéo:
I, =B Ex_q . "E;-E; - A
= (Ej * By« : Eg 2 Eyaly) e A
Ou seja
A l=1, Ep-Eeq-.. E,-Ej.

Para encontrar a inversa de uma matriz inversivel A, devemos encontrar uma
sequéncia de operagbes elementares sobre linhas que reduz A a identidade e,

depois, efetuar a mesma sequéncia de operacdes em I, para obter A™1.
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(A i) — (I, i A7)

Um método simples para executar esse procedimento é dado no proximo

exemplo.
Seja,
21 0 0
a=lo 1 1 g
-1 0 0 3

Cologuemos a matriz junto com a matriz identidade e apliquemos as operagdes

sobre linhas para reduzir a matriz A (parte esquerda) a matriz I,,.

2 1 0 0 1 0 0 0O
1 0 -1 1 0 1 0 O
0 1 1 1 0 0 1 0
-1 0 0 3 0 0 0 1
Trocando a primeira € segunda linhas, temos:
1 0 -1 1 0 1.0 0
2 1 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0
-1 0 0 3 0 0 0 1

Somando a primeira linha, multiplicada por - 2, a segunda, temos:

1 0 -1 1 0 1 0 0

01 2 =2 1 -2 0 0

0 1 1 1 0 0 1 0

-1 0 0 3 0 0 0 1

Somando a primeira linha a quarta, temos:

1 0 -1 1 0 1 0 0

0 1 2 =2 1 -2 0 0

0 1 1 1 0 0 1 0

0 0 -1 4 0 1 0 1

Somando a segunda linha, multiplicada por -1, a terceira, temos:

1 0 -1 il 0 1 00
01 2 =2 1 -2 0 0
0 0 -1 3 -1 2 1 0
0 0 -1 4 0 1 0 1



Multiplicando a terceira linha por -1, temos:

OSSO

S oo

-1

-1

o Rk O

Somando a terceira linha a primeira, temos:

[en N e e I S

O O O

0

2
1

-1

-2
—2
-3

4

1
1
1
0

= oo o

— o0 o

Somando a terceira linha, multiplicada por - 2, & segunda, temos:

cCo

[ B e R W ]

0
0
1
-1

-2
4
-3
4

Somando a terceira linha a quarta, temos:

o OO

S OoOR O

oro o

-2
4
-3
1

-1

1 -1 -1
-1 2 2
1 -2 -1
0 1 0
1 -1 -1
2 2
1 -2 -1
1 -1 -1

0
0
0
1

_ 00 o

Multiplicando a quarta linha por 2 e somando a primeira, temos:

(=Tl i

Multiplicando a quarta linha por - 4 e somando a segunda, temos:

o OO -

Agora, multiplicando a quarta linha por 3 e somando a terceira, temos:

S OO =

Shatml= cCOoRk o

SO O

orcCc o cRo o

(el e R )

0
4
-3
1

0
0
-3
1

-0 O

3

-1

1
1

3
—5
1
1

3
-5
4
1

-3

2
-2
-1

-3

6
-2
-1

-3

6
=5
-1

-3

6
-1
-1

=3
6
-4
-1

R OO

2
-4
3

1

32
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Finalmente, obtemos a identidade a esquerda e a inversa de A a direita.

1 0 0 0 3 -3 -3 2
0O 1 0 0 -5 6 6 —4
0O 0 1 o0 4 -5 —4 3
0O 0 0 1 1 -1 —1 1
Portanto,
3 -3 =3 2
A_l _5 6 6 —4‘

4 -5 -4 3

1 -1 -1 1
Na seg¢do seguinte, veremos que, para resolver um sistema de equagdes
lineares, podemos chegar a solugao utilizando uma matriz, efetuando operagdes

apropriadas na mesma.

2.3 Introducao aos sistemas de equacgdes lineares

Os sistemas de equacdes algébricas lineares e suas solugbes constituem um
dos principais tépicos estudados em cursos conhecidos como “Introducdo a Algebra
Linear”. Primeiramente iremos introduzir uma terminologia basica e discutir um

método para resolver esses sistemas.

2.3.1 Equacoées Lineares
Qualquer linha reta no plano xy pode ser representada algebricamente por

uma equacéo da forma
ax+ a,y=5

Onde a,,a, e b sédo constantes reais e a,ea, ndao sao ambas nulas. Uma
equacido dessa forma é chamada de equacgido linear nas variaveis xey. Mas,
geralmente, nés definimos uma equacgéo linear nas n variaveis x;,x,,. . .,x, Como

uma equacdo que pode ser expressa na forma
a X+ ax; + -+ apx, = b

Onde aq, a,, ..., a, e b sdo constantes reais. As variaveis de uma equacgéo linear

sao, muitas vezes, chamadas incognitas.
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Exemplo:

Sao lineares as equacdes:
1
Xx+3y=7, y= §x+32+1, € Xq—2X, —3X3+ X4 =7

Observe que uma equacéo linear n&o envolve quaisquer produtos ou raizes de
variaveis. Todas as variaveis ocorrem somente na primeira poténcia e ndo aparecem

como argumentos de fungdes trigonométricas, logaritmicas ou exponenciais.

Nao s&o lineares as equacgotes
x+3/y=5 3x+2y—-z+xz=4 e y= sinx

Uma solugdao de uma equacgao linear ayx; + azx, + -+ ayx, =b é uma
sequéncia de n numeros s;,s,,..,S, tais que a equacdo é satisfeita quando
substituimos x; = s;,x, = s5,...,x, = s,. O conjunto de todas as solu¢gées de uma

equacao é chamado conjunto-solucdo ou, as vezes, solucao geral da equacéo.

Exemplo:

Dadas as equacgées lineares (a) 4x — 2y =1 e (b) x; — 4x, + 7x3 = 5, vemos

- o ¥ 11
que uma solugéo para equagdo (a) éx =3 ey = PX

Ja para encontrar o conjunto-solugdo de (b) podemos atribuir valores
arbitrarios a quaisquer duas variaveis e resolver na terceira variavel. Em particular,
dando os valores arbitrarios s e t para x, e x3, respectivamente, e resolvendo em
X1, NOS obtemos:

X, =5+4s-7t, x, =5, x3=t

2.4 Sistemas lineares

Um conjunto finito de equacgdes lineares nas variaveis x4, x,, ..., x, € chamado
um sistema de equag0bes lineares ou um sistema linear. Uma sequéncia de nimeros
S1,82,..,S, € chamada uma solugéo do sistema se x; = 51,x; = S;,...,X, = s €
uma solugao de cada equagédo do sistema. Por exemplo, o sistema:

{4X1 - XZ + 3X3 = _1
3X1 + Xz + 9X3 = _4‘
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Tem solucédo x;, =1, x, =2ex; = —1, pois esses valores satisfazem ambas
equagdes. No entanto, x; = 1,x, = 8, x3 =1 ndo é uma solugdo do sistema, pois

esses valores so0 satisfazem a primeira das duas equagdes do sistema.

Se um sistema linear S, tiver pelo menos uma solugdo diremos que ele é
possivel ou compativel, caso ele ndo tenha nenhuma solug¢do, diremos que é
impossivel ou incompativel.

Considere um sistema arbitrario de duas equacodes lineares nas incognitas
xey.

{alx + byy = c¢q(aq, by ndo ambas nulas)
a,x + b,y = c,(a,, b, ndo ambas nulas)

Essas equacbes descrevem duas retas, digamos, 1; e l,. Como um ponto (x,y)
esta na reta se, e somente se, 0s nimeros x e y satisfazem a equacao da reta, as
solugdes do sistema de equagbes correspondem a pontos de intersegéao de |, el,.

Existem trés possibilidades:

e As retas 1, el, podem ser paralelas, caso em que n&o ha intersegéo,
consequentemente, nao existe nenhuma solugéo do sistema.

e Asretas|; el, podem cortar-se em um unico ponto, caso em que o sistema tem
exatamente uma solugao.

¢ Asretas 1; el, podem coincidir, caso em que existe uma infinidade de solugdes
do sistema.
Embora, ndés aqui, tenhamos considerado apenas duas equacdes em duas

incognitas, sera mostrado que as mesmas trés possibilidades valem para sistemas

de equacdes lineares arbitrarios.

Um sistema arbitrario de m equagdes lineares em n incognitas pode ser escrito

como:

aq1Xq + Aq12X> + -t A1pnXpn = b]_
(I) A31Xq + Ayn Xy + -4 aznxn = bz

A1 X1 + Xy + o+ QnXn = by
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Onde x4, x,, ..., x,, SA0 as incognitas e as letras a e b com subscritos denotam os

escrito como:

a;; séo os coeficientes e os b; sdo os termos independentes do sistema. Por

exemplo, um sistema geral de trés equagdes lineares em quatro incognitas pode ser

A11%; + QX + Q3x3 + Ay = Dy
A21X1 + Qg% + A3Xs + ApaXy = by
A31%1 + Q32X + Ag3X3 + 34X, = by

A necessidade de resolver equacbGes matriciais do tipoA-X =B, em que

A, X e Bsdo matrizes, € comparavel a de resolver equagdo do tipo ax = b, onde

a,b € Re a # 0. Nesse caso, a variavel x é obtida de forma elementar.

A seguir iremos usar matrizes para apresentar uma maneira organizada de

2.41 Sistemas e matrizes

resolver sistemas de equagdes, antes, porém vamos formalizar alguns conceitos.

Podemos escrever o sistema (I) na forma matricial

a;; 212
dz1 da2
dm1 dma2
Ou A-X = B, onde:
ajy
A= :
aml

E a matriz dos coeficientes,

X1
Xl’l“
A matriz das incégnitas e

[}

X =

A matriz dos termos independentes.

Ain X1 bj_
dzn X2 _ bz
Amn Xn bm
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2.4.2 Matrizes aumentadas
Se ndés mantivermos guardados na memoria a localizagdo dos sinais de
soma, das variaveis e das constantes, podemos abreviar a escrita de um sistema de

m equacgoes lineares em n incognitas para:

a1 dgp An b 1
a1 dz2 Az b 2
A1 Amz ° Omn bm

Esta é a matriz aumentada do sistema. Por exemplo, a matriz aumentada do

sistema:

le+5xZ+4X3:4‘,

{xl+ 4x2+3X3=1
xl_ 3x2—ZX3=5

que tem a forma matricial

1 4 3
[2 5 4
1 -3 -2

Xq 1
.[le = [4] , & a matriz
X3 5

1 4 3 1
[2 5 4 4].
1 -3 -2 5
Partindo dessa matriz podemos obter, por meio de operacdes elementares (ver

2.2.6), a matriz
1 0 0 3
[0 1 0 —2]
0o 0 1 2
Que € a matriz ampliada do sistema

X1 = 3
X7 = _2
X3

=2

2.4.3 Resolucao de sistemas lineares

Um método para resolver um sistema linear & obter a partir do sistema inicial,
outro que tenha o mesmo conjunto solugdo, mas que seja muito mais facil de
resolver. O novo sistema é obtido apés a aplicacdo de uma série de operagdes que
simplificam as equacgdes do sistema e que tém a propriedade especial de ndo alterar
0 conjunto solucdo. Estas operagdes sdo chamadas operagdes elementares e ja foi

abordado no item 2.2.6.
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Os sistemas lineares obtidos por meio dessas operagdes elementares s&o
denominados “sistemas lineares equivalentes”.
1. Trocar duas linhas da matriz de posigao (L; < Lj).
Exemplo:L, — L
1 0 1 0
[ 4 —-1| - [—3 4]
-3 4 4 -1
2. Substituir uma linha da matriz pela mesma linha multiplicada por um

escalar (k) diferente de 0 (zero). (L; — kL;).

Exemplo: L, — —3L,

1 0 1 0
[ 4 —1] - [—12 3]
-3 4 -3 4
3. Substituir uma linha da matriz pela mesma linha somada a um multiplo

escalar de outra linha. (L; — L; + KL;).

Exemplo: L; — L; + 2L,

1 0 1 0
[4 —1]—> [ 4 —1]
-3 4 -1 4

Ja comentamos que as operagdes com linhas de um sistema produzem outro
sistema equivalente ao inicial. Em termos de matrizes podemos enunciar este

resultado como:

Teorema 5: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes sao

equivalentes.

Na sequéncia, apresentaremos a Regra de Cramer, que é um dos métodos de
resolver sistemas lineares quadrados, isto é, cujo numero de variaveis € igual ao

numero de equagodes € que também possui grande importancia.

2431 Regrade Cramer

Nesta secio, mostraremos como expressar a solucdo Unica de um sistema de

n equagdes com n incognitas AX = B, onde A € uma matriz inversivel.
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Suponhamos que desejassemos resolver o sistema linear de n equacdes e n

incégnitas:
{allxl + L + alnxn = bl
QX1 + o+ Xy, = by

Podemos escrever este sistema na forma matricial:

Ay a1n”x1] [bl
An1 0 Aupl L Xn bn

Suponhamos que det(A) # 0, entdo existe a inversa A~ de A, logo

< A-X=B

A1(AX) = A"1B
(A"1A)X = A™1B
I,X=A"B

X=A"!B

X
[xn

W
h ~ det(A)

Ou seja

= Fergay &)~ B

A11 Anl

g

Ain = Dpn
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b1A11 + bzAz]_ + +bnAn1

X
51 — 1 blAlz ‘I’bzAzz + Fey +bnAn2
- det(A) : :
n biAi, + bolg, + o+ byA,,
Entao,
X, = blA]_]_ + “'+ bnAnl
! det(A)
Ou segja,
b, a2 A1n
B = bn Ain - App
1= aqq aq; Ain
Ap1 A2 Unn
Fazendo dedugdes analogas, obtemos
ay - b o ag,
X = a‘Tll le ann
! Q11 " Qqn
An1 Ann

Parai=1,2,3,..,n

Na proxima sec¢ao sera apresentado um algoritmo muito util na resolucéo de
sistemas lineares, o qual consiste em transformar um sistema “grande” em um

sistema, equivalente, de mais facil resolugéo.

243.2 Eliminagao Gaussiana

O método de Gauss-Jordan € um método de escalonamento, que consiste em
aplicar operacbes elementares a matriz aumentada de um sistema linear, até que
ela esteja na forma escalonada reduzida. A vantagem desse processo € que, um
sistema cuja matriz aumentada é uma matriz na forma escalonada reduzida tém
solugdo imediata, enquanto que, para resolver um sistema que esta apenas na
forma escalonada ainda € necessario fazer uma série de substituicbes para cbter a

sua solugao.
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Uma matriz esta na forma escalonada reduzida quando ela satisfaz as
seguintes condi¢des:

1. Se uma linha n&o consistir s6 de zeros, entdo o primeiro nimero ndo-nulo
da linha € 1. Chamamos este numero 1 de lider ou pivo.

2. Se existirem linhas constituidas somente de zeros, elas estdo agrupadas
juntas nas linhas inferiores da matriz.

3. Em quaisquer duas linhas sucessivas que ndo consistem sé de zeros, o
lider da linha inferior ocorre mais a direita que o lider da linha superior.

4. Cada coluna que contém um lider tem zeros nas demais entradas.

Dizemos que uma matriz que satisfaz as trés primeiras propriedades esta na

forma escalonada por linhas, ou simplesmente, em forma escalonada.

Exemplo: Forma escalonada e escalonada reduzida por linhas.

As seguintes matrizes estdo na forma escalonada reduzida por linhas.

1 0 0 4 100 01 =201
0 0 0 1 3 0 0
01 o 71,10 1 0], : [
00 1 -1 00 1 0 0 0 00 0 0
0 0 0 0 0
As seguintes matrizes estdo na forma escalonada.
1 0 o0 4 10 0 01 -2 0 1
0o 0 0 1 3
o1 o0 71,10 1 0f,
0 0 1 -1 0 0 1 0 0 0 00
0o 0 0 0 O

A solugdo de um sistema linear pode ser obtida pelo processo conhecido como
eliminagaoc, pelo qual aplicamos uma sequéncia de operacdes elementares na matriz

aumentada, afim de obter uma correspondente a um sistema triangular superior.

2.4.3.3 Métodos de eliminagdo

Agora sera apresentado um procedimento de eliminagéo, passo a passo, que
pode ser usado para reduzir qualquer matriz a forma escalonada. O passo a passo
sera ilustrado na redugao da matriz:

0 0 -2 o0 7 12
2 4 —-10 6 12 28

2 4 -5 6 -5 -1
Passo 1: Localize a coluna mais a esquerda que ndo seja constituida inteiramente

de zeros.
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Coluna ndo nula mais a esquerda

2 4 =10 6 12 28

[0 0 -2 0 7 12]
2 4 -5 6 -5 -1

Passo 2: Permute a primeira linha com uma outra linha, se necessario, para obter
uma entrada n&o nula ao topo da coluna escontrada no passo 1.

2 4 -10 6 12 28
[0 0 -2 0 7 12] (L, & L)
2 4 -5 6 -5 -1

Passo 3: Se a entrada que, agora, esta no topo da coluna encontrada no passo 1 é

a, multiplique a primeira linha inteira por 1/a para introduzir um lider.

1 2 =5 3 6 14 1
00 =2 0 7 12f (L~ Ly
2 4 -5 6 -5 -1

Passo 4: Some multiplos convenientes da primeira linha as linhas inferiores para

obter zeros em todas as entradas abaixo do lider.

1 2 -5 3 6 14
0o 0 =2 0 7 12

0 0 5 0 -17 =27

(L3 = —2L; + L3)

Passo 5: Agora “esquega” a primeira linha da matriz e recomece aplicando o Passo
1 a submatriz resultante. Continue desta maneira até que toda matriz esteja em

forma escalonada.

0 0 — 0 7 12
0 0 5 0 -17 =27

T

Coluna ndo nula mais a esquerda da submatriz.

[ 1 2 — 3 6 14

14 )
0 0 1 0 -2 —6|(~>~5L)
0 0 5 0 _{7 —29

—
o
|
vl
W
NN N
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1 2 -5 3 6 14]
B o 2 9 —; -
" 2 0 & 2 2l

Agora, a matriz toda estd na forma escalonada. Para obter a forma escalonada
reduzida por linhas precisamos de mais um passo.
Passo 6: Comec¢ando com a ultima linha n&o nula e trabalhando para cima, some
multiplos convenientes de cada linha a linhas superiores para introduzir zeros acima
dos lideres.

1 2 -5 3 14 v
0 0 1 0 1}@2 = 5Ls +1L2)
o 0o 0 0 1 2

1 2 -5 3 0 2

0O 0 1 0 O 1](L1 - —6L; + Ly)
lo 0 0 0 1 2

1 2 0 3 0 7

0 0 1 0 0 1] (L, - 5L, + L;)
o 0 0 0 1 2

A ultima matriz esta na forma escalonada por linhas. Se nds usarmos somente
0s cinco primeiros passos, o procedimento acima, chamado eliminacdo gaussiana,
produzira uma forma escalonada. O procedimento até o sexto passo, que produz
uma matriz na forma escalonada por linhas, € chamado eliminagdo de Gauus —

Jordan.

2.4.3.4 Retro-substituicao
As vezes & preferrivel resolver um sistema de equacdes lineares por

eliminagdo gaussiana para levar a matriz aumentada a forma escalonada, sem
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continuar até chegar a forma escalonada reduzida por linhas. Quando isto é feito, o
correspondente sistema de equacdes pode ser resolvido por uma técnica chamada

retro-substituicao.
Exemplo: Dada a forma escalonada da matriz aumentada, temos:

1 3 =2 0 2 0 0

o 0 1 2 0 3 1

6o 0 0 0 0 1 =

0 o o0 0 0 0 o0

Para resolver o sistema de equacéao correspondente

X, + 3x, — 2x5 + 2x5 =0
X3 + 2x4 + 3x,=1
_ 1
Xg = 3

nos procedemos da seguinte maneira:

Passo 1: Resolva as equacdes para as variaveis lideres.

X4 = _3X2+ ZX3_ 2x5
x3=1_ ZX4_ 3x6
_1
X6—3

Passo 2: Comegando com a equacado de baixo e trabalhando para cima, substitua

sucessivamente cada equacdo em todas as equagdes acima dela.

Substituindo x, = % na segunda equagao da

X, = —3%, + 2x3— 2x5
X3 - = ZX4
1
Xg = 3
Substituindo x; = — 2x, na primeira equagéo, da
X1 = —3Xy — 4x, — 25
X3 =i = ZX4
1
Xg = 3

Passo 3: Atribua valores arbitrarios as variaveis livres, se houver.
Atribuindo valores arbitrarios r,s e t a x,, x4 e x5, respectivamente, a solugao geral &

dada pelas formulas:

1
Xy = —3r—4s—2t, X, =7,X3 = —285,X4 = §,X5 =, Xg =
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Como a eliminacdo gaussiana evita 0 uso da retro-substituicdo, pode parecer
que este método é o mais eficiente dos dois. E verdade apenas quando resolvemos
manualmente sistemas pequenos, pois na redugdo de Gass-Jordan podemos
escrever menos.

Dentre os sistemas de equacbes lineares, ocupam lugar de destaque os
sistemas homogéneos, estes sistemas possuem peculiaridades ndo compartilhadas

pelos sistemas mais gerais.

2.4.4 Sistemas lineares homogéneos
Um sistema de equagdes lineares & dito homogéneo se os termos constantes
sao todos iguais a zero, ou seja, o sistema tem a forma

a11x1+ Aq12X> + =4 alnxn = 0
alel + azzxz + 4 aann = O

ApiX1 + AoXo + o+ appx, =0

Cada sistema homogéneo de equactes lineares é consistente, pois todos os
sistemas homogéneos tém x; = x, = - = x,, = 0 como uma solug&o. Esta solugdo é
chamada solucao trivial ou solugao nula; se ha outras solugdes, estas saoc chamadas
de ndo-triviais.

Como um sistema linear homogéneo sempre tem a solugéo trivial, s6 existem
duas possibilidades para suas solu¢des:

o O sistema tem somente a solugao trivial.

o O sistema tem infinitas solu¢des, além da trivial.
Resumindo, nos temos o importante teorema a seguir:

Teorema 6: Um sistema homogéneo de equacgdes lineares com mais incognitas que

equacodes tem infinitas solugdes.

No capitulo seguinte apresentaremos uma aplicagcdo da algebra linear aos
modelos econdmicos de Leontief, para tanto, utilizamos alguns resultados que foram

expostos em nossos capitulos preliminares deste trabalho.
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3 MODELOS ECONOMICOS DE LEONTIEF

Neste capitulo, discutiremos dois modelos lineares para sistemas econdémicos
e aplicaremos alguns resultados sobre matrizes com entradas ndo negativas, para
determinar as estruturas de pregos de equilibrio e a produgdo necessaria para

satisfazer a demanda.

Wassily Wassilyovitch Leontief, economista russo, radicado nos Estados
Unidos desde 1931, & considerado o “Apostolo do Planejamento Econdmico”, pela
criagdo da técnica de insumo-produto, na andlise dos grandes agregados
econdmicos. Viveu entre 1905 e 1999, foi o responsavel pelo desenvolvimento de
teorias que revolucionaram a economia do século XX e que constituem um
importante legado em plenc século XXI. Usando analise matematica e computacao,
Leontief estabeleceu, um “quadro econOmico” dos Estados Unidos, onde a economia
€ descrita em termos de circulacdo, isto €, como um sistema integrado de fluxos e
transferéncias de insumo e produtos de um setor para outro da produgéo industrial.
Dessa forma, cada setor absorve insumos de outros setores, além de produzir bens
e servicos que serdo posteriormente utilizados por outros setores para serem

processados ou para um consumo final.

Os resultados desse trabalho foram publicados pela primeira vez em 1941, no
livro “the Structure of the American 1919-29: an Empirical Apliccation of Equilibrium
Analisys”. Uma segunda edigdo do mesmo livro, em 1951, iria atualizar os dados até
1939, publicando o autor, a seguir, uma obra muito mais ampla sobre 0 mesmo
assunto: “Studies in the Structure of the American Economy: Theoretical and

Empirical Explorations in Input-Output Analisys (1953)".

Depois de estudar em Leningrado e Berlim, Leontief atuou como professor
titular na Universidade de Harvard desde 1946, onde chegou a ocupar diversos
cargos de assessoria no governo dos Estados Unidos e na ONU. E detentor do
Prémio Nobel de Economia, em 1973, ao aplicar a economia contemporénea uma
tecria onde a Algebra Linear se encontra subjacente. Nos alicerces dessa teoria,
composta por dois modelos econdmicos, encontramos principios que nos s&o
familiares, o calculo matricial, como instrumento para resolver sistemas lineares. Os

dois modelos que estabelecem a vigente teoria, o modelo fechado ou input-output e



47

0 modelo aberto, apesar de diferenciados, tém o mesmo objetivo, o equilibrio

econdbmico.

3.1Modelo fechado [Input-output] de Leontief

A algebra linear desempenhou um papel importante nos modelos econdmicos
de Leontief, que sdo os modelos fechado ou input-output e aberto. Primeiramente
apresentaremos um exemplo simples, depois prosseguiremos para a teoria geral do

modelo.

O modelo fechado (input-output) consiste em determinar os pregos dos
produtos produzidos e consumidos, por um certo grupo de empresas, de modo que

o total dos gastos de cada empresa seja igual ac total recebido.

Exemplo: Um marceneiro, um encanador e um eletricista, pretendem fazer consertos
em suas casas. Eles concordam em trabalhar durante 20 dias, conforme a tabela

seguinte:

Trabalho executado pelo

Marceneiro | Encanador | Eletricista
Dias de trabalho na casa do 4 2 12
Marceneiro
Dias de trabalho na casa do 8 10 o
Encanador
Dias de trabalho na casa do
e 8 8 6
Eletricista

Cada um deve pagar a ele mesmo e aos outros, um salario diario e pelos
servicos prestados em sua casa. Os salarios diarios normais sdo, R$ 200,00, mas
eles combinam em acertar estes salarios de modo que o total recebido por cada um

seja igual ao total pago. Qual o salario de cada um?
Podemos colocar
p, = Salario diario do marceneiro
p, = Salario diario do encanador

ps = Salario diario do eletricista
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Para satisfazer a condicao de equilibrio, de tal modo que o total dos gastos
seja igual ao total recebido para cada um dos proprietarios pelo periodo de dez dias,

temos:

4'p1 + sz + 12p3 = 20p1
8p1 + 10p2 + 2p3 = Zopz
8p, + 8p, + 6p3 = 20p;3

Essas sdo as equacgbes de equilibrio para o marceneiro, o encanador e o
it i g r 1 ~
eletricista, respectivamente. multiplicando por 25 €58as equacgoes e reescrevendo-as
na forma matricial, temos:

02 01 0,6][P1 P1
[0,4 0,5 0,1sz]= Ipz] (1)
D3 Ps

04 04 03

E possivel reescrever essa equacgéo como um sistema homogéneo

08 -01 -0,611P1 0
[—0,4 0,5 —0,1] [pz] = [0‘
3 0

-0,4 -0,4 0,71lp

A solucao desse sistema homogéneo é:

P1 31
P2l =s5"132
Ps3 36

Onde s & uma constante arbitraria. Essa constante pode ser escolhida
convenientemente. Conforme se observa, as principais caracteristicas do Modelo de

input-output de Leontief s&o:

Na equagédo (1), a soma de cada coluna da matriz de coeficientes é 1,
correspondendo ao fato de que o produto do frabalho de cada um dos proprietarios
esta completamente distribuido entre eles, nas proporcbes dadas pelas entradas da
coluna. O problema consiste em determinar pregos para esses trabalhos de tal modo
a colocar o sistema em equilibrio, ou seja, de modo que o gasto total de cada

proprietario seja igual ao total recebido em salario.

No modelo geral, temos um sistema econGmico consistindo de um numero

finito de “industrias,” que ordenamos pelos numeros 1, 2, 3, ... k. Ao longo de um



49

periodo fixo de tempo, cada industria produz um produto, que pode ser um bem ou
um servico. Um problema importante € encontrar os “precos” convenientes que
devam ser cobrados por estes k produtos, de tal maneira que, para cada industria, o

total de gastos se iguala ao total recebido, dai temos:
p; = Preco cobrado pela i-ésima industria pela sua producéo total
e;; = Fragdo da producgéo total da j-esima industria que € comprada pela i-
ésima industria
Parai,j =1,2,3, .., k. Por definicdo, nés temos:
p; =0, i=12, ..k
(ide; =0, ij=12..k
(i) ej+ exj+ -+ e; =1, j=12,.. .k
Com estas quantidades, nés formamos o vetor-preco

P1
_ P2
p=1:

Px

E a matriz de troca ou a matriz de input-output

€1 €12 "t €1k

€1 €22 €5
E = .

€x1 €r2 vt Egy

Como no exemplo, para que os gastos das industrias se igualem aos seus

rendimentos, a seguinte equag¢do matricial deve ser satisfeita:
Ep=p
p—Ep=20
[p—Ep=20

(I-E)p=0
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Essa equacdo & um sistema linear homogéneo para o vetor preco p. Esse
sistema tem uma solugéo néo trivial, como podemos observar no seguinte resultado,
0 qual mostraremos para o caso de uma matriz de troca 3 x 3, tendo em vista que
para o caso de uma matriz de troca n X n, em que n > 3, a demonstragdo é

analoga.

Teorema 8: Se E é uma matriz de troca, entdo a matriz (I — E) & ndo inversivel, ou
seja, det(I—E) = 0.

Demonstracao:

s Seja E, , , a matriz de troca

a+ec=1=c=1—-a

E:[? b],coma,b,c,dzo,temos{b_'_d:l{:)b:1_d

d

Dai, temos:
_[1—a -b
I_E_[—c 1—d]
Logo,
det(I-E)=[(1-a)- (1 =d)] = [(-c) - (-=b)]
=[1-a)-1-d]-[@+1)-d-D]=0.

e Seja E;,; uma matriz de troca, temos:

a b ¢ at+td+g=1=g+d=1—-a
E:[d e f],coma,b,c,d,e,f,g,h,i20,entéo,{b+e+h:1«:>h+b:1—e
g h i c+fti=lesetf=1—1

Dai, temos:
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Logo,
det(I-E)Y=(1—-a)[(1—e)(1—=i)—fh]+b[—-d(1—=i)—fg] —c|dh+ (1 —e)g] =
= —clg(h+b) +dh]l + (g + DIf + )(h+b) — fh]l + b[—fg —d(f + )] =
= —cgh—cgb—cdh+ fgh+ fgb+cgh+cgb—fgh+dfh+dfb+
+cdh +cdb —dfh—bfg —bdf —cdb =10

e Seja E,, , , uma matriz de troca, temos:

€11 €12 €1n
E= efl 8:22 efn ,comey, =0ee+e;++ey;=1j5=12,n
€n1  €n2 €nn
1—e;1 —eqy Tt Tep
[—E= —ef21 1—:622 —9.211
—Cfn1 —€n2 w1 — €nn

Temos:

(I1—e) +(—eg)++(—e) =1—(e;;tey++e,)=1-1=0
Na j-ésima coluna:
—eyy+ (—egy) + o+ (—egony) + 1 — g5 + (—egan;) + - (—en) =
=1—(ejjtey++tej_pjtejteginjttey=1-1=0

Agora, pelo fato de em [ — E termos sempre linhas proporcionais, det(I — E) =

0, logo, I — E & nao invertivel.

Na realidade, precisamos mais do que o sistema possuir solucdes néo triviais
para p, precisamos que os p; dos n produtos sejam numeros nio negativos (p = 0).

Isso é valido com o seguinte teorema:

Teorema 9: Se E € uma matriz de troca, entdo Ep = p sempre tem uma solugédo nao

trivial p cujas entradas sdo ndo negativas.
Considere dois exemplos desse teorema:

Exemplo 1:

SejaE =

—
NIFk N
_= o
| S—)
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Entéo, (I - E)p = 0 é dada por:

p=s [(1)] ;. em que s € uma constante arbitraria. Para qualquer s > 0, temos uma

|- 10

N[ =N R

Que tem a solugéo geral

solucdo néo trivial p = 0.

Exemplo 2:
o _[1.0
SejaE = [0 1

Entao, (I — E)p = 0 tem a solugao geral

p=s[o] +[}]

Onde s e t sdo constantes arbitrarias independentes. Para quaisquer s >0 e

t > 0, ndo ambos nulos, nos temos solugdes n&o-triviais p = 0.

O exemplo 1 indica que em algumas situagdes um dos pregos precisa ser zero
para a condigdo de equilibrio ser satisfeita. O exemplo 2 indica que pode haver
disponiveis varias estruturas de precgo linearmente independentes. Nenhuma dessas

situacBes descreve uma estrutura econdmica realmente interdependente.

Observamos que neste modelo utilizam-se ferramentas praticas da algebra
linear, conceitos relacionados as matrizes e sistemas lineares de forma bem efetiva,

mostrando uma aplicagao bastante interessante.

Na secédo seguinte sera abordado o modelo aberto de Leontief, o qual tenta
satisfazer uma demanda externa, utilizando, para isso, 0s mesmos conceitos do

modelo anterior, além de invertibilidade de matrizes.
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3.2 Modelo aberto [de producédo] de Leontief

Ao contrario do modelo fechado, no qual os produtos de k indlstrias sdo
somente distribuidos entre as préprias indlstrias, 0 modelo aberto tenta satisfazer
uma demanda externa para os produtos. Neste modelo, como o préprio nome indica,
ainda tem-se que satisfazer a demanda exterior ao sistema. No modelo anterior o
objetivo era procurar pregos que garantiam o equilibrio, neste modelo o preco &
fixado e o objetivo & determinar os niveis de produgéo necessarios para satisfazer a

demanda externa. Mais precisamente:
Definimos para um conjunto finito de industrias 1,2, -, k.

x; = Valor monetario total produzido pela i-ésima industria

X1
Vetor produgédo: x = A2

Xk

d; = Valor monetaric cuja producio €& necessaria para que a i-€sima industria
satisfaca a demanda externa
dy
: d,
Vetor demanda: d = |,
dy
¢;j = Valor que a j-eésima industria tem que pagar a i-€sima industria para produzir

uma unidade monetaria

€117 €12 0 C1g

. C1 Caz = Cyp
Matriz de consumo: C = . . . :

Cr1 Cra '+ Ckk

Pela natureza do modelo, temos
x=20,d=0el =0
A partir da definigéo de c;; e de x; pode ser visto que a quantidade

CL'1X1 + CL'2X2 + i + Clka
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€ o valor total produzido pela i-ésima industria que € necessario para todas as
k industrias produzirem um total especificado pelo vetor de produgdo x. Como esta
quantidade é simplesmente a i-ésima entrada do vetor-coluna Cx, podemaos dizer,

além disso, que a i-ésima entrada do vetor coluna
x —Cx

€ o valor do excesso de producao da i-ésima induUstria que esta disponivel para
satisfazer a demanda externa. Para que se verifique o equilibrio econdmico,

devemos ter:
x—Cx=d
Isto e,
(I-Cx=d

Assim, dados Ce d, nosso objetivo & encontrar um vetor produgéo x = 0 que

satisfaz a equacéao acima.

Exemplo: Trés engenheiros — um engenheiro civil (EC), um elétrico (EE) e um
mecanico (EM) — tem cada um uma empresa de consultoria. A consultoria gque
prestam é de natureza multidisciplinar, de modo que cada um compra uma parte do
servico das outras duas firmas. Para cada R$ 1,00 de consultoria feita pelo EC, ele
compra R$ 0,10 de servicos do EE e R$ 0,30 do EM. Para cada R$ 1,00 de
consultoria feita pelo EE, ele compra R$ 0,20 de servicos do EC e R$ 0,40 de
servico do EM. Finalmente, para cada R$ 1,00 de consultoria feita pelo EM, ele
compra R$ 0,30 de servico do EC e R$ 0,40 de servico do EE. Numa certa semana,
o EC recebe pedidos de consultoria externa de R$ 500, o EE recebe pedidos de
consultoria externa de R$ 700 e o EM recebe pedidos de consultoria externa de R$

600. Qual ¢ o valor da consultoria feita por cada engenheiro naquela semana?
Para o periodo de uma semana, sejam

X, = 0 valor da consultoria do EC;

x, =0 valor da consultoria do EE;

X5 =0 valor da consultoria do EM.
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A matriz de consumo do sistema é

0,10 0 040

0 020 0,30
030 040 O

O sistema linear (I — C)x = d &, entao,

-0,10 1,00 -040]-|*2 700
-0,30 -0,40 1,001 [X3 600

1,00 -0,20 —0,30‘ l’ﬁ] lSOO]

Como a matriz de coeficientes é inversivel, a solucao é dada por

1,21 0,46 0,55] [500 1257

x=(0-0"4d = [0,32 1,31 0,62] . [700] = [1449]

0,49 0,66 1,411 600 1553

Portanto, naquela semana, o valor da consultoria do engenheiro civil deve ser

R$ 1.257,00, a do engenheiro elétrico deve ser R$ 1.449,00 e a do engenheiro

mecanico deve ser de R$ 1.553,00.
Reconsiderando a equagao:
(I-0x=d
Se a matriz quadrada (I — C) for invertivel, pode-se escrever
x=({I-0)1d

Além disto, se a matriz (I — C)~! tiver somente entradas n&o negativas, entdo a
equagado x = (I — C)~1d terd uma Unica solugdo ndo negativa x, para qualquer d > 0.
Essa é uma situagéo particularmente desejavel, por significar que qualquer demanda
externa pode ser satisfeita. A terminologia utilizada para descrever este caso é dada

na definicao seguinte.

Definicdo 11: Uma matriz de consumo C ¢é produtiva se (1—C)"! existe e
a-o1t=z=o.

Segundo o livro de Anton e Rorres (2001, p. 414), o teorema a seguir e seu
corolario, mostram os critérios que garantem quando uma matriz de consumo €&

produtiva.
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Teorema 10: Uma matriz de consumo C & produtiva se, e somente se, existir um
vetor producdo x = 0 tal quex > Cx, ou seja, cada industria produz mais do que

consome.
Do teorema anterior, chegamos ao seguinte corolario.

Corolario 2: Uma matriz de consumo C é produtiva se a soma das entradas de cada

linha ou coluna de C é estritamente menor do que 1.

Este corolario diz que se todas as somas das entradas de linhas de C sao

menores do que 1, entdo, ela satisfara a condigdo do teorema.

Por outro lado, uma matriz de consumo C é produtiva se cada soma das
entradas das colunas de C € menor do que 1, pois € dita lucrativa se esta j-ésima
soma de coluna &€ menor do que 1. Entdo, uma matriz de consumo é produtiva se

todas as k industrias do sistema econdmico sdo lucrativas.

Nos exemplos a seguir, apresentaremos critérios simples, que garantem a

produtividade de uma matriz de consumo, baseados no teorema 10 e corolario 2.

a) Seja a matriz de consumo do exemplo anterior,

0,10 0 0,40

0 020 0,30
030 040 O

A soma das entradas de cada coluna € menor que 1, portanto, as trés
consultorias sdo lucrativas. Desse modo, pelo Corolario 2 a matriz de consumo C é
produtiva. Isso também pode ser concluido pelo fato de que (I — C)~! = 0 (definigdo
11).

0,7 0,2
b) [0,4 0,5
Usando o corolario 2, podemos notar que todas as somas de linha s&o

menores do que 1, logo, a matriz € produtiva.

0,30 0,30 0,15

0,60 0,40 0,15
0,05 0,20 0,15
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Usando o corolario 2, todas as somas de coluna sao menores do que 1, logo, a

matriz & produtiva.

0,15 035 0,10

0,60 0,40 0,25
0,25 0,35 0,10

2 1,85
Usando o teorema 10, comx = |1| > Cx= 0,75‘ , logo, a matriz é produtiva.
1 0,95

Como podemos ver nos exemplos anteriores para definir a produtividade de
uma matriz, ela ndo precisa necessariamente satisfazer aos dois critérios, o teorema

e ¢ corolario, ao mesmo tempo.

Observamos que neste modelo (aberto) usa-se com aplicagdo efetiva a
inversibilidade de matriz. Os exemplos apresentados acima mostram matrizes de

ordem “pequena’ o que nos permite realizar calculos manuais.

3.2.1 Matriz insumo-produto do estado do Acre

Abaixo estd exibida a matriz insumo-produto do estado do Acre (ano 2008),
gentilmente cedida pelo professor Dr. Rubicleis Gomes da Silva, feita em planilha

EXCEL. A matriz é de ordem 26 e as atividades produtivas sdo as seguintes:

x, = Agricultura, silvicultura e exploracéo vegetal;
X, = Pecuaria e pesca,;

x5 = Mineragao;

x, = Alimentos, bebidas e fumo;

xg = Téxtil, vestuario e calgados;

X, = Madeira, papel e impresséo;

x; = Refino de petréleo, coque e alcool

xg = Outros produtos quimicos e farmacéuticos
Xy = Artigos de borracha e plastico;

x10 = Cimento e outros produtos de minerais ndo-metalicos;
x4, = Metalurgia;

x1; = Maquinas e equipamentos;



X13

X21

X25

X26

= Material elétrico e eletrdnicos;

= Material de transporte;

= Industrias diversas;

= Eletricidade e gas, agua, esgoto e limpeza urbana;
= Construgéo;

= Comeércio;

= Transporte, armazenagem e correio;
= Servigos privados;

= Intermediac&o financeira e seguros;

= Servigos imobiliarios e aluguel;

= Servigos de alojamento e alimentacéo;
= Educagdo mercantil e publica;

= Saude mercantil e publica;

= Administracdo publica e seguridade social.

58
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Tabela 1: matriz Insumo-produto do Acre
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Tabela 2: matriz dos coeficientes técnicos (C) com os totais de cada coluna e

cada linha
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Tabela 3: matriz identidade (7):
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Tabela 4: matriz (I - C)

AN |00 | OO0 | 0| 007|085 | 0013 | O30 |00 | 047 | 0000 A0 A0 | (0 Q0L 008 | Q000 QU8 |0 | 00 | 00|00 | 0D | 4006 | Q10
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0,08968 > 0, a matriz dos coeficientes € inversivel.

~

Comoodet(I—0C)

0 DO 00D | D05 | A0CE | Q005 | 0006 | DO | 0A0 | 0005 |00 Q00| Q008 | D00 07| GO0 G| D002 | 00T Q00 |-0BT | 0| OO%EE | OOCEL | 008 00T |
B 00 |08 | O |00 | 00|06 | D00 | D0 |0 0L Q8 | Q000 |00 O |00 QL | D00 | 0 00 |- | Q008 | 005 |00 | 008 | QL | %0

B Q005 | 04 |-0006 | D006 | Q08 | 008 | -0 | O0Ce | QT | -0k | G | Q00 | 05 00 | 0 A0
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Tabela 5: matriz (I = C) 1.

m|l=mllmlm=mlalslmlmaoalslslaglslaglmlealglamsls|lslamlgl sl =) =
— ElEIEIsEEgsEEsIsEesesaesEIsETEEessessel ] sE =
= ElEEEIEIsEsIEEEzIEEElEIESESEE ARSI =EE=EIE=EElE =
sl sl EsEssEssEssEsslsEEsEsEsEEEEEEEsEEsEslElIEE=
Sl SIS sssssssssssSssssssSssssS s =
= = = =N == =l A = I —1 =11 =1 = =
B = R A E— I R=R—1 =] I =A== =] = S|l s s sEssIsssessEsels
A R A RS A RS A R B A R RS A A R A RS A R A R SA RS A RS A R A R B R A R A A AR =
=S = e e e e e B e e e e e R S e e R Nl =
=S sssEssEssEsl=
sl EslsssssessslsssEssEsEsEsssESslslEsEssEs=
== e e e e e O O e e e B =
sllml=lml=llmslalslmlol=slol=slslmlwlsmslal=sl ol ==
—SsSIsI=zI=E=E=El= ZslsIsIssssssIsEsInsEsiEseszssEEe
oIS EE s EIEIEIEIE=EEEE =
2l EssEEsEEl=
=== == = = = = e A e e e e e e e e e e e N e =
sl alalsl =laslslal claslslagslslslalm=lalsmsl vl vl = ool s =] =
s|Iis|IElEs s|s|= s s| I s|s|ls|sl=|= I B ==z s =2l==
||| sS| S| 8sS|2Z2sSIs|IslE8lesess sl s sl2sESssssEgeseses
S| sS|IEsSISsSsSsSssssSssEssssssssEsss s sEs sl =
= | = e | = | = e | e | = — = = | = ol | sl = el e = o
SsisgIisI=ssEsmsseseessessessssFssssssEs=s
=S|I sS|ISsS sSsS sSISIssssesessesessesEsEEgsgsEssEsEE=
Sl sl EsEssEsEEsEsEsEEEsEsEEsEEsEEEgsEsEslElEEl=
=== = e R B I e e e e e e =
= ||I=Z2IsIsEsgsIsgsSsEsEgeggsgsesEsEsss =| = SFIEsE=sE =
sl 2|2 21es8sesesesElsesesegEgeaeesss=ssegsleesels
=1 R=1 BE=A B=A =1 B=1 = B R B B B B B B A R R= A B B B A R R = = B =
Sl asasaessesaessessessesssessessessesseslsesssesTEsssl=s s =
slals| x| ol mlslmlalamlalasl sl 2ol a2l o =] = =
—|E2EISsIs|Izs2IssIsIssEsssssssIsssgsgss|IEIssIsassss
=|E|I8S|IsS|IE8|IsSIssssIggElsesEegssssEsessIsgeese =
S| S EsSESgsSsSssEsssEssEsEESsEsl=as8EsEsE]lEss
=m=lolslmslslslslslasl === sl =sls|l=mlalal=l el sl l=mllsl =l =] =
= | I Ea|IEIEEEEsEE=s SIS ESIsEsSEEsEsEssEsIsEIseIEIEsEIEIEl =
= = 2 z > = = N = > = = = = = = > =4 = = > > = =2 =4 >
||l =l=l=]ls| |l m|lxs|l=l=| ==l =]l =| =] =| =
=l S EsIEsEsEIsEsEEEEEeEEEIEEIEsEsIEIEESEEEsEzZEIEIEl =
=S|ls|IEsSsssgssssEsSIssssssEsslsEm=sEssssssl=
sl ===V = == == = == =
lzisl=slzslslslzslagzslaslzslal=zslsl=lglaelal=slsl=sl= = =
slEs=ssEsEEsEsEsEEssESEEssEgEE=EaEEE=E
= = = = e e e B e S e e e I S = e e N =
= | = -~ | =] =| = = - S|l | = | sl === =] =] 2| =| = = =] =| —
B alES|=EI=SIESISsSIESIZI s EEsEggs)sl=ssEIssEssIsEIsIEgssE s
IS eEeSIsesSselsl|lE]lIselsessesssSsessesSgeSses]sesesesES)sSse el Sl s s
= === == === == === | =| == == =|=|=|=|=| =
===zl mls| ===l === =m|m= = =| =
SIS I=ZIsIE=EEEEIEEsEEgsEEgEEsEEsgEEIgsEIEsEIEIEEsEsE
—lEEsEIEsEEEEIEEsEEEIEEEEIEIEEEEEESEEE s =
== e e A R e I e e e N e s
Sl sl mlulsl s xamlslmslxs|ss|leclalalsl sl amalamslalagl gl = =] o
—|SIg|I=Z2 s|Ig8Igse|sseEsmssEssEsgsgss|ImBIsssEggSssssl =
= |E|gS|Ig| 8|8|=sS|ls|lE8lasIgmgEeEssgsSsEesgssseglelsels
Ss|ls|EsSlsSls s ssZEZIsssEsgEsElsSlEsssslElE s s
=A== A A A R R A G A A A R A A S S e e =
= | = — || =2l sl el =mlsslxsl =l sl =]l sl sl =l =] =5
~SIEslslsIsssessIEEIsIsEIsEIsIslsIaIsIEgEssIssIEsEsslsS
P I— = == e = = = | = = FIEIFZ| DS =2 = = SFls2S|I=B|IT|I=ESI===s=
== S| = EIEI=EEsEEEEEEIEEEIEEEIEIEIE=EIEl =
= — AR —d—d N i = | = =S| = | = A e e A N I Il =
=l m|laoalsl sl ms|lalwuol o=l alesl o =l s e
=588 lss|8l85]|538| =2 s|lEsss|3 3858 =2asS {R=1R=AR=
= s | = S | = S S | S| B =S S 3. 4 s | = 3| S| = L = 3 | = S S | S
sl sl ol amlslsmsl sl lsl=ls|l =l gl ol celslslessl sl =ml=l=] =
HiS|I S IsIS|Iss|IsEsgSsIss sSsSlsEeg=2eEIsssEesEsss=
== =A== A = A = = = == = e = == =N I — N E=— = = =1
= 5. = = =% 2 5. = =4 5 = =X . = 2 =5 3, 5 2. 2] = 5. 5. 5. 5. 5.
2l ml=m|l=mslsmlsmslsmlamelmlalxmlsmlslm| sl sl =] =) =
— | H|S|ls| S| ZE|l s SsS|I=SsS | sSi=ElssSseslsslsessEsasmssEsElslsE =
Sl Es|lEisssEsEssssS s s ElElElEl= A=A AR A A AR
slalslslalslaslslslslsleloleslxmslslaslelslslssl=| =
—|SZ|IZE|SEB|I=E| 8 S| &l EsIs|EE S EBE S SIE|E|E =
bl B=1 =S R=A R =2 ARAR=AR=IR—1 =1 =2 3 | S S S | S| = | =S S| S| 3B | = 3 3. 3.
p== I = = = = == = I=—f b= b= =il iD= b=y b=l = =g = e O D e =
eSS EsSEsSIsEsEEsE = sSsiIsSsIsSsIsesIsEIseIEIEsEEsEIEEEEl S =
=liEZHNEEREE s s EE s s m ] Emsl E =
=l sl ol uml sl aml=smlssl sl mlsmlal=mlalslalsl sl sl =l == = =] —=| =
~ 2SI E|ISISIZE EIEISEISBIE EIE EIEEIS|IEEEZEIEIEIZEE
Sl s =] EEEEEsEEEEEsE=E= L | = LI S E| S| ==
S|I=SIs|IglES ZEsIssIsEloEesisgsIigsgsessmsssgssgssesss
= |S|=Z|Es| =2 I sI=2sEsssEsEssEssesEegsEsl=ElEls IR ==
S S sl s sIss]sssses s s sl s = sl s s s s8] 8| 8
Sl === = = == = = = =
= 2|l = = | = 2 MF = Wr = | = 4 mr S|z EsE=sE= Wﬁ 4 Mr
= = I A R B s s s I s I e I s = e e e e e e e s
]l o s =l =l w| alslslalsl=m2laxslslxeelsl =] el =] =5 o
~ ||l FI SIS sEIseseEseEeEIEsEeIsI s sEsSIslEIsIsSsSsIslsSssEsEsSsEIESI=sS =
I=1E=1E=1E=—1R=1R=iR=Ii E=AR=14 Rl BRI RE=1RE=1E=1 BRI E=IE=1 Bl E=1 E=1 E=1E=A B=A B=A R=1 =1
=l o eseslaeslessesssesssesss s s s s ss === =
mlmlmlmlsllslslslslmlslslslslslwlalsl=ls|lalalael=l= =
sHIssIs|IssSI=sssIsEsIssssesss=sssmsssssEsl= =
— | =S|I el e aselseesl s8I ssl8elslsse=2mSssssgeEesl =S
=] = =] = =] — [ =] ol =mslmllmslal =l ol ==l aslslaslalsl = < =

nao-

(

>0
negativas), podemos afirmar, com certeza, que a equagéo (I — €)~'d = x possui

Como vimos na tabela anterior que todas as entradas de (I — €)

solucao unica e ndo-negativa, ou seja, x = 0, como podemos ver abaixo:
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Tabela 6: equacdo (/| — ) 'd = x.
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Como podemos ver, abaixo, x > Cx, satisfazendo assim o teorema 10,

portanto, a matriz € produtiva.

X CX
212,3863 74,9863
167,1458 64,4804

8,3689 3,2240
221,3073 27,7870
22,8167 5,4523
77,6481 45,5117
0,0117 0,0024
4,0424 1,0567
10,8734 7,5918
42,2041 39,2127
3,4706 1,7880
1,2010 > 0,2252
4,8846 2,0843
1,2333 0,4283
10,6700 1,0284
270,1698 170,7410
610,2474 82,7444
775,0133 202,5572
203,5000 66,5768
636,5977 346,7839
2249543 116,4290
390,9306 24,7848
164,3863 15,0744
763,2436 2,6248
415,4378 2,2639
1695,6873 10,3617

Para matrizes de ordem “grande”, os calculos sdo bastante “hostis”, tendo em
vista isto, fizemos uso do software livre MAXIMA, o qual sera apresentado no
capitulo seguinte bem como um breve tutorial de seu uso, na resolugéao sistemas

lineares e de calculos com matrizes.
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4 SOFTWARE MAXIMA

Neste capitulo sera feito um breve tutorial com o objetivo de fornecer
informacgdes para que iniciantes possam aprender a manipular o software MAXIMA,
na execuc¢ao de calculos envolvendo matrizes e resolucdo de sistemas lineares, que
sd0 os assuntos abordados no trabalho. Esse software tem grandes recursos e é

capaz de realizar a maior parte dos calculos matematicos.

O MAXIMA é um sistema de computacao algébrica baseado em uma versao de
1982 do Macsyma. Ele é escrito em Common Lisp e funciona em todas as
plataformas POSIX, tais como Mac OS X, Unix, BSD, e GNU/Linux, bem como no
Microsoft Windows. Trata-se de um software livre cuja licenga é a GNU (General

Public License).

4.1Download e instalagcao
A versdo do MAXIMA utilizada neste tutorial € a vers&o 5.38.1 para Windows e

seu download pode ser feito através do seguinte link:
http://maxima.sourceforge.net/download.html
Apos o download ter sido concluido dé um duplo clique no arquivo baixado, € vocé

vai se deparar com uma tela do tipo:

EE Instalagdo do maxima-53.38.1 — =

Bem-wvindo ao Assisiente de
Instalacao do majama-5.38_1

Este assistente guiara vocé atrawveés da instalacio do
maxima-5.38. 1.

E recomendado gue vocé feche todos os outros aplicatvos
antes de iniciar o Instalador. Isto tormara possivel atualizar
os arguivos de sisbema relevantes sem ter que reinidar seu
computador,

Cligue em Proximo para continuar.

Proximo > Cancelar

Continue atendendo as recomendac¢des do programa e n&c se esqueca de
verificar o local de instalagcdo. Ao finalizar a instalagdo a seguinte mensagem surgira

determinando que a instalagdo foi concluida com éxito:
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&L Instalacdo do maxima-5.38.1 —_

Completando o Assistente de
Instalacao do maxima-5_38.1

O maxima-5.38. 1 foi instalado no seu computador.

Clique em Terminar para fechar este assistente.

oltar Terminar Cancelar

Clicando em terminar, o MAXIMA e um arquivo contendo informacdes sobre ele
serdo abertos. Apos o término da instalagdo vocé podera acessar o MAXIMA a

qualquer hora a partir do menu Iniciar.

4.2 Iniciando o MAXIMA

Iniciando o trabalho com operagdes vocé sempre digitara a operagao a frente
do ‘(%ix)’, esse ‘' no meio significa INPUT(representada sempre em azul no
MAXIMA), portanto sempre sera entrada de informagdes. Ja a saida do programa
sera representada por ‘(%ox), com ‘0’ sendo OUTPUT(representada sempre em
preto no MAXIMA).

As operacbes basicas sdo representadas por. Adicdo (+), Subtracédo (-),

Multiplicacéo (*), Divisao (/), Exponenciacao(®).

Tela principal do MAXIMA:

5 wnMaxima 13.04.2 [ ndo salvo* | = o -

Arquivo  Editar Célula  Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar Grafico  Numérico  Ajuda

&3 &K LB & @ > u @

Pronto para entrada do usuario
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4.3 Utilizando o MAXIMA para criar matrizes

Passo 1: para criar uma matriz utilizando o aplicativo MAXIMA, clique na aba

Algebra e, em seguida, introduzir matriz e siga os passos das figuras abaixo.

@ wxMaxima 12.04.2 [ néo salvo* ]
Arquive  Editar Céluls  Maxima Equagdes | Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico  Ajuda

|:| = 3 Gerar matriz... | > o | @

Gerar matriz da expresséo... e

Introduzir matriz..
Imwverter matriz

Polinémio caracteristico...
Determinante
Autovalores

Autovetores

Matriz adjunta

Transpar matriz

Criar lista...

Aplicar a lista...

Mapear a lista..

Mapear a uma matriz...

Intradira nma raatriz Prointn para entrada de nsudria

Passo 2: ap6s o primeiro passo, aparecera uma janela como a figura abaixo, na qual
deve ser digitado a quantidade de linhas e colunas da matriz, tipo de matriz (geral,
diagonal, simétrica ou antissimétrica) e 0 nome da matriz (indicar uma letra) e dado
OK.

-

Argquive  Editar Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumérico &juda

@3 ox L D8 6@ > @

-~
Matriz >
Linas: |§ |
Colunss: |3 |
Tipe: | geral ~
| K | | Cancslar
-

Pronto para entrada do usudrio



Passo 3: aparecera a janela a seguir onde serao digitadas as entradas da matriz.

'_.,.
Arquive Editar C&ula  Maxima Equagdes Algebra  Calcule  Simplificar  Grafice  Mumérce Ajuda
D@ s Xpa|lE @ > o K2
| bl !
Informe uma matriz >
i 2 3
- E |[-2 |[2 |
o - |E =2 |
 ” |E B |
OK Cancelar
b
Pronto para entrada do usudrio
P . . z
Passo 4: apos clicar em OK a matriz sera gerada.
W webdaxirna 13.04.3 [ nds sake® | — [} >
Arquive Editar Célula Maxima EquacSes Algebra Célculo Simplificar Grafico  MNumérico  Ajuda
DEd s Do - @ > o | @
{%£il}) matrix{ z
[Z2,—1,01.,
[4,5,—-21.,
[7,1,6]1
) :
2 -1 o
(%01) |2 5 -z
7 x =
o
~
Pronto para entrada do usudrio

4.4 Operacgdes basicas com matrizes
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Através do MAXIMA é possivel efetuar as operagdes basicas (adigao,

subtragcao, multiplicagédo, calculo da inversa e exponenciagdo) com matrizes. Por

exemplo, se A e B sdo duas matrizes de mesma ordem, A+B, € a soma das duas

matrizes.
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2 =1 0 3 4 8
7 3leB=]|-2 5 —1/. Calcule:
0 -6 9

Exemplo: Sejam as matrizes A = |4
5 =2 6

a) A+B:
Digite A + B e em seguida pressione (shift + enter);
2 wemibAaxcinesa 13.04.2 [ ndo sabvo™ )
Arguneo Edatar Celuda o reva Equacdcs Algehra Calculc Simngplifecar Grafeco Plarey
F' (=510 m: moae=§ise(
[2, —1.,0] «
[4, T, 3]
[S5,—=2,6]
| L
=2 -3 o
B LO) .| E=
s — =2 =3
= »d1=2 B: macrzix(
(3 a.8] -
[—2+.5,—11].
[, —&, 5]
| » 5
= - =
(®l2y —_= = - 1
L=} —_ =
F {Bil3 Pt Bos
s 8
=1L 3) - iz =
L —= = B_
Proats pars entrads Ao wsudaio

Mumérico  Ajuda

b) 2A:
Digite 2 x A e em seguida pressione (shift + enter);
— [} Ead

Grifico

W wxMaxima 13.04.2 [ nao sakvo™ ]
Arquive Editar Célula Maxima EquagBes Algebra Célcule  Simplificar
DNE& ex 0o & e > o @
(%il4) Z*A;
4 -2 5]
(%0l4) |8 14 &
10 -4 12
F -

Pronta para entrada do usuario
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c) A l(inversa de A):
Digite A, em seguida v&4 & aba Algebra e inverter matriz, em seguida

aparecera, na tela, a matriz inversa de A(4™1).

W wedhaxirma 13.04.2 [ ndo sahva™ ] — O >
Arquive Editar  Célula  Maxima EquacBes Algebra Calculo  Simplificar  Grafico  Mumeérico  Ajuda
= W | = e | W B = 1
D@ sSx X Do @ e > o | @
-~
F—> =
-
Pronto para entrada de usudrio
= O X

W wxMaxima 13.04.2 [ ndo saheo® |
Arquive Editar Céluls  Maxima Equacdes Algebra  Céleuls  Simplificar  Gréfico  Numérico  Ajuda

@ Gerar matriz... I [> =] | @I

Gerar matriz da expressao... -

E' —8 Introduzir matriz...

Inwverter matriz

Polindmio caracteristice...
Determinante
Autovalores

Autovetores

Matriz adjunta

Transpor matriz

Criar lista...
Aplicar a lista...

Mapear a lista...

Mapear a uma matriz...

Calcular a inversa de uma matriz Pronto para entrada do usuario
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W owexMaxima 13.04.2 [ ndo salve™ ] — O >
Arquive Editar Célula Maxima EquagBes Algebra Célcule Simplificar Grafico  Mumérice  Ajuda
" E S <30 QP E=F e N
D@3 S X XDE| & 0| > o | @
-~
E == A
(%$i119) Hdnvert (%) -
49 109 15
78 _312 _52
5 a5 1
(3019) | -— —
T8 312 52
19 55 9
T8 312 52
E —=
-
Prento para entrada do usudrio

4.5 Resolugao de sistemas lineares através do MAXIMA

Exemplo: Determinar o conjunto sclucdo do sistema de equacdes lineares a seguir:

x—3y+2z=28

2x =7y —z=-9

x+2y—z=-7
Resolucao:

Passo 1. Escolha a aba equagdes € em seguida resolver sistema linear, em

seguida, escolha o numero de equagdes e clique em ok.
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Resolver sisterna linear...
Resolver sistermna algébrico...

Eliminar wvariavel...

Resolver EDO...
Problema de valor inicial {1)...
Problerma de walor inicial (2]...

Problerma de valor de fronteira...

Recolrer EDO com Laplace...

Valor no panto...

Reschver sisterma de equagdes lineares Pronto para entrada do usudric
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Cancelar
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Pronto para entrada do usudrio

x—3y+2z=8
Passo 2. Na tela seguinte digite as equagbes i2x — 7y —z = —9 nos campos
x+2y—z=-7

destinados, além das variaveis contidas nas equagdes e cliqgue em ok,
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~
Resolver sisterma linear =
Equacao 1: | ®-3*y+2=z=2 |
Equacdo 2: | IER=TAy—z=—9 |
Equacdo 3: | H+ZFyg—z=—T |
Waridveis: | R, ¥, 2 |
Cancelar
~

Pronto para entrada do usuaric

Passo 3: Na tela seguinte sera apresentado os valores de x,y e z, respectivamente,

que formam a Unica solu¢ao do sistema linear.
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insolve ([x—-3%y+2%z=8, Z*x—T*y—z——9, =x+2%y—z——7T1, I[=,vrz2]1);
x=—-2, y=0, =z=51]

Pronto para entrada do usuano

Como podemos ver, o uso do MAXIMA tem varias aplicagdes no dia a dia. Tal
programa pode ser considerado como instrumento de excelente auxilio no processo
de aprendizagem. Por isso, o0 dominio do uso de um software computacional, como
o MAXIMA, é muito importante quando nos confrontamos com problemas que,

resolvidos manualmente, ndo séo de facil resolugéo.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

A Aalgebra linear tem um vasto campo de aplicabilidade e atualmente a
contextualizacdo da matematica vem sendo bastante enfocada, procurando com
iss0, proporcionar a todos a constru¢ao do seu respectivo intelecto. A matematica
estd cada vez mais latente em nossas vidas, por causa de sua presenca em
diversos ramos da ciéncia.

Esperamos com este trabalho ter, de uma forma bem clara, apresentado os
temas da Aalgebra linear: matriz, determinante e sistemas lineares. O
desenvolvimento do trabalho exposto permitiu um estudo bibliografico aprofundado
desses temas e verificar sua aplicagdo na economia, mais especificamente nos
modelos econdémicos de Leontief, que sao utilizades para analisar a
interdependéncia das atividades econémicas inter-relacionadas através de equactes
lineares.

As discussbes apresentadas neste trabalho tém a intengdo de mostrar a
importancia dos temas da algebra linear e suas aplicagdes. A nossa expectativa é
que elas sirvam para o aprendizado desses conhecimentos da matematica, ja que é
uma amostra efetiva de aplicacdo dos conteudos abordados.

Desta forma, procuramos evidenciar apenas os calculos algébricos do
conteudo abordado, sem entrar em detalhes sobre a questdo econémica. E, para
fazer os calculos, foi utilizado um software livre, MAXIMA, que permitiu
considerarmos matrizes quadradas de ordem grande e despertou o interesse para o
uso, em sala de aula, de uma ferramenta computacional.

Por fim, o uso das tecnologias, quando acertadamente usadas pelo professor,
podem propiciar ao aluno a construgdo e a procura pelo conhecimento, com mais

clareza, transformando o estudo em um ato prazeroso e interativo.
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