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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos alguns casos especiais de equacoes funcionais de uma
variavel juntamente com algoritmos especificos que nos ajudarao a encontrar solucoes
para estes tipos de equacoes. Com o objetivo de suprir um pouco da caréncia de ma-
teriais escritos em portugués sobre o tema, exploramos primeiramente conceitos basicos
de fungoes e limites para em seguida ingressar de fato nas equagoes funcionais de uma
variavel. Por fim, apresentaremos alguns exercicios nos quais a teoria vista durante o
trabalho pode ser aplicada.

Palavras-Chaves: Funcoes, Limites, Equacoes Funcionais



Abstract

In this work, we will present some special cases of functional equations of one variable
together with specific algorithms that will help us to find solutions for these types of
equations. In order to fill some of the lack of Portuguese written materials on the subject,
we first explore basic concepts of functions and limits and then actually enter into the
functional equations of one variable. Finally, we will present some exercises in which the
theory seen during the work can be applied.

Keywords: Functions, Limits, Functional Equations
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Introducao

Durante o curso de Licenciatura Plena em Matematica tive a oportunidade de me
aproximar cada vez mais dos nimeros. A afinidade com a matematica ja despertada
durante o ensino médio pode ser agucada durante a graduagao, a partir da oportunidade
de me aprofundar em conteidos ja vistos anteriormente e de conhecer novos conceitos
matematicos. Com o ingresso no PROFMAT tive o prazer de me deparar com problemas
desafiadores que me fizeram apaixonar ainda mais pela Matemaética.

Quando escolhido o tema sobre equagoes funcionais para o desenvolvimento deste
trabalho, a primeira reacao foi de medo por se tratar de um tema que nao havia estudado
na graduacao nem no mestrado. Além disso, esse é um tema sobre o qual nao existem
muitos artigos ou livros a respeito e destes poucos existentes a maioria nao esta escrito
em portugues. Quando se trata das equacoes funcionais de uma variavel, a bibliografia é
ainda mais escassa.

Dentre os poucos trabalhos escritos em portugués nao poderiamos deixar de destacar
[9] que nos traz uma enorme contribuigdo no que tange as equagoes funcionais. Apesar
de tratar do mesmo tema do trabalho que apresentaremos a seguir, o foco ¢ totalmente
diferente pois é direcionado para equagoes funcionais de duas variaveis, como por exemplo,
as equacgoes de Cauchy, Jesen e d’Alembert, equagoes estas que tem por caracteristica a
linearidade, o que as diferencia das apresentadas neste trabalho. Como podemos observar
nenhuma das equagoes de conjugacao tratadas aqui é um caso particular das equagoes
funcionais de duas variaveis.

Os estudos e descobertas durante a graduacao e o mestrado, em especial essa identi-
ficacao com temas desafiadores conquistada durante o PROFMAT, foram as principais
fontes inspiradoras para que eu decidisse desenvolver esta dissertacao. O objetivo princi-
pal da mesma ¢é fornecer aos alunos do ensino basico um material em lingua portuguesa
sobre os fundamentos das equacoes funcionais de uma tnica variavel e, também, oferecer
alguns algoritmos para encontrar solugoes para essas equagoes .

No Capitulo 1, iniciamos fazendo uma breve abordagem histérica sobre as equagoes
algébricas e funcionais, mostrando como se desenvolveram nas civilizagoes ao longo do
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tempo. Como veremos no decorrer do trabalho, as equagoes funcionais diferem das
equacoes algébricas pelo fato da incognita ser uma funcao ao invés de ser um ntmero.

No Capitulo 2, faremos uma explanacao sobre os principais conceitos, defini¢oes, pro-
posigoes e teoremas de funcoes e limites que servem de base para se chegar ao objetivo
principal do trabalho.

No Capitulo 3, apresentamos uma familia de equagoes funcionais de uma variavel
chamada de equagoes de conjugacao e na sequéncia algoritmos que nos levam a encontrar
solucoes para equagoes pertencentes a esta familia. Mostramos ainda resultados sobre
equagoes funcionais com radicais multiplos e equacoes polinomiais. Exemplos foram
trabalhados em detalhes para mostrar os passos na utilizacao do método das séries de
poténcias para a resolucao de equacgoes funcionais.

Finalmente, no Capitulo 4, concluimos este trabalho aplicando os resultados e algo-
ritmos mostrados por meio da resolucao de exercicios.



Capitulo 1

Um breve historico

1.1 Breve histérico das equacoes

As equagoes tiveram grande importancia em diversos momentos da historia do desen-
volvimento da matematica. As primeiras evidéncias do uso de equagcoes estao associadas
ao mais antigo documento matematico do antigo Egito, o Papiro de Ahmes. Além desse
podemos destacar também o Papiro de Moscou que contém 25 problemas matematicos
escritos por volta de 1890 a.C. [4].

Alguns problemas egipcios nao se referem a objetos concretos e nem exigem operagoes
entre nimeros conhecidos. Ao invés disso, pedem o equivalente a solugoes de equacoes
lineares como, por exemplo, da forma x + ax = d. No Papiro de Ahmes, podemos citar o
problema 24 que pede o valor de aha (a incégnita é chamada de “aha”) sabendo-se que
aha mais um sétimo de aha vale 19. A solucao de Ahmes é caracteristica de um processo
conhecido como “método da falsa posicao”, ou ainda “regra do falso” no qual admitimos
um valor especifico, provavelmente falso, para aha e as operacoes indicadas a esquerda
do sinal de igualdade sao efetuadas sobre esse suposto nimero. Comparamos o resultado
obtido com o resultado que desejamos e usando proporgoes chega-se a resposta correta
[1].

O nivel de desenvolvimento da algebra babilonica era maior do que a egipcia. En-
quanto no Egito se tratava muito de equacgoes lineares, os babilonios as achavam muito
elementares para merecer atengao. Para eles a solucao da equagao quadratica completa
nao apresentava uma dificuldade séria ja que tinham desenvolvido operagoes algébricas
flexiveis. Podiam, por exemplo, multiplicar ambos os membros de uma equagao por
quantidades iguais para remover fragoes ou eliminar fatores. Até a modernidade nao se
imaginava como resolver uma equacao quadratica da forma 22 +pr+¢ =0, em que p e ¢
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sao positivos pois a equacao nao tem raiz positiva. Na antiguidade, na Idade Média e no
comeco do periodo moderno, as equagoes quadraticas foram classificadas em trés tipos,
quais sejam:

(i) #* +pr =g

(i) 2* =pzr +q;
(iii) 2%+ ¢ = px.

Para confirmar esta superioridade no nivel de desenvolvimento da algebra babilonica
em relacao a egipcia podemos ainda destacar os registros de que tratam sobre resolugoes
de equagoes cubicas. Enquanto no Egito nao ha registro desse tipo de equagao, na
babilonia os exemplos sao muitos.

Na Grécia teve inicio a chamada &lgebra sincopada com destaque para os estudos
desenvolvidos sobre equacoes algébricas por Diofanto de Alexandria!, considerado o “pai
da algebra”. A primeira obra de Diofanto, “Aritmética” foi um tratado de treze livros, dos
quais apenas os seis primeiros se preservaram. Esses livros que se preservaram, dedicavam-
se a resolucao de 150 problemas envolvendo uma grande variedade de equagoes. Diofanto
nao possuia um método geral para resolucao dessas equacoes. Porém, para resolver
cada problema especifico ele lancava mao de artificios engenhosos. Suas contribuigoes
representam um passo importante para a matematica abstrata.

Uma nova concepgao sobre teoria das equagoes tornou-se visivel a partir dos estudos
arabes. Como forma de tentar desfazer a supremacia do conhecimento grego, os drabes ja
de posse das obras gregas e indianas expandiram sua sabedoria e fortaleceram a Algebra
levando-a para além da divisao entre numero e grandeza, que era formada pela ma-
tematica Euclidiana. Além disso, reconheceram os irracionais como numero, elaboraram
um calculo algébrico sobre expressoes polinomiais e expandiram as operagoes aritméticas
a essas expressoes.

No século XVI, Francois Viete? deu inicio a fase simbdlica da Algebra com a in-
trodugao do simbolismo para os coeficientes. Tendo apresentado uma padronizacao das

!Diofanto tem o seu nome ligado & cidade que foi 0o maior centro de atividade matemética na Grécia
antiga. Pouco se sabe acerca da sua vida, o desconhecimento impede-nos mesmo de fixar com seguranca
em que século viveu. Tém sido sugeridas datas distanciadas de um século, antes ou depois do ano 250 d.
C. Por uns versos encontrados no seu timulo, escritos em forma de um enigmatico problema, deduz-se
que viveu 84 anos.

2Francois Viete nasceu no ano de 1540 em Fontenay-le-Comte, na Franca, e morreu no dia 13 de
dezembro de 1603 em Paris. Apaixonado por algebra, esse mateméatico francés foi responsavel pela
introdug@o da primeira notacao algébrica sistematizada, além de contribuir para a teoria das equagoes.
Na &lgebra, foi Viete que adotou vogais para as incégnitas, consoantes para os nimeros conhecidos,
graficos para resolver equagoes ciibicas e biquadradas (ou de 4° grau) e trigonometria, para as equagoes
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representacoes, utilizando vogais para representar as incognitas e consoantes para os co-
eficientes, todas em letras maitusculas do alfabeto.

1.2 Historia das equacoes funcionais

As equacoes funcionais sao bastante parecidas com as equacoes algébricas, diferenciando-
se pelo fato das incégnitas serem fungoes definidas em um certo intervalo da reta real.
Bem antes de sua formalizacao, as equagoes funcionais ja vinham sendo objeto de estudo e
trabalho de varios matematicos. Através de uma equacao funcional, o matematico Nicole
d’Oresme? forneceu uma definicao indireta de funcoes lineares. Porém esta definicao de
linearidade representa apenas um exemplo de equacoes funcionais. Em 1352, Oresme es-
creveu um importante tratado de uniformidade e deformidade de intensidades, intitulado
Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum. Neste trabalho, ele estabeleceu a
definicao de uma relacao funcional entre duas varidveis e a ideia que se pode expressar
essa relacao geometricamente.

Durante mais algumas centenas de anos essas equacgoes foram sendo utilizadas por
varios matemadticos sem que a teoria tivesse sido formalizada, entre eles destaca-se Gregorio
de Saint-Vincent* cujo trabalho sobre a hipérbole fez uso implicito da equacao funcional

flzy) = f(z) + f(y)

e foi pioneiro na teoria do logaritmo. O trabalho de Saint-Vincent apareceu em seu
grande tratado de 1647 intitulado Opus Geometricum quadraturae circuli et sectionum
cont que trata de métodos para calcular areas e propriedades de segoes conicas. Em
particular mostra como é possivel calcular a drea sob uma hipérbole como y = z~*. Nos
tempos modernos, a area sob uma curva, como uma hipérbole, é um topico geralmente
deixado para a teoria da integragao. No entanto, Saint-Vincent fez grandes progressos no
problema usando argumentos puramente geométricos.

de graus mais elevados. Viete, que também simplifica as relacoes trigonométricas, pode ser considerado
um precursor da geometria analitica.

3Um dos pensadores mais originais do século 14, o francés Nicole d’Oresme (1323-1382) foi economista,
matematico, fisico, astréonomo, filésofo, psicélogo e musicélogo. Também estudou teologia em Paris,
posteriormente tornando-se diretor financeiro da Universidade de Paris, em seguida canone e finalmente
supervisor religioso de Rouen. Em 1370, foi apontado como ministro ao Rei Charles V e o aconselhou
em assuntos financeiros.

4Gregorio de Saint-Vincent foi um jesuita nascido em 08 de Setembro de 1584 em Bruges, Bélgica e
falecido em 27 de Janeiro de 1667 em Gante, Bélgica. O trabalho principal de Saint-Vincent é um livro
de mais de 1.250 péaginas que inclui um estudo de circulos, triangulos, série geométrica, elipses, parabolas
e hipérboles.
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Embora a definicao de linearidade de Oresme possa ser interpretada como um exemplo
inicial de uma equacao funcional, ela nao representa um ponto de partida para a teoria
das equagoes funcionais. O surgimento do conceito de equagoes funcionais é datada do
trabalho de Augustin Louis Cauchy®. Nascido em 1789 em Paris na Franca, Augustin
Louis Cauchy trabalhou em diversas dreas da matemaética tendo maior destaque por seus
trabalhos no calculo e é reconhecido como um dos fundadores da moderna teoria da
Analise Matematica. A Cauchy associamos a equagao funcional

flx+y) = flz)+ fy)

para todos x e y reais. A equacao acima é denominada Equagao de Cauchy.

No campo das equacoes funcionais de uma variavel podemos destacar matemaéticos
importantes, como por exemplo, Niels Henrik Abel (1802-1829), de uma familia humilde
e numerosa, considerado um dos mais brilhantes matematicos de todos os tempos por
seus profundos resultados em Algebra e Teoria das Funcoes; Outro, Srinivasa Ramanujan
(1887-1920), que é considerado o génio hindu do século vinte por ter mostrado contri-
buicoes importantes para o estudo de equacoes funcionais através do estudo sobre radicais
multiplos. Em 1911, Ramanujan propos o problema de calcular

\/1+2\/1+3,/1+4\/T.

Esse radical multiplo apareceu em 1966 na 27* competicao de Putnam, onde os alunos
foram convidados a provar que o radical multiplo valia 3. O problema nao é uma equacao
funcional em si, e a solugao oficial nao envolve equacoes funcionais. No entanto, ha
uma equacao funcional escondida aqui. Ramanujan havia feito contatos na comunidade
matematica e comecou a publicar e resolver problemas no Journal of the Indian Mathe-
matical Society, que é onde ele colocou o problema apresentado acima. FEra tipico de
tais problemas que eles seriam publicados no Jornal e que as solugoes seriam publicadas
posteriormente. No entanto, o problema de Ramanujan permaneceu sem resolucao até
ele mesmo o resolver. Segundo [1] podemos observar na obra de Ramanujan o caréter
desorganizado, a forca do raciocinio intuitivo e o pouco caso pela geometria.

5 Augustin Louis Cauchy nasceu em 21 de agosto de 1789 e faleceu no ano de 1857. Foi um matemético
franceés, considerado um dos impulsores da andlise no século XIX. Nasceu em Paris e estudou na Escola
Politécnica desta cidade. Cauchy verificou a existéncia de fungoes elipticas recorrentes, deu o primeiro
impulso para a teoria geral de fungoes e fixou a base para o tratamento moderno da convergéncia de
séries infinitas. Também aperfeicoou o método de integracao das equacoes diferenciais de primeiro grau.
No campo da fisica, interessou-se pela propagacao da luz e da teoria da elasticidade.
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As equagoes funcionais, em especial as de duas variaveis, também encontraram seu
espaco em olimpiadas de matemadatica e na matematica recreativa. A ideia de lancar
desafios matematicos e quebra cabecas para outras pessoas é muito antiga. Durante
o Renascimento italiano, era comum que os matematicos desafiassem publicamente ou-
tras pessoas a respeito de solugoes para certos problemas. Atualmente varias revistas
e até livros sao dedicados exclusivamente para a resolucao de problemas matematicos
que geralmente sao de assuntos do nivel médio ou no maximo da graduacao, porém exi-
gem um pensamento critico matematico para que possam ser respondidos. Nos Estados
Unidos e no Canada, revistas como Agazine de Matematica, publicadas pela Associagao
Matemaética da América, dedicam espaco a problemas de matematica. O jornal, Crux
Mathematicorum, publicado pela A Canadian Mathematical Society, é dedicada intei-
ramente a publicar problemas. Seu titulo completo, Crux Mathematicorum com Cau-
sas Matematicas, reflete o fato de que é uma uniao de dois periddicos anteriores, Crux
Mathematicorum e Causas Matematicas. Como um jornal independente, Mathematical
Mayhem foi escrito por e para estudantes.

Muitos paises oferecem um sistema matematico de olimpiadas para estudantes do
ensino médio com um sistema de competicoes que culmina em uma olimpiada nacional.
Além disso, a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO) envolve mais de 80 paises,
sendo cada paifs representado por um grupo de elite de seis estudantes. As equagoes
funcionais aparecem frequentemente entre as questoes colocadas na IMO e sao regular-
mente selecionadas para consideragao a cada ano. No nivel universitario, as escolhas
para estudantes sao menores. No entanto, na América do Norte, a competigao William
Lowell Putnam ¢ realizada regularmente no primeiro sabado de dezembro em mais de
300 universidades e faculdades nos Estados Unidos e no Canada. Os problemas envol-
vendo equagoes funcionais fizeram uma apari¢ao precoce na histéria desta competigao.
As equacoes funcionais aparecem com frequéncia entre esses problemas pois muitas ve-
zes suas solugoes requerem apenas manipulagoes algébricas e raciocinio. Geralmente em
problemas iniciais de olimpiadas as equacgoes funcionais sao classificadas mais como ma-
tematica universitaria devido ao fato de precisarmos ter afinidades com conteidos que na
maioria das vezes so é visto na universidade.

As competicoes em matematica e livros dedicados a problemas matematicos também
reservam espagco para inequagoes onde as incognitas sao fungoes, essas inequacoes sao de-
nominadas inequagdes funcionais. Livros como [13] apresentam problemas que envolvem
esse tipo de desigualdade.

Existem equagoes funcionais em que as func¢oes desconhecidas aparecem sob o sinal
de integral, estas sao denominadas equagcoes funcionais integrais. A teoria das equacoes
funcionais integrais pode ser considerada como desorganizada pelo menos até a descoberta
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por Fourier® do teorema sobre integrais que tem seu nome; Pois, embora esse nao fosse
o ponto de vista de Fourier, esse teorema pode ser considerado como uma declaragao da
solugao de uma certa equacao integral do primeiro tipo. Depois disso outros matematicos
comegaram o tratamento das equacoes funcionais integrais de uma forma perfeitamente
consciente, e muitos deles perceberam claramente qual era o lugar importante que a teoria
estava destinada a preencher.

6Jean Baptiste Joseph Fourier, nascem em 21 de marco de 1768, e morreu em 16 de maio de 1830. Foi
um matematico francés conhecido principalmente pela sua contribuicao a analise matematica do fluxo
de calor. Ao longo de sua vida Fourier demonstrou o seu interesse em matematica e fisicas matematicas.
Ele estabeleceu a equagao diferencial parcial administrando a difusao de calor e resolveu isto usando série
infinita de fungoes trigonométricas. Embora estas série terem sido usadas antes, Fourier as investigou em
detalhe muito maior. A pesquisa dele, inicialmente criticada por sua falta de rigor, foi mostrada depois
para ser valida. Proveu o impeto para o mais recente trabalho em séries trigonométricas e a teoria de
funcoes de uma variavel real.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar algumas nocoes basicas de fungoes e limites que serao
importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Funcoes

Uma correspondéncia que associa a cada elemento de um conjunto um tnico elemento
de outro conjunto é chamado de funcao. Esses conjuntos podem ser de qualquer tipo e
nao precisam ser iguais. Vejamos a seguir uma definigao formal de funcao.

Definigao 2.1. Dados os conjuntos X e Y, uma func¢io f :X—Y (lé-se “uma fungao de
X emY?”) é uma regra que diz como associar a cada elemento v € X um unico elemento
y=f(z) €Y (Lé-se “y igual a f dex”).

A notagao y = f(z) para designar uma fungao que depende da incégnita x, foi intro-
duzida em 1734, por Leonard Euler”.

Na definicao apresentada, X é o conjunto no qual a funcao f estd definida, ou seja,
o dominio de f. O conjunto Y é o contradominio da funcao f. Para cada x € X, o
elemento f(x) € Y chama-se a imagem de x pela funcdo f, ou o valor assumido pela
funcao f no ponto x € X. O conjunto imagem é um subconjunto do contradominio da
funcao f.

"Leonard Euler (1707-1783) foi um importante matemético e cientista Suico, sendo considerado um
dos maiores estudiosos da matemadtica em sua época. Nasceu na Basiléia, Suica, no dia 15 de Abril
de 1707 e faleceu em Sao Petersburgo, Russia, no dia 18 de setembro de 1783. Durante sua trajetéria
escreveu diversos trabalhos utilizando uma matematica inovadora.

18
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2.1.1 Operacgoes com funcgoes

Nesta secao mostraremos como obter novas fungoes aplicando operagoes algébricas
como a soma e a multiplicacao de outras func¢oes. Essas operagoes sao definidas a seguir.

Definicao 2.2. Dadas as funcgoes f e g, sua soma f + g, diferenca f — g, produto f - g
e quociente f/g, sao definidas por:

1 (f+9)(@) = flx) + g(a);
2 (f = 9)x) = f(x) — g(a);
5. (f-9)(@) = f(x) - g(a);
b (Ffg)a) = 12,

O dominio das fungoes (f +g), (f —g) e (f - g) é a interse¢ao dos dominios de f e g.
O dominio de f/g é a intersecao dos dominios de f e g, excluindo-se os pontos = onde

g(x) =0.

Definicao 2.3. Dadas duas funcoes f e g, a fungcao composta de g com f, denotada por
go f, € definida por
(g0 f)(x) =g(f(x)).

O dominio de g(f(z)) é o conjunto de todos os pontos x no dominio de f tais que
f(z) estd no dominio de g. Em simbolos,

D(go f)={z € D(f): f(x) € D(g)}
Exemplo 2.4. Sejam f(z) = /x e g(x) =x—1. A fungdo composta go f € definida por

9(f(2)) = g(Va) =va - L

2.1.2 Funcgao injetiva, sobrejetiva e bijetiva

Definicao 2.5. Uma funcao f: X—'Y chama-se injetiva quando elementos diferentes em
X sao transformados por f em elementos diferentes em Y. Ou seja, f € injetiva quando
x #x em X implica f(x) # f(x'). Equivalentemente, se f(x) = f(2'), para x, 2’ € X,
entao r = x’.

Definicao 2.6. Uma funcao f: X—Y chama-se sobrejetiva quando, para qualquery €'Y,
pode-se encontrar (pelo menos) um elemento x € X tal que f(x) = y. Neste caso, o
congunto imagem € igual ao contradominio.
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Definicao 2.7. Uma funcgao f: X—Y chama-se bijetiva ou uma correspondéncia biunivoca
quando, ela for sobrejetiva e injetiva.
Exemplo 2.8. A funcio f: Ry — R, definida por y = 22, é bijetiva.
De fato,
i. Vo, € Ry eVay € Ry, se xy # x9, entdo z3 # x3. Ou seja, f(x1) # f(x2). Logo, f
¢ injetiva.
i. Yy € Ry existe um © = \/y € Ry tal que f(z) = (\/y)* =y. Logo, f € sobrejetiva.

Portanto, de i e 11, seque que f € bijetiva.

2.1.3 Funcao inversa

Definicao 2.9. Diz-se que a funcao f~': Y—=X € a inversa da funcdao f: X—Y quando
se tem [~ f(x)) =z e f(fHy)) =y para quaisquer v € X ey €Y.

Evidentemente, f~! é a inversa de f se, e somente se, f é a inversa de f~1. Se
f~Yf(z)) = x para todo € X, entdo a fungao f é injetiva, pois

@) = f(z2) = fH(f(z1) = [ (f22) = 21 = 22,

Por outro lado, a igualdade f(f~!(y)) = y, valendo para todo y € Y, acarreta f sobreje-
tiva. Com efeito, dado y € Y arbitrdrio, tomamos x = f~'(y) € X e com isso f(z) = y.
Portanto, se a funcao f : X— Y possui inversa, entao f é injetiva e sobrejetiva, ou seja,
é bijetiva. Reciprocamente, se a funcao f: X— Y é uma correspondéncia biunivoca entre
X e Y, entdao f possui uma inversa f~1: Y—X.

Caso a funcao seja apenas injetiva ou sobrejetiva podemos definir uma inversa a
esquerda ou uma inversa a direita, respectivamente, conforme definimos a seguir.

Definigao 2.10. Diz-se que a funcdo f;1: Y—X € a inversa a esquerda da fungdo injetiva
f: X—=Y quando se tem f71(f(x)) = x para qualquer x € X .

Definicao 2.11. Diz-se que a funcdo fd’1: Y—X € a inversa a direita da funcdao sobre-
jetiva f: X—Y quando se tem f(f;'(y)) =y para qualquer y € Y.

Exemplo 2.12. A funcdio f : R — {3} - R — {1} definida por

x—1
VT3
Tem como inversa a funcio f~': R — {—1} = R — {3} definida por
1+ 3y
T = :

y+1
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2.2 Limite de uma funcao

Nesta secao veremos a definicao de limite e as principais propriedades relacionadas.

Definicao 2.13. Seja f(x) definida num intervalo aberto I C R, contendo a, exceto
possivelmente no préprio a. Dizemos que o limite de f(x) quando x se aproxima de a €
L e escrevemos

lim f(x) =L

T—ra

se, para todo € > 0, existe um § > 0, tal que |f(z) — L| < & sempre que 0 < |z —a| < 4.

Exemplo 2.14. Usando a defini¢ao (2.13) mostre que

lim(5z — 3) = 2.

r—1

Devemos mostrar que, para todo € > 0, existe um ¢ > 0, tal que
|(br —3) —2| <e¢

sempre que
0<|z—1|<o.

O exame da desigualdade envolvendo e proporciona uma chave para a escolha de §. Note
que

3
[pbr—3-2| <e < |br—b| <e < |b(z—1)| <e & |5 |lz—1| <e & blz—1| <e e |z—1]| < =
Entao, podemos tomar § = % Assim, |(bx —3) — 2| < e sempre que 0 < |z — 1| < § = g

Portanto,
lim(5z — 3) = 2.

rz—1

No exemplo acima foi relativamente simples usar a definicao de limite para provar
que um dado numero era limite de uma funcao. Porém, quando passamos a estudar o
limite de fungdes mais elaboradas esse processo se torna complicado. Na préxima secao
apresentaremos propriedades que podem ser usadas para encontrar muitos limites sem
precisar usar a definicao formal.
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2.2.1 Propriedades dos limites

Proposicao 2.15. Se lim f(z) e lim g(x) ezistem, e ¢ é um nimero real qualquer, entdo:
Tr—a r—a

1.

2.

10.

lim [f () & g(2)] = lim f(x) + lim g(z);
lim cf(z) = ¢ lim f(z);
}g% f(z) - g(x) = glﬁlgilz f(z) 91613(119(1’);
) f) | |
) glglgi o(0) :lvl_r}'cllg(w)’ desde que glnl_r)rtllg(x) #0;
lm[f(z)]" = [lim f(x)]" para qualquer inteiro positivo n;

T—a r—a

lim {/ f(x) = »/lim f(z), se lim f(z) > 0 e n inteiro ou se lim f(x) <0 en € um
r—a r—a r—a T—a

inteiro positivo impar;

lim In[f(z)] = ln[glgii% f(z)], se lim f(x) > 0;

liin cos[f(z)] = cos[ligl f(@)];
li_r>n sen[f(z)] = sen[li_{ﬂ f(@)];
lim /@) = eii—rffll f(x)

Como base para demonstrar a validade das propriedades apresentadas acima sugeri-
mos consultar a referéncia [7].

Exemplo 2.16. Calcule o limite

lim (322 — 7z + 2).

r—3

Usando as propriedades de limites, temos

z—3

lim (32° — 7z +2) = lim 37° —lim Tw+lim 2 = 3:32—7-3+2=3.9-2142 = 27-2142 = 8.
T—r r—

z—3
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Proposicao 2.17. Se f(x) < h(z) < g(x) para todo x em um intervalo aberto contendo
a, exceto possivelmente em x = a, e se
lim f(z) = L = lim g(x)
T—a r—a
entao,
lim h(x) = L.

rT—ra

Demonstracao. Seja € > 0 arbitrario. Por hipétese,

lim f(z) = L.

Tr—a
Assim, existe §; > 0 tal que |f(x) — L| < € sempre que 0 < |z — a| < ;. Ainda da
hipétese, temos

lim g(z) = L.

Tr—a
Dessa forma, existe d2 > 0 tal que |g(x) — L| < € sempre que 0 < |z — a| < J. Tome
0 = min{dy, d2}. Entao, se 0 < |z — a|] < § temos que |f(z) — L| < e e |g(x) — L| < ¢, ou
de forma equivalente, L —¢ < g(x) < L+ee L—¢e < f(x) < L+¢e. Desse modo, usando
a hipétese, concluimos que se 0 < |z — a| < d, entdo,

L—e< f(z) <h(r) <glr) <L+e,

isto é, L —e < h(z) < L+ ¢e. Logo, se 0 < |x —a| < J, temos que |h(z) — L| < € e,
portanto,

lim h(z) = L.
T—a
O
Exemplo 2.18. Sendo
x? x?
1——< <1l+—
TS h(x) + 5
para qualquer x # 0, calcule
hH(l) h(x)
r—

Solugao:
Utilizando as propriedades de limite, temos

. x?
i&%(“z):l
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2
lim (1 n x—) ~ 1
x—0 2

Portanto, segue da proposigao (2.17) que

lim h(z) = 1.

z—0

2.2.2 Limites no infinito

No que segue veremos o conceito de limites no infinito e algumas propriedades relaci-
onadas.

Defini¢ao 2.19. Seja f uma funcgdo definida em um intervalo aberto (a,+00). Escreve-
mos

lim f(z)=1L

r—r-+00

quando o numero L satisfaz a sequinte condicao: Para qualquer € > 0, existe A > 0 tal
que |f(z) — L| < € sempre que x > A.

Definigao 2.20. Seja f definida em (—o0,b). Escrevemos,

lim f(z)=1L
T——00
quando L satisfaz a sequinte condigcao: Para qualquer € > 0, existe B < 0 tal que
|f(z) — L| < e sempre que v < B.

Para os casos apresentados nas defini¢oes acima, as propriedades dos limites vistas na
Proposigao (2.15) permanecem inalteradas.
O préximo teorema nos ajudara bastante no calculo dos limites no infinito.

Teorema 2.21. Se n é um numero inteiro positivo, entao:

1 1
lim —=0e lim — =0.
rz—+oo T z——oo T

Demonstracao. Inicialmente devemos provar que, para qualquer £ > 0, existe A > 0, tal

que
1
— =0

<e,
xTL
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sempre que x > A. O exame da desigualdade que envolve ¢ nos sugere a escolha de A.
Notemos que

1 1 1 1 1
— —(<es—<eo ——< Ve = <Veo|z|>—.
x |z iR |z Ve
1
Dessa forma, tomando A = , temos que
/e
1
r>A=|—— 0‘ <eg,
xn
donde,
1
lim — =0
r—4o0o0 T

Analogamente, devemos provar que, para qualquer € > 0, existe B < 0, tal que

1

— <eg,

mn
sempre que r < B. O exame da desigualdade que envolve £ nos sugere a escolha de B.
Notemos que

1 1 1 1 1
— —0<ee—<cb ———< Ve —<Vee|z|>——=.
o ] R ] Ve

1
Dessa forma, tomando B = ———, concluimos que

e

1
r< B=|——-0| <e.
xTL
Portanto,
. 1
lim — =0

Exemplo 2.22. Determine

z400 T+ 8
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. . ~ . &8 C .
Note que neste caso, temos uma indeterminacgao do tipo —. Dividindo o numerador
00

e o denominador por x, obtemos

lim = lim
z—4oo 1+ 8 r—+00

5
2 — 5 2--
L

14—
X

Utilizando as propriedades dos limites, temos

2 — § lim 2— lim —
€T _ Tr—+00 r—+oo I

lim .
142 lim 14 lim =

€T T——+00 T—+00 I

Do teorema (2.21),
. .9
lim 2 - lim - 2-5.0

T—+00 T—+00 I

8 p— ] pu—
lim 1+ lim — 1+8-0
T—~400 r—+400 I




Capitulo 3

Equacoes funcionais de uma variavel

Equacgoes funcionais sao todas aquelas equagoes em que as incognitas sao funcoes. Neste
capitulo, iremos abordar algumas das principais equacoes funcionais de uma variavel.
Apresentaremos essas equagoes juntamente com alguns métodos para encontrar suas
solucoes.

Para um aprofundamento maior a respeito do tema sugerimos [5], o qual serviu de
principal referéncia para elaboracao deste trabalho.

3.1 Equacoes de conjugacao

Todas as equagoes que consideraremos nesta secao sao casos especiais de uma familia
de equagoes, ditas equacoes de conjugacao, que assume a forma

fla(z)] = Blf(z)], (3.1)

onde « e § sao fungoes apropriadamente escolhidas. Por exemplo, quando a = 3, temos
fla(x)] = a[f(x)] que é denominada equagdo de comutatividade. Quando B(z) = x + a,
coma € Rea# 0, temos a equagao fla(x)] = f(z) + a que é denominada equagao de
Abel.
Por simplicidade, faremos uso da seguinte notagao: a'(z) = a(z), o?(z) = a(a(z)),
., a"(z) = ala"(z)], paran = 1,2,3,.... Por conveniéncia, definimos a°(z) = .

Definicdo 3.1. A sequéncia o(z),02(z), a®(x), ... damos o nome de iterada de x.

Quando a equagao (3.1) tem como solugao uma fungao injetiva, dizemos que as fungoes
a e 3 sao conjugadas.

27
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3.1.1 A Equacao de Schroder
A equacao
fla(z)] = sf(x) (3.2)

¢ denominada equacao de Schroder®. Para uma dada funcdo «, a nossa tarefa é verificar
a existéncia de uma ou mais fungdes f e um numero real s # 1 tal que a igualdade (3.2)
seja satisfeita. Porém, é necessario ser cuidadoso quanto ao dominio de uma funcao f
que seja solugao de (3.2). Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 3.2. Seja fla(z)] = sf(z), onde s #1 ea : R — R.

Se xy é um ponto fixo da fungao a, entao temos a(zg) = xo. Substituindo na equagao
de Schroder, temos

flozo)] = sf(@o) .. fwo) = sf(wo)-
Como s # 1, segue que:
1. f(xzo) =0ou
2. xg nao pertence ao dominio de f.

O caso 2 ocorre com frequéncia na solucao da Equacao de Schroder. Com o intuito de
evitar este caso, podemos supor que a funcao « nao tem ponto fixo em qualquer intervalo
onde uma fungdo f(x) esteja definida. Se pudermos encontrar uma solugao positiva para
a equacao (3.2) com qualquer escolha de 0 < s < 1, entao podemos encontrar solugoes
para outros valores de s, conforme veremos a seguir.

Proposigao 3.3. Se f(z) € solu¢io da equagdo de Schrider, entio fP(x) também o é.

Demonstragao. De fato, se f(x) é solugao da equacao de Schroder, entao

Dai,
fPa(@)) = [fla()]” = [sf(@)]" = s’ [f(@)]" = s" [ (x).

Logo, fP(x) também é solucao com s substituido por sP. O

8Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder nasceu em 25 de novembro de 1841 em Mannheim, Alemanha.
Fez trabalhos importantes na area de Algebra, Teoria de Conjuntos e Légica. Schréder faleceu em 16 de
Junho de 1902 em Karlsruhe, também na Alemanha.
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Vejamos a seguir como obter uma equacao funcional que envolve a fungao inversa
da equagao de Schroder. Seja f uma solugao de (3.2) que admite inversa. Se g = f~!
obtemos f(z) =y se, e somente se, g(y) = z. Dali,

9(sy) = g[sf(x)].

Como f é solucao de (3.2), temos

glsf(@)] = glfla()]] = [ [fle(2)]] = a(z) = alg(y)].
Logo, ¢ satisfaz a equacao

9(sy) = alg(y)]. (3.3)

A equacao (3.3) é denominada equagdo de Poincaré®.

3.1.2 A Equacao de Abel

A equacao
fla(@)] = f(z) +a, (3.4)

onde a ¢ um ntimero real diferente de zero, é denominada Equacdo de Abel*. Igualmente
ao que acontece com a Equagao de Schroder, devemos ser bastantes cautelosos acerca do
dominio da funcdo f. Se escolhemos um valor x, tal que a(xy) = xg, caso exista, temos
que xp nao pode pertencer ao dominio de f. De fato, se xy pertencer ao dominio de f,
entao

flalwo)] = f(xo) + a.
Como «(zg) = zo, segue que

fla(zo)] = f(20) = f(z0) + a,

o que é um absurdo, pois a # 0. Desse modo, os nimeros de = tais que a(z) = = nao
podem pertencer ao dominio de f.

9Henri Poincaré foi um famoso matemaético, cientista teérico e filésofo da ciéncia. Nasceu em 29 de
Abril de 1854 e faleceu em 17 de Julho de 1912. Poincaré contribuiu para a maioria das disciplinas
da Matemaética e criou novas disciplinas como Teoria das Fungoes Autoformas, Topologia Algébrica e
Sistemas Dinamicos. Poincaré é considerado o ltimo matemaético completo.

10Niels Henrik Abel foi um matemédtico noruegués nascido em 05 de Agosto de 1802. Abel morreu
com pouco mais de 26 anos vitima de tuberculose. O que ele realizou em seus pouco mais de dez anos de
produtividade foi algo quase nunca visto na histéria da humanidade. Deve-se a ele, entre outras coisas,
o primeiro estudo sistemédtico das fungoes algébricas.
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3.1.3 A Equacao de Bottcher

A Equacao
fla(z)] = [f (@), (3.5)

onde p # 1 é denominada equacdo de Bottcher'. Note que para esta equacao estamos

interessados em fungoes nao negativas f que a satisfaca. De fato, se tivéssemos, por
exemplo, f(z) < 0 para algum x pertencente ao dominio de f e p um numero par a
equagao de Bottcher nao seria satisfeita ja que terfamos fla(z)] < 0 e [f(x)]? > 0 ou

1
ainda se p = 3 terfamos 4/ f(x) com f(z) < 0. Logo, f(z) > 0.

3.1.4 A Equacao de comutatividade

Uma equacao adicional que merece destaque ¢ a equagao de comutatividade a qual é
definida por

fla(x)] = alf(x)].

No decorrer deste trabalho nao trataremos das equagoes de conjugacao na forma geral
acima, ou seja, iremos nos deter a procura de solucoes para os casos especiais que apre-
sentamos aqui. A seguir veremos alguns algoritmos que sao muito tteis no processo de
busca de certas classes de solugoes para este tipo de equagao.

3.2 Busca de solucoes para equacoes de conjugacao

3.2.1 O Algoritmo de Koenigs

O algoritmo de Koenigs'? é usado para encontrar uma solucao para a equacio de Schroder.

Proposigao 3.4. Se f(x) € uma solugdo para a equagdo de Schrider (3.2), entdo qualquer
fungao maltipla de f(x) também o é.

Demonstragao. Seja g(x) = cf(x), onde ¢ é uma constante qualquer. Temos:

HTucjan Emil Béttcher é um matematico polonés nascido em Varsévia no ano de 1872. Escreveu e
publicou artigos em Matematica, Educagao Matematica, Logica e Mecanica tendo destaque seu estudo
sobre equacoes funcionais. Bottcher faleceu no ano de 1937.

12Gabriel Xavier Paul Koenigs foi um matemadtico francés. Trabalhou com Anélise e Geometria.
Koenigs nasceu na cidade de Toulouse em 1851 e faleceu em Paris, capital francesa, no ano de 1931.



31

Como f(z) é solugdo da equagao de Schroder, segue que
cfloa(z)] = esf(x) = slef(x)] = sg(x).
Portanto, gla(x)] = sg(x), ou seja, g(x) também é solugao. O

Definicao 3.5. A iterada o”(x) € dita ser aproximadamente geométrica se existe um
nimero s € (0,1) tal que o limite

. a(x

lim ( ),
n—oo 8"

existe € finito e nao nulo, para um x pertencente ao dominio de o™ (x). Neste caso,

dizemos que a iterada tem taza s.

Proposicao 3.6. Em um dominio de valores de x onde a iterada de x € aprorimadamente
geométrica, com taxa s independente de x, uma solug¢ao para a equacao de Schroder é
dada por
o (x
f(x) = lim a"(z)

5
n—oo 8§

para uma escolha particular de s.

Demonstragao. Seja x pertencente ao dominio onde o*(x) é aproximadamente geométrica,
se

F2) = tim &)
n—oo ST
entao . _—
fla(z)) = lim a™(al@)) — lim & (x)
n—00 sn n—00 sn
n+1 I) s
Multiplicando —————= por —, ficamos com
s™ S
) an+1 (x)
fla(z)) = lim s—r

Fazendo k = n + 1, temos que se n — +00, k = n + 1 também tende a +00. Assim, por

()

hipdtese lim —— existe e
k—oco S
L ota)
fla(z)) = s lim —3= = sf(z)
Portanto,
a”(x)

é solucao da equacgao de Schroder. O
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Esse método ¢ chamado de algoritmo de Koenigs.

Proposicao 3.7. Se o limite
. an+1 (ZL‘)
s = lim ——=
n—o00 a”(:}j)
eziste para todo x € R em algum dominio e € independente de x, entao podemos obter
uma solugdo generalizada da equagdo de Schrider (3.2). Mais precisamente, para cada
o nesse dominio,

f(2) = Tim )

n—oo (¢ (q}o)

¢ uma solugao (3.2), desde que esse limite exista e seja finito.

Demonstracao. De fato, tomando

temos

O ) R
flat)) =l o) = o o ay)

Observando que
a"“(x) B an+1($) O{n<l’) _ O{n+1($) OZ”(JT)

an(ze)  am(wm) an(z)  an(z) am(zo)’

am@) [a”“(m) a”(x)} |

temos

Agora, note que

existe no dominio escolhido e

existe por hipotese. Assim, usando as propriedades de limite, temos:

lim
n—oo

o z) o™(x)] . o™ z) . amt(x)
[ o (x) 'aﬂ(x())] = )t a(a)

= sf(z).
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Portanto,
_a(z)
=1
f(l‘) nggo Oén(l'o)
é solugao de (3.2) e é chamada solu¢ao principal para a equagao de Schroder. O

3.2.2 O Algoritmo de Lévy
Este algoritmo é usado para encontrar uma solugao para a equagao de Abel (3.4).
Proposigao 3.8. Se f(z) é uma solu¢ao qualquer da equagdo de Abel

fla(z)) = f(z) +a,

a € R ea+#0, entio a funcdo g, definida por g(x) = f(x) + ¢, onde ¢ € uma constante
qualquer, também € uma solucao.

Demonstragao. Se g(x) = f(x) + ¢, temos
g9la(z)) = fle(z)) +c.
Mas, por hipétese, f(z) é solucao da equagao de Abel. Assim,
fla(z)+c=fz)+a+c=(f(zx)+c)+a=g(x)+a.
Portanto, g(z) = f(z) 4+ ¢ também ¢é solugao para a equacao de Abel. ]

Consideramos o caso especial da equacao de Abel em que a = 1, ou seja,

fla(x)) = flx) + 1.

Se a fungao «(z) é aproximadamente geométrica, pode ser mais apropriado transformar
a equacao de Abel na equagao de Schroder e encontrar a solucao principal tal qual foi
visto na se¢ao anterior. Por outro lado, pode ser que a fungao a(x) comporte-se quase
como a funcao x — = + a. Nesse caso a equacao funcional deve ser formulada na forma
da equacao de Abel.

Proposicao 3.9. Suponha que exista um xy € R tal que

lim a1 (29) — (o)
n—oo Ml (.Qj) — Oén(.fﬁ)

—1 (3.6)

para todo x € R. Dai, se o limite

o a7() —a(a)
J(w) = nlﬁoo amtl(z) — an(x)

existe, entao f(x) € uma solugdo para a equagdo de Abel.



34

Demonstracao. Suponhamos que existe um zy € R tal que

lim o (20) — (1)
n—oo atl(z) —an(z)

=1

e que o limite

exista. Desse modo,

a"*(z) — a"(zo)

FOE) = B i a() — ar(a(e)) o ar i) — i) O
Agora, notemos que
o (x) — (o) o x) — o (@) + & (2g) — T (20)
amt2(z) — amtl(x) amt?(z) — a™tl(x)
_a"(@) —a"(zy) | a"t(zo) — a”(2o)
a"t?(x) —artl(z)  a"t?(z) — anti(z)
Fazendo = = a(z) em (3.6), temos que
lim o (o) — 0" (o) =1= lim o™ (o) — 0" (o) =
P () —ar(a() | @ ia) — a2
Analogamente, substituindo z = a(z) em (3.7) concluimos que o limite
ntl (o _ ontl
o) =t O =
existe. Desta forma, utilizando as propriedades de limites na equagao (3.8), temos
. o™ (z) — oz, o (g .
fla(z)) = lim a”*z((x)) — a”“((x)) * a"“((a:))— a”+§( ))
_ h TL+1( )_ an—i—l(l. ) + h an-{—l( ) n(xo)
n—00 a””(x) —a™tl(z)  nooo at2(z) — antl(z)
= f(z) +
Portanto,
a(r) — a™(z
fla) = lim (w(l (L) - 04(”(23))
é solugao para a equagao f(a(z)) = f(z) + 1.
]

A equagao (3.7) é conhecida como o algoritmo de Lévy para a equagao de Abel.
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3.2.3 Um algoritmo para a equagao de Bottcher

A proposigao a seguir nos mostra como encontrar infinitas solugoes para equagao de
Bottcher (3.5) a partir de uma solugao ja conhecida.

Proposicao 3.10. Seja f(x) uma solu¢ao qualquer para a equagdo de Béttcher (3.5),
entdo uma funcao g(x) = fi(x), onde q € uma poténcia qualquer, também € solug¢ao.

Demonstracao. De fato,
g(a(z)) = f(alz)).

Como f(x) é solugdo da equacao de Bottcher, entao

fila(z)) = [fla(e)] = [[f(@)]")" = [[f(@)]"]" = [g(=)]".
Portanto, g(z) = f?(x) satisfaz a equagao (3.5). O

Vejamos agora um método geral para encontrar uma solucao para a equagao de Bott-
cher.

Proposicao 3.11. Uma solugao para a equacao de Bdttcher

fla(z)) = [f ()]

pode ser obtida se o limite

f(x) = lim [a"(2)" "

n—o0

existe.

Demonstracao. De fato, se o limite

f(x) = lim [a" ()"

n—o0

existe, entao temos

fla(z)) = Tim [a"(a(2))]" "

n—oo

= lim [o@" " (2)]? "
n—o0

TL+1 p —(n+1-1)

)
=l (@)
= Jim [ (@)
)

n+1 p —(n+1) P

(
(
Y
=l (@)
= Jim [l @)
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Mas, se n — 00, entao (n + 1) — oo. Desse modo

lim [0 (@) = f(a).

Portanto,

fla(z)) = [lim [ (@) " = [f(2)].

n—oo

3.2.4 Solucgoes para a equagao de comutatividade

As fungoes f,(x) = a”(x) satisfazem a equacgao de comutatividade

fla(z)) = a(f(2))

paran =0,1,2, ....
Para provar a afirmacao acima basta ver que se f,(z) = a™(x), entao

fla(z)) = a™(a(z)) = a""H(z) = a""(z) = a(a”(2)) = a(fu(@)).

Porém, podem existir varias outras solugoes. Um modo de gerar uma solucao é através
de uma solucao correspondente para Schroder, Abel ou Bottcher.

Proposicao 3.12. Seja g(x) uma funcao injetiva com inversa d esquerda g,'. Se g
satisfaz a equagdo de Schraoder g(a(x)) = sg(x), entdo para qualquer constante ¢ a fung¢do
f(x) = g- ' (cg(x)) satisfaz a equagio de comutatividade.

Demonstracao. Como g é uma funcgao injetiva que satisfaz a equacao de Schroder, sua
inversa a esquerda satisfaz a equacao de Poincaré

g0 (s7) = (g, (2))-
Se f(x) = g-'(cg(x)), onde ¢ é uma constante qualquer, temos
fla(x)) = g7 (cgla())). (3.9)
Como g ¢ solucao da equacao de Schroder
9. '(cg(a(x))) = g. " (csg(2)) = g. ' (scg()).

Assim, g_! satisfaz a equagao de Poincaré. Desse modo,

g: '(scg(@)) = alg: ' (cg(2))) = a(f(z)). (3.10)
Portanto, de (3.9) e (3.10) resulta que f(x) verifica a equagao de comutatividade. O]



Proposicao 3.13. Seja g(x) uma funcao injetiva com inversa a esquerda g, .
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Se g

satisfaz a equagdo de Abel g(a(z)) = g(x)+a, onde a € um numero real diferente de zero,

entdo para cada constante ¢, a fun¢ao

f(@) = 9. (g(z) +¢)
satisfaz a equacgao de comutatividade.
Demonstracao. Com efeito, se

f(@) = 9. (g(x) +0),

entao temos
fla(@)) = g: ' (g9(a(z)) +¢).
Como g ¢ solugao da equacao de Abel, vale
g9(a(z)) = g() + a.
Assim, substituindo em (3.11), obtemos
fla(z)) = g. (g(x) +a+c).

Por outro lado, da equacao de Abel, tem-se que

gla(f(z))) = g(f(x)) +a
9(g. (9(x) +¢)) +a
g(x) +c+a.

Aplicando a inversa a esquerda g; ' em ambos os membros da igualdade,

9. (g(a(f(2))) = 9. (g(z) + ¢+ a),

donde,

De (3.12) e (3.13), segue que
fla(z)) = a(f(z)).

Portanto, f(z) satisfaz a equagao de comutatividade.

(3.11)

(3.12)

(3.13)

[]

Proposigao 3.14. Seja g(x) > 0 uma funcdo injetiva com inversa o esquerda g;'. Se
g satisfaz a equagao de Bottcher g(a(x)) = [g(z)]P entdo f(z) = g. ' ([g(x)]¢) satisfaz a

equacao de comutatividade para todo ¢ real.
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Demonstragdo. Seja f(x) = g; ' ([g(x)]¢). Dali,

= g. (lg(@)]). (3.14)

Aplicando a inversa a esquerda em ambos os membros

9. (9(a(f(2)))) = g (lo(f (@))]"),

donde
a(f(z)) = g ([g(f(2))]P). (3.15)

Queremos mostrar que
fla(x)) = a(f(x)).
Usando fortemente a injetividade de g, temos

fla(@)) = a(f(z)) & g. ' ([g(@)]") = g. " ([9(f(@))]") & [g(@)]™ = [9(f(2))]".

Extraindo a raiz p-ésima de ambos os lados, obtemos

Aplicando mais uma vez a inversa a esquerda em ambos os lados,

9. (l9@)]°) = 9. (9(f () & g. ' ([9(2)]) = f(2).

Portanto, f satisfaz a equacao de comutatividade. n
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3.3 Equacoes funcionais com radicais multiplos

Como o proprio nome ja sugere, um radical multiplo é uma expressao na qual um radical
esta contido dentro de um ou mais radicais. Nesta secao, vamos estudar o problema
proposto pelo matematico indiano Ramanujan'® em 1911.

\/1+2\/1+3\/1+4F

A principio pode nao parecer, mas existe uma equacao funcional escondida nesse
radical, conforme veremos a seguir. Para estudar a expressao acima, devemos inicialmente
generalizar o problema. Assim ficamos com

f(a:):\/1+x\/1+(x+1)\/1+(:c+2)\/f.

Sem se apegar um rigor matematico que nos faria fugir da ideia central desse trabalho
podemos elevar ambos os membros ao quadrado,

[f(x)P:1+x\/1+(x+1)\/1+(x+2)\/f‘

Note que

f@+1p:¢1+u+4hﬁﬁwx+mv7i

Desse modo,
[f(@)* =1+af(z+1),

onde f(x) > 0. Como podemos observar essa equagao nao faz parte da familia de equagoes
funcionais estudadas até aqui. Assim, nao conhecemos ainda um modo eficiente para
encontrar uma solucao para esta equacao funcional. O resultado a seguir resolve este
problema.

13Srinivasa Ramanujan foi um dos maiores génios mateméticos indianos. Nasceu em 1887 na casa de
sua avé em Erode, uma pequena vila a cerca de 400 km de Madras. Fez contribuigoes importantes para a
teoria analitica dos niimeros e trabalhou nas fungoes elipticas, fracoes continuas e séries infinitas. Morreu
aos 33 anos deixando vérios trabalhos por completar, que continuam, ainda hoje, a ser estudados por
outros matematicos.
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Proposicao 3.15. Se f(x) € uma solugdo para a equagdo funcional

(@) =1+af(z+1), (3.16)
a qual satisfaz as desigualdades
1
L < @) <2+ 1), (3.17)

para todo x > 1, entao f(x) =z + 1.
Demonstragao. De fato, substituindo x por x + 1 na equagao (3.17), obtemos

T+ 2
2

<fa+1)<2n+2). (3.18)

De (3.16), temos
[f@)?=1+af(z+1),
o que implica

F@) > 5+ af+ 1) (319)

Por outro lado,

[f@)] =1+zf(z+1)
<2+4+af(r+1). (3.20)

De (3.19) e (3.20), temos:

%*»Tf(xﬂ) <[f@) <2+af(z+1) (3.21)

Aplicando (3.18) em (3.21),

L+af(z+1) <[f(2) <2+zf(z+1)

T+ 2

=1+2x <[f(@)]? <2+ 22(z +2)

1+ z(z+2)
2
1+ 2%+ 22

< [f(2)]? <21 + z(x +2))

< [f(x)?* < 2(1 + 2* + 2z)

(x+1)2
2

<[f@)]* <2(z+1)%
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Extraindo a raiz quadrada em todos os membros desta tltima dupla desigualdade

x+1

V2

Comparando (3.18) com (3.22), notamos que o intervalo ao qual f(x) pertence “encolheu”.
Assim, aplicando esse mesmo procedimento k vezes chegamos a

< flz) < V2(z +1). (3.22)

(x+1)

. < f(z) < 25 (x + 1).

Quando k£ — oo, chegamos a

(x+1)
20

<fla) <2 () =+ 1< fla) <z + 1

Portanto,
flx)y=o+1.

O nosso problema inicial representa o caso particular x = 2.

f(2)=\/1+2\/1+(2+1)\/f:f(2)=\/1+2,/1+3\/T

Portanto,

\/1+2 143,/ -=f(2) =2+1=3,

3.4 QOutros métodos para encontrar solucoes de uma
equacao funcional

3.4.1 Equacoes polinomiais

Nesta secao iremos estudar maneiras para encontrar solugoes para equagoes funcionais
quando supomos que tal solucao ¢ um polinomio. Podemos aqui aplicar os métodos
vistos nas segoes anteriores. Porém, vale a pena considerar quais métodos adicionais
podemos utilizar quando a solugao de uma equacao funcional é um polinomio. Neste
caso, consideramos polinomios de uma variavel real ou complexa com coeficientes reais
ou complexos.
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Podemos usar a equacao funcional para determinar o grau do polinomio. Suponha
que Gr(f) seja o grau de um polinémio f(z). Se

(f - 9)(x) = f(x) - g(x)

(fog)(x) = flg(x)],
Gr(f-g)=Gr(f)+Gr(g) (3.23)
Gr(fog)=Gr(f)- Gr(g). (3.24)

Utilizando-se destas féormulas, qualquer equacao polinomial envolvendo as operagoes de
multiplicacao e composicao nos leva a solucao da equacao a partir do seu grau.

Exemplo 3.16. Encontre as funcoes f : R — R que sao solugoes para a equacao
flz=1)- flz+1) = f(f(z)), (3.25)
onde f € um polinomio com coeficientes reais.

Seja d = Grf. Por (3.23) o grau do lado esquerdo da equagao é d + d = 2d. Ja pela
férmula (3.24) o grau do lado direito da equagao é d - d = d?. Dai, devemos ter:

2d=d*=d* - 2d=0=d(d—2) =0,
donde
d=0oud=2.

Se d = 0, temos que f é um polinomio de grau zero, ou seja, ¢ o polinomio constante
f(z) = c. Assim,

f@=1-flx+1)=f(f(x) =c-c=flc)=c=c=>—c=0=c(c—1) =0,

donde, c=0ouc=1.
Portanto, as fungoes constantes que sao solugoes para f(x — 1) - f(x + 1) = f(f(z)) sao

fx)=0e f(z) =1
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Se d =2, f é um polinomio de grau 2, ou seja, f(x) = ax® + bz + ¢; a,b,c € R, com
a # 0. Assim, desenvolvendo o lado esquerdo da equagao funcional, obtemos:
flx—=1)-flx+1)=[alr —1)*+blx—1)+ [a(zr+1)* +blx+ 1) +
a*(x — 1)*(z +1)* +ab(z — 1)*(z + 1) + ac(z + 1)
+ab(z — D) (xz+1)* +0*(x — 1)(z+ 1) +be(x — 1) 4+ ac(z + 1)
+be(z + 1) + ¢
=a*(2® — 1)(2® — 1) + ab(2® — 1)(z — 1) + ac(z® — 2z + 1)
+ab(z® — 1)(x + 1) + b*(2® — 1) + be(z — 1) + ac(2x® + 2z + 1)
+be(z +1) +
=a?(z* — 222 + 1) + ab(2® — 2® —x + 1) + ac(z? — 20 + 1)
+ab(x® +2* — 2 — 1) +b*(2® — 1) + be(z — 1) + ac(z? + 2z + 1)
+ bc(az +1) + ¢
= a’z* — 2a*2* + a* + aba® — aba® — abx + ab + aca® — 2acx + ac
+ abaz® + abx® — abx — ab + b*2* — b + bex — be + acx® + 2acx + ac
+ bex + be + ¢
= a’z* + 2*(ab + ab) + 2*(—2a* + ac + b* + ac)
z(—ab — ab + be + be) + (a® + ac — b* + ac + ).
Logo,
f(x—1)-f(z+1) = a®z*4+2abx”+(b*+2ac—2a?) x> +(2bc—2ab) v+ (2 +2ac+a®—b*). (3.26)

Agora, desenvolvendo o lado direito dela, obtemos:

F(f(@)) = flaz® + b +c)
= a(ax® +bx + ¢)? + b(ax® + bx +¢) +c
= a(a2x4 + 2(bz + c)ax® + (br + ¢)?) + +bax® + +b%x + be + ¢
= a*z* + 2a°2*(bx + ¢) + a(b*x® + 2bcx + %) + baz® + b*x + be + ¢
= a*x* + 2a*bx® + 2a*ca® + ab’z? + 2abex + ac® + bax® + b?x + be + c.
Assim,
f(f(2)) = a’z" + 2a*ba® + 2°(2a%c + ab® + ba) + x(2abc + b*) + (ac® + be + ).  (3.27)
Das equagoes (3.26) e (3.27), segue que
a’z* 4 2abx® + (b* + 2ac — 2a*)z* + (2bc — 2ab)x + (¢ + 2ac + a* — b?) =
= a’x* + 2a*bx® + (2a%c + ab® + ba)x? + (2abe + b*)x + (ac® 4 be + ¢).
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Da igualdade de polinomios, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

(1) : a? =a’

(2) : 2ab = 2a%b

(3) : b? + 2ac — 2a? = 2a%c + ab® + ba
4) : 2bc — 2ab = 2abc + b?

(

(5) : * +2ac+a* —b* =ac®+bc+c

De (1), temos
a?=a*=a*-a*=0=d*(a—1)=0.

Como a # 0, segue que
a—1=0=a=1

Assim, fazendo a = 1 em (3) chegamos a
b’ +2c—2=2c+b+b=>b=-2
Agora fazendo a =1 e b= —2 em (5), obtemos

A4+2c+1—(-22=c—2+c
S2c+1—-4=-2c+c

S.2c—3=—c
S.3c=3
ce=1
Podemos facilmente verificar que os valores a = 1, b = —2 e ¢ = 1 satisfazem (2) e (4).

Logo, esses valores satisfazem o sistema de equacoes e com isso, obtemos

flz) =2 —22+1.
Portanto, as solugoes da equacao funcional sdo f(z) =0, f(x) =1e f(z) = 2? — 2z + 1.
O préximo método pra resolver equagoes polinomiais envolve o uso do seguinte principio.

Proposicao 3.17. Suponha que f(x) é um polinomio periddico, isto é, existe algum a # 0
para o qual f(x+a) = f(x), para todo x real. Entao, f(x) = ¢ para todo x, onde ¢ € uma
constante qualquer.
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Demonstracao. De fato, se f é periddica, entao ¢ limitada. Mas isso é impossivel no caso
de polinomios nao contantes, pois tomando um polinébmio com coeficientes reais

f(@) = apa™ + ap_12" '+ -+ agr® + a1 +ag

com pelo menos um a; # 0,7 =1,2,3,...,n, temos que
lim f(x) = 0.
T—00
Portanto, se f(z) é um polindémio periédico, entdo f(x) é constante. O

Vejamos agora como esse resultado pode ser aplicado as equagoes funcionais. Seja
fo(z) uma solugao de uma determinada equagao funcional polinomial. Seria esta a tinica
solucao? Veremos a seguir que pode haver outras solucoes. Podemos escrever uma solugao
geral na forma

f(x) = folx) + g(x),
onde g(x) é um polinémio cuja forma deve ser determinada. Pode ser possivel mostrar

que g(x) satisfaz as condi¢oes da proposi¢ao (3.17). Assim, concluimos que todas as
solugbes da equagao tem a forma fo(z) + c.

Exemplo 3.18. Considere a sequinte equagao

flx+1)— f(z—1) =62 + 2, (3.28)

3

onde f : R — R € uma fun¢do. Prove que a fun¢do fo(x) = x° ndo € a unica solugdo

desta equacao.

Inicialmente notemos que f; verifica (3.28). De fato,

fol@)=2*= folz+1)— folw —1) = (x +1)* — (. — 1)*
= folx+1)— folo—1) =2 +32* + 3z + 1 — (2* — 32 + 32 — 1)
= folz+1)—fole —1) =2 +322 + 32+ 12> +32° -~ 3z + 1
= fo(x +1) — folz — 1) = 62% + 2

Logo, fo(z) é de fato uma solugao para a equagao dada. De acordo com o fato mencionado
acima, podemos escrever uma solugao geral na forma

f(z) =2+ g(x), (3.29)

onde g(z) é um polinémio cuja forma deve ser determinada.
Aplicando (3.29) em (3.28), temos
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fa+rD)—flz—1) =62 +2=(z+ 1P +glz+1) - [z -1 +g(z—-1)]=62>+2 =
= °+32°+3v+1+g(v+1)—[2° - 322+ 3z —1+g(z—1)] = 62°+2 = g(z+1)—g(z—1) = 0,
para todo = € R. Observe que x +1 =z — 1 4+ 2. Dali,

9@ +1) =gz —1) = g((x —1) +2) = g(z + 1),

para todo = € R. Logo, g(x) é um polinomio que satisfaz as condigoes da proposi¢ao
(3.17), com a = 2. Portanto, f(z) = 2*+ ¢ é solugao para (3.28), onde ¢ é uma constante
qualquer.

3.4.2 Método das séries de poténcias

Nesta secao iremos adotar uma restricao menor do que no caso das equagoes polinomiais
visto na secao anterior. Agora, iremos supor que uma funcao que satisfaz uma equacao
funcional tem uma representacao em série de poténcia.

Consideremos a equacao
x + 22 1
F(555) =y (3.30)

2 2

Como podemos observar a equagao (3.30) é um exemplo de equagao de Schroder, com

x + ” - : . :
ax) = 5 Se z € (0,1), entdo o™ (x) tende a zero em um ritmo que é aproximada-

mente geométrico com taxa s = 3 ou seja, a sequéncia decresce de maneira parecida com

uma progressao geométrica. Dessa forma, aplicando o algoritmo de Koenigs, concluimos
que
f(z) = lim 2"a"(z)

n—o0
é uma solucao da equacao. Utilizando funcoes, nem sempre sera facil expressar o limite
acima. Porém, como a(n) é um polinomio de grau 2n, isso nos sugere que devemos
procurar uma solugao para f(x) como uma série de poténcias

f(x) = ao + a1 + agax® + aza® + ... (3.31)

para 0 < z < 1, desde que esta série infinita convirja. Substituindo x = 0, em (3.30),
vemos que

F(55) = 30 = 10 = 570 = 10 =0,
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e em (3.31), temos
F(0) = ag 4+ a10 + a0® + ... = f(0) = ay.

Logo, ap = 0. Como vimos na se¢ao 3.2.1, qualquer miltiplo de uma solugao para (3.31),
também é solugao. Sem perda de generalidade, podemos considerar a; = 1. Agora
ficamos com

f(z) =2+ agz® + azz® + . ...

Inserindo essa série de poténcia de volta em (3.30), temos

T+ 2 N T+ 22 2+ T+ 22 3+ 1 L8200 G35
a a o= sxt =+
2 2 2 27 " 2 2
:>:c+x2+ 2%+ 223 + 2t N a®+32% 2?4+ 3 x- a4 b N 1 R
B 9 Q9 1 as 3 —21} 21‘
as 3
—1—2;5 + ...
1 1 as 2 as CL3> 3 1 a2 o as 5
= 4= — 4+ = .= = — —
2x+(2+4>x+<2+8 x° + 2x+2x+2x—l—

Sabemos que duas séries de poténcias em z sao iguais para todo x se, e somente se, seus
coeficientes correspondentes sao iguais. Definindo, b, = 2 %a;, com k = 2m se k é par e
k=2m+ 1 se k é impar, temos

60:20a0:>6020

1
b = 2716L1 = b = 5

Temos também

2m — 1 2m — 2
(22m71 — )by, = ( " )b2m1 + < " >b2m2 + ...+ (m> bin
1 2 m

2m 2m —1 m+1
(22m—1)b2m+1 - ( 1 )b2m+ ( 2 >b2m—1+---+ < m )bm+1,

para m > 1. A partir dessas formulas de recursao, temos:
Para k = 2, temos m = 1. Dai,

1
by = 272G2 = by = Zag.



Mas . .
(2211—1)[)21—<1>b1:>(2—1)bg—1 —:>b2:§
logo,
1 1
b221a2:>§:%:>2a2:4:>a2:2.

Para k = 3, temos m = 1. Assim,

b3 = 2_3CL3 = b3 = %

Mas
(221~ Dby sy — (1 N 1)b1+1 S (A= 1)by = (f) by = 3 — 2by = by —
Logo,
Para k = 4, temos m = 2. Dessa forma,
by =2y = by = %

Mas,

2:-2—1 2
(2%% — Dbyy = ( 1 >52-2—1 + (2) )

= (2 —1)by = G) by + @) by

IS T S
NE-1 3 212-2) 2
_32r i1
2.1 3 2
1
=1+
3
=
o 3
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1
= bg - §
(3.32)



49

Logo, de (3.32),
24
Ay = —.

7

Continuando com o mesmo procedimento, determinamos a série de poténcias para f(x):

f(x):x+2x2+§x3+%a:4+...



Capitulo 4
Aplicacoes

Apresentaremos neste capitulo algumas aplicacoes das equagoes funcionais abordadas
com o auxilio das técnicas vistas no capitulo anterior.

4.1 Aplicacao 1

Use o algoritmo de Koenigs para encontrar uma funcao f, nao identicamente nula, que

satisfaz a equacao
fli) = sf@)
=sf(x
1+x ’

onde s € (0,1). Especifique cuidadosamente o dominio sobre o qual f estd definida.
Solugao:

Temos uma equagao de Schroder, com a(x) = 1Sf :
x
Notemos que
sx
s
2() (a()) Sx 1+ s’z 14+ s%x
o’ (z) = ala(r)) = « = = : —
1+ ) s l+2 14+z+sz 1+z+ sz’
1+
s%x
8 _—
5 5 s*a l+z+sx six l+z+sx
a’(z) = a(a’(z)) = « = 5 = . -
142+ sz s°x l+x+sz 1+ax+sz+s“x
14+ x4+ sx

50
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83.%'

T 1tz+sTt+sx

Fazendo a composi¢ao n vezes podemos conjecturar que

s"x = o"(2) s"x
= a"(z) = :
l+z+sc+s2z+...+s" x l+z(1+s+s2+...+s"1)

a"(z)

Mas, 1+s+s2+...4+5""! é a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica
com primeiro termo a; = 1 e razao s € (0,1). Desse modo,

1—g" 1— g
1+s+s2+...+s"1=1. ® ) = c
1—s 1—s

Assim,
s"x

1—s™\"
1
+x<1_8)

Utilizando indugao matematica sobre n podemos provar a validade da igualdade acima.
De fato,

a(x) =

i. Paran =1,

1

1 st ST ST
o () R e e GOl w
14+ s

Logo, a igualdade é valida pra n = 1;
ii. Suponhamos que para algum nimero natural n > 1 vale

s"x

1—3s" ;
1
+x(1_s)

a"(x) =

iii. Utilizando o item ii, temos
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s"x
S
1_ n
n 1—|—x(1 S)
s"x —
o™ (x) = a(a"(z) = a | = -
1+$<1—8) 1+ sy _
142 1—s
1—s
Sn+133
1—s"
1
B +I(1—s) B sty
- _ on - 1 — " ne(l —
1—|—x( )—l—s”x 1+x( s™) + s"x( s)
— 1—s
1—s"
1
—i—x(l_s)
sl s Hly
= ; x(l—Sn)+I<Sn_3n+l) = 1+ $(1—8n+8n—8n+1>
1—s 1—s
Sn+1x
_1 :C(l Sn—i—l)'
1—s

Assim, dado que a igualdade é valida para n natural qualquer, maior do que 1,
ela também sera valida para n + 1.

Portanto, de (i), (ii) e (iii) segue do Principio de Indugao Finita que

a"(z) = . Vn € N.
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Agora, observe que

s"x
1 _ n
"(z) e < i )
a™(x —
lim = lim 5
n—oo S" n—00 sn
. s"x 1
= lim
n—00 1—s" sn
14+ < )
1—s
T
— 1
T
1—s
Como s € (0, 1), segue-se que
lim s™ = 0.
n—oo

Assim, usando as propriedades dos limites, temos

. x B x B x B z
nl_g)lol—l— 1—s™\ 1 — lim s" _1+ 1-0 _1+ 1 '
n—oo
. 1—s I+ 1— s . 1—s v 1—s

Desse modo

5 a™(x) x x 1—s . a™(x) x

1m = — -7 —

n—oo  §" 1+ x l—s+zx l—s+=x n—oo  §" l1+x—s
l—s 1—s5

Como o limite existe, é finito e ndo nulo para s € (0,1) e x # 0, segue do algoritmo de
Koenigs que

x

r)=———(1-s

J@) =119

s
é uma solucao nao trivial para f (1 n ) = sf(z). Por fim, para especificar o dominio
x
S
de f devemos observar que se x é um ponto fixo da funcao a(z) = T2 temos
x

alr) =z = =z = sr=ux(1+x).

1+
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Dal,z=0ousz=z(l4z)=s=z+1=>0=s5—1.
Agora devemos analisar os seguintes casos:

0

Caso 1: Se x =0, entao f(0) = [
-5

(1—s) = £(0) = 0

Caso 2: se x = s — 1, entao x nao pertence ao dominio de f, conforme visto na Secao
3.1.1.
Portanto, f esta definida para todo x € R diferente de s — 1.

4.2 Aplicacao 2
Encontre tantas funcoes f quando possivel que satisfacam a equagao de comutatividade
ERWC
r+1 flx)+1

Relacione sua solugao com a solugao da equagao de Abel correspondente

x
= 1.
9 <I+1) g(x) +
Solugao:

Inicialmente note que, como vimos na secao 3.1.2, os valores de x tais que = é um ponto
fixo da fungao a(x) ndo podem fazer parte do dominio de g. Os pontos fixos de a(x) sdo
os valores de x tais que a(z) = x, ou seja,

oz(x):xﬁ%:x:>x:x(x+1):>x:x2+x:>x2:O:>x:0.
T

Logo, x = 0 nao pertence ao dominio de g. Agora, vamos determinar uma solugao para
a equacao de Abel correspondente

g<xil) =g(z) + 1.

Seja xg um ponto do dominio de g tal que

. Oén+1($0) - Oén(l'o)
n—00 04""'1(;6) — O{”(QZ)

=1

para todo x. Notemos que:
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T
1 -
a(z) r+1
x x
o 1 r+1 z
2' 2 = = pr— x+ = = N
T+ 1 r+1
Xz xZ
3(..) — z . 2z+1 _ 2z4+1 0T
3'a($)_a<2x+1>_ Ty rA2r41 0 3p4 1
2x 41 27 + 1

Fazendo a composi¢ao n vezes podemos conjecturar que

a"(x) =

T
nr+1

De forma analoga ao procedimento realizado na aplicagao 1, podemos provar, pelo Principio
de Inducao Finita, que a igualdade acima é valida para todo n € N. Assim,

Mg = ——  VneN
o (x) CESIEENE n € N.
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Agora, observe que
i i

lim @ (x) — a™(xg) _ nx; 1 nxg +%

n—00 a”+1(,r) — a”(m) n—00

(n+1)z+1 nz+1
x(nxg+ 1) — zo(nz + 1)
(nx 4+ 1)(nzo+ 1)
n—oo | x(nw+1) —z(nx +x + 1)
(nx+2+1)(nx +1)

nTro+ T — NTry — T

1; nxg—l—l
= lm 2 2 2
n—oo | TN+xr—xNn—a°—2x
nr+ax+1
T — 2o
= lim —nafo—gl
n—o0 —T
nr+x+1

. r—2x9 nr+z-+1
= lim .
n—oo \ N + 1 (—a2?)

. naz2+x2+x—nxx0—xx0—xo
= lim 5 5 .
n—00 —NTeT* — T

Dividindo o numerador e o denominador neste ltimo limite por n, ficamos com

Usando as propriedades dos limite juntamente com o teorema 2.21 sobre limites no infi-
nito, concluimos que
o (x) —aM(xg)  aP—mmy 1 1

lim = ==
n—oo "t (z) — an(z) —xor? T

Como este limite existe, segue do algoritmo de Lévy que
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¢ uma solucao para equacao de Abel

g(gjil) =g(z) + 1.

1
Como zg # 0, tomando uma constante ¢ = —, segue da proposicao 3.8 que
Zo

também é uma solugao. Notemos que h(z) = z~! é claramente injetiva com inversa

1
h='(x) = —. Desta forma, segue da proposicao (3.13) que, para cada constante c, a
x
funcao
fz) =7 h(z) +
satisfaz a equacao de comutatividade. Assim,

f(m):h1<é+c):h1(1+xc> I o f) = T

x T Ttac 1+ze
X

é uma solucao para a equacao de comutatividade

f(xf—l) :%'

4.3 Aplicacao 3

Em cada um dos casos a seguir, encontre todos os polinomios com coeficientes reais que
satisfazem as equacoes:

(a) f(2®+x)=f(z)- flz+1)
(b) f(g(x)) = f(z) - g(x).

Solugao:



(a)
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Seja d = Gr(f). Observe que o grau do lado esquerdo da equagdo em R é d e o grau
do lado direito da equacao é d + d = 2d. Assim, devemos ter

d=2d=d=0.

Dessa forma, f ¢ um polinomio de grau zero, ou seja, é o polinomio constante f(z) =
c. Dali,

f@+z)=f@) fz+1)=>c=cc==c=>—-c=0=clc—1)=0.

Logo, ¢ = 0 ou ¢ = 1, isto é, os polinomios constantes que sao solugoes para a equagao
funcional sao f(z) = 0e f(z) = 1. Uma outra possibilidade é que 0 seja a unica raiz
do polinémio nao constante f(x), ou seja,

f(a) =",
para algum k # 1.

Examinando o grau de cada polinémio, seja d o grau de polinomio f e [ o grau do
polinémio g. Das férmulas (3.23) e (3.24), temos

d-l=d+1. (4.1)

Como o grau de um polindomio é um nimero inteiro nao negativo, temos que a equagao
(4.1) ¢é satisfeita se d =1 =0 ou d = | = 2. No primeiro caso, temos que f(z) e g(z)
sao polindmios constantes, ou seja, f(z) = a e g(x) = 5, onde « e  sdo constantes
arbitrarias. Assim,

flg(@)) = f(z)-g(x) = f(B) =a-B=a=af.

Se a # 0, temos =1 e se a = 0 temos que f é uma constante qualquer. Logo,
f(z) =a,coma#0,eg(x)=1ou f(z)=0e g(z) =p.
Quando d = [ = 2, devemos ter algum ponto = no plano complexo tal que g(z) = 0.
Entao,

f(0) = f(g(x)) = f(x) - g(x) = 0.
Logo, 0 é raiz de f(x), ou seja, f(z) pode ser escrito na forma f(z) = cx(z +a), com
¢ # 0, para alguma constante a. Fazendo g(x) = rz? + sz + t, com r # 0, temos

fg(x)) = f(ra® + sz +1)
=c(re® + sz +t)(re* + sz +t+a)
= c[r*z® + 2rsa® + (2rt + ra + $*)2® + (2st + sa)zx + t* + at]
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f(x)-g(x) = cx(x + a)ra® + sv +t
= c(2® + ax)(rz® + sz + 1)
= c[ra* + (s + ra)a® + (t + sa)2® + atz].

Como f(g(z)) = f(z) - g(z) e c # 0, segue que
r’at 4 2rsa® + (2rt+ra+s?)x? + (2st+sa)z -+t +at = rat+(s+ra)ax’ + (t+sa) 2 +atz.
Da igualdade de polinomios obtemos o seguinte sistema de equacoes

2

(1) :r =r
(2) : 2rs =s+ra
(3):2rt+ra+s* =t+sa
(4) : 2st + sa = at
(5) : t? + at =0

J& que r # 0, de (1), temos r> = r = r = 1. A partir daf obtemos de (2) que
2s=s+a=s=aede (3)2t+a+a*=t+a*>=2t—t=—a =t = —a. Podemos
facilmente verificar que os valores s = a e t = —a satisfazem (4) e (5).

Portanto, os polinomios f(x) = ¢(z? + ax) e g(x) = 2> + ax — a sdo solugdes da equagao
funcional dada.

4.4 Aplicacao 4

Encontre todas as funcoes [ : QT — QT que satisfazem as equacoes abaixo:
(a) f(z+1) = f(x)+1, paraz € QT

(b) f(z®) = [f(2)]?, parax € QT.

Solugao:
Em (a), temos a equagao de Abel, com a(z) =z + 1. Note que

Calr)=x+4+1;



60

() =ala(@)=alz+1)=z+1+1=1x+2;
Lad(r)=ald(z)=alz+2)=x+2+1=2+3.
O que nos leva a conjecturar

a"(x)=x+n

para n € N. Podemos provar esta féormula usando o principio de indugao matematica
sobre n seguindo o mesmo procedimento usado na Aplicacao 1. Dai, para um zy € Q,
temos

. a™ M (zg) — a™(xo) . xo+n+l—zp—n
lim = lim =1
n—oo a"t(z) —a(z) nooo z4+n+l—xz—n
e o limite .
i & (x)—a(xo):hm T+N—Tog—n R,

n—oo a"tl(z) —a(x) noocx4+n+l—x—n

existe para todo x € QT. Assim, pelo algoritmo de Lévy segue que f(z) = x — x¢ é uma
solugao para a equagao funcional f(z + 1) = f(z) + 1. Mas, f também deve satisfazer a
equacao de Bottcher f(z3) = [f(z)]®. Assim,

f((x—20)%) = (v —20)* = 2° — 32?0+ 322] — ) — 19 = 2° — 30w+ 3225 — ) = 19 = 0.

Portanto, a fun¢ao f : QT — Q% definida por f(x) = x satisfaz as equagoes do enunciado.

4.5 Consideracoes Finais

Tendo em vista a escassez de artigos escritos para iniciantes sobre equagoes funcionais,
apresentamos este trabalho como forma de suprir um pouco essa caréncia e dar uma
base para aqueles que desejam se aventurar nesse desafiador universo. No decorrer deste
estudo, pudemos conhecer alguns tipos de equagoes funcionais de uma variavel e técnicas
de busca por solugao para cada uma delas. E evidente que esse campo € bastante amplo
e para um conhecimento maior a respeito do tema se faz necessario um aprofundamento
nos estudos conhecendo outras formas dessas equacoes. Porém, o contetido explanado
aqui nos fornece uma boa base para quem esta ingressando no estudo deste tema.

Os algoritmos para resolugao e as aplicagoes apresentados neste trabalho também
demonstram a grande utilidades do contetido limites, suas propriedades e principais teo-
remas no estudo das equagoes funcionais. Vale apena ressaltar que caso estes contetudos
sejam apresentados, poderemos discutir uma introducao as equagoes funcionais voltada
para questoes de olimpiadas ja no Ensino Baésico.
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