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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de ensino
que possibilite uma melhor abordagem para anélise grafica do comportamento dos
elementos das Funcdes seno e cosseno usando o software GeoGebra. Para isso, é
apresentada uma sequéncia didatica no intuito de auxiliar o professor na abordagem
do estudo dos movimentos de translacao, reflexao e deformacgao das fungdes seno e
cosseno com os alunos. O GeoGebra € utilizado como ferramenta pedagogica e como
elemento motivador no estudo destas funcées e sem duvida alguma, esse software
permite a visualizacao dinamica dos graficos dessas funcées mediante a manipulagao
do chamado controle deslizante para variar os parametros que modificam o dominio,
conjunto imagem, periodo e amplitude das funcdes seno e cosseno.

Palavras-chave: Fungdes; Fungao seno e cosseno; Graficos; GeoGebra.



Abstract

The present work aims to present a teaching proposal that allows a better appro-
ach for graphical analysis of the behavior of sine and cosine functions using GeoGebra
software. For this, a didactic sequence is presented in order to assist the teacher in the
approach to the study of the trigonometric functions with the students. GeoGebra is
used as a pedagogical tool and as a motivating element in the study of these functions
and undoubtedly, this software allows the dynamic visualization of the graphs of these
functions by manipulating the so-called slider to vary the parameters that modify the
domain, set image, period and amplitude of sine and cosine functions.

Keywords: Functions; Sine and cosine functions; Graphics; GeoGebra.
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Introducao

1.1 Justificativa a proposta

As novas tecnologias vém se firmando em um movimento acelerado na vida
das pessoas, principalmente na dos jovens, trazendo grandes alteragbes no ambiente
escolar.

O professor pode buscar conhecimento sobre essa nova inovacao pedagogica
para utiliza-la a favor da pratica no ensino da matematica pois, muitas vezes, o aluno
tem acesso as tecnologias, entretanto ndo possui habilidades para usar softwares
como o GeoGebra, que podem ajuda-lo na aprendizagem de conteldos matematicos.

O professor de matematica precisa atrair seu aluno no propésito de fazé-lo ler
e entender a matematica. O processo do ensino-aprendizagem deve ocorrer de forma
que as primeiras nog¢des basicas, como por exemplo, de fun¢ao, devem acontecer de
forma a dar sentido a pratica cotidiana desse aluno.

Conforme (ROSA, 2000), o movimento de mudanca implica radicalidade, isto &,
implica em ir fundo em busca das raizes e requer uma ruptura interna, uma ruptura
do hébito e da rotina. Essa mudanga que a autora se refere é algo muito dificil, pois
tende a tirar o professor da zona de conforto, na qual se encontra ao trabalhar com os
conteudos de forma tradicional.

Segundo (VALENTE, 1993), os computadores estao propiciando uma verda-
deira revolugdo no processo de ensino-aprendizagem. O uso de um recurso tecnolo-
gico em sala de aula permite colocar o aluno como sujeito ativo e o professor como
agente mediador do conhecimento.

Para (LUCENA, 1992), o software Educacional é todo programa que pode ser
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usado para algum objetivo educacional, pedagogicamente deferido, por professores e
alunos, qualquer que seja a natureza ou finalidade para o qual tenha sido criado.

Atualmente, temos acesso a alguns softwares gratuitos, possibilitando o uso
dos mesmos sem dificuldades.

O estudo da ferramenta a ser utilizada é de grande importancia, pois vem a
ser a parte essencial para se chegar aos objetivos estipulados, sendo utilizado pelo
educador para levantar as possibilidades de uso, e ver em que conteudo podera ser
melhor proveitoso.

Os professores necessitam, portanto, conhecer as tecnologias dispo-
niveis e estudar possibilidades de uso dessa ferramenta como mais ressaltar
que nao se trata de Comunicagao Oral tornar a aprendizagem mais facil ali-
geirando o ensino. Ao contrario, a aprendizagem deve ser favorecida com
situagdes que a tornem mais significativa e que os alunos possam interagir
entre si e com a maquina, construindo conhecimentos, vivenciando situagdes
que, muitas vezes, nao tinham recurso didatico para o processo de aprendi-
zagem. E importante um sentido, ou tinham outro sentido, no ambiente papel
e lapis (BITTAR, 2010).

Em (TECNOLGOGICA, 1999), um problema matematico € “uma situacao que de-
manda a realizagdo de uma sequéncia de acbes ou operacdes para obter um resultado.
Ou seja, a solugao ndo esta disponivel de inicio, mas € possivel construi-la”.

Dentre esses softwares utilizados no ensino da matematica, o GeoGbra é o
software que sera usado neste trabalho por ser um software livre, gratuito, dindmico e
de facil manipulacdo. Através do GeoGebra, o aluno a partir de uma sequéncia dida-
tica poderd investigar o comportamento grafico dos elementos das fungbes: dominio,
imagem, amplitude e periodo.

A proposta deste trabalho é exatamente usar o GeoGebra como ferramenta
pedagdgica para envolver o aluno a visualizar, conjecturar, abstrair e generalizar a
partir da interpretagcdo do comportamento grafico de fungdes trigonométricas e sair
um pouco do uso tradicional do lapis, papel e régua.

Este trabalho apresenta o estudo dos movimentos das fungdes f(x) = a +
bsen(cx + d) e g(x) = a + bcos(cx + d), quanto a translacao, reflexdo e deforma-
¢ao do grafico. Nao foi utilizado o processo com matriz de transformacgéo. Entretanto,
no capitulo 1, é feito um aprofundamento dos contetidos de Algebra Linear, visando
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trabalhar nos capitulos posteriores como um dos objetivos do meu trabalho e estudo
até o Teorema Espectral.

1.2 Conceitos Iniciais

Abordaremos, a seguir conceitos béasicos de funcao real e definicées das fun-
cbes seno e cosseno e seus graficos.

Definicao 1. Dados dois conjuntos A e B nao vazios, uma relacao f de Aem B é uma
funcéo se, e somente se, para todo x de A existir uma correspondéncia unica com um
y de B, tal que (x;y) € f.

Notagéo: f = {(x;y), x€ A, y € Bey = f(x)}.

Ao conjunto A chamamos de dominio de f e denotamos por D(f). Ao conjunto
B chamamos de contradominio de f e denotamos por CD(f). Se x é um elemento
de A, entdo o unico y de B associado a x denomina-se imagem de x pela fungéo f e
sera indicado com a notacdo f(x). Ao conjunto de todos os elementos de B que sao
imagem de algum elemento de A, chamamos de conjunto imagem de f e denotamos
por Im(f).

Definicao 2. Chama-se funcgéo real de uma variavel real ou simplesmente funcao real
as funcoes cujos elementos do dominio e do contradominio sdo nimeros reais.

Definicao 3. O grafico de uma fungéo f : X — Y €& o subconjunto G(f) do produto
cartesiano X x Y formado pelos pares ordenados (x, f(x)) tal que x € X. Assim,
G(f) ={(x.y) e X x Y, y =f(x)}.

Uma fungéo f : X — Y associa, a cada ponto x do dominio X, um ponto y do
contradominio Y. Desta forma, um subconjunto G C X x Y é o grafico de uma funcao
f: X — Y se, e somente se, cumpre as seguintes condi¢des:

G1) V x € X, 3(x,y) € G cuja primeira coordenada € x;

G2) se (x,y) e (x, z) sdo elementos de G com a mesma primeira coordenada, entao
y =z

Definicao 4. Uma funcdo f : R — R é periddica se, e somente se, existir p # 0 tal
que, para todo x € D(f), x + p € elemento de D(f) e f(x + kp) = f(x), para k € Z*. O
menor p positivo que satisfaz a condicdo denomina-se periodo de f.
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Definicao 5. Funcéo par é toda relagdo onde o elemento simétrico do dominio pos-
suem mesma imagem, ou seja, uma funcao é par se f(x) = f(—x), para todo x do
Dominio f.

Da definicdo, podemos observar que uma fungédo par possui grafico simétrico
em relacdo ao eixo das ordenadas. Com estudo do comportamento da funcao e co-
nhecendo o que acontece para x > 0 pode-se, utilizando os argumentos de simetria,
inferir o que acontece em todo dominio da func&o. Logo, o dominio da funcao par
também é simétrico. Por exemplo, o grafico da Figura 1 € o de uma fungéao par.

Y,

Figura 1 — Grafico de uma funcao par

Definicao 6. Funcao impar é uma relagdo onde os elementos simétricos do dominio
possuem imagens simétricas no conjunto de chegada, ou seja, uma funcao é impar
se f(—x) = —f(x), para todo x do Dominio f.

Da definicao, podemos observar que uma fungédo impar possui dominio e gra-
fico simétrico em relagdo a origem. Por exemplo, o grafico da Figura 2 € o de uma
funcao impar.

Definicao 7. Seja y = f(x) uma fungéo real e seja k # 0 um numero real. A transfor-
magao (x; f(x)) — (x; f(x)+k) desloca verticalmente o gréafico da fungéo f, obtendo-se
o gréfico da funcao g(x) = f(x) + k e denominaremos translacéo vertical.

A translacao vertical apresenta o seguinte comportamento, se observarmos o
sinal de k: se k for positivo, a translagao vertical sera “para cima”. Se k for negativo, a
translacao sera “para baixo”.
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Figura 2 — Gréfico de uma funcao impar

No gréfico da figura 3, seja f(x) = |x| e g(x) = f(x) + k, para k = 1 e para
k = —1. Observe, em vermelho e em azul, o resultado da translagdo “para cima” e
“para baixo”, respectivamente.

Y,
fri
f
1
f—1
—1

Figura 3 — Translacao “para cima” e “para baixo”.

Definicao 8. Seja y = f(x) uma fungéo real e seja k # 0 um numero real. A translagéo
horizontal (x;y) — (x + k; y) transforma o gréfico da fungéo f : R — R no gréfico
da fungdo g : R — R, definida por g(x) = f(x + k), para todo x € R. Isto é, um
ponto qualquer (x; f(x)) do gréfico de f é transformado por essa translagéo no ponto
(x + k; f(x)).

A translacao horizontal apresenta o seguinte comportamento se observamos o
sinal de k: Se k for positivo, a translacdo vertical serd “para a esquerda” e se k for
negativo, sera “para a direita”.
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No gréafico da figura 4, seja f(x) = |x| e g(x) = f(x + k), para k = 1 e para

k = —1. Observe, em vermelho e em azul, o resultado da translagéo para a esquerda

e para a direita, respectivamente.
Y,

3

-1 o0 1

Figura 4 — Translagao “para a esquerda” e “para a direita” da fungao y = |x|

Definicao 9. Reflexdo € uma transformacao geométrica do ponto, da reta, do plano
ou do espaco que “espelha” todos os pontos em relacdo ao centro de simetria, ao eixo
de simetria ou ao espaco. Transformando-o, respectivamente, em um outro ponto, reta

ou plano em relagdo ao eixo de simetria usado.
Seja f uma fungéao real. Na reflexdo, os pontos do gréafico de f que estiverem

abaixo do eixo Ox, sao refletidos para cima e os que estiverem acima do eixo Ox sao
refletidos para baixo. Nesse caso, o0 eixo Ox, eixo das abscissas, é o eixo de simetria.

Seja a fungéo y = f(x). A reflexdo em relagdo ao eixo Ox, (x;y) — (x;—y),

transforma o grafico definido pelafuncéo f : I € R — R no graficoda funcdo g : R — R,

definida por g(x) = —f(x), para todo x € R.
Y

Figura 5 — Reflexdo em relagao ao eixo OX

Note que, a figura 5 apresenta, em vermelho, o resultado da reflexao em relagéao

ao eixo Ox.
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Na reflexdo, os pontos do gréafico de f que estiverem a direita do eixo Oy, séo
refletidos para esquerda e os que estiverem a esquerda do eixo Oy sao refletidos para
a direita. Nesse caso, o eixo Oy, eixo das ordenadas, € o eixo de simetria.

Definicao 10. Considere a fungdo y = f(x). A reflexdo em relagcdo ao eixo Oy,
(x;y) — (—x;y), transforma o grafico da funcdo f : | ¢ R — R, no gréfico da fun-
cao g : R — R, definida por g(x) = f(—x), para todo x € R.

><V

Figura 6 — Reflexdo em relagao ao eixo Oy

Note que, a figura 6 apresenta, em azul, o resultado da reflexdo em relagéo ao
eixo Oy.

Definicao 11. Mdodulo ou valor absoluto de um numero real x é indicado por |x| e
definido por:

O |x| = x; se x > 0; ou seja, 0 médulo de um namero real ndo negativo é o proprio
nuamero;

0 |x|] = —x; se x < 0; ou seja, 0 mddulo de um numero real negativo é igual ao
oposto desse numero.

Chama-se fun¢do modular a fungéo g : R — R definida por g(x) = |x|.

Considere f e g duas fungbes reais tais que g(x) = |f(x)|. Observa-se que o
gréfico da funcédo g é resultante da reflexdo, em relacdo ao eixo das abscissas, da
imagem da parte negativa do grafico de f. A Figura 7 ilustra esse fato.

Definicao 12. Seja a fungéo real y = f(x). A deformagéo vertical (x;y) — (x; ky)
transforma o grafico definido pela fungédo f : R — R no gréfico da funcdo g : R — R,
definida por g(x) = kf(x), para todo x € R.
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Y

Figura 7 — Gréfico da funcao g(x) = |f(x)|

Essa deformacéao vertical depende do valor de k, isto € se k > 1 a deformagéao
vertical aumenta sua amplitude e se 0 < k < 1, a deformacéao vertical diminui sua
amplitude. Se k < 0, além dessa deformacao, o grafico reflete em relacao ao eixo Ox.

Y

Figura 8 — Deformacao vertical

Considere f e g duas funcdes reais e K > 0 tais que, g(x) = kf(x). Note que,

o grafico da fungéo g € resultante da deformacao vertical da fungéo f para kK = 4. A
Figura 8 ilustra esse fato.

Definicao 13. Seja a fungdo y = f(x). A deformag&o horizontal (x;y) — (k - x; k)
transforma o grafico definido pela funcdo f : R — R no grafico da funcdo g : R — R
definida por g(x) = f (%) para todo x € R.
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><V

Figura 9 — Deformacgao Horizontal

A deformacao horizontal depende do valor de k, isto é se k > 1 a deformacao
horizontal diminui sua amplitude e se 0 < k < 1, a deformagéo horizontal aumenta sua
amplitude.

Considere f e g duas funcdes reais. Note que, o grafico da funcéao g, em azul,
é resultante da deformacao horizontal da fungéo 7, em vermelho para k > 1. A Figura
9 ilustra esse fato.

A seguir, apresentaremos as definigdes e graficos da fun¢do seno e da cosseno,
por serem as fungbes trabalhadas nas atividades propostas aos alunos da escola
Estadual Mario Costa Neto.

A fungé@o seno € uma fungéo real de variavel real. Da definicdo, podemos ob-
servar que a cada valor x € R, temos um valor y € [-1,1], ou seja, a imagem da
funcé@o seno é o intervalo [—1; 1] e, dessa forma, apresenta valor 1 como maximo e —1
como valor minimo. A fung&o seno tem periodo 27 e € uma fung¢do impar, uma vez
que sen(x) = —sen(x). Na Figura 10, apresentamos o grafico da funcédo f(x) = sen(x),
x € [-2m, 3], onde é possivel observar vérias dessas afirmacdes.

—3m =27 —T A Mﬂ' 3m

Figura 10 — funcao seno

A funcao cosseno é uma funcao real de variavel real. Da definicdo, podemos
observar que a cada valor x € R, temos um valor y € [—1, 1], ou seja, a imagem da
funcé@o cosseno é o intervalo [—1; 1] e, dessa forma, apresenta valor 1 como maximo e
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—1 como valor minimo. A funcao cosseno tem periodo 27 e € uma fungao par, uma vez
que cos(x) = — cos(x). Na Figura 11, apresentamos o gréfico da fungéo f(x) = cos(x),
x € [—m, 3], onde é possivel observar vérias dessas afirmagodes.

ST N NUZ ARt Ne

Figura 11 — funcao cosseno

Podemos observar através dos graficos das figuras 10 e 11 que ao transladar a
funcéo seno no valor de g para esquerda, obtemos a equivaléncia com o grafico inda
funcéo cosseno. Assim, s Podemos observar através dos gréaficos das figuras 10 e 11
que ao transladar g para esquerda 5 para esquerda, observamos a equivaléncia com

o grafico da fungcédo cosseno. Logo, a funcao sen (x + g) = cos(x).

Assim, podemos verificar a propriedade de que o seno de um angulo € igual ao
cosseno do seu complemento.

Esse trabalho esta dividido em Introdugéo: que tem como escopo a apresenta-
cao do tema escolhido para ser desenvolvido, a justificativa da proposta de trabalho
a ser realizado, apresentagédo do formato do trabalho, os objetivos a serem alcanca-
dos, os conceitos basicos de uma funcao real e as definicbes das funcbes seno e
cosseno e seus graficos e os assuntos a serem abordados nos demais capitulos. O
Capitulo 1, apresenta um aprofundamento nos contetidos de Algebra Linear até o es-
tudo do Teorema Espectral. No Capitulo 2, sdo apresentadas algumas ferramentas
do software GeoGebra, usadas nas construcdes da proposta do trabalho. No Capitulo
3, seguem as atividades com os resultados da sequéncia didatica proposta com uso
do GeoGebra e, em seguida, as consideragdes finais, onde o trabalho é concluido e
é feita uma reflexao da importancia do estudo dos movimentos graficos das funcdes
seno e cosseno com o uso do software GeoGebra, além de recomendacgdes para o
desenvolvimento de futuras pesquisas.



O Teorema Espectral

Este capitulo tem como objetivo apresentar um embasamento tedrico sobre
espacos vetoriais e transformagdes lineares e conceitos basicos fundamentais de Al-
gebra linear, direcionando estudo para operagdes lineares do plano R?, com uso de
matrizes de transformacdes e o estudo do Teorema Espectral.

Com intuito de corroborar no estudo dos resultados envolvidos em algebra li-
near, € fundamental recapitular algumas definicoes preliminares. Apresenta também,
as transformacdes lineares e um exemplo de cada uma atraveés de graficos.

2.1 Espacos Vetoriais

Definicao 14. Um conjunto K munido das operagdes de adicdo (+) e multiplicagéo
(x) é chamado de corpo.

Axiomas relativos a adicao:

A1. associatividade: (a+ b)+c=a+(b+c),Va b, ceKj;
A2. comutatividade: a+ b=b+a,Va, b€ K;
A3. existéncia de elemento neutro: existe 0 € K tal que a + 0 = a, qualquer a € K;

A4. existéncia de elemento simétrico: para todo a € K, existe (—a) € K tal que
a+(—a)=0;

Axiomas relativos a multiplicacao:

M1. associatividade: (a x b) x ¢ = a x (b x ¢), quaisquer a, b, c € K;
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M2. comutatividade: a x b = b x a, quaisquer a, b € K;

M3. existéncia do elemento neutro: existe 1 € K \ {0} tal que a x 1 = a, qualquer
ac K,

M4. existéncia de inverso: para todo a € K \ {0}, existe a! € Ktalque a x a~! = 1;

M5. distributividade com relagéo adigcao: para quaisquer a, b,c € Kvale ax (b+c¢) =
axb+axc.

Exemplo 1. Sao corpos os conjuntos Q, R e C, com as suas respectivas adi¢coes e
multiplicagbes. Sendo, conjunto dos numeros racionais, conjunto dos numeros reais e
conjunto dos numeros complexos, respectivamente.

Definicao 15. Um conjunto ndo vazio V é um espaco vetorial sobre um corpo K, se
estiverem definidas as seguintes operagoes:

(a) Adicao de vetores: a cada par u, v de vetores de V, corresponde um vetor
u+ v € V, chamado de vetor soma de v e de v, de modo que:

AV1. Propriedade associativa: (u+v) +w =u+ (v+w),Vu,v,w e V;
AV2. Propriedade comutativa: u+ v =v + u,Vu,v € V;
AV3. Vetor nulo: existe 0 € Vtalque v +0=v, Vv € V;

AV4. Simétrico ou oposto: para todo v € V, existe —v € V talque v + (—v) = 0;

(b) Multiplicagao de um escalar por um vetor: a cada elemento a € K e a cada
elemento v € V esta associado um elemento av € V, tal que:

ME1. a(u+ v) = au+ av, paratodos a€ K e u,v € V;
ME2. (a; + ax)v = ayv + apv, paratodos a;, s, € Kev € V;
MES3.(a1a2)v = a1(ayv), paratodos a;,a, € Kev e V;

ME4 1v = v, paratodo v € V.

Os elementos de V sdo chamados de vetores e 0os elementos de K de escala-
res.
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Exemplo 2. O conjunto das funcdes de um conjunto ndo vazio A em R forma um
espaco vetorial sobre R, onde a soma é a soma usual de fungdes com valores reais
(f + g)(x) = f(x) + g(x), para todo x € R, e a multiplicagdo de uma fungao f por um
escalar a € R é definida como sendo (af)(x) = af(x), para todo x € A.

Definicao 16. Sejam V um espago vetorial e ) # W C V. Dizemos que W € um
subespaco vetorial de V ou, simplesmente, um subespaco de V, se:

1. u,ve W,entdiou+v € W e;
2. acKeue W,entdo aue W.

Exemplo 3. Seja V um espaco vetorial. Entdo o subespaco constituido apenas do
vetor nulo e o proprio espaco V sao subespacos de V.

Definicao 17. Seja V um espaco vetorial e sejam vy, v, - - - , v, vetores de V. Diremos
que um vetor v de V é uma combinagéo linear de vy, v,, - - - , v, Se existirem numeros
reais a;, a»,--- ,a, taisque v=ajvy + apvo + - -+, a,v,.

O subespago G(vi, v, - -+, v,) € chamado o subespaco gerado por vy, vy, - -« , v,.

Exemplo 4. O subespago gerado pelo vetor v = (1,1,2) em R3 é o conjunto W =
{a(1,1,2); a € R}, ja que uma combinagao linear de v é um multiplo escalar de v.

Vimos que um conjunto finito de vetores a gera um dado espago vetorial V
se cada vetor em V pode ser escrito como uma combinacao linear dos vetores de a.
Em geral, pode haver mais de uma maneira de expressar um vetor em V como uma
combinacao linear de vetores de um conjunto gerador.

A seguir, veremos condi¢cdes sob as quais cada vetor de V pode ser escrito de
uma unica maneira como combinacédo Linear dos elementos de um conjunto gerador.

Definicao 18. Sejam vy, v,, - - - , v, vetores em um espaco vetorial V. Dizemos que os
vetores vy, vy, - - -, v, S&0 linearmente independentes, ou simplesmente independentes,
se a equagao av; + aw, + - - - + a,v, = 0 € satisfeita somente quando a; = a, = --- =
a, = 0. Caso exista algum a; # 0, dizemos que os vetores vy, v,, - - - , v, S@0 linearmente
dependentes, ou simplesmente dependentes.

Exemplo 5. Os vetores e; = (1,0,0), e = (0,1,0) € e3 = (0,0, 1) sdo independentes,
pois a equacao aje; + axe; + azes = 0, equivalente a equacao a;(1,0,0) + a»(0,1,0) +
a3(0,0,1) = (0,0, 0), é satisfeita somente se a; = a, = a3 = 0.
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No intuito de esclarecer a estrutura dos espagos vetoriais € ao mesmo tempo
simplificar as demonstracdes de varios resultados sobre eles. Introduziremos a seguir,
0s conceitos de base e dimenséo.

Definicao 19. Seja B = {vi, v»,- -+, v,} um conjunto ordenado de vetores de um es-
paco vetorial ndo nulo V. Dizemos que B é uma base de V se as seguintes condi¢coes
séo verificadas:

B é linearmente independente e;
a V=B

Exemplo 6. O conjunto e, e; € uma base de V = R?, ¢; = (1,0) e &, = (0, 1), conhe-
cida como base canénica de R?.

A seguir, iremos enunciar o conceito do nimero de vetores das bases de um
espaco vetorial finitamente gerado.

Definicao 20. Seja VV um espago vetorial finitamente gerado. Denomina-se dimenséao
de V, (notagdo: dim(V)) o nimero de vetores de uma qualquer de suas bases. Diz-se
também, neste caso, que V € um espaco de dimensao finita. Convencionamos que se
V é o espaco vetorial nulo, entdo dim(V) = 0.

Exemplo 7. O conjunto R munido das operagdes usuais de adigdo e multiplicagéo
por escalar é uma espaco vetorial de dimensao 3.

2.2 Transformacoes Lineares

Nesta secédo, o estudo sera voltado para transformacées lineares, fungdes cujos
dominios e contradominios sdo espagos vetoriais e que, além disso, preservam as
operacoes de adicao de vetores e de multiplicacdo de um vetor por um escalar e, por
isso, interessam a algebra Linear e a0 meu estudo. Pois subsidiara meu objeto de
estudo, sobre analise grafica dos movimentos.

Definicao 21. Sejam U e V espagos vetoriais sobre K. Uma aplicagdo F : U — V é
chamada transformacao linear de U em V se, e somente se,

(a) F(Ul + U2) = F(Ul) + F(U2),V uy, ur € U,

b) Flaru)=a-F(u),Vaec Keuel.
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Exemplo 8. A funcdo F : R — R, dada por F(x) = 5x, € uma transformagéo linear. De
fato, se x1, x2, « € R, temos que F(x; + axx) = 5(x1 + axy) = 5x1 +abxy = F(x1) + aF(x).
Portanto, F é uma transformacao linear de R em R.

2.2.1 Ndcleo e Imagem de uma Transformacdo Linear

Um resultado importante da Algebra Linear, envolve dois subespacos de uma
transformacéo Linear, a saber: o nucleo e a imagem de uma transformacao Linear.

Definicao 22. Se T : V — W é uma transformagéo linear, o nucleo de T, denotado
por Ker(T) é o conjunto de vetores de V que sdo levados por T no vetor nulo de W,
ou seja,

Ker(T)={veV:T(v)=0}.

Observe que Ker(T) € um subconjunto ndo vazio de V, ja que T(0) = 0. Mais
ainda, Ker(T) é um subespacgo de V. De fato, se vi, v, € Ker(T) e se a € R, entdo
vi +aw, € Ker( T), pOiS T(Vl + 3V2) = T(Vl) + aT(Vg) =0+a0=0.

Exemplo 9. Para obtermos o nicleo da aplicagdo T : R?> — R, (x,y) — x+y, fagamos
Ker(T) = {(x,y) € R?; x+y = 0}, isto &, Kert(T) é areta y = —x. Podemos dizer ainda
que Ker(T) =R, pois dado w € R = T(w, 0).

Definicao 23. Seja T : V — W uma aplicacao linear. A imagem de T é o conjunto
dos vetores w € W tais que existe um vetor v € V, que satisfaz T(v) = w, ou seja,

Im(T)={we W; T(v)=w;veV}

Veremos a seguir, que se V e W séo espacgos vetoriais de dimenséo finita, com
bases fixadas, entdo uma transformacéo linear F : V — W pode ser representada por
uma matriz e, para ilustrar o uso de matriz de transformacéao, sera apresentado um
exemplo apéds a definigao.

De um modo geral, para F : V — W linear, dim(V) = ne dim(W) = m, A =
{vi,va, ..., v,} € B={wy, wy, ..., wy,} s80 bases de V e W, respectivamente, teremos
que [F]g € uma matriz de ordem m-n, onde cada coluna é formada pelas componentes
das imagens dos vetores de A em relacdo a base B:

di1  d12 ' din
A
[F]B =

dml dm2 *°° dmn

Logo,
[F(V)]s = [FI5 [V]a-
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Exemplo 10. Sejam F : V — W uma transformagéo linear, A uma base de V e 5uma
base de W. Sem prejuizo da generalizagao, consideremos o caso em que dim(V) =2
e dim(W) = 3.

Sejam A = {v;, v} e B = {wy, w», w3} bases de V e W, respectivamente. Um
vetor v € V pode ser expresso pela combinacdo linear dos vetores de sua base A.
Logo:

V=X1V1 +XoW»

ou

v = (x1, x),

e aimagem F(v) como combinagdo linear de sua base B:
F(v) = yiw1 + yows + y3ws

ou
F(v) = (y1, 2, y3)-

Por outro lado, usando a linearidade de F, temos:
F(v) = F(xavi + xav2) = x1F(v1) + x2F (v2).
Sendo F(v;) e F(w,) vetores de W, eles sdo combinagdes lineares dos vetores de B:
F(vi) = auwi + anws + asiws,

F(Vz) = adipW + axnpWs + 832W3

Quando a transformacao linear for de um espaco vetorial V nele mesmo, ela
serd chamada de operador em V.

Na forma matricial:

n dil1 a2 X1
Y2 = a1 ax» : X2
y3 a1 a3 X3

ou, simbolicamente:
[F(V]p = [Fl5[V]a-

A matriz [F]g é denominada a matriz de F em relag&o as bases A e B, ou matriz
de uma transformacao linear.

A seguir um exemplo para determinar [F]g a partir da transformacéo linear F.
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Exemplo 11. Sejam A = {(1,1),(0,2)} e B = {(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}, bases de
R? e R3, respectivamente. Calculemos [F]4, onde F : R? — R® é dada por F(x,y) =

(2x,x — y,2y).

Como F é uma transformagéo linear de R? em R®, [F]5 € uma matriz 3 x 2,
digamos:
di1 a2
Fl5 =
[Flg= 1| an ax -

d31 d3p

Pelo que vimos, a1, a1 € as; S80 as coordenadas de F(1, 1) na base B e aj,, ax
e as, Sao as coordenadas de F(0,2) na base B, ou seja,

F(1,1) = (2,0,2) = a11(1,0,1)+ a»(0,1,0) + a31(1,2,0)
F(O,Z) = (0,—2,4) = 312(1,0,1)+322(0,1,0)+332(1,2,0).

Equivalentemente,

ay + as 2 aptax = 0
a1 + 2231 = 0 e ax» + 2232 = -2
a1 = 2 dip = 4

Resolvendo os sistemas lineares acima, obtemos:
a1 =2ay =0,a331 =0,ap0=4,a, =6€ azx = —4.

Portanto,
2

[Fle=1]0 6
—4

Dentre os operadores lineares mais importantes em R? estdo os que produ-
zem reflexdes, projecdes, rotacdes e homotetias. Como meu trabalho serd no plano,
irei iniciar o estudo de alguns operadores e, serdo apresentados graficos para ilus-
trar as referidas transformacoes. Ja foi definido no inicio desse trabalho, o conceito
de: reflexdo, deformacao e translagdo. Mas, nas sec¢des seguintes serao novamente
abordados, sé que com uso de Matriz de Transformacao.

Definicao 24. A reflexdo em torno do eixo Ox é dada pelo operador linear T : R? —
R?, tal que T(x,y) = (x, —y).

Na forma matricial, temos:

HEMEEIEY
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O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na Figura 12.

Y

-2

Figura 12 — Reflexdo em torno do eixo Ox

Se escrevermos w = T(v) = (wy, w»), obtemos as equagodes: w; = 1x + Oy,
w, = —y =0x — 1y.

Assim, se B denota a base candnica de R?, segue que
1 0
-1

0 [v]s

[T]. = [

Em geral, os operadores lineares de R? que levam cada vetor em seu simétrico
em relacdo a alguma reta ou plano sdo chamados de reflexdes.

Definicao 25. A reflexdo em torno do eixo Oy e dada pelo operador linear T : R? — R?
tal que T(x,y) = (—x, y). Na forma matricial temos:

X —X -1 0 X
— = :
O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na figura 13.

__________________

> — — —m — — o — —

N $-—-=-=-==--
X

o

|
N

Figura 13 — Reflexdo em torno do eixo Oy
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Se escrevermos w = T(v) = (w, w,), obtemos as equagdes: w; = —x =
—1x+ 0y, wo = y = 0x + 1y.

Assim, se B denota a base candnica de R?, segue que

[V]5-

[T]B: [ _(1) (1)

Definicao 26. O operador linear T : R> — R? tal que T(x,y) = (—x, —y), € chamado
de reflexdo com relacao a origem. Escrevendo na forma matricial temos:

X —X -1 0 X
H — .
o resultado dessa transformacao linear pode ser vista na Figura 14.

Y,

|
N

o
Y S
X

——————— - ¢

Figura 14 — Reflexdo em torno da origem

- , A e 1
Exemplo 12. A reflexdo da parabola em relagdo a origem, cuja diretrizé r : y + 1= 0

. . 1 . e . -
e cujo foco é F (0; Z)’ pode ser vista no grafico da Figura 15. Note que a equacéao

dessa parébola é y = x2. A reflexdo com relagéo a origem, segundo o operador linear
T(x;y) = (—x; —y) escrito em forma de matriz e aplicada no ponto (x; x?) fica:

MR

Esta ultima igualdade mostra que a curva obtida depois de aplicar a transforma-
¢ao linear continua sendo uma parébola, cuja equagéo é y = —x2.

Definicao 27. O operador linear T : R? — R? tal que T(x;y) = (x;0) é chamado de
projecéo ortogonal sobre o eixo 0x.
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Y,

Figura 15 — Reflexdo em relagao a origem

Escrevendo na forma matricial temos:
X X 10 X
— = .

O resultado dessa transformacao linear pode ser vista na Figura 16.

Y

Figura 16 — Proje¢ao ortogonal sobre o eixo Ox

Definicao 28. O operador linear T : R? — R? tal que T(x;y) = (0;y) é chamado de
projecao ortogonal sobre o eixo Oy.

Escrevendo na forma matricial temos:

MRHEEN
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O resultado dessa transformacao linear pode ser visto na Figura 17.

Y

Figura 17 — Projegao Ortogonal sobre o eixo Oy

Definicao 29. A translagdo no plano é a aplicagdo T : R? — R2? tal que T(x,y) =
(x+a,y+b).

Observacao: A translacao ndo é uma transformacao linear. De fato, sendo
u,v e R, emque u=(x,y1), v=(x,¥), teMos u+ v = (x; + X, y1 + y»). Assim,

Tutv) = Tha+xy+y)
= (a+x+ay+y+b)
= (xi+ay+b)+(x )
= T(u)+ (e y2) # T(u) + T(v).

O cisalhamento € uma transformagédo geométrica que desloca horizontalmente
ou verticalmente pontos de um plano, de modo que as figuras geométricas sao de-
formadas. Nessa transformacdo, os angulos ndo sédo preservados, mas a area sim.
Assim, para que isso ocorra, uma coordenada deve influenciar a outra.

Definicao 30. O operador linear T : R? — R2tal que T(x,y) = (x+ay,y), coma € R
€ chamado de Cisalhamento Horizontal.

Exemplo 13. Seja T(x,y) = (x + 2y, y). Escrevendo na forma matricial temos:
X 1 2 X
— = :
y 01 y
Essa transformacéao do plano no plano no exemplo acima € uma transformacéao

linear. Toda transformacao linear possui uma matriz associada que chamaremos de
matriz de transformacao.

X + 2y
y
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Y

> — = — \— X — —

o]
SN
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><V

Figura 18 — Cisalhamento Horizontal

O gréfico da Figura 18 ilustra o cisalhamento horizontal. Nesta transformacao é
preservada a coordenada y e sdo deslocados os pontos na diregéo horizontal.

Definicdo 31. O operador linear T : R? — R? tal que T(x,y) = (x,y +ax),coma € R
é chamado de Cisalhamento vertical.

Exemplo 14. Seja T(x, y) = (x, y + 2«). Escrevendo na forma matricial temos:
X 10 X
— = :

Note que, o resultado dessa transformacao linear pode ser verificado na figura
19 onde ilustra o cisalhamento vertical. Nesta transformagéo é preservada a coorde-
nada x e move 0s pontos na direcao vertical.

X
y + 2x

2.2.2 Rotacao

Definicao 32. Seja o operador linear T : R> — R? que gira cada vetor v = (x, y) € R?
de um angulo fixado 6. T é chamado de rotagao por § em R2.

Exemplo 15. No grafico da figura 20, inicialmente denotamos que r € o comprimento

do segmento OP, ou seja, r = OP = OP’, § 0 angulo entre v e o eixo Ox positivo
no sentido anti-horario e a + 6 o angulo entre OP’ e 0 eixo Ox positivo no sentido
anti-horario. Segue das relagdes trigonométricas no tridngulo retangulo OPX temos
que, X = rcos(f) e Y = rsen(f). Da mesma forma considerando o triangulo OP'w;,
temos que wy; = rcos(a + ) e w, = rsen(a + ). Expandindo estas ultimas relagbes e
substituindo as primeiras e aplicando identidades trigonométricas temos:
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Y

Figura 19 — Cisalhamento Vertical

vy
P/
Wo b————al\'\\\
7 N
!
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1 -r '\6 1
-7 & I’ >
(o] 1 X X

Figura 20 — Rotagao
wy = X cos(f) — Y sen(6)
wy = Xsen(6) + Y cos(6).

Assim, se B denota a base canénica de R?, obtemos a matriz de rotagdo asso-
ciada a transformacéao
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Rotacao de Eixos

Rotacionar um eixo consiste em girarmos o eixo tomando como base para esse
deslocamento radial um ponto fixo. O sentido anti-horario da rotagdo € convencionado
como o positivo.

Ao se rotacionar os eixos coordenados xQOy, fixando-se a origem O, estamos
criando um novo sistema de coordenadas x’Oy’, com origem em O, conforme é ilus-
trado na figura 21.

Figura 21 — Rotagao de Eixos

A fim de simplificar uma equacgao por rotacdo de eixos contaremos com o se-
guinte resultado:

Teorema 1. Se girarmos o0s eixos coordenados de um angulo 6, fixando-se a origem
O, e se as coordenadas de qualquer ponto P do plano antes e depois da rotacado de
eixos séo (x,y) e (x',y’), respectivamente, entdo as equagbes de rotacdo sdo dadas
por:

(1)

x = x'cos(f) — y'sen(0)
y = x'sen(f)+ y’ cos(h).

Na forma matricial, temos:

[x] _ [cos(@) —sen(6) ] . [x’ ] |
y sen(0) cos(0) y'
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Demonstracdo. Consideremos o plano Oxy e seja # o angulo de rotacao o qual é
obtido um novo sistema O’x’y’ tal que os eixos O'x’ e Oy’ tenham a mesma unidade
de medida de Ox e Oy. Seja P um ponto qualquer do plano tal que suas coordenadas
em relacdo ao sistema Oxy sdo x € y e, em relagdo ao sistema O'x’y’ séo x’ e y'.
Desta forma, e de acordo com a figura, temos:

x' = OA' = rcos ¢
y' = AP =rsen¢

x = OA = rcos(f + ¢)

= rcos(f) cos ¢ — rsen(f)sen ¢
y =AP =rsen(d + ¢)

= rsen(f) cos ¢ + rsen(f) cos ¢

Portanto, substituindo-se (2) em (3), temos:

{ x = x'cos(0) — y'sen(0)

y = x'sen(0) + y cos(f).

No estudo de espacos vetoriais de dimensao finita é necessario conhecer as
relagbes entre as coordenadas de um vetor em diferentes bases. Base € a generaliza-
cdo para espagos vetoriais arbitrarios da nogao de sistemas de coordenadas em R?,
mudar de base é analogo a mudar de eixos coordenados em RR2.

Definicao 33. A matriz [/,]§ é chamada matriz mudanca de base de « para 6, pois,
pela igualdade da expressao: [T(v)]s = [T]§ - [v]., permite obter as coordenadas de
um vetor v em V em relacéo a base # uma vez conhecidas suas coordenadas na base

.
Exemplo 16. Considerando a base candnica o de R? e a outra base 6 = {(1,1), (1,2)},
temos que:
ap b
(el = [ 1 ] ,

a b
em que a;, a,, by, b, S840 nUmeros reais satisfazendo o sistema de equacgdes

(1,0) = a(1,1)+ a(1,2)
(0,1) = by(1,1) + by(1,2).

Resolvendo as equacdes acima, obtemos a; = 2, a, = -1, by = -1 € b, = 1.

Portanto,
2 -1
2|9 =
[ee]; [_1 1]
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/

/

MR A

0 que garante que x’ = 2x — y € y = —x + y S@0 as coordenadas de v na base ¢, ou
sefa, (x,y) = (2x = y)(1,1) + (—x + y)(L,2).

Seja agora v = (x,y) em R?. Se [v]y = [X ] , entao:

Assim, denotando A = (1,2), P = (2,3) e C = (1,1), a Figura 22 ilustra a
determinagéo do par (2, 3) representado em R2.

Y,

Figura 22 — O par (2,3) em R?

A seguir iremos introduzir a no¢ado de produto interno em espagos vetoriais.
Isso permitird enriquecer a estrutura de um espago vetorial e abordar varios conceitos
de carater geométrico.

Definicao 34. Seja V um espaco vetorial. Um produto interno € uma fungao V x V —

R, que associa a cada par de vetores u, v € V um numero real, denotado por (u, v),
chamado de produto interno de v por v, de modo que sejam validas as seguintes
propriedades, para quaisquer u,ve wde V e k € R:

P1. (v,v) > 0;

P2. (v,v) =0 se, e somente se, v = 0;
P3. (u,v) = (v, u);

P4. (u+ v, w) = (u,w) + (v, w);

P5. (ku,v) = k{(u, v).
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Como observagdes importantes podemos enumerar:

1. O produto interno de um vetor qualquer pelo vetor nulo é zero. De fato, temos
que (0,v) = (0+0,v) =(0,v)+(0, v), segue-se que (0, v) = (v,0) = 0, para todo
veV.

2. Resulta da positividade que se (u,v) = 0, para todo v € V, entdo v = 0. Com
efeito, se u # 0 teriamos (u, v) # 0 pelo menos quando v = u.

3. Uma consequéncia da observagéo anterior, temos que se u, w € V séo vetores
tais que (u,v) = (w, v) paratodov € V,logou—w=0€e u=w.

4. O numero ndo negativo |u| = /(u, u) chama-se a norma ou o comprimento do
vetor u. Com esta notagado, tem-se |u|?> = (u, u) e a igualdade (u+ v) = (u, u) +
(u, v) + {v,u) + (v, v), 1&-se: |u+ v|*> = [u]> + |v|> + 2 (u, V).

5. Quando |u| = 1 diz-se que u € V é um vetor unitario. todo vetor u # 0 se escreve
como u = |u| - w, onde w é um vetor unitario. Basta w = |u|™! - w.

Exemplo 17. Consideremos R? como modelo aritmético do plano euclidiano, no
qual se introduziu um sistema de coordenadas cartesianas. Dados v = (a3, ) €
v = (b1, B2), 0s numeros |u| = /a2 + a3 e |v| = /B2 + 52 medem realmente os com-
primentos das flechas que representam esses vetores. Suponhamos v # 0, v # 0
e chamemos de 6 o angulo formado por essas flechas. Afirmamos que o produto
interno(u, v) = a1 1 + ap5; acima definido é igual a |u||v| cos(6). Isto serd provado em
trés passos:

1. se os vetores u e v s&o perpendiculares, entdo (u, v) = 0 = |u||v|cos(90°). Com
efeito, por um lado, |u+v|?> = (u+ v, u+ v) = |u|*+]|v|]*+2 (u, v) e, por outro lado,
pelo Teorema de Pitagoras, ilustrado na 23, |u+ v|> = |u]? + |v|?. Logo, (u, v) = 0.

2. Se |u| = |v| = 1, entdo (u,v) = cos(d). Com efeito, tomando o vetor unitario
u* perpendicular a v temos, pela definicdo de seno e cosseno, v = cos(d) - u +
sen(f) - u*. Tomando o produto interno de ambos os membros desta igualdade
por u, vem (u, v) = cos(f) - (u, u) + sen(#) - (u, u*). Como (u,u) =1 e (u,u*) =0,
pelo primeiro passo, temos (u, v) = cos().

3. Caso geral: pomos v = |u| - v e v = |v|-V/, onde v e v sdo vetores uni-
tarios na mesma diregédo e sentido de v e v, respectivamente. Entéo (u,v) =
lulv| (¢, v") = |ul|v|cos(F). Vemos, em particular, que o vetores u, v formam um
angulo agudo quando (u,v) > 0, um angulo obtuso quando (u,v) < 0 e um
angulo reto quando (u, v) = 0.
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Figura 23 — Teorema de Pitagoras em sua forma vetorial

Definicao 35. Seja VV um espago com produto interno. Dois vetores u, v € V chamam-
se ortogonais (ou perpendiculares) quando (u, v) = 0. Escreve-se, entdo v L v. Em
particular, # é ortogonal a qualquer vetor de V.

Definicao 36. Um conjunto X C V diz-se ortogonal quando todos os vetores de X
séo ortogonais dois a dois. Se, além disso, todos os vetores de X sao unitarios, entdo
X chama-se um conjunto ortonormal. Portanto, o conjunto X C V € ortonormal se, e
somente se, dados u,v € X tem-se (u,v) =0seu # ve (uv) =1sev=u Uma
base ortonormal é uma base de V que é um conjunto ortonormal.

Teorema 2. Num espaco vetorial V com produto interno, todo conjunto ortonormal X
de vetores ndo nulo é L.I..

Demonstraggo. Sejam v;,---,v, € X. Temos (v;,v;) = 0se i # j. Se aqv; + --- +
a,v, = 0 € uma combinacéo linear nula desses vetores entéao, paracadai=1,2,--- ,n,
tomamos o produto interno de ambos 0os membros desta igualdade por v; e temos
ap (v, vi) + -+ a, (v, v;) =0.

Logo «; (v;, v;) = a;|v;|*> = 0, pois todos os produtos internos (v;, v;), com j # i,
sdo nulos em virtude da ortogonalidade de X. Além disso, como o0s vetores pertencen-
tes ao conjunto X sdo todos ndo nulos, resulta de a;|v;|> = 0 que «; = 0. Assim, os
coeficientes da combinagdo linear ) a;v; = 0 sdo todos iguais a zero e os vetores do
conjunto X sao, portanto, linearmente independentes.

[

Exemplo 18. A base canénica {e;,---,e,} C R” & ortonormal: tem-se (e;, ;) = 0
sei #je (e, ¢e) =1sei=j Noplano R? os vetores v = (1,1) e v = (—1,1) séo
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Definicao 37. Num espaco vetorial V com produto interno, seja v um vetor unitario.
Dado qualquer v € V, o vetor (u, v) - u chama-se a projecao ortogonal de v sobre o
eixo que contém wu.

o0 conjunto {«/, v/} C R? é uma base ortonormal.

A justificativa para esta denominacao esta no fato de que, escrevendo w =
v —(u,v)u, tem-se v = (u, v) u + w, onde w & perpendicular a u. Com efeito, tomando
o0 produto interno de u por ambos os membros da igualdade w = v — (u, v) u, tem-se
(uyw) = (u,v) — (u,v) (u,u) = (u,v) — (u,v) = 0, pois (u, uy = 1.

Y o o e e e o~

(u,v)-u
Figura 24 — Projecao ortogonal

Quando se tem apenas u # 0, 0 eixo que contém v € 0 mesmo que contém
s u .~ . .
o vetor unitario v’ = — = (Ju|™! - u). A projecéo ortogonal de v sobre este eixo &,

|ul
portanto, igual a (v, v) v/, ou seja, {w.v) - u.

(u, u)
Usaremos a notagao

(u,v)
(wu) "

para indicar a projecao ortogonal de v sobre o0 eixo que contém o vetor nao-nulo w.

proj,(v) =

Se z = proj,(v), tem-se v = z+ w, com w L z. Pelo Teorema de Pitagoras,
lv|> = |z|?+|w]|?. Em particular, vemos que |z| < |v|, isto é, o comprimento da projecéo
proj,(v) € menor do que ou igual ao comprimento v.
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Ora, a norma de vetor
| {u,v)|

|ul

proj,(v) =
Segue-se entdo que, para quaisquer u, v € V, tem-se

[ v) | < v,
|ul
ou seja

| (u, v)| < |ul-|v| (desigualdade de Schwarz). (4)

A rigor, 0 argumento acima prova a desigualdade de Schwarz apenas no caso
em u # 0, mas ela é 6bvia no caso em que v, v € multiplo um do outro (formam
um conjunto L.D. de vetores). Isto resulta do raciocinio acima pois, pelo Teorema de
Pitagoras |v|*> = |z|* + |w|?, quer dizer |v| = |z] significa que w = 0, isto &, que v é
multiplo do w.

A seguir, vamos fazer um breve estudo sobre subespacos invariantes, operado-
res auto-adjuntos e um caso particular do Teorema Espectral para operadores auto-
adjunto de RR2.

As definicbes 38 e 39 s&o necessarias para o entendimento dos resultados
seguintes, como o do Teorema 3.

Definicao 38. A transposta de uma matriz A = [a;] € M(m x n) é amatriz A* = [a;] €
M(n x m) que tem como linhas as colunas de A e como colunas as linhas de A, na
mesma ordem.

Definicao 39. A adjunta de uma transformacéo linear T : V — F é uma trans-
formacgéo linear T* : F — V tal que, para b € V e w € F quaisquer se tenha:
(T(b), w) = (b, T"(w)).

Teorema 3. Sejam U = {wy,---u,} C Ve B = {by,---,byn} C F bases ortonormais.
Se A = [a;] € M(m x n) é a matriz da transformagéo linear T : V — F nas bases
U e B, entdo a matriz da adjunta T : F — V nas referidas bases € a transposta
At = [a;;] € M(n x m) de A.

Demonstrag&o. Por definicao de uma transformacao linear, temos

T(y) = Z aijbi, j={L,---,n}

T*(b/) - i Crily,
r=1
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onde C = [¢,/] € M(n x m) & amatrizde T* nas bases B e U a serem determinadas.

Como ambas as bases sao ortonormais, temos, paracadai=1,---, me cada
j =1,---,n Cjj = <Uj, T*(b,> = <T(Uj), b,> = ajj. Portanto, C = A" L]

E apresentada a seguir, uma lista de propriedades operacionais da adjunta de
um transformacéao linear, as quais se traduzem em propriedades de transposta de
matriz. A validez dessas propriedades decorre da observacado de que duas transfor-
magcodes lineares T,R : V — F sao iguais quando se tem (T (u), b) = (R(u), b) para
quaisqueru € VebeF.

1. =1

2. (T+R)*=T"+R*
3. (aT)" = at*

4. (RT)* = T*R*

5. T =T

6. It =1,

7. A+ B)=A"+ B!
8. (aA)! = aA*

9. (BA)t = AtBt

10. (Af)t=A

onde a A e B s&o as matrizes associadas as transformacgdes lineares T e R, respecti-
vamente.

Um subespaco vetorial F C V € invariante pelo operador linear T : V — V
quando T(F) C F, isto €, quando a imagem de T (b) de qualquer vetor b € F é ainda
um vetor de F

Exemplo 19. No cisalhamento horizontal 7 : R? — R?, T(x,y) = (x + ay, y), temos

que se a # 0, os Unicos subespacgos invariantes por T sdo {0}, R?> e o eixo das
abscissas. Com efeito, qualquer outro subespaco de R? é uma reta r, formada pelos
multiplos kv = (ka, kb) de um vetor v = (a, b), com b # 0. Se k # 0 tem-se kv € r,
mas T (kv) = (ka+ akb) = kv + (akb,0) & r. Logo, r ndo € invariante por T.
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Teorema 4. A autovalores diferentes do mesmo operador correspondem autovetores
linearmente independentes.

Demonstragdo. Dado o operador linear T : V — V, sejam vy, ---, v, vetores nao-
nulosem Vtaisque T(vi) = A\vy, -+, T(vn) = AV, ONde 0S NUMeros reais Ay, - -+, A,
sao dois a dois diferentes. Provaremos, por inducéo que esses sao L.l. A afirmacao é
Obvia quando m = 1. Suponha-a verdadeira para m — 1 vetores, concluiremos dai sua
validez para m. Dada a combinacéo linear nula:

061V1—|—"'+)\m20. (5)

Aplicamos o operador T a ambos 0os membros desta igualdade, levando em
conta que T(v;) = \,v;. Resulta entdo que

Aagvy + -+ ApmamVm = 0. (6)

Multiplicamos a igualdade (5) por A,, e subtraindo de (6) vem:

()\1)\2)@1 vi+ -+ ()\m—l - )\m)am_l Vm—1 = 0.

Pela hipétese de inducao, os vetores vy, - - -, v,,_1 sao L.l.. Logo,

(MA2)og =+ = (Amo1 — Am)am_1 = 0.

Como os autovetores sao todos diferentes, as m — 1 diferengas nos parénteses
acima sao diferentes de zero. Logo,

041:"'205,,7,1:0.

Isto reduz a igualdade (5) a a,,v,, = 0. Como v,, # 0, segue-se que «,, = 0.
Assim, aigualdade (5) s6 pode ocorrer quando todos os coeficientes «; sdo nulos. [

Corolario 1. Sejam dimV = n. Se um operador linear t : V — V possui n auto-

valores diferentes entao existe uma base {v,---,v,} C V em relagdo a qual a ma-
triz de T é diagonal (isto €, tem a forma [a;;] com a; = 0 se i # i). Com efeito, se
T(vi = Mwy, -+, T(v,) = Apv, cOM 0S v; N@0 nulos e os \; dois a dois distintos entao
{v, -+, va} é, em virtude do Teorema, uma base de V. A matriz de T nesta base é

M
A2
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na qual os termos que ndo aparecem sdo iguais a zero. A igualdade T(v) = Av equi-
vale a (T — Al)v =0, logo € um autovetor do operador T : V — V se, e somente se, 0
operador T — A/ : V — V n&o possui inversa, ou seja, se o determinante da sua matriz
associada for igual a zero.

Exemplo 20. Um caso particular importante ocorre quando dim V = 2. Se {u,v} C V
€ uma base entdo os vetores au+ v e yu+dv formam um conjunto L.D. se, e somente
se, ad — By = 0.

Dados o operador T : V — Y e a base {u,v} C V,sejam T(u) = au+cv e
T(v) = bu + dv. Noutras palavras, a matriz do operador T na base u, v €

_[a b
- \c d
Entdo (T — M)(u) = (a—Nu+cve (T —A)(v) = bu+ (d — A\)v. A fim de

que T — Al ndo possua inversa € necessario e suficiente que det(A — \/) = 0, ou seja,
(a—A)(d —\) — bc =0, ou ainda, que A seja raiz do polinémio:

p(A\) = A* — (a+d)\ + ad — b,

chamado polinémio caracteristico do operador T.

Assim, o numero real A\ é um autovalor do operador 7 : V — V onde dim(V) = 2
se, e somente se, € uma raiz do polinbmio caracteristico do operador T, o qual, por
definigdo é p(\) = A\?> — (a + d)\ + ad — bc. Observe que essa definicao se justifica
pela teoria das matrizes onde raiz desse polinGmio representa o valor para o qual o
operador ndo € invertivel. Os coeficientes de p(\) séo tirados da matriz A em relagao
a uma base qualquer de V.

Teorema 5. T : V — V é auto-adjunto se, e somente se, sua matriz A = [a;;] relativa-
mente a uma base ortonormal & = {uy,--- , u,} C V € uma matriz simétrica.

Demonstragdo. Sabemos que (u;, T((y;))) é igual a i-ésima coordenada do vetor T (u;)
na base U, que por sua vez € igual ao i-ésimo elemento da j-ésima coluna de A = [a;;].
Portanto, a matriz A é simétrica se, e somente se, (u;, T(y;)) = (T(y;), u;) para quais-
queri,j=1,---,n. Devido a linearidade de T e a bilinearidade do produto interno, isto
equivale a dizer que (u, T(v)) = (T(u), v) para quaisquer u,v € V, ou seja, que T é
auto-adjunta. O

Teorema 6. Se \;,--- , )\, sdo autovalores dois a dois diferentes do operador auto-
adjunto T : E — E, os autovetores correspondentes vy, - - - , v, S@0 dois a dois ortogo-
nais.



2.2. TRANSFORMACOES LINEARES 45

Demonstracdo. Para i # i quaisquer, temos:

A=) vi—v) = (v, vy) — (vi, )
= (T(vi),vj) — (vi, T(v)))
= (T(v;),v)) —(T(vi) vj) =0,

pois T é auto-adjunto. O

Observagao: Se T(v) = Av entdo, para todo mdultiplo w = av, tem-se ainda
T(w) = Aw. Logo, na situagéo do Teorema 6, os vetores vy, - - - , v,, podem ser tomados
unitarios, caso haja conveniéncia.

Um problema importante sobre operadores num espaco vetorial de dimensao
finita € o de encontrar uma base em relacdo a qual a matriz desse operador seja a
mais simples possivel. Mostraremos que, se T : V — V é um operador auto-adjunto
(associado a uma matriz simétrica, pois T = T* = A = A') num espago vetorial de
dimensao finita com produto interno, existe uma base ortonormal em V/, relativamente
a qual a matriz de T é uma matriz diagonal A = [a;], isto é, a; = 0 se i # j.

Quando se diz que a matriz do operador T : V — V nabase vy, - ,u, C V é
uma matriz diagonal, isto significa que, paratodo j =i,--- , n, tem-se T(u;) = \;u;, ou
seja, os vetores da base dada sao todos eles autovetores de T.

Vamos mostrar um caso particular do Teorema Espectral para operadores auto-
adjuntos em que o espaco tem dimenséao 2.

Teorema 7. Seja T : V — V um operador auto-adjunto num espaco vetorial de
dimens&o 2, munido de produto interno. Existe uma base ortonormal {uy, u,} C V
formada por autovetores de T.

Demonstragdo. Seja {v,w} C V uma base ortonormal arbitraria. Pelo Teorema 5,
temos T(v) = av+ bw e T(w) = bv+ cw. Como vimos no Exemplo 20, os autovalores
de T sé&o as raizes reais do polinémio caracteristico p(\) = \* — (a + ¢)\ + ac — b
O discriminante deste trindbmio é A = (a + ¢)? — 4(ac — b?) = (a — ¢)* + 4b*> > 0. Se
A =0,entdo b =0,a=ce T = al. Logo, todo vetor ndo-nulo em V é um autovetor.
Se A > 0, entdo o trinbmio p(\) possui duas raizes reais distintas \; e \,. Isto, como
sabemos, quer dizer que os operadores T — A\;/ e T — ),/ sdo ambos nao invertiveis.
Logo, existem vetores ndo nulos (que podemos supor unitarios) uy, u, € V tais que
T(u1) = My € T(ua) = Aaup. Pelo Teorema 6 {uy, u,} C V € uma base ortonormal de
autovetores de T. O
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Exemplo 21. Determinar o grafico, no plano xy, de uma equacgao da forma
ax® +2bxy + cy’ +dx +ey +f =0, (7)

onde os coeficientes a, ¢, d, e e f sdo constantes reais, com a, b € ¢ ndo todos nulos.
Tal equacao é chamada de equacao de segundo grau em x e y. A razao pela qual
escrevemos 2b em lugar de b para o coeficiente do termo xy é que a natureza do
gréfico é determinada, em grande parte, pela forma quadratica associada.

ax? + 2bxy + cy? = (T(x,y), (x,y)) (8)

em x e y, que corresponde ao operador auto-adjunto T : R? — R? associado a matriz
simétrica 2 x 2,
a b
A= 9
() o

Em geral, a forma quadrética g nas variaveis xi, x», - - - , x, que corresponde ao
operador auto-adjunto 7 : R” — R” € a fungéo g : R” — R definida por:

q(x) = {x, T(x)). (10)

A andlise da equacao de segundo grau em (7) é o fato de que a matriz simétrica
A associada a transformacao T em (9) é ortogonalmente diagonalizavel, ou seja, de
acordo com o Teorema 7, existe uma base B é uma matriz diagonal. Usando esse
fato, demonstraremos que, exceto por alguns casos degenerados, o grafico de toda
equacao de segundo grau em x e y € uma secao cdnica. A expressao secao conica
vem do fato destas serem as curvas em que um plano intercepta um cone. O cone
utilizado é um cone circular reto com duas folhas que se estendem ao infinito em
ambos os sentidos. Ha trés tipos de se¢des cbnicas. Se o plano secante é paralelo a
alguma geratriz do cone, entdo a curva de interse¢do € uma parabola. De outro modo,
ou ela é uma Unica curva fechada-elipse-, ou € uma hipérbole com dois ramos.

Para um sistema apropriado de coordenadas xy nos planos secantes de um
cone circular reto, as equacoes dos trés tipos de se¢des conicas tomam as seguintes
formas

Parabola : y? = kx ou x2 = ky
. X2 _y2
Elipse : S+ =1 (11)
o X2 y2 y2 X2
Hipérbole : ?—Ezlou?—ﬁzl.

Uma secao cbnica esta em posigdo candnica em relagéo aos eixos coordena-
dos se sua equacgao tomar uma das formas listadas nas equagdes (11).



Ferramentas do GeoGebra utilizadas

Neste capitulo serdo apresentadas algumas ferramentas do Software GeoGe-
bra, necessarias para realizar a sequéncia didatica e uma abordagem da ferramenta
controle deslizante que sera usada nas atividades didaticas no proximo capitulo, onde
os parametros graficos das funcdes serao especificados a partir da manipulacao dessa
ferramenta.

Esse software foi desenvolvido pelo austriaco Markus Hohenwarter com o ob-
jetivo de ser um recurso didatico. Ele iniciou o projeto do GeoGebra na Universitat
Salzburg em 2001 e, desde entdo, segue em processo de desenvolvimento e aprimo-
ramento na Florida Atlantic University. A popularidade desse software cresce dia ap6s
dia desde sua criacao.

Nao é proposito desse trabalho, discutir ou ensinar como esbogar os graficos
das funcdes seno e cosseno e sim, tratar do comportamento gréafico das funcdes seno
e cosseno quanto aos movimentos de translagao, deflexao e deformacgao, tendo como
ferramenta tecnoldgica o software GeoGebra.

As atividades seguiram o0 passo a passo na apresentacdo dos principais coman-
dos do GeoGebra e sua utilizacao pode ser feita localmente, instalando gratuitamente
0 programa (seu download pode ser feito através do link: http://www.geogebra.org)
ou usado através de acesso on-line pelo link: https://www.geogebra.org/graphing. Ver
Figura 25.

Apoés a instalacdo do GeoGebra, algumas alteracées ocorreram na configura-
cao do software, as quais permitiram a analise precisa dos graficos.

Seguindo o passo a passo.



48

GeoGebra

it

ffq 18

hateriais

GEOGEBRA

THE GRAPHING CALCULATOR FOR GEOMETRY, ALGEBRA,
CALCULUS, STATISTICS AND 3D MATH!

MATEMATICA DINAMICA PARA SE
APRENDER E SE ENSINAR

Figura 25 — Fonte: www.geogebra.org-Acesso em 30/04/2017

1. A Figura 26, mostra a tela inicial do GeoGebra. E importante identificar a caixa
de “Entrada”, local onde serdo colocadas as funcdes, a “Janela de Algebra” que
mostrara as fungdes digitadas na caixa de entrada e também utilizada para sele-
cionar as funcdes de interesse nas analises e, por fim, a “Janela de Visualizagdo”
onde os graficos serdo construidos.

\1 ABC | %27 o

ssssss @

Figura 26 — Tela inicial do GeoGebra

2. Clique sobre a regido do grafico com o botéo direito do mouse e selecione “ma-
lha”. Em seguida aparecera a malha quadriculada no plano cartesiano, para fa-
cilitar a identificagao de valores. A Figura 27 apresenta esse comando em desta-
que.

Janela de Visualizagao

2 1l Eixos
=$ £ maha
1 Barra de Navegacio
Q, Zoom 3
£ P EixoX : EixoY bE—

Exibir Todos os Objetos
~14 Visualizacio Padrdo Ciri+M

o¢ Janela de Visualizacio ...

-2

Figura 27 — Exibicdo da malha quadriculada
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3. Cliqgue com o botao direito do mouse sobre a area do grafico e escolha a op-
cao “Janela de Visualizagdo”, para fazer a mudanca da unidade do eixo-x para
radianos destacada na figura 28.

Janela de Visuvalizacao

21 1l | Eixos
2 Malha
1 Barra de Mavegacio
&, Foom 3
= = o0 | EixoX : EixoY > £

Exibir Todos os Objetos
-1 Visualizacio Padrio Ctri+M

=$ ¢ Janela de Visualizac3o ...

Figura 28 — Mudanca de unidade dos eixos

4. Em “preferéncias”, selecionar “Eixo X”, definir distancia g , rotulo x e unidade 7.
Como mostra a figura 29.

# Preferéncias “
vORIRE e
Bésico| EixoX | EixoY | Malha

] Exibir EixoX

| Exibir Numeros

| Diregio Positiva Apenas

+ Distdncia; m2 v

Graduaches: | | | v

Rétulo: x v Unidade: T v

Crigem em: 0.0 Ajuslar 3 Borda da Janela de Visualizagio

Figura 29 — Mudanca de unidade do eixo horizontal para radianos

Apds o passo 4 o GeoGebra esta pronto para executar as fungdes. Na figura 30,
mostra como fica a tela para inicio das atividades.

GaoGebra - oy
=

s =

Figura 30 — Tela do GeoGebra formatada
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5. Digite a funcéo na caixa de entrada, clicando, em seguida, na tecla “Enter”. Fi-
gura 31.

Entrada: l(x)=%en x

Figura 31 — Caixa de entrada das funcoes

E possivel visualizar, na “Janela de Algebra”, a fungdo e o seu grafico na “Ja-

nela de Visualizacdo”, f(x) = sen(x) e o seu grafico na “Janela de Visualizagao”.
Figura 32.

2 GeoGebra Math Calculators

[ . Q) .
S ONSIPINE
E %

Py
&
3

Figura 33 — Controle deslizante

Figura 32 — Tela formatada

As fungbes seno e cosseno, em especial, por serem periddicas, apresentam
repeticéo nos graficos.

O GeoGebra € um software que possui uma série de funcdes predefinidas, com
sintaxes proprias. O menu “ajuda” do software direciona para tutoriais, manual,
férum de discussdo que podem ajudar no uso da ferramenta tecnoldgica. No
préximo capitulo serdo apresentadas as atividades didaticas com os controles
deslizantes do aplicativo gratuito GeoGebra.

Controle deslizante € uma das ferramentas do software GeoGebra que permite
inserir uma variavel na area de trabalho, que podera ser alterada a partir do ma-
nuseio do mouse para deslizar o ponto preto, assim mudando o valor da variavel,
conforme Figura 33.



Sequéncia Didatica com o GeoGebra

O propdsito desse capitulo € apresentar uma sequéncia didatica e os resultados
obtidos a partir dela, para o estudo dos movimentos de translagao, reflexdo e deforma-
cao dos graficos das funcdes seno e cosseno. Vislumbramos, com sua aplicacao, uma
melhor interpretacéo e visualizagdo dos graficos das fungdes seno e cosseno a partir
da manipula¢ao dos parametros da fungao e de algumas aplicagdes. A sequéncia € ini-
ciada com um problema norteador e esta dividida em duas fases, cada uma aplicada
pela docente em uma turma de 1z ano do ensino médio da Escola Estadual Mario
Costa Neto (Ver Figura 34), localizada na rua Eng. Jaime Zaverucha, 89, Federagao,
Salvador-BA, CEP 40230-320.

Figura 34 — Escola Estadual Mario Costa Neto

Segundo (ZABALA, 1998), “as sequéncias didaticas sdo um conjunto de ativida-
des ordenadas, estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos objetivos edu-
cacionais, que tém um principio e um fim conhecidos, tanto pelos professores quanto
pelos alunos.”

A sequéncia didatica com o uso do software pedagdgico serve como veiculo en-
tre aluno e o computador. O GeoGebra, software educativo, gratuito e de facil manipu-
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lacdo possui como objetivo, auxiliar o professor no processo de ensino-aprendizagem.
Logo, esta atividade proposta neste trabalho tem como um dos alvos o envolvimento
do discente na construcao do conhecimento e na melhoria da pratica pedagdgica.

A metodologia a ser utilizada na sequéncia didatica é de privilegiar estratégias
que estimulem o autoconhecimento dos alunos, bem como a promocéao da interacéao
entre as partes envolvidas no processo de ensino-aprendizagem.

Segundo (RICHIT; MALTEMPI, 2010), o uso de tecnologia computacional pro-
picia, dentre outras coisas, visualizagdo, algo que favorece a apropriacdo de conhe-
cimento em matematica, ja que a visualizacao, articulada a dinamica desse recurso,
evidencia propriedades e relagdes entre objetos matematicos, que conduzem a com-
preensdo ampla dos conceitos. Possibilita testar mudangas associadas a caracteris-
ticas algébricas ou geométricas e observar as variacoes nos aspectos graficos dos
conceitos matematicos.

4.1 Planejamento, execucao e resultados

Os alunos da turma do 1z ano do ensino, da Escola Estadual Mario Costa Neto,
foram avisados no dia 02 de maio do ano corrente que no dia 22 de maio de 2017
iriam realizar uma atividade no laboratorio de informética mediada pela professora de
matematica. Em sala de aula foi retomado o conteudo de graficos de funcdes trigono-
métricas, uma vez que os alunos ja tinham visto o conteddo no nono ano. No dia 22
de maio de 2017, no laboratério de informatica, na disciplina de matematica, na turma
de 20 alunos do 1Z ano do Ensino Médio, foi realizada a atividade proposta.

Atividade

Objetivos gerais

Construir o gréafico das fungdes seno e cosseno, usando o GeoGebra e reco-
nhecer a influéncia dos parametros sobre o grafico dessas fung¢des, quanto aos movi-
mentos de translacao, reflexdo e deformacao nos graficos. Tendo como referéncia de
comparagao a fungéo f(x) = sen(x) e g(x) = cos(x).

Objetivos especificos

[ Identificar os parédmetros das funcdes f(x) = a + bsen(cx + d) e g(x) = a +
b cos(cx + d);
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O Identificar os movimentos de translagéo, reflexdo e deformagéo nas funcoes f(x)
e g(x) a partir dos parametros;

1 Resolver situagéo problema, a partir do conhecimento dos movimentos graficos
da fungao cosseno.

 Verificar a relacao existente entre os parametros, com o periodo, a amplitude, o
dominio e a imagem das fungdes f(x) e g(x).

Duracao

1 Aproximadamente 5 aulas de 50 minutos cada.

Metodologia

( Sera aplicada a metodologia construtivista e expositiva.

Avaliacdo

O aluno sera avaliado pela participacdo na execucao da sequéncia didatica.

Material necessario

1 O computador instalado o software GeoGebra.

Desenvolvimento da Atividade

12 fase:

1 Duracgao: 3 aulas

O Primeira atividade: Em laboratério foi apresentado a turma o software GeoGebra
e as ferramentas do software GeoGebra, vistas no Capitulo 2. Em seguida, uma
guestao adaptada foi apresentada a turma para ser resolvida com o GeoGebra.

Exercicio 1. Suponha que, durante certo periodo do ano, a temperatura t, em
graus Celsius, na superficie de um lago possa ser descrita pela fungdo F(t) =
21 —4cos <71T—;> sendo t o tempo em horas medido a partir das 6h da manha. (a)
A que horas do dia a temperatura sera maxima nesse lago, no periodo de 24h?
(b) qual o valor da temperatura maxima?
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Para que a questéo norteadora fosse respondida foram realizados os seguintes
passos:

Passo 1: Digite no campo de entrada do GeoGebra a fungéo f(x) = sen(x) e
obteve o gréafico conforme a Figura 35.

B2 004N 2[4 |

® f(x) = sen(x) T s &

0 n/2 m 3n/2 2n

Figura 35 — Gréfico da funcao f(x) = sen(x)

Passo 2: Digite na caixa de entrada a forma generalizada da fungéo f(x) =
a+ bsen(cx + d), com a, b, c e d reais, sendo b # 0 e ¢ # 0. Em seguida, aperte a
tecla “Enter”. Surgiu na tela “criar controles deslizantes para: a, b, c e d” e selecionou
esta opgéo, ver Figura 36.

Por padrao, os valores de a, b, ¢, d sdo iguais a 1, conforme Figura 36.

AL D> 004N (4
.

0d=1 . N

5

0¢=1

5 s 4 5

— 3.5
ob=1

5 s 4 5

o0azl . ;

O f(x) =14+1sen(1x+1)

0 n/2 mn 3n/2 2n 5m/2

-0.5

Figura 36 — criar controles deslizantes

Passo 3: Coloque os parametros a = 0 e d = 0. Percebeu que o gréafico encon-
trado foi o0 da fungao f(x) = sen(x) (ver Figura 37).

Passo 4: Apds identificar os parametros da fung¢do na férmula generalizada da
funcéo seno, deslizou o controle a até o valorde 2e manteveo b=1,c=1ed=0. A
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PR R SN S IPANIE Y
0d=0 . N - 2 @
oc=1 - s 15
obz1 o ¢ -1
0a=o0 - , 05
o f(x) = 1sen(1x) 00 w2 Wn 5/ 2 3}\
-5
-1
-15
-2
25

Figura 37 — Grafico da senoide

funcdo foi f(x) = 2 + sen(x). Em seguida, deslizouovalora= -2, b=1,c=1ed =0.
A funcéo foi f(x) = —2 + sen(x) (ver figuras 38 e 39, respectivamente).

PP S SRS IPANEI Y =
»d=0 . SN/ 35 Y
56zl . ;3
5b=1 . . 25
paz2 . .2
0 f(x) =2+1sen(lx) /‘Yé
'
05
0
0 n/2 n 3n/2 2n 5n/2 3n
-05
-1
] , —1.5
Figura 38 — Gréfico da funcao f(x) = 2 + sen(x)
RPAPB B SONVIPANES 1Y 5
0d=0 [, s
o¢=1 . . 0 n/2 n sw/2 2t 5u/2  8n
OE,_] . -0.5
0a=2 , A
0 f(x) = -2+ 1 sen(1lx) _1_2
7
fs
-35
-4
-45

Figura 39 — Gréafico da func¢ao f(x) = —2 + sen(x)

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:
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1. Qual tipo de transformacéao ocorreu nas figuras 38 e 39 em relacao a figura 357

Respostas dos alunos: Dos 20 alunos da turma, 17 alunos afirmaram que ocorreu
translagao vertical e 3 afirmaram que ocorreu translagao horizontal.

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras 38 e 39 em relacao a figura 357

Respostas dos alunos: Dos 20 alunos da turma, 18 alunos afirmaram que o pa-
rametro que alterou os graficos foi o a e, 2 afirmaram que foi o b.

3. O conjunto Imagem das fungdes foi alterado nas figuras 38 e 39 em relagéo ao
da figura 357

Respostas dos alunos: Dos 20 alunos da turma, 19 alunos afirmaram que o con-
junto imagem das fun¢des sofreu alteracao e, 1 afirmou que néo.

4. O periodo das fungdes foi alterado nas figuras 38 e 39 em relagcdo ao da figura
357

Respostas dos alunos: Dos 20 alunos da turma, 19 alunos afirmaram que o con-
junto imagem das fungdes sofreu alteracao e, 1 afirmou que néo.

Conclusodes construidas com o aluno:

Nos gréficos das figuras 38 e 39, observou-se que em relagédo a fungao f(x) =
sen(x), ao ser alterado apenas o valor do parametro a, o grafico sofreu translagéo verti-
cal. Quando a > 0 a funcao sofreu uma translacao vertical “para cima” uma quantidade
de unidades equivalente a a. Se a < 0 a fungéo sofreu uma translagéo vertical “para
baixo” a quantidade de unidades equivalente a a em relagdo a 35. Ou seja, o conjunto
imagem foi alterado. O periodo, o dominio e amplitude da fungdo ndo foram altera-
dos, mas a imagem foi alterada a quantidade de unidades equivalente a a, ou seja, o
conjunto imagem passou de [—1;1] para [-1+ a;1 + a.

Passo 5: Deslize o controle b até o valor de 4 e mantenhaa=0,c=1,ed = 0.
A fungéo obtida foi: f(x) = 4sen(x). Em seguida, deslize o controle b até o valor de 2,
mantendo a =0, b =1 e d = 0. A fung@o obtida foi: f(x) =  sen(x). Por Gltimo, deslize
o controle b até o valor de —4, mantendo a = 0,c = 1 e d = 0. A fung&o obtida foi:

f(x) = —4sen(x) (ver figuras: 40, 41 e 42, respectivamente).
Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformacao ocorreu nos graficos das figuras: 40, 41 e 42?

Respostas dos alunos: Os 20 alunos da turma, afirmaram que ocorreu deforma-
cao vertical.
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Figura 41 — Gréfico da fungao f(x) = 3 sen(x)

£2 GeoGebra Math Calculators I I #0
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Figura 42 — Grafico da func¢do f(x) = —4sen(x)

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras: 40, 41 e 42 em relacao a figura
357

Respostas dos alunos: Dos 20 alunos da turma, 18 alunos afirmaram que o pa-
rametro que alterou os graficos foi o b e, 2 afirmaram que foi o c.
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3. O conjunto Imagem das funcdes foi alterado nas figuras 40, 41 e 42 em relacéo
ao da figura 35?

Resposta dos alunos: Todos os 20 alunos afirmaram que o conjunto imagem das
fungbes sofreu alteracao.

Conclusodes construidas com o aluno:

Nos graficos das figuras 40, 41 e 42, observou-se que em relacao a funcao
f(x) = sen(x) ao ser alterado apenas o valor do parametro b, a fun¢do sofreu deforma-
¢ao vertical e, quando o b > 0, a fungdo teve aumentada sua amplitude e o conjunto
imagem teve o seu didmetro aumentado b vezes e, quando 0 < b < 1, a deformacgao
vertical diminuiu sua amplitude. Quando, b < 0 além dessa deformacao, o grafico da
funcéo sofreu reflexdo em relacao a fungéo da figura 35. Ou seja, a alteragédo do para-
metro de b, alterou a amplitude da fungéo e, consequentemente, o conjunto imagem
que passou de [—1; 1] para [—b; b].N&o foi observada modificacdo do dominio e do
periodo das fungdes.

, ; 1
Passo 6: Deslize o controle ¢ até o valor 5> manteve a = 0, b =1e d = 0.

A funcéo obtida foi f(x) = sen (g) Em seguida, deslize o controle ¢ até o valor 4,
mantendo a = 0 e d = 0. A funcdo obtida foi: f(x) = sen(4x). Por ultimo, deslize o
controle ¢ até o valor de —1, mantendo a = 0, b = 1 e d = 0. A funcao obtida foi:
f(x) = sen(—x) (ver figuras: 43, 44 e 45, respectivamente).
Rle b bo0aNs=s 5c
080, 9
obz]
06205
0gz0 :
0

&
of(x) =1sen(05x) o n | 2 mo v BWH o
-1

-2

¢!

52

>k

-3

-4

Figura 43 — Gréfico da fungdo f(x) = sen(3)

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformacao os graficos das figuras: 43, 44 e 45, sofreram em relacao ao
da figura 357
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Figura 44 — Gréfico da funcao f(x) = sen(4x)
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Figura 45 — Gréfico da funcao f(x) = sen(—x)

Respostas dos alunos: Dos 20 alunos da turma, 19 alunos responderam que a
transformacéo foi a deformacéo horizontal e, 1 aluno respondeu que tinha sido
deformacéo vertical.

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras 43, 44 e 45, em relacao ao grafico
da figura 357

Resposta dos alunos: Todos os 20 alunos da turma responderam que o parame-
tro foi o c.

3. Os periodos das funcdes nas figuras:43, 44 e 45 sofreram alteracées em relacéao
a funcao apresentada na figura 357

Resposta dos alunos: Todos os 20 alunos da turma responderam que 0s perio-
dos sofreram alteracées em relacao ao grafico da 35.

4. O conjunto Imagem das fung¢des das figuras 43, 44 e 35, sofreu alteracdo em
relacdo ao grafico da figura 35?
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Resposta dos alunos: Todos os 20 alunos da turma, responderam que o conjunto
imagem nao foi alterado em relagédo ao gréfico da figura 35.

Conclusodes construidas com o aluno:

Nos graficos das figuras 43, 44 e 45, observou-se que em relacao a funcao
f(x) = sen(x), ao ser alterado o valor do coeficiente ¢, a funcao sofreu deformacéo
horizontal. Quando o ¢ > 1 a deformacao horizontal diminuiu o periodo da funcao. Mas,
manteve a imagem e dominio. Quando 0 < ¢ < 1, a deformag&o horizontal, aumentou
o periodo e manteve inalterados o dominio e a imagem da funcéo. Ou seja, o periodo
da funcgao foi dividido pelo valor de c. E quando ¢ < 0 além dessa deformacao o grafico
sofreu reflexdo em relacédo a origem. Isso ocorreu pois a fungéo seno € impar, ou seja,

f(—x) = —f(x).

Passo 7: Deslize o controle d até o valor de g mantendo a=0,b=1ec=1.
A fungéo obtida foi: f(x) = sen (x + g) Em seguida, deslize o controle d até o valor

de —g, mantendo a = 0, b = 1 e ¢ = 1. A fungéo obtida foi: f(x) = sen (x - g) (ver
figuras 46 e 47, respectivamente).

: AN
- 05
z)1.57 o

® F(x) = 1 sen(1x+157) %2 [° n/\y/z o Sn*&m/
-1

Figura 46 — Gréfico da funcdo f(x) =sen (x + %)

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformagédo ocorreu nos gréaficos das figuras: 46 e 47 em relagcéo ao
dafigura 357

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi a translacéo
horizontal.

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras 46 e 47 em relacao ao da figura
357
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Figura 47 — Gréfico da funcao f(x) = sen (x — %)

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi o parametro
d.

3. O periodo das fungdes foi alterado das figuras: 46 e 47 em relagédo ao da figura
357

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que sim.

Conclusodes construidas com o aluno:

Nos graficos das figuras 46 e 47, observou-se que a fungao sofreu uma transla-
cao horizontal “para esquerda e “para direita, respectivamente. A translacao horizontal
nao alterou o dominio, a imagem, a amplitude e o periodo.

22 fase:

1 Duracgao: 2 aulas

0 Nesta fase a constru¢ao dos gréficos foi em relagdo a fungao g(x) = a+bcos(cx+
d). A ideia foi fazer uma comparag¢édo com a fungéo cosseno g(x) = cos(x) com
a modificacao de cada parametro e foram seguidos cinco passos para subsidiar
a resposta da questédo norteadora.

Passo 1: Digite no campo de entrada a fungéo g(x) = cos(x) (ver Figura 48).

Passo 2: Digitou na caixa de entrada a fungé@o g(x) = a + bcos(cx + d), com a,
b, c e d reais, sendo b # e ¢ # 0. Em seguida apertou a tecla “Enter”. Surgiu, na tela
“criar controles deslizantes para: a, b, c € d” e selecionou esta op¢ao (ver Figura 49).
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Figura 48 — Grafico da fung¢ao g(x) = cos(x)

Por padrao, os valores de a, b, c e d sdo iguais a 1, ver Figura 50.

Criar Controles Deslizantes

22 Criar Controle(s) Deslizante(s) para: a, b, ¢, d

Criar Controles Deslizantes [OEIIW=lclq

Figura 49 — Controles deslizantes
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Figura 50 — Controles deslizantes iguais a 1

Passo 3: Deslize o controle a até o valor de 2, mantendo b=1,c=1ed = 0.
A fungéo obtida foi f(x) = 2 + cos(x). Em seguida, deslizou o controle a até o —2,
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mantendo b =1, c = 1 e d = 0. A fungéo obtida foi f(x) = —2 + cos(x) (ver figuras 51
e 52, respectivamente).
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Figura 51 — Grafico da func¢ao g(x) = 2 + cos(x)
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Figura 52 — Grafico da funcao g(x) = —2 + cos(x)

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformacao ocorreu nas Figuras 51 e 52 em relacao a Figura 487
Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi Translagédo
vertical.

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras 51 e 52 em relacao a Figura 487
Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi o parametro

d.

3. Os periodos das funcdes das Figuras 51 e 52 sofreram alteracées em relacéo a
Figura 487

Resposta dos alunos: Os 20 alunos responderam nao.

4. O conjunto imagem das func¢des nas Figuras 51 e 52 sofreu alteracao em relagéo
a Figura 487
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Resposta dos alunos: os 20 alunos da turma responderam sim.

Conclusodes construidas com o aluno:

Nos graficos das figuras 51 e 52, observou-se que em relacado a funcao da
figura 48, ao ser alterado o valor do parametro a, a funcao sofreu translagéo vertical.
Quando o a > 0 a funcéo sofreu uma translacao vertical “para cima” uma quantidade
de unidades equivalente a a. Quando a < 0 a fungéo sofreu uma translacao vertical
“para baixo” a quantidade de unidades equivalente a a. Ou seja, o periodo, o dominio
e amplitude da fungé@o nao foram alterados, mas a imagem foi alterada a quantidade
de unidades equivalente a a, ou seja, o conjunto imagem da fungéo passou de [—1, 1]

para[a—1;a+1].

Passo 4: Deslize o controle b até 3, mantendo a =0, c = 1 e d = 0. A fung&o foi

. , .1
g(x) = 3 cos(x). Em seguida, deslize o controle b até 5> mantendoa=0,c=1ed =0.

1 , .
A funcéo foi g(x) = 5 cos(x). Por ultimo, deslize o controle b até —3, mantendo a = 0,
c=1ed=0.Afuncao foi g(x) = —3 cos(x) (ver figuras 53, 54 e 55, respectivamente).
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Figura 53 — Grafico da func¢ao g(x) = 3 cos(x)

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformacéo ocorreu nas Figuras 53, 54 e 55 em relacao a figura 487

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi deformacéao

vertical.

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras 53, 54 e 55 em relagéo a Figura

487

Resposta dos alunos: Os 20 responderam que foi o parametro b.
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Figura 54 — Gréfico da funcdo g(x) = 3 cos(x)
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Figura 55 — Grafico da func¢ao g(x) = —3cos(x)

3. Os periodos das fungdes das Figuras 53, 54 e 55 sofreram alteragdes em relagcéo
a funcéo da figura 487

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam néo.

4. O conjunto imagem das funcbes das figuras 53, 54 e 55 sofreu alteracdo em
relacdo a figura 487

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam Sim.

Conclusodes construidas com o aluno:

Observou-se que em relagao a fungéo g(x) = cos(x), ao ser alterado o valor do
parametro b, a funcao sofreu deformacgao vertical. Quando b > 0 a fungéo sofreu uma
deformacao vertical, aumentou a sua amplitude a quantidade de vezes do valor de b e
quando 0 < b < 1, a deformacao vertical diminuiu sua amplitude. Quando b < 0 além
dessa deformacao o gréfico sofreu reflexdo em relagéo ao eixo Ox. Ver Figuras 53, 54
e 55, respectivamente.
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Passo 5: Deslize o controle ¢ até o valor de 2, mantendo a =0, b=1e d = 0.
A funcéo foi g(x) = cos (%) Em seguida, deslize o controle c até 3, mantendo a = 0,
b=0ed=0.A fungéo foi g(x) = cos(3x). Por ultimo, o aluno deslizou o controle c até
—1, mantendo a =0, b =1 e d = 0. A fungdo obtida foi g(x) = cos(—x) (ver figuras 56,
57 e 58, respectivamente).
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Figura 56 — Gréfico da fungdo g(x) = cos(3)
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Figura 57 — Gréfico da funcao g(x) = cos(3x)

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformacédo ocorreu nas figuras 56, 57 e 58 em relagao a figura 487
Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi deformacéao
horizontal.

2. Qual parametro alterou os graficos das figuras 56, 57 e 58 em relagéo a figura
487

Resposta dos alunos: os 20 alunos responderam que foi o parametro c.
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Figura 58 — Gréfico da funcao g(x) = cos(—x)

3. O periodo das funcodes foi alterado das figuras 56, 57 e 58 em relacdo ao da
figura 487

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam sim.

4. O conjunto Imagem das fungdes das figuras 56, 57 e 58 sofreu alteragdo em
relacao a figura 487

Resposta dos alunos: Os 20 da turma responderam que nao.

Conclusoes construidas com o aluno:

Observou-se que em relacado a funcao grafico da figura 48, ao ser alterado o
valor do coeficiente ¢, a funcao sofreu deformacgao horizontal. Quando ¢ > 1 a defor-
macao horizontal diminuiu seu periodo. Mas, manteve a imagem e dominio. Quando
0 < ¢ < 1, a deformacao horizontal, aumentou o periodo e manteve inalterados o
dominio e a imagem da funcéo. Ou seja, o periodo da funcao ficou dividido pelo valor
de c. Quando, ¢ < 0 a fungdo cosseno por ser uma fungéo par, ndo sofreu reflexao.
Porque cos(x) = cos(—x), Vx € R. Ver as figuras 56, 57 e 58, respectivamente.

Passo 6: Deslize o controle d até o valor de g mantendo a=0,b=1e c = 1.

A fungéo obtida foi g(x) = cos (x + g) Em seguida, deslize o controle d até o valor

de —g, mantendo a = 0, b = 1 e ¢ = 1. A fungéo obtida foi: g(x) = cos (x - g) (ver
figuras 59 e 60, respectivamente).

Perguntas feitas aos alunos da turma e suas respostas, neste passo:

1. Qual transformagé&o ocorreu no grafico das Figuras: 59 e 60 em relacao a figura
487



4.1. PLANEJAMENTO, EXECUCAO E RESULTADOS 68

AR Ol S IPANIEN Y

a=0
O s ® N 15 @

b=1
O - 5 1
0¢=1l

L 5 5 /
d="= 0
2 n/2 o osm/2 2% sm/2 n
(2] 1.57 -0.5
@ g(x) =1cos(lx+15r)- -

Figura 59 — Gréfico da fun¢ao g(x) = cos(x + %)
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Figura 60 — Gréfico da fungao g(x) = cos(x — %)

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi translacéo
horizontal.

2. Qual parametro alterou os graficos das Figuras: 59 e 60 em relacao a figura 487
Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que foi o parametro
d.

3. O periodo das fungoes foi alterado das figuras 59 e 60 em relagdo ao da figura
487

Resposta dos alunos: Os 20 alunos da turma responderam que N&o.

Conclusodes construidas com o aluno:

Nos graficos das figuras 59 e 60, observou-se que em relacdo a funcdo da
figura 48, a funcdo sofreu uma translacao horizontal “para esquerda” e “para direita”
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respectivamente. A translagéo horizontal ndo alterou o dominio, a imagem, a amplitude

e o periodo. A funcdo da g(x) = cos (x — g) coincidiu com a fungéo f(x) = sen(x).

Solugéo do problema norteador 1 usando o software GeoGebra:

Resposta algébrica

O aluno deve identificar o pardmetro ¢ da fungéo g(x) = a + bcos(cx + d) e
comparar a fungdo do problema e identificar o parametro % que permite calcular o
tempo que a temperatura sera minima. O calculo do tempo sera t = 24h. Logo, a
temperatura maxima serd em 12h. Assim, F(12) = 25°C.

Resposta: A temperatura sera maxima as 12h e no valor de 25°C.

Resposta Grafica

Usando o GeoGebra a visualizacado da resposta € rapida. Pois o ponto sobre

a funcdo F(t) onde a fungéo tem ponto de maximo. Observa-se a resposta na Figura
61.
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Figura 61 — Grafico da func¢ao F(t) com o ponto A



Consideracoes Finais

Este trabalho teve como objetivo utilizar o software GeoGebra para estudar o
movimento de grafico de funcgdes, aplicados as fungcdes seno e cosseno e realizar
uma atividade didatica, colocando o aluno no papel de sujeito ativo, investigador e
explorador. O software GeoGebra foi escolhido por ser gratuito e simples de manipular.

Em seus estudos, Corradi afirma que:

Foi possivel perceber que ha um grande nimero de docentes que
conduzem suas aulas apresentando definicbes seguidas de listas de exerci-
cios, treinando os alunos para reprodugdo do conteddo, muitas vezes ape-
nas decorado e ndo compreendido. Ainda conforme Fiorentini (1995), Miorim
(1998), D. Ambrésio (1993), essa pratica nao é propicia a aprendizagem por
ndo possibilitar a compreensao e a construgdo do conhecimento pelo aluno.
Penso que os professores precisam de atividades de ensino e aprendizagem
e de uma postura diferenciada para trabalhar os contetidos de Trigonometria,
de maneira significativa em sala de aula em que os estudantes passam a ser

os protagonistas e o professor o orientador/mediador. (CORRADI, 2013).

O recurso tecnologico foi pensado a partir da reflexdo e planejamento sobre a
utilizacdo do mesmo na abordagem do estudo de fungbes seno e cosseno, em espe-
cial para o 1z ano do Ensino Médio.

O uso da tecnologia na abordagem dos conteudos matematicos ndo substitui
o livro didatico. O livro didatico ainda € um recurso pedagdgico de ensino de grande
importancia no processo de ensino aprendizagem. Mais ainda, quando se trata do
ensino de Matematica no cenario da escola publica no Brasil.
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Por entender que ensinar é dar condicoes ao discente para que ele se apro-
prie do conhecimento e consiga, a partir dai, abstrair e generalizar, foi feito com esse
propdsito as atividades da sequéncia didatica com uso do GeoGebra, uma ferramenta
motivadora e disseminadora do conhecimento a cerca do comportamento grafico, iden-
tificando e manipulando os parametros da funcao.

A sequéncia didatica seguiu um passo a passo, distribuida em duas fases: a
primeira, com duracédo de 03 aulas, foi iniciada com a apresentacdo de um problema
norteador que foi resolvido apds o desenvolvimento da segunda fase. Em seguida,
o aluno com uso do software GeoGebra, construiu os graficos da fungéo f(x) =
a + bsen(cx + d), visualizando e identificando os movimentos de translacao, refle-
xao e deformacao a partir da alteracao dos parametros da funcao, usando a ferra-
menta controle deslizante do GeoGebra. A segunda fase, com duracao de 02 aulas,
o aluno construiu, com uso da ferramenta controle deslizante, os graficos da fungéo
g(x) = a+ bcos(cx + d). Visualizando e identificando os movimentos de translacéo,
reflexdo e deformacédo a partir da alteracao dos parametros da funcao. Nas duas fa-
ses, 0 aluno respondeu algumas perguntas sobre 0 comportamento dos gréficos e as
respostas foram apresentadas através de graficos de Pizza 3D.

O desenvolvimento da atividade nao apresentou dificuldades para a professora
e o aluno. Entretanto, a logistica de execucao nao foi muito satisfatéria. O laboratério
de informatica possui apenas oito computadores para uma turma de vinte alunos. As-
sim, para realiza¢ao da atividade foi necessario a formacéo de quatro duplas e quatro
trios de alunos nos computadores.

Depois da execucéao de todas as fases descritas na sequéncia didatica, o aluno
demonstrou que o estudo grafico das fungcdes seno e cosseno esta compreendido e
devidamente interpretado. A partir do uso do software GeoGebra, a construcao dos
graficos de fungdes que envolvem as fung¢des seno e cosseno ficou mais facil e essa
ferramenta possibilitou do mesmo ter adquirido o conhecimento de forma diferenciada,
interativa e construtiva.

Os esbocgos dos graficos feitos com uso do GeoGebra permitiram visualizar
e sistematizar os dados das funcdes e compreender como 0os movimentos graficos
ocorreram. A partir do uso do software e da analise dos significados dos parametros,
foi possivel ocorrer um dialogo entre a professora e o aluno sobre o conhecimento
abordado.

Verificou-se, com a aplicagao dessa atividade, que o software GeoGebra foi um
instrumento instigador do pensamento, no modo de despertar o interesse do aluno
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no conteudo abordado. A aprendizagem decorreu através de um trabalho diferente do
habitual e, com a mediagéo do professor, inserir, no processo pedagdgico, os conheci-
mentos que valorizaram e dinamizaram a abordagem do conteudo.

Realizando uma pesquisa nas artes, foi possivel notar que existe a preocupa-
cao com o estudo dos movimentos graficos envolvendo as funcbes seno e cosseno
com o uso do GeoGebra. Mas, ndo encontrei na busca um sé trabalho que resolvesse
situacdes problema com o uso do GeoGebra, reconhecendo a importancia e excelén-
cia que o mesmo tem na visualizagdo da resposta de um problema em questdo. Em
(SALAZAR et al., 2015), traz alguns exemplos de situagdes problema, entretanto ndo
resolve um usando o software GeoGebra. Em (OKADA, 2013), € feito uma aborda-
gem dos graficos das fungdes, entretanto néo € feita uma conexao com a solugao de
situagdes problema com o uso do software e o grafico dessas funcdes.

Diante do resultado positivo com o uso do software GeoGebra, em sala de aula,
e entender da importancia das novas tecnologias para educagao. Despertou-me, um
interesse de estudar mais sobre as possibilidades que o software GeoGebra oferece
no estudo dos movimentos das funcdes cossecante, tangente e secante.

O interesse de incorporar as ferramentas tecnoldgicas no processo de ensino.
E algo fundamental, por isso, a importancia da formagdo continuada dos docentes.
Eu mesma, ndo conhecia o software GeoGebra. Ja tinha ouvido falar, mas nunca ti-
nha manuseado. Porém, quando fui convidada pelo meu orientador a utiliza-lo como
ferramenta pedagdgica para o estudo das fun¢des seno e cosseno. Nao hesitei. Fiz
uma busca na internet e percebi, que esse software é realmente de facil manuseio. A
experiéncia foi satisfatéria tanto para os alunos que demonstraram total interesse na
aprendizagem do conteudo abordado, como a professora que construiu uma lingua-
gem de entendimento com seu aluno, com ajuda do software.

O estudo sobre o tema nao esta exaurido. Espera-se que propostas similares
futuras aprofundem o tema abordado. Surgiu o interesse a partir desse trabalho, em
desenvolver conhecimento sobre os movimentos graficos com uso do software Geo-
Gebra, corroborando em atrelar o recurso tecnoldgico ao conhecimento pedagdgico.
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